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Д о к л а д ы А к а д е м и и н а у к С С С Р 
1976. Том 229, № 4 

УДК 517.11 МАТЕМАТИКА 

В. в. вьюгин 

ОБ ИНВАРИАНТНЫХ ПО ТЬЮРИНГУ МНОЖЕСТВАХ 
(Представлено академиком А. П. Колмогоровым 10 III 1976) 

Все неопределенные и используемые в этой статье понятия имеются 
в ( \ 2 ) . Q — множество всех бесконечных двоичных последовательностей. 
Символами < т , =т обозначаем сводимость и эквивалентность по Тьюрин
гу. Пусть 3) — класс всех множеств A^Q, которые Г-инвариантны (т. е. из 
(д^А и G / = T ( D следует, что а / е Л ) и измеримы по универсальной перечис
лимой (полувычислимой) мере ( 2) (что эквивалентно тому, что для любо
го эффективного оператора G множество С - 1 ( 4 ) измеримо по Лебегу). 
Множество А^З) называется пренебрежимым, если универсальная пере
числимая мера А равна 0 (т. е. мера Лебега множества { ( D ^ Q | 3 a ( a e 

^А & а < г ( о ) } = и С - 1 ( Л ) , где объединение берется по всем эффективным 
операторам, равна 0) *. На 3) вводим предпорядок: «А<В++ множество 
А\В пренебрежимо» и отношение эквивалентности: «А=В+-+-
+-+А^В&В^А». Факторизацией 3) по этому отношению эквивалентно
сти получим булевскую алгебру L, операции которой индуцируются тео
ретико-множественными пересечением и объединением. Идея рассматри
вать такую структуру принадлежит Л. А. Левину. Он также отметил 
существование в Ьдвух атомов: а-элемента, определенного всеми вычисли
мыми последовательностями, и fe-элемента, определенного всеми случай
ными по Колмогорову — Мартин-Лёфу ( 3 , 4 ) по мере Лебега и им Г-экви-
валентными последовательностями, и поставил вопрос о существовании 
элементов L, отличных от 0, 1, а и Ъ (в частности, других атомов). Этот 
вопрос эквивалентен вопросу о независимости аксиомы 4.2 из ( 5 ) . Суще
ствование еще одного элемента L будет следовать из теоремы ниже. 

Если B^Q измеримо, \i(B) — мера Лебега В. Заметим, что если считать 
А^З) пренебрежимым, когда \i(\JG~~l(A)) = 0 , где объединение берется 
лишь по всем всюду определенным эффективным операторам, то из тео
ремы 4,3 работы ( 2) вытекает, что аналогичным образом определенная 
структура состоит только из 0, 1, а и Ъ. 

Т е о р е м а . Существуют эффективный оператор F и множество B^Q 
такие, что В содержится в области определения F (и совпадает с ней за 
исключением множества меры 0) , p(J5)>0 и \x{G(F(B))) = 0 для любого 
эффективного оператора G, причем F(B) не содержит вычислимых после
довательностей. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нам будет удобно естественным образом отож
дествлять бесконечные двоичные последовательности с последовательно
стями вида XiX2... хп . . . , где 0<хп<2п при п>1; далее считаем, что Q 
состоит из таких последовательностей. Если © е й , то со» — i-член (о; 
(со) п=со 1 со 2 . . . ш„. Кортеж — это конечная последовательность a = a i a 2 . . . 

. . . a n , где 0<аг<2 г при K i ^ w , его длина 1(a) =щ а определяет интер
вал {(ое£}|а<=со} меры Лебега 2~ n ( n + 1 ) / 2 ^2"" n . Задана также эффективная 
однозначная нумерация всех кортежей, т (а ) — номер кортежа a. {F{} — 

* Элементы Ф можно считать идеализациями свойств природных массивов ин
формации. Они ^-инварианты, так как естественно считать, что две Г-эквивалентные 
последовательности содержат одинаковую информацию. 

Пренебрежимые множества — аналоги таких свойств, что практически невозмож
но возникновение массивов информации с этими свойствами ни в каких комбинациях 
алгоритмических и случайных процессов. 
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рекурсивная последовательность всех эффективных операторов такая, что 
для любого эффективного оператора G имеется бесконечно много таких г, 
что G=Fi. {Fi*} — вычислимая последовательность общерекурсивных 
функций такая, что F{ (со) = l im F{* ((со) п). р — такая общерекурсивная 

п 
функция, что для любого п имеется бесконечно много таких i, что p(i) =п. 
К множеству всех натуральных чисел добавим символ 0 0 и будем считать, 
что °°>k для любого натурального к, /?(°°)=°°. Малые латинские буквы 
обозначают натуральные числа или целые, если это специально указано. 
Нам потребуются функции 

Р„(a) = m i n {(3l/(j})=rc—1 & ас=р & I (Р^ п ) ($) )>р(п) + т ( а ) } 

(^ п ( а ) неопределенно, если это множество пусто), 

В конструкции определяются рекурсивные функции F* и М. 
Ш а г 1. Определим F*(к) = к, Л/(й) =<» при /с=0, 1. 
Ш а г га (/г> 1). Конструкция разветвляется на три случая: 
С л у ч а й 1. р{М(г\)):=?ьр{п) для каждого ч, 1{^)=п—1. Определим 

Ж ( ч 0 ) = 7 г , Ж(ч/с)=о° для всех ч и /с таких, что 1{^)=п—1, р(М(^))>р(п) 
и 0 < & < 2 П . 

С л у ч а й 2. Существует хотя бы один кортеж такой, что 
/ ( т ) = л - 1 , р(М(ч))=р(п) и М ^ * ( т )Ь Гм(т)(т) определены. ( 1 ) 
Для каждого /с<2 п и для каждого удовлетворяющего (1), определим 
М{чк)=°°, М(ТМ(У)(у)к) =М(*(), F*( ,yA)=pn(/? T*(if))A; для каждого у та
кого, что Z(if)=/z—1 и р(М(ч))>р(п), определим Ж(^/с) =<», если это зна
чение не было определено выше. 

С л у ч а й 3. Случаи 1 и 2 не имеют места. В этом случае ничего не 
делаем. 

После того как инструкции соответствующего случая выполнены, для 
всех -у, Z(f)=fz—1, к<2п определим М(-уй) =М('у), F*(^k) =^*(^ ) , если 
значение левой части равенства не было определено ранее. Переходим к 
шагу п+1. 

По конструкции F*(а) <=/?*([}) при а<=[}. Определим эффективный опе
раторе : F(co)=limF*((co) n ) для co^Q. 

Свойства 1)~6) приводятся без доказательства. Их нетрудно прове
рить по шагам конструкции. 

1) Для любых гаи] существует не более чем одно целое к такое, что 
M(Tm

h(i))=m. 
2) Если чс : Т ' и М(ч)=М(ч')<°°, то F*(4)=F'(f). 
3) Если к>0 и M{Tm

h(^))=m, то найдется а с «у такое, что 1(а)>т и 
М(а)=т. 

4) Если и M(Tm

h(4))=M(Tm

k'(Y))=m, то Л > Л (/с, к' целые). 
5) Пусть М (у) <^ ею, А; > 1 и Гд* ( Y) (7) определено. Тогда F* (Тм (у) (у)) = = 

= ^* (v)(Y)) и М (Гм (у) (7)) = Л# (Г^ ( Y ) (у)). 
6) Пусть 1 — минимальный кортеж такой, что М(^)=пг, к>0 и Тт

к(ч) 
определено. Тогда F*(i) =F*(7\»*(T))-

Мы будем говорить, что кортеж а стабилизирует i, если либо 
p(M(a'))=£i для всех а! таких, что а<^а', либо М{а') =М{а) для всех та
ких а'. 

Л е м м а 1. Любое число стабилизируется всеми кортежами, кроме ко
нечного числа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим противное: пусть i — наименьшее, для 
которого утверждение леммы не выполнено. Пусть п — наименьшее такое, 
что p(n)=i и каждое i'<i стабилизировано каждым кортежем а, 1(а)^п. 
По выбору п на шаге п имеет место случай 1, для каждого гп^п сущест-
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вует у такое, что 1(^)=т и М(ч)=п, для любого (5, если 1($)>п к 
/?(M(j}))=£, то М($)=п. Пусть co^Q. Если ( ( со )„ -О) </?(лг), то по вы
бору п будет М(7) = i f ( ( ( o ) n - i ) для любого ] такого, что (о ) ) п -1 с =у . Если 

( с о ) ( я ) , по свойству 1) для любого т>п найдется единст
венное целое к такое, что p(M(Tn

h(((d)m)))=i. Из свойства 4) следует, 
что для всех т, начиная с некоторого, существует общее такое к. Отсюда 
следует, что со имеет фрагмент, стабилизирующий i. Поэтому функция 
/(со) =min{rc| (со) п стабилизирует i} определена на всем компакте Q. Она 
непрерывна и, следовательно, ограничена некоторым числом s. Все кор
тежи длины, большей s, стабилизируют i. Полученное противоречие дока
зывает лемму. 

Л е м м а 2. Пусть М((co)„)=°° для бесконечного числа различных п, 
для любого п существует такая, что F * ( ( c o ) n ) и Fi(y) определено. 
Тогда найдется п такое, что p(n)=i, на шаге п имеет место случай 2 и 
(co)n- i удовлетворяет условию (1) этого случая. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть п наименьшее такое, что p(n)=^i и каж
дое i'<i стабилизировано каждым кортежом a, l(a)^n. m выбирается 
так же, только i заменяется на Эти числа существуют по лемме 1. 
По определению m найдется единственное целое к такое, что 
М(Tn

h(((d)s))=n для всех s>m. Пусть к<0, а —наименьшее такое, что 
п<а^т и M(Tn

k(((os))=n для всех s>a. По 6) F*(Tn

k(((o)a)) = 
=F*((co )a ) c : 'Y. где х из условия леммы. По 2) F*(Tn ((&)*))== 
=F (Тп

к{Ы)а)) для всех s>a, поэтому $s(F*(Tn

h(((d)s))) определено для 
всех достаточно больших s; тогда для одного из таких s>m, p(s)=i, 
на шаге s имеет место случай 2, что противоречит выбору т. Значит, 
к^О. Тогда по 3) найдется s^n такое, что М((со)5) =п. По условию леммы 
можно выбрать наименьшее b>s такое, что М((со)ь) = о о . По выбору 
пч p(b)=i, на шаге Ъ имеет место случай 2 и (co) b_i удовлетворяет усло
вию (1), что и требовалось доказать. 

А — область определения оператора F. 
Л е м м а 3. \x(G(F(A))) = 0 для любого эффективного оператора G. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть i такое, что G=FU Ut — объединение всех 

интервалов {(d\Fi*(^s(F*(^)) )<=«}, где p(s)=i, на шаге s выполнен слу
чай 2 и f удовлетворяет условию (1). 

\i({(o\Fi*(^s(F*(^)))cz(o})^2-(i+x{F*^)\ поэтому ^ ( г 7 г ) ^ ^ 2 - ( г + т ( а ) > < 
<2-2~\ Докажем, что G(F(A))<=Ui. Пусть o /=G(F(co) ) , где со^Л. Так 
как F(co) определено, по случаю 2 М((co)„)=°° для бесконечного числа 
различных п. Fi(F((o)) определено, значит, условие леммы 2 выполнено 
и найдется п такое, что (u'<^{4\Fi*($n{F*(((u)n-i)))czy}^Ui. Так как име
ется бесконечно много таких £, \i(G{F(A))) = 0 . 

Л е м м а А. \х(А)>1/2-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предварительно покажем, что если М((со)п)==сх' 

для бесконечного числа различных /г, то F(co) определено (обратное ут
верждение легко следует из конструкции в случае 2). Пусть i такое, что 
Fi всюду определенный оператор. Тогда по лемме 2 найдется п такое, что 
p(n)=i, на шаге п имеет место случай 2 и (со) „ _ i удовлетворяет (1), 
поэтому Z(F*((co) n ))>Z(F*((co) n _i)) . Так как таких i бесконечно много, 
F(co) определено. Пусть U={(o\M((со)п)<°° для всех п, кроме конечного 
числа}. Vn= {со|Д/((со) п)<«>}. Тогда U=\J П Vn. \i(U) = 

in n^m 

=sup \i( f| F „ ) < s u p \i(Vm). j i ( F 1 ) = 0 , если на шаге n+1 имеет место 

случай 1, то j n ( F n + 1 ) < p , ( F „ ) + 2 ~ ( n + 1 ) ; если имеет место случай 2 или 3, 
то \i(Vn+i)^\x(Vn). Отсюда \x(Vn)<l/2 для всех п и р , ( £ / ) ^ 7 2 . A=Q\U. 
Следовательно, р, (А) > xk. 

Пусть а — вычислимая последовательность и пусть g(^) = a z ( V ) + 1 , если 
на шаге + 1 имеет место случай 2 и кортеж f удовлетворяет усло
вию (1), и g(y) неопределено в противном случае. Тогда из конструкции 
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следует, что если F(a))=a, то имеется бесконечно много таких п, что 
g(((o)n) определена и для всех таких п, g((co) n ) = с о п + 1 , т. е. со не являет
ся коллективом Мизеса. Мера множества всех коллективов Мизеса рав
на 1. Пусть В=А\{G)GE4 | ^ ( С О ) вычислима}. \i(B) = J L X ( ^ 4 ) . Тогда F и В 
удовлетворяют заключению теоремы. Теорема доказана. 

Пусть F и В из теоремы, С={со| &a(a^F(B) & a= T co} , c^L такое, что 
Севе. C ^ { ( o | 3 a ( a ^ ( 5 ) & (о<та)} = [)Р{(Р(В)), поэтому \х(С)=0. 

В<=[)Рг1(Р{В)) = {со | 3 a ( a e F ( £ ) & a < г ©)} = {(о | а а ( а е = С & а ^ т с о ) } , 

поэтому последнее из этих множеств имеет положительную меру. Отсюда 
следует, что с^О. аФс, так как С не содержит вычислимых последова
тельностей; ЪФс, так как \х(С)=0, тогда как мера всех случайных после
довательностей равна 1. Значит, с^{0, 1, а, Ь}. 

Отметим еще одно свойство конструкции. Нетрудно показать, что лю
бая (d^[)Fi(F(B)) не является случайной. Если к В добавить каждую по-

г 

следовательность, которая отличается от одной из последовательностей В 
в конечном числе знаков, по теореме из ( 6 ) , стр. 117 (закон 0 или 1), по
лучим множество меры 1. Отсюда получаем, что для почти-любой после
довательности а существует эффективный оператор G такой, что последо
вательность G(a) невычислима и не Г-эквивалентна никакой случайной. 
Можно также построить счетное множество атомов L, а также такой не
нулевой элемент d^L, что для любого x^L, если x^d, то х не атом. 

Автор глубоко благодарен Л. А. Левину за постановку задачи и за по
мощь в изложении результатов. 
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