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VII Международная конференция

ПРОБЛЕМЫ ОПТИМИЗАЦИИ

И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ

∙ Российское общество исследования операций

∙ Омский научный центр СО РАН

∙ Институт математики им. С.Л. Соболева СО РАН

∙ Высшая школа экономики, Нижний Новгород

∙ Новосибирский государственный университет

∙ Омский государственный университет им. Ф.М.Достоевского

∙ Институт математики и механики им. Н.Н.Красовского УрО РАН

∙ Сибирский государственный автомобильно-дорожный университет

∙ Институт экономики и организации промышленного производства СО РАН

∙ Омская государственная областная научная библиотека им. А. С.Пушкина

О конференции

Данная конференция проходит в Омске в седьмой раз. В этом году она посвя-

щена памяти профессора Александра Александровича Колоколова, который на про-

тяжении 20 лет был ее бессменным руководителем. Предшествующие конференции

проводились в 1997, 2003, 2006, 2009, 2012 и 2015 гг. и именовались «Проблемы

оптимизации и экономические приложения».

В настоящее время под обновленным названием «Проблемы оптимизации и их

приложения» (Optimization Problems and Their Applications – OPTA) это мероприя-

тие входит в серию международных конференций, проходящих в сибирском, ураль-

ском и дальневосточном регионах России и посвященных широкому кругу вопросов

исследования операций, математического программирования, дискретной оптимиза-

ции и их приложений. Целями данных форумов являются ознакомление с послед-

ними достижениями в области математического программирования и исследования

операций, обсуждение актуальных проблем, возникающих в этих областях. Это спо-

собствует обоснованному выбору направлений научной деятельности, росту публи-

кационной активности, расширению контактов российских и зарубежных ученых.
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ДОКЛАДЫ ПРИГЛАШЕННЫХ АВТОРОВ

COMBINATORIAL TECHNIQUES TO OPTIMALLY CUSTOMIZE

MACHINING/ASSEMBLY LINES

A. B. Dolgui

IMT Atlantique, Nantes, France
alexandre.dolgui@imt-atlantique.fr

Keywords: machining lines, assembly lines, line design, line balancing, combinatorial
optimization, MIP, graph theory, metaheuristics, heuristics.

Problems of combinatorial design of complex machining/assembly lines are
considered. Operations are partitioned into groups which are performed either by a
team of workers for manualy lines or by a piece of equipment for automated lines
(for example by a multi-spindge head). Constraints related to the design of worker
teams or spindle heads, working position and line confgurations, as well as precedence
constraints related to operations, are given. Such problems consist in minimizing the
estimated cost of the corresponding machining/assembly line, while reaching a given
cycle time and satisfying all constraints. A decision support system is developed. Several
optimisation methods were implemented: MIP formulation, a constrained shortest path
approach, Branch and Bound techniques, metaheurstics and heuristics. The developed
decision-aid software tool is presented. Industrial examples are reported for diferent
types of lines.

0c○ A. B. Dolgui, 2018
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Доклады приглашенных авторов

PQSQ POTENTIALS AND TROPIC METHODS

IN MACHINE LEARNING

A. N. Gorban

University of Leicester, Leicester, UK
ag153@le.ac.uk

Keywords: machine learning, theory of PQSQ potentials.

We develop a new machine learning framework (theory and application) allowing
one to deal with arbitrary error potentials of not-faster than quadratic growth, imitated
by piece-wise quadratic function of subquadratic growth (PQSQ error potential). This
universal framework is able to deal with a large family of error potentials. We exploit
the fact that fnding a minimum of a piece-wise quadratic function, or, in other words,
a function which is the minorant of a set of quadratic functionals, can be almost as
computationally efcient as optimizing the standard quadratic potential. The theory
of PQSQ potentials uses min,+ algebras and can be considered as a part of tropical
mathematics.

0c○ A. N. Gorban, 2018
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Доклады приглашенных авторов

NEW APPROACHES FOR MULTIPROCESSOR SCHEDULING

PROBLEM WITH INCOMPLETE INFORMATION

V. M. Kotov

Belarusian State University, Minsk, Belarus
kotovvm@yandex.by

Keywords: combinatorial optimization, multiprocessor scheduling.

Combinatorial optimization problems come with various paradigms on how an
instance is revealed to a solving algorithm. The very common ofine paradigm assumes
that the entire instance is known in advance. On the opposite end, one can deal with
the pure online scheme, where the instance is revealed part by part, unpredictable to
the algorithm, and no further knowledge on these parts is assumed. In between these
two extremes, and also highly relevant for many practical applications, are semi-online
paradigms, where at least some characteristics of the instance in general are assumed to
be known, for example, the total instance size or distributions of some internal values.
The well-known classical multiprocessor scheduling problem is a fundamental and well-
investigated scheduling problem both in the ofine and the online setting. A set of n
independent jobs is to be processed on m parallel machines in order to minimize the
makespan. We present some approaches such as bunch techniques, a dynamic discrete
lower bound and other priority rules. These approaches allow to design online and semi
online algorithms with the best known worst-case performances.

0c○ V. M. Kotov, 2018
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Доклады приглашенных авторов

OPTIMIZATION, MODELING, AND DATA SCIENCES

FOR SUSTAINABLE ENERGY SYSTEMS

P. Pardalos

University of Florida, Gainesville, USA
pardalos@ufl.edu

Keywords: energy systems, optimization.

For decades, power systems have been playing an important role in humanity.
Industrialization has made energy consumption an inevitable part of daily life. Due to
our dependence on fuel sources and our large demand for energy, power systems have
become interdependent networks rather than remaining independent energy producers.
This talk will focus on the problems arising in energy systems as well as recent advances
in optimization, modeling, and data sciences techniques to address these problems.
Among the topics to be discussed are emission constrained hydrothermal scheduling,
electricity and gas networks expansion, as well as reliability analysis of power grid.

Bibliography
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ЗАДАЧИ РАЗМЕЩЕНИЯ

ВЕРХНЯЯ ГРАНИЦА ДЛЯ ДИСКРЕТНОЙ ЗАДАЧИ

КОНКУРЕНТНОГО РАЗМЕЩЕНИЯ ПРЕДПРИЯТИЙ

С ПРЕДПИСАННЫМ ВЫБОРОМ ПОСТАВЩИКОВ⋆

В. Л. Береснев1, А. А. Мельников2

1,2 Институт математики им. С. Л. Соболева СО РАН, Новосибирск, Россия
1,2 Новосибирский государственный университет, Новосибирск, Россия

1 beresnev@math.nsc.ru, 2 melnikov@math.nsc.ru

Ключевые слова: модели конкурентного размещения, игра Штакельберга, верхняя
граница.

Рассматривается математическая модель, относящаяся к семейству моделей кон-
курентного размещения предприятий, построенных на основе игры Штакельберга,
в которой две соперничающие стороны последовательно открывают свои предпри-
ятия, стремясь “захватить” потребителей и получить наибольшую прибыль. В рас-
сматриваемой ниже задаче конкурентного размещения предприятий (CompFLP) ис-
пользуется правило предписанного выбора поставщиков, при котором для обслужи-
вания захваченного потребителя выбирается наиболее предпочтительное для данного
потребителя открытое сторонами предприятие.

Задача CompFLP с предписанным выбором поставщиков рассматривалась в [1].
Для этой задачи предложен способ вычисления верхней границы оптимума для слу-
чая, когда доход, получаемый от обслуживания потребителя, не убывает относитель-
но предпочтений данного потребителя.

В настоящей работе предлагается способ построения оценочных задач и вычис-
ления верхних границ для задачи CompFLP с предписанным выбором поставщи-
ков в общем случае. Способ основывается на использовании задачи HPP (high-point
problem), получаемой из задачи CompFLP исключением из нее требования оптималь-
ности решения задачи нижнего уровня. Основной результат состоит в построении
семейства дополнительных ограничений для усиления задачи HPP, выполняемых
для допустимых решений исходной задачи CompFLP и “стимулирующих” перемен-
ные задачи нижнего уровня принимать оптимальные значения.

Список литературы

1. Береснев, В.Л., Мельников, А.А.: Алгоритм ветвей и границ для задачи конкурентного размещения предпри-
ятий с предписанным выбором поставщиков. Дискр. анализ и исслед. опер. 21(2), 3–23 (2014)

⋆ Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 17-11-01021).

0c○ В. Л. Береснев, А. А. Мельников, 2018
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Задачи размещения

О ЗАДАЧЕ RANDOM MST С ВЕРХНИМ ОГРАНИЧЕНИЕМ

НА ДИАМЕТР ОСТОВА⋆

Э. Х. Гимади1, А. М. Истомин2, Е. Ю. Шин3

1,2,3 Институт математики им. С. Л. Соболева СО РАН, Новосибирск, Россия
1 Новосибирский государственный университет, Новосибирск, Россия

1 gimadi@math.nsc.ru, 2 alexeyistomin@gmail.com, 3 katherine15963@gmail.com

Ключевые слова: минимальное остовное дерево, граф, алгоритм, приближенный,
точность, условия асимптотической точности, полиномиальный.

Пусть задан полный неориентированный граф Gn = (V,E) с множеством вершин
V = {1, . . . , n}, в котором каждому ребру e = (i, j) ∈ E приписана стоимость (вес)
wij ≥ 0, 1 ≤ i < j ≤ n.

Задача заключается в нахождении в графе Gn остовного дерева Dn минимально-
го веса при условии ограниченности его диаметра. Под диаметром искомого подграфа
G′ ∈ G понимается длина максимальной, относительно числа ребер, простой цепи
в G′. В общем случае данная задача является NP -трудной.

В работах [1; 2] эта задача рассматривалась при ограничении на диаметр снизу.
В настоящем сообщении предлагается приближенный алгоритм с учетом верхнего
ограничения на диаметр искомого остовного дерева.

Алгоритм решения задачи с верхним ограничением на диаметр остова.
Пусть d̂ — ограничение сверху на диаметр искомого дерева.
1. Строим цепь C(d̂) = (i1, i2, . . . , id̂+1) из d̂ ребер. Вначале в качестве i1 берем

произвольную вершину графа и полагаем C(0) = (i1). Когда построена цепь C(k),
k ≤ d̂, в качестве ik+1 берется вершина вне цепи C(k), ближайшая к ik.

2. Каждую вершину вне цепи C(d̂) соединяем кратчайшим ребром с вершиной,
лежащей внутри цепи C(d̂). В итоге построено остовное дерево с диаметром, не пре-
вышающим d̂.

В докладе предполагается доложить результаты вероятностного анализа рабо-
ты алгоритма квадратичной трудоемкости на случайных входах, рассматриваемых
в предыдущих работах с нижним ограничением на диаметр.
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В классической NP-трудной задаче размещения (Facility Location Problem, FLP)
задан n-вершинный граф G(V,E), в каждой вершине i ∈ V (G) находится пункт
c объемом спроса b(i) и возможно открытие предприятия стоимостью f(i). Для
каждого ребра e ∈ E(G) известна стоимость c(e) транспортировки единицы това-
ра вдоль e. Требуется разместить предприятия таким образом, чтобы удовлетворить
спрос и минимизировать суммарные издержки, связанные с транспортировкой това-
ров и открытием предприятий.

В докладе рассматриваются следующие естественные модификации задачи FLP.
Задача, где объем производства на предприятии, открытом в i-й вершине, не превос-
ходит заданной величины a(i), в литературе известна как Capacitated FLP (CFLP).
Задачу с дополнительными ограничениями на пропускную способность ребер графа
будем называть Restricted FLP (RFLP). Соответственно, задачу с дополнительными
ограничениями обоих типов назовем Restricted Capacitated FLP (RCFLP).

Предлагается точный псевдополиномиальный алгоритм решения задачи RCFLP
для случая, когда исходный граф – дерево. Для двух случаев задачи RFLP на линей-
ном графе, где каждый клиент должен быть обслужен ровно одним предприятием
или допускается несколько предприятий, соответственно, построены точные алго-
ритмы с временем работы O(n3).
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1. Пусть N = {1, . . . , n} — множество пунктов спроса; p — число этапов;
Mr ⊂ N — множество возможных пунктов размещения этапа r; gri — стоимость
открытия предприятия r-го этапа в пункте i ∈ Mr; cij — затраты на транспорт
единицы продукта из i в j, i, j ∈ N ; bj — объем спроса в пункте j ∈ N ; π = (πrj ),
где πrj — номер пункта размещения r-го этапа, обслуживающего спрос в пункте j;
πrj ∈ Mr, 1 ≤ r ≤ p; π0

j = j, j ∈ N ; Ir(π) — множество открытых предприятий r-го
этапа. Задача p-FLP: найти минимум функции

p∑

r=1

∑

i∈Ir(π)
gri +

∑

j∈N
bj

p∑

r=1

cπr
jπ

r−1
j
min
(πr

j )
.

В общем случае задача p-FLP NP-трудна, поскольку при p = 1 она представляет
классическую задачу размещения (FLP).

2. В работе [1] для задачи p-FLP на древовидной сети описан алгоритм с поли-
номиальной трудоемкостью O(p n3). Однако, этот результат следует признать невер-
ным, поскольку он некорректен даже в простейшем случае, когда сеть представлена
цепью. Это вытекает из приводимого в настоящем сообщении соответствующего
контрпримера для задачи 2-FLP на цепи.

3. Приведем положительные примеры полиномиально разрешимых случаев зада-
чи. В работе [2] для задачи размещения на цепи представлены точные алгоритмы
с временной сложностью O(m2 n) (для задачи 2-FLP) и O(p n3) (для задачи p-FLP),
где m – ограничение сверху на число возможных мест размещения предприятий
каждого этапа. В работе [3] для задачи 2-FLP на древовидной сети построен алго-
ритм с трудоемкостью O(mn3).
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Известная теорема Нэш-Вильямса [1; 2] гласит, что при фиксированном целом
k ≥ 1 мультиграф G = (V,E) допускает факторизацию на k лесов (раскраску мно-
жества ребер в k цветов, где ребра каждого цвета образуют лес) тогда и только
тогда, когда для каждого подмножества X ⊆ V порожденный подграф G[X ] содер-
жит не более k(|X |−1) ребер. Нами установлено, что при некоторых дополнительных
ограничениях на минимальную степень мультиграфа эту факторизацию можно вы-
брать таким образом, чтобы ни один из лесов не содержал изолированных вершин.
Более точно, нами доказана следующая

Теорема 1 [3]: Пусть G = (V,E) — мультиграф такой, что |E(G[X ])| ≤ k(|X |−1)
для любого подмножества X ⊆ V , и выполнено одно из условий:

(1) G — двудольный и δ(G) ≥ k;
(2) k = 2 и δ(G) ≥ 3.
Тогда G допускает факторизацию на k лесов без изолированных вершин.

Нами показано, что обе нижние оценки на минимальную степень мультигра-
фа в теореме 1 являются неулучшаемыми, то есть теорема перестает быть верной
при замене в оценках k на k − 1 или 3 на 2. Мы выдвигаем гипотезу о том, что
любой граф G с минимальной степенью δ(G) ≥ k + 1, удовлетворяющий условию
|E(G[X ])| ≤ k(|X | − 1) для любого X ⊆ V , допускает факторизацию на k лесов без
изолированных вершин.
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Пусть задан простой неориентированный взвешенный граф G = (V,E), каждо-
му ребру (i, j) ∈ E которого приписано два неотрицательных веса: энергоемкость cij
(удельные потери энергии на поддержание связи) и задержка dij (время передачи па-
кета). Требуется построить остовное дерево, которое является решением следующей
задачи. ∑

i∈V
max

j:(i,j)∈Ni(T )
cij → min

T
; (1)

max
i,j∈V

∑

(p,q)∈Pij(T )

dij ≤ D, (2)

где Ni(T ) – множество вершин смежных с вершиной i в дереве T , а Pij(T ) – путь
между вершинами i и j в дереве T .

Задача (1)–(2) возникает, когда в беспроводных сетях в целях экономии энер-
гии требуется определить мощность каждого передатчика таким образом, чтобы
получить связный граф, в котором суммарные потери энергии минимальны, а мак-
симальная задержка ограничена сверху заданным числом D. Задача (1) NP-трудна,
и ее приближенному решению посвящено множество публикаций [1]. Задаче (1)–(2)
посвящено гораздо меньше работ [2].

В стандарте TDMA время разбивается на слоты таким образом, что длитель-
ность одного слота достаточна для передачи сообщения по любому ребру графа (т. е.
все dij = 1). Для этого случая нами предложен приближенный эвристический ал-
горитм и проведен его апостериорный анализ, показавший высокую эффективность
предложенного подхода в сравнении с лучшими известными методами.
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Пусть I – конечное множество, 2I – булева решетка всех подмножеств мно-
жества I. Функция множеств f : 2I → R+ называется супермодулярной, если
f(X ∪ Y ) + f(X ∩ Y ) ≥ f(X) + f(Y ) для любых X, Y ⊆ I.

Наследственная система ℋ на множестве I может быть определена как булева
решетка 2I с выделенным семейством A ⊆ 2I , обладающим свойством наследствен-
ности: (X ∈ A, X ′ ⊆ X) ⇒ X ′ ∈ A. Множества семейства A называются неза-
висимыми, а все остальные множества решетки 2I – зависимыми множествами
наследственной системы ℋ.

Рассматриваются задачи минимизации супермодулярных функций на наслед-
ственных системах, частными случаями которых являются, например, минимизаци-
онная задача о p-медиане и некоторые варианты задачи, известной как half-product
problem [3]. Все рассматриваемые задачи в общем случае являются NP-трудными.

Для задачи минимизации невозрастающей супермодулярной функции, являю-
щейся обобщением минимизационной задачи о p-медиане, доказаны гарантирован-
ные оценки точности приближенного алгоритма – дискретного аналога алгоритма
наискорейшего спуска. Как следствие установлены апостериорные гарантированные
оценки точности алгоритма наискорейшего спуска для общей задачи о p-медиане,
в ряде случаев существенно улучшающие ранее полученные оценки [1; 2].
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We consider a bi-objective optimization problem of choosing the bufers capacity in
a production system of parallel tandem lines, each consisting of two machines with a
single intermediate bufer. During operation of the system, the equipment stops occur
due to failures and these stops are random in the moments when they arise and in their
durations (see e.g. [2]). The product is accumulated in an intermediate bufer if the
downstream machine is less productive than the upstream machine.

We study the complexity of exact and approximate computations of a Pareto
front for the following two bi-objective problem formulations: (i) the expected revenue
maximization with minimization of bufers allocation cost and (ii) the expected revenue
maximization with minimization of the expected inventory costs. The expected revenue
is assumed to be an increasing function of the expected throughput V of the system as
in [1].

On the one hand, fully polynomial-time approximation schemes for approximation
of Pareto fronts of these problems are proposed and an exact pseudopolynomial-time
algorithm is suggested for the frst problem in the case of integer bufer capacity costs.
On the other hand, we show that both of these problems are intractable even in the case
of just one tandem two-machine line.
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In [1] an inference algorithm for monotone Boolean functions associated with
undirected graphs is developed. This algorithm can be interpreted in terms of
independent sets and used to solve the classical NP–hard problem.

We introduce special notions of k–vertex whose neighborhood is complete induced
subgraph, and (k,m)–vertex in the neighborhood of which there are absent m edges to
be complete induced subgraph. The algorithm is based on the following statement: if
the vertex v in the undirected graph G = (V, ℰ) is a k–vertex, then there exists the
maximum independent set of vertices Smax ⊆ V such that v ∈ Smax. Thus, at each step,
k–vertices can be included in the independent set under construction. Moreover, if at a
certain step the current set of vertices is empty, then the independent set found is the
maximum. Clearly, there are not always k–vertices. It can be shown that if the vertex
v is a (k,m)–vertex, then there exists a maximal independent set S such that v ∈ S

and |S| ≥ |Smax|−m. Then (k,m)–vertices can be included in the independent set under
construction, and the sum of the values of the parameter m of these vertices will be an
estimate of the deviation from the optimal solution.

Obviously, the algorithm can be used to solve the dual clique problem. Note
that computational experiments on complementary graphs DIMACS demonstrate good
results in terms of the quantitative characteristics of the solution and the time
complexity of the calculations.
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In the classical bin packing problem, a set of weighted items must be packed into
the minimal number of identical bins such that the sum of weights of items in each bin
does not exceed the bin’s capacity. In this paper, we continue to study a new variant of
the bin packing problem with a color constraint. We assume that each item has not the
weight but has some colors. The bin capacity limits the total number of colors for its
items. The goal is to pack all items into the minimal number of identical bins such that
the total number of colors in each bin does not exceed the bin capacity. It is NP-hard
problem in the strong sense and the classical bin packing problem can be reduced to it.

We design the branch-and-price method for this problem based on the large-scale
reformulation. Following this framework, column generation procedure is implemented
and additional stabilization constraints are added to speed up convergence of the
procedure. A hybrid VNS matheuristic with large neighborhoods is used for solving
the pricing problem. To obtain upper bounds, we consider the set of generated columns
as a core of this problem and apply commercial solver (GUROBI) to this core. We
illustrate this useful idea in computational experiments for instances with the number
of items up to 250. The core heuristic has found optimal solutions for all test instances
if each item has a random subset of colors. Moreover, integrality gap is 0 for this case.
Lower bound coincide with upper bound in the root of branching tree and such random
instances are easy for our approach. Therefore, we design a set of difcult instances
based on the following rule: all items have the same number of colors and each color
is used in the same number of items. For such regular instances, the integrality gap
is positive, up to 20%, the branching tree is nontrivial and the running time increases
rapidly if dimension grows. Nevertheless, the core heuristic produces optimal or near
optimal solutions with minimal deviation from the optimal value.
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In this work a new optimization model of competitive facility location and pricing is
introduced. This model is the extension of the well-known (r|p)-centroid problem [1]. In
the model two companies compete for the clients demand. Each client has a fnite budget
and fnite demand. First, the company-leader determines location of p facilities. Taking
into account the location of the leader’s facilities, the company-follower determines
location of r own facilities. After that, each company assigns price for each client by
two manner. In the frst manner, the company set the price at which the competitor
cannot entice the client. In the second manner both companies divide the client demand
in two and assign maximal prices. The goal is to determine location of leader’s facilities
and set prices in which the total income of the leader is maximal. The simplifed model
was considered in [2].

The results of the computational complexity of the model are presented. A few
number of special cases are considered. These cases can be divided into three categories:
1) polynomially solvable problems; 2) NP -hard problems; 3) problems related to the
second level of the polynomial hierarchy. In fnally, the complexity of the minmax-2-
Sat problem is discussed. It is known, that ∃∀2-Sat problem is polynomially solvable
and ∃∀3, 4-Sat problem is Σp

2 -hard [3]. In this work NP -hardness of the minmax-2-Sat
problem is proved.
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In a directed multigraph G = (V,E) a pair (u, e) consisting of a vertex u and an
arc e incident with this vertex is called an incidentor. It is convenient to treat an
incidentor as a half of an arc e adjoining the vertex u. A coloring of some incidentor
set is a mapping from this set to the set of colors (positive integers). An incidentor
coloring is called proper if adjacent (adjoining the same vertex) incidentors are colored
in diferent colors.

A proper incidentor coloring is a (k, l)-coloring if the diference between the colors
of fnal and initial incidentors of each arc is at least k and at most l. In a list coloring,
for every arc a set of admissible colors is given; so, both inicidentors of this arc must
be colored only by admissible colors. In general case, a list chromatic number is a
minimum cardinality of a set of admissible colors for each arc such that the list coloring
exists. But in case of incidentor (k, l)-coloring (where k > 0) such defnition is senseless;
therefore, there is an additional requirement that the set of admissible colors of every arc
is an interval of integers. So, a list incidentor (k, l)-chromatic number is the minimum
t such that for any assignment of admissible colors intervals of length at least t for the
arcs there exists a (k, l)-coloring of incidentors using only admissible colors. We denote
this number by χlistk,l (G). This notion was introduced in [1] where bounds for χlistk,l (G)

were proved for the multigraphs of maximum degree 2 and 4. The main result of this
paper generalizes some of these bounds for an abitrary even maximum degree:

Theorem. For every multigraph of even degree ∆ and l ≥ k +∆/2 the bound

χlistk,l (G) ≤ 2k + 2∆− l − 1

holds.
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We consider a variant of the reliable p-median problem on a network [1]. Unlike
the classical p-median problem, the objective is to fnd p nodes (medians) of a network,
assign each non-median node (each customer j) to rj distinct medians (facilities), and
each median nodes to rj − 1 other medians (facilities) so as to minimize the overall
assignment cost. As an example, consider a setting where facilities are located among
some remote cities, connected by a road network, in order to serve some demands
of their inhabitants. Since cities are distant from one another, the cost of assigning
customers to the facility located in their own city is negligible. Nevertheless, each
customer has to be assigned to rj distinct facilities, hedging against possible facility
failures. If there is no facilities located in customers’ own city, they have to be assigned
rj facilities located in other cities, otherwise to the facility located in their own city and
rj − 1 facilities in other cities. If the closest facility fails, a customer may be served by
other facilities which she/he assigned to.

We develop an algorithm for solving the reliable p-median problem by carefully
adapting and improving the approaches proposed in [2] for the classical p-median
problem. Our algorithm is based on consecutive searching for lower and upper bounds
for the optimal value. The procedure for fnding lower bounds is based on a Lagrangean
relaxation and a specialized efective subgradient algorithm for solving the corresponding
dual problem. The information on dual variables is then utilized by core heuristic in order
to determine a set of primal variables to be fxed.
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The article deals with the problem of placing several rectangles with subzones in
a limited area of a plane with fxed objects under condition that specifed criterion
is satisfed. Let us consider an area on the plane with a set of points with positive
weights and rectangles that must be placed in that area without intersections except
for the border. This is a generalization of the work [1] the aim of which is to place one
rectangle in such a way that the total weight of points in the area will be minimal.

The work [2] focused at the problem which involves allocating two rectangles
without selecting subzones of infuence. It is proved that analyzing a discrete subset
of admissible solutions is enough for determining an optimum solution to the problem.
An algorithm of generation of a such subset and integer programming model are
developed. It has been proved in [3] that this subset is a set of classes of equivalent
allocations. The properties of these classes are studied.

This work considers a variant of placing a rectangle with the subzone of infuence.
A combinatorial algorithm was developed to divide the feasible region into a fnite
number of classes with the aim of reducing the original continuous problem to a discrete
one. The integer programming model of this setting is presented.
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The paper deals with NP–hard location problem of interconnected rectangular
facilities on the lines with forbidden gaps. Consider the parallel to axes OX lines
containing some fxed rectangular areas (forbidden gaps). Location in forbidden gaps
is not allowed. There are rectangular facilities, whose centers are connected between
themselves and with the forbidden gaps. The problem is to place the facilities on the
lines outside the forbidden gaps so that they do not intersect each other and the total cost
of connections between the facilities and between facilities and gaps is minimized [3].

It is known that for one line the initial continuous problem is reduced to series
of discrete subproblems of smaller dimension. For fnding of the local optimum of the
problem it is need to solve the subproblems [1].

In this paper a review of applications, models and methods of solving the problem
are described. A modifcation of the model for several lines from [3] is given. A branch
and bounds algorithm for solving the subproblems for one line is proposed. Results of
computational experiments for this algorithm, algorithm of search of the approximate
solution [2] and solving of the problem using a model of integer programming and
package IBM ILOG CPLEX are given.
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Задача о ресурсоограниченном кратчайшем пути в графе (Resource Constrained
Shortest Path, RCSP) возникает при поиске оптимальных маршрутов в мультисервис-
ных телекоммуникационных сетях, при этом сеть представляется ориентированным
графом, вершины которого соответствуют узлам, а дуги – каналам связи. Предпо-
лагается, что всякая дуга обладает основным весом (длиной или временем прохож-
дения), а также некоторыми дополнительными весами, отражающими потребность
в ресурсах. Требуется найти кратчайший путь между двумя узлами сети, отвеча-
ющий заданным ограничениям на итоговые ресурсные затраты, необходимые для
прохождения искомого пути. В общем случае задача RCSP является NP-трудной,
а в случае, когда исходный ориентированный граф не содержит циклов отрица-
тельного веса – NP-трудной в слабом смысле [1]. Возможно ее описание на языке
целочисленного линейного программирования [2].

В данной работе RCSP рассмотрена для больших графов (с числом вершин бо-
лее 100000), представленных в евклидовом пространстве. Разработан эвристический
алгоритм, основанный на методе локального поиска и оригинальной маркировке эле-
ментов графа, предложенной в [3]. Приведены численные эксперименты, результаты
которых показали высокую эффективность представленного алгоритма.
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В работах [1; 2] отправной точкой построения асимптотически точного алгоритма
решения задачи Max-TSP в многомерном евклидовом пространстве является постро-
ение максимального взвешенного паросочетания, используемого в процессе решения
в качестве "строительных лесов".

В настоящем докладе дан асимптотически точный алгоритм кубической трудо-
емкости с использованием в качестве исходной конструкции циклового покрытия
графа C = (C1, C2, . . . , Cµ) максимального суммарного веса.

Если число циклов µ = o(n), то специальной процедурой циклы покрытия
C склеиваются в один гамильтонов цикл, вес которого не меньше величины
(1 − µ/n)OPT . Это дает нам асимптотически точное решение, причем как евклидо-
вой, так и метрической задачи Max-TSP. На этом алгоритм завершает свою работу.

В случае µ = O(n) алгоритм продолжает работу. Из каждого цикла Ci удаля-
ются по одному минимальному ребру ei. Формируем 2µ-вершинный подграф G′ на
множестве V ′ концевых вершин удаленных ребер. Совокупность удаленных ребер
образуют максимальное паросочетание в подграфе G′. Показано, что с использова-
нием упрощенного варианта техники работ [1; 2] цепи Ci ∖ ei, i = 1, . . . , µ можно
замкнуть в гамильтонов цикл, дающий асимптотически точное решение евклидовой
задачи Max-TSP.

Отметим, что в отличие от [1; 2] анализ работы предложенного алгоритма не за-
висит от четности или нечетности размера исходного графа.
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Пусть вершинами графа являются точки конечномерного нормированного про-
странства, а веса ребер — расстояния между ними относительно заданной нормы.
Предполагается выполнение стандартных аксиом нормы: ‖x + y‖ < ‖x‖ + ‖y‖ для
всяких векторов x, y ∈ Rk и ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ для любых x ∈ Rk, λ ∈ R.

Следуя работе [1], определим специальную метрику, в которой под углом между
векторами x и y понимается расстояние между вектором x/‖x‖ и ближайшим к нему
вектором y/‖y‖. При x = λy, а также при равенстве нулю нормы одного из векторов
угол между ними полагается нулю.

Для задачи одного коммивояжера на максимум в работе [1] Шенмайер на основе
идей и работ [2; 3] на случай евклидова пространства изложил асимптотически
точный алгоритм решения задачи на случай введенной выше метрики.

В докладе асимптотически точная разрешимость распространяется на задачу
нескольких коммивояжеров с использованием техники доказательства асимптоти-
ческой точности алгоритма решения задачи о нескольких коммивояжеров в много-
мерном евклидовом пространстве из работы [4].
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Ключевые слова: локальный поиск с чередующимися окрестностями, многократное
посещение, маршрутизация.

В работе рассматривается задача многих коммивояжеров. Она является обоб-
щением хорошо известной задачи коммивояжера и востребована в реальных при-
ложениях. Ее решение позволяет существенно сократить логистические издержки.
В данной работе исследуется реальная задача маршрутизации торговых представи-
телей (ТП) для обслуживания конечного множества клиентов с ограничением на
длину рабочей смены. В отличие от классической задачи клиенты различаются по
типам. Каждый тип задает частоту посещения ТП клиента на протяжении всего
планового периода (одно посещение, два посещения или четыре посещения). Если
требуется посетить клиента несколько раз, то каждый раз это должно происходить
одним ТП в один и тот же день недели. Требуется составить расписание работы
каждого ТП, удовлетворяющее ограничениям на длину рабочей смены и учитываю-
щее специфику различных типов клиентов. Оптимизируются транспортные затраты
и решается задача поиска минимального числа ТП, достаточного для выполнения
всех работ.

Для данной задачи разрабатывается метод локального поиска с чередующимися
окрестностями на языке С++. Предполагается проведение численных экспериментов
на исходных данных одной российской компании с числом клиентов до 1000 и 10
ТП, плановый период — четыре недели.

⋆ Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 17-07-00513 А).

0c○ П. А. Кононова, И. Н. Кулаченко, 2018

29



Теория расписаний и задачи маршрутизации

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОГО ОПЕРАТИВНОГО

УПРАВЛЕНИЯ ДВИЖЕНИЕМ ВОЗДУШНЫХ СУДОВ

АВИАКОМПАНИИ⋆

Ю. А. Мезенцев1, И. В. Эстрайх2

1,2 Новосибирский государственный технический университет, Новосибирск, Россия
1 mesyan@yandex.ru, 2 ive7@yandex.ru

Ключевые слова: оптимальное регулирование расписаний, назначения флота воз-
душных судов, критерий быстродействия, эффективный параметрический алгоритм.

Представлены оригинальные постановка и алгоритмы решения одной из приклад-
ных задач теории расписаний. Рассматриваемая задача оптимального управления
флотом авиакомпании заключается в таком оперативном регулировании расписа-
ний, которое минимизирует потери авиакомпании от нарушений заданных графи-
ков движения воздушных судов. Данная задача обладает NP -полнотой и не может
быть решена точно для сколько-нибудь реальных размерностей [1]. Предложены
модификации параметрического эффективного алгоритма ее приближенного реше-
ния, являющиеся расширениями подобного алгоритма оптимизации расписаний си-
стемы несвязанных параллельных приборов с задержками начала обслуживания по
критерию быстродействия Cmax [2]. Приведены содержательный пример применения
алгоритмов и статистика тестирования программных реализации на данных порож-
дающей задачи [2; 3] по критерию Cmax.
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Предлагается аналитическое и численное исследование следующего алгоритма
для задачи коммивояжера (ЗК).
Алгоритм A_TSP (Вход: полный граф G = (V,E), функция W : E → R;

Выход: подстановка на множестве V ).
Шаг 1. Каждой вершине v ∈ V поставить в соответствие пару вершин v−, v+. Пусть
V+ = {v+ : v ∈ V } , V− = {v− : v ∈ V } , E = (V+ × V−) ∖ {{v+, v−} : v ∈ V }. Ре-
шить задачу о назначении (ЗН) на двудольном графе H = (V+, V−, E) с весовой
функцией W . Пусть s – найденная подстановка (назначение), C(s) – множество
циклов в подстановке s. Далее будем обозначать множество вершин и множество
ребер цикла c(s) ∈ C(s) как V (c(s)) ⊂ V и E(c(s)) ⊂ E соответственно.
Шаг 2. Пока |C(s)| ̸= 1, повторять шаг 3. Иначе найденная в результате решения
ЗН подстановка имеет один цикл, и соответствующая ей перестановка принимается
за приближенное решение ЗК. Вернуть s.
Шаг 3. Построить граф

G̃ =

⎛
⎝C(s), (C(s)× C(s)) ∖

⎛
⎝ ⋃

r∈C(s)

{r, r}

⎞
⎠
⎞
⎠

и весовую функцию для всех r, t ∈ C(s)

W̃ (r, t) = min
e={v1,v2}∈E(r)
f={u1,u2}∈E(t)

[min {W ({v1, u1}) +W ({v2, u2}) ,

W ({v1, u2}) +W ({v2, u1})} −W (v1, v2)−W (u1, u2)] .

Выполнить алгоритм Алгоритм A_TSP
(
G̃, W̃ (r, t)

)

Конец описания алгоритма A_TSP
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В работе рассматривается следующая задача календарного планирования. Име-
ется проект, состоящий из n взаимосвязанных работ, для выполнения которых тре-
буются складируемые ресурсы m видов. Взаимосвязь между работами задается ори-
ентированным графом G = (V,E), где V – множество вершин-работ; дуга (i, j) ∈ E,
если работа j не может начаться до завершения работы i. Для каждой работы j ∈ V

известны ее длительность pj ∈ Z+ и потребность qjr в ресурсе r в каждый период
времени выполнения, r = 1, . . . , m. Для выполнения работ ресурс r в любой период
времени можно приобрести по обычной цене Cnorm

r , если объем покупаемого ресур-
са не превышает V norm

r . При превышении этого уровня устанавливается новая цена
Cover
r за единицу ресурса. Требуется определить допустимое расписание выполнения

работ проекта и план закупок ресурсов, при которых суммарные затраты на приоб-
ретение ресурсов минимальны. В работе рассматриваются случаи неограниченного
и ограниченного склада. В первом случае в каждый период времени можно склади-
ровать любое количество ресурса. При ограниченном складе излишек ресурса r, то
есть ресурс, который предполагается потратить позже, в каждый период времени не
должен превышать объема V cont

r склада. Ранее в ряде случаев установлена сложность
задачи. В частности, показано, что при ограниченном складе как при Cover

r > Cnorm
r ,

так и при Cover
r < Cnorm

r задача NP-трудна, при неограниченном – полиномиаль-
но разрешима [1; 2]. В настоящей работе продолжено исследование данной задачи.
Предложены модели целочисленного программирования для случая ограниченного
склада; разработаны алгоритмы динамического программирования; выделены мало-
трудоемкие частные случаи.
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Задача об m коммивояжерах (m-PSP) является обобщением классической за-
дачи коммивояжера (TSP) и заключается в поиске m реберно непересекающихся
гамильтоновых циклов минимального или максимального суммарного веса. В насто-
ящей работе исследуется несимметричная задача об m коммивояжерах на макси-
мум (m-APSP-max), в которой заданный взвешенный граф является ориентирован-
ным. Данная задача, как и классическая задача коммивояжера, относятся к числу
NP-трудных задач. Поэтому целью работы является построение эффективного при-
ближенного алгоритма решения задачи m-APSP-max с гарантированной оценкой
точности.

В настоящее время наилучший приближенный алгоритм для несимметричной за-
дачи одного коммивояжера на максимум (ATSP-max) имеет гарантированную оценку
точности 2/3 [2]. Также известен приближенный алгоритм с гарантированной оцен-
кой точности 2/3 для задачи 2-APSP-max [1].

Нами был разработан эффективный приближенный алгоритм для задачи
3-APSP-max, имеющий гарантированную оценку точности 3/5. Как и алгоритм в [1],
данный алгоритм основан на построении специальной раскраски ребер графа и на
последующем выделении трех реберно непересекающихся частичных туров доста-
точно большого веса. В настоящий момент ведется работа по разработке алгоритма
для задачи m-APSP-max, в основе которого лежат упомянутые выше алгоритм для
задачи 2-APSP-max и алгоритм для задачи 3-APSP-max.
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We study the two-machine Open Shop problem with exact delays. An instance of the
problem consists of n triples (aj , lj , bj) of nonnegative integers where j is a job in the set
of jobs {1, . . . , n}. Each job j must be processed on each machine in a free order, aj and
bj are the lengths of operations on machines 1 and 2, respectively. The second operation
of job j must start exactly lj time units after the frst operation has been completed. The
goal is to minimize makespan. In the standard three-feld notation scheme the problem
is written as O2 | exact lj | Cmax. We also investigate the special case when the delays
take at most two distinct values which is written as O2 | exact lj ∈ {L1, L2} | Cmax.

When all delays are equal to zero the two-machine Open Shop problem with
exact delays is nothing but the no-wait two-machine Open Shop problem written
as O2 | no-wait | Cmax. NP-hardness of O2 | no-wait | Cmax was proved by Giaro
[1]. Sidney and Sriskandarajah [2] proposed an heuristic algorithm that solves
O2 | no-wait | Cmax with a tight worst-case ratio bound of 3/2.

Our main results are contained in the following two theorems:

Theorem 1. The existence of an (1.5 − ε)-approximation algorithm for solving
O2 | exact lj | Cmax implies P=NP.

Theorem 2. The existence of an (1.25 − ε)-approximation algorithm for solving
O2 | exact lj ∈ {L1, L2} | Cmax implies P=NP.
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In this study, one variant of multi-product scheduling problem [1] is considered. The
problem asks to fnd the optimal selection of a set of tasks to produce a given number
of products in required amounts, allocate the task on units, and for each unit fnd the
order of execution of tasks. The production rates for each task, the task-unit suitability
matrix, and the sequence dependent changeover times for task pairs are given.

For the one-unit problem, two combinatorial algorithms are proposed: a branch-
and-bound algorithm and a parallel dynamic programming algorithm [2]. The last one
is implemented using the CUDA library for running on a Graphical Processing Unit
(GPU). For the multiple-units problem, the both approaches are combined in a branch
and bound algorithm with bounds provided by the dynamic programming procedure.

The algorithms are compared with CPLEX solver applied to the considered problem
formulated as a mixed integer linear program. Although, the main limitation of using
the proposed algorithms is a requirement of large amount of memory, the experiments
showed their superior performance over CPLEX in terms of running time for rather
large sized instances. The advantage of parallelization and using the GPU is also
demonstrated.
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The Vehicle Routing Problem (VRP) is one of the most popular combinatorial
optimization problems which is closely related to the real life optimization challenges.
Being developed for more than 60 years the problem has been considered in many
diferent formulations. In real life goods distribution such constraints as feet size
and mix, site-dependency constraints, hard and soft time windows, vehicle capacity
constraints are very important. In this paper we consider Capacitated Vehicle Routing
Problem with hard Time Windows. We propose a hybrid heuristic algorithm which
contains elements of ant colony optimization strategy and tabu search technique. Our
algorithm shows good performance and results for the well-known Solomon dataset.
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0c○ I. S. Bychkov, M. V. Batsyn, 2018

36



Теория расписаний и задачи маршрутизации

EXACT POLYNOMIAL-TIME ALGORITHM

FOR THE TWO-MACHINE ROUTING FLOW SHOP PROBLEM

WITH A RESTRICTED TRANSPORTATION NETWORK⋆

I. D. Chernykh1, A. V. Kononov2, S. V. Sevastyanov3

1,2,3 Sobolev Institute of Mathematics of SB RAS, Novosibirsk, Russia
1,2,3 Novosibirsk State University, Novosibirsk, Russia

1 Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia
1 idchern@math.nsc.ru, 2 alvenko@math.nsc.ru, 3 seva@math.nsc.ru

Keywords: shop scheduling, routing, dynamic programming.

We consider the routing fow shop problem being a generalization of the fow shop
and the metric travelling salesman problems. The jobs are located at nodes of some
transportation network, and the machines travel on the network to execute the jobs in
the fow shop environment. The machines are initially located at the same node (depot)
and must return to the depot after completing all the jobs. It is required to fnd a non-
preemptive schedule with the minimal makespan.

The routing fow shop problem was introduced by Averbakh and Berman [1]. It is
strongly NP-hard even in the single machine case as it contains the metric TSP as a
special case. Yu et al. [3] proved that the two-machine routing fow shop is ordinary
NP-hard when the transportation network is a tree with unbounded number of nodes,
i.e. the number of nodes is a linear function on the number of jobs.

In our paper we consider the two-machine routing fow shop under the assumption
that a transportation network is an arbitrary undirected graph with a constant number of
vertices. We present an exact polynomial-time algorithm for this case based on dynamic
programming. This stands in contrast to the complexity result for the two-machine
routing open shop problem that is NP-hard even on the two-node network [2].
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In the routing open shop problem [1] jobs are located at the nodes of a transportation
network while mobile machines travel between nodes to process jobs in the openshop-
like environment. Initially all the machines are located at the special node referred to
as the depot and have to return back after performing all the operations. The goal is to
minimize the fnish time. Problem is known to be NP-hard even in trivial cases with
single machine or with two machines and just two nodes of the network (including the
depot).

One of the important direction of research of the problem is the optima localization,
i.e. the search of tight upper bound on the optimum in terms of the standard lower
bound. This question was partly studied for the two-machine case [1; 2; 3] where
certain efcient techniques were developed and successfully applied. However direct
generalization of those approaches for the greater number of machines seems to be
unlikely efcient. Similar research for a three-machine open shop (which is a special
case of a problem under consideration) required massive computer-aided enumeration
based on branch-and-bound method [4].

The goal of our research is to improve the techniques mentioned for the case of
three and more machines to make the optima localization problem practically solvable.
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The irreducible bin packing problem is denoted as IBP(m) and can be formulated as
follows. Given a set T of positive integers with the total sum at most mB, is it possible
to partition T into exactly 2m − 1 subsets such the total sum of elements of each set
does not exceed B while the total sum of the union of any two subsets is strictly greater
than B? Problem IBP(2) was introduced in [2], where its NP-completeness was proved
and a sufcient condition of efcientsolvability was described.

ROm||Rmax introduced in [1] is a natural combination of a metric TSP and an
open shop scheduling problem. Jobs are located at the nodes of an edge-weighted graph
G representing a transportation network. Mobile machines have to travel over G to
perform operations of all the jobs in an open shop environment and to return to the
initial location minimizing the fnish time. A well-known job aggregation procedure can
be used to combine several jobs from the same node into a single job preserving the
standard lower bound. Such an aggregation can easily be seen as a case of bin packing
problem. It was shown in [2] that in some cases of RO2||Rmax the irreducibility of
an underlying IBP(2) implies the normality of an instance (i.e. the coincidence of the
optimal makespan and the standard lower bound). Using that fact a new polynomially
solvable subcases were described.

The goal of this research is investigating more general IBP(m) and its infuence on
the normality of ROm||Rmax.
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There are N technologically independent jobs of unit duration, the only type of a
resource is fnancial. For each job j = 1, 2, . . . , N a necessary investment kj is defned.
Cash is invested at the moment of the beginning of a job execution. Upon completion
of job j, an income cj is received. The investor possesses an initial capital K0. There
is a possibility of crediting at rate r for the unit period of time. Reserve cash is placed
on the market under an alternative risk-free rate r0. For comparison of cash at diferent
times, we use discounting operation. It is required to draw up the schedule of execution
of jobs in which the net present value of the entire project will be maximum.

We will give an interpretation of this problem [1]. The investor plans to build
a cottage village of N houses. Each house is built independently of others, and the
beginning of its construction depends solely on fnancing. If cash is available, materials
can be purchased and workers can be hired. Upon completion of construction, the house
is put on sale. The cash received from the sale can be invested in the construction of
other houses. Use of the credits is possible. It is required to determine the start times
of the construction of each house so that the general proft of the entire project is
maximized.

In this paper, the continuous case for the purpose of identifcation of structure of
an optimal solution, a research of dependence of this structure from the initial capital,
proftability of jobs and a rate of liquidity is considered. A solution was obtained in an
analytical form.

In the discrete case, a pseudo-polynomial algorithm is proposed. The question of the
existence of a polynomial algorithm remains open.
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We consider the Euclidean Generalized Traveling Salesman Problem in Grid Clusters
(EGTSP-GC), a special geometric subclass of the famous Generalized TSP, introduced
by Bhattacharya et al. [1]. They showed that the problem is strongly NP-hard if the
number of clusters k belongs to the instance and proposed the frst polynomial time
algorithm with a fxed approximation ratio. In [2], we proved that EGTSP-GC belongs
to PTAS when k = O(log n) and k = n− O(log n).

Meanwhile, being the special case of GTSP, for any fxed k, EGTSP-GC can be
solved to optimality in polynomial time. Therefore, it seems interesting to describe
the most general case of the problem sharing this property. Recently [3], by virtue
of generalized pyramidal routes, we provided an optimal algorithm with O(n3) time
complexity bound for the case of EGTSP-GC, which grid height does not exceed 2. In
this paper, we extend this result to the case of EGTSP-GC defned by a grid of any
fxed height.
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We consider a parallel machine scheduling problem with setup times and a storage
for each machine. We are given a set of jobs and set of machines. Each job consists of
a set of operations. Each operation corresponds to manufacturing a product of a certain
type. Each job should be assigned to one of parallel machines, i.e. all operations of this
job must be performed on this machine. The processing time and the cost of operation
depends on machine assignment. Moreover, each operation has a weight, each machine
requires the sequence-dependent setup times. A due date is specifed for each job and
machine. Each machine has a storage with unlimited capacity. Initially, the storage of
each machine contains some quantity of products. We can use the products from the
storage instead of producing it. The machines are continuously available through the
planning period and can process at most one operation at a time. Once an operation is
started it must be completed without interruption.

The tardiness of job is defned as the positive time diference between the due date
of job on machine and the completion time of the last operation of this job. We want to
fnd a schedule which minimizes the production cost and the total weighted tardiness.

We design a matheuristic to solve the problem. At the frst step we present an
integer linear programming formulation of the problem and we solve its linear relaxation.
After that we assign jobs to machines by rounding procedure. At the second step
we solve the corresponding scheduling problem for each machine separately using the
stochastic local search algorithm [1]. Computational results for real-world instances in
tile production are discussed.
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Many practical problems, for instance, transport or management and running of
industry process, require scheduling of tasks at a time. The given system of tasks must
be implemented by certain set of resources or by means/devices of services. Such tasks
belong to one of the areas of discrete optimization problem (the scheduling theory)
considered. As it is known, the problems of scheduling theory are of NP difculty [1]
and only in the certain cases it has been managed to construct the algorithm of
polynomial difculty [2].

In this paper the mathematical model and algorithm are constructed, for which task
implementation is possible by processors system, where processors are mutually half-
interchangeable, for which the set of additional resources and partially ordered set are
not empty, but for implementation of each task the necessary time is constant. On the
additional resources special conditions are used.

Under such conditions the efective algorithm is constructed to order the sequence
of tasks. The schedule length and maximal price of tasks implementation are considered
as the measure of the algorithm efectiveness. Algorithm can be used for planning the
educational process.
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The paper is concerned with the maximum lateness scheduling problem with parallel
identical machines. It is assumed that the tasks are partially ordered, have arbitrary
processing times, and the preemptions of tasks’ processing are not allowed. We consider
the case of the problem when the largest processing time does not exceed the number
of machines, which is a generalization of the NP-hard in a strong sense scheduling
problem P2|prec, pi = 1, 2|Cmax [1]. For the considered case of the maximum lateness
problem we obtain a tight worst-case performance guarantee for a polynomial-time
approximation algorithm that can be viewed as a modifcation of the Brucker-Garey-
Johnson algorithm [2]. The Brucker-Garey-Johnson algorithm was originally developed
as an exact algorithm for the unit execution time tasks and precedence constraints in
the form of an in-tree. We also strengthen the result, presented in [3]. We show that
for the Brucker-Garey-Johnson algorithm this ratio can be arbitrary close to two if the
maximum processing time is greater than the number of machines for any fxed number
of machines which greater than one. Despite of its role in the theory and practice [4],
it is much less known about this version of the maximum lateness problem than about
the other two cases: the case where all tasks have unit execution times and the case
where tasks have arbitrary processing times but can be processed with preemptions.
Our paper aims to bridge this gap.
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We consider the classical m-machine open shop scheduling problem posed by
Gonzalez and Sahni [1] in 1976 as follows. We are given a set of jobs {J1, . . . , Jn} that
should be processed on a given set of machines {M1, . . . ,Mm}. Each job consists of m
operations that should be processed in an arbitrary order on diferent dedicated machines
without overlapping in time and without preemption. The processing of operations on
each machine should not overlap, as well. We are searching for a feasible schedule of
minimum length.

As was shown in that seminal paper, the problem is binary NP-hard, while the
question on its strong NP-hardness (in the case of any fxed number of machines m ≥ 3)
still remains open. In this paper we consider a special case of this problem known as a
proportionate open shop problem (⟨Om | prpt |Cmax⟩). In this problem, each job Jj has
m operations of the same length pj. This problem remains ordinary NP-hard even for
the three-machine case (due to a simple reduction from PARTITION, see Liu and Bulfn
[3]). However, no pseudo-polynomial time algorithm was known for this problem up to
now.

In our paper we show that the 3-machine problem ⟨O3 | prpt |Cmax⟩ can be solved in
pseudo-polynomial time, thus establishing its ultimate complexity status (that remained
unknown for 30 years). We also design for this 3-machine problem a simple O(n)

heuristic with the ratio performance guarantee of 10
9
, thus improving the known result

by Koulamas and Kyparisis [2] (a heuristic with performance guarantee of 7
6
and with

running time O(n log n)).
For the general ⟨Om | prpt |Cmax⟩ problem we suggest an asymptotically optimal

heuristic with the ratio performance guarantee of 1 + 1
m

and the running time
O(n +m logm).
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The asymmetric traveling salesman problem (ATSP) is one of the most popular
problems in combinatorial optimization. Given a complete directed graph where each
arc is specifed by a positive distance, we search for a cycle visiting each vertex of the
graph exactly once and minimizing the total distance. In this paper, we consider the
bicriteria ATSP (bi-ATSP), in which every arc is associated to a couple of distances.

Optimal solution to a multicriteria problem is usually supposed to be the Pareto
set, which is rather big in real-world problems. So we consider the axiomatic approach
of the Pareto set reduction proposed in [1]. Here the author introduced an additional
information about the decision maker preferences in terms of so-called ”quantum of
information”, refecting the compromise between criteria. The method shows how to
construct a new bound of the optimal choice, which is narrower than the Pareto set.

The axiomatic approach of the Pareto set reduction does not widely investigated in
the case of discrete optimization problems. We apply this approach to bi-ATSP in order
to estimate its efectiveness (the degree of the Pareto set reduction). We identify series
of ”quanta of information” that guarantee the reduction of the Pareto set for particular
cases of the bi-ATSP.

It is well known that the bi-ATSP is intractable. To construct an approximation of
the Pareto set to the bi-ATSP we develop a genetic algorithm based on the scheme
proposed in [2]. Computational experiments are carried out on randomly generated
instances. The results of experiments show the degree of the Pareto set reduction for
various ”quanta of information”.
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Традиционный способ математического описания бобово-ризобиального симби-
оза в математической агроэкологии состоит в построении системно-динамической
модели целостной системы [1]. Для объяснения эволюционного генезиса и эволю-
ционной стабильности изучаемых симбиотических отношений авторами построены
и исследованы альтернативные модели с использованием математического аппарата
теории оптимального управления и эволюционных игр. Рост и развитие взаимо-
действующих агентов описывались системой динамических уравнений, где каждый
агент представлял собой неограниченно растущий организм, способный генериро-
вать один конкретный ресурс (углерод или азот). При этом для обеспечения ро-
ста обоим агентам полагались необходимыми оба ресурса. Таким образом, общий
рост оказывается возможен, только если агенты будут взаимно “делиться” частью
производимого ими ресурса в обмен на ресурс, производимый партнером по коопе-
рации [2]. Полученная модель аналитически и численно исследована как задача
оптимального управления и методами эволюционных игр. Показано, что в широком
классе допущений эффективное поведение взаимодействующих агентов оказывается
неантагонистичным, и как оптимальной, так и эволюционно-стабильной стратегией
оказывается одновременный сбалансированный экспоненциальный рост обоих сим-
бионтов.
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В [1; 2] и других работах развивается подход к автоматизации проектирования
сложных изделий, в частности, одежды, основанного на применении моделей дис-
кретной оптимизации с логическими и ресурсными ограничениями. Строятся и ис-
следуются математические модели для формирования серий и комплектов швейных
изделий.

В данной работе продолжаются исследования в указанном направлении. Особое
внимание уделяется оптимальному подбору колористических решений, построены
соответствующие модели целочисленного линейного программирования. Предложен
и реализован алгоритм построения серий сложных изделий с учетом колористики,
основанный на лексикографическом переборе булевых векторов. Проводится экспе-
римент на реальных исходных данных для проектирования некоторых классов одеж-
ды.
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Данная работа посвящена изучению возможного повышения эффективности
применения экономико-математических моделей в сфере логистики предприятия
и управления производством. Подобные исследования и разработки могут приме-
няться в качестве систем поддержки принятия решений, в которых делаются про-
гнозы и планы по закупкам, производству и сбыту предприятия. Представлена за-
дача управления внешними материальными потоками предприятия, рассмотренная
в работах [1; 2; 3], и алгоритм ее решения. Эта задача была дополнена производ-
ственной составляющей, и, соответственно, были модифицированы постановка зада-
чи и алгоритм ее решения с учетом ограничения по способам преобразования сырья
и комплектующих в реализуемые товары. Разработана и протестирована программа
в среде разработки IBM ILOG CPLEX Optimization Studio на языке программирова-
ния для оптимизаций (OPL), реализующая алгоритм решения поставленной задачи.
Направление дальнейших исследований лежит в области выбора цен сбыта.
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Рассматривается вариант задачи VRP, в которой предполагается наличие полного
графа, вершинами которого являются пункты производства и потребления, а дуга-
ми – соответствующие пути, с единственным транспортным средством ограниченной
вместимости, которое должно забрать и доставить грузы различного веса, причем
груз от конкретного производителя должен быть доставлен одному конкретному по-
требителю. Задача относится к классу NP-сложных. Такие задачи рассматривались,
например, в [1].

В литературе рассматривались различные варианты переборных алгоритмов,
в том числе, алгоритмы типа 2-opt и 3-opt для задачи коммивояжера, суть кото-
рых заключается в том, что из цикла удаляются два или три ребра, а вместо них
вставляют два или три других ребра (например, [2]).

Для рассматриваемых задач предложена эвристика 4-opt, заключающаяся в том,
что в допустимом цикле случайно выделяются две пары вершин (производитель-
потребитель), которые разбивают цикл на 5 частей. Затем выделенные вершины
и полученные части переставляются всеми способами, при которых получается до-
пустимый цикл (всего их 420). Среди тех циклов, для которых выполняется огра-
ничение на вместимость, находится цикл минимального веса. Доказано, что после-
довательным применением подобных процедур при любом начальном цикле можно
получить любой допустимый цикл. Проведен вычислительный эксперимент.
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В рамках программы "Арктика" предполагается создание восьми опорных зон,
ориентированных на развитие Северного морского пути и рост транспортировки гру-
зов по морю и рекам, в том числе на экспорт.

Элементы программы содержат в себе совокупность сложных народно-хозяй-
ственных проблем, которые индуцируют ряд математических моделей принятия ре-
шений по таким проблемам, как календарное планирование в условиях ограничен-
ных ресурсов и директивных сроков, логистика, размещение, маршрутизация и т. п.
В большинстве своем такие задачи являются труднорешаемыми и требуют привле-
чения квалифицированных специалистов по анализу данных и дискретной оптими-
зации.

Примерами такого подхода являются разработка программно-математического
обеспечения для таких крупномасштабных проектов как планирование строитель-
ства БАМ, освоение хозяйственной зоны БАМ, освоение Западно-Сибирского нефте-
газового комплекса и др. [1].

Актуальной в рамках развития элементов проекта "Арктика" является задача
календарного планирования с ресурсными и временными ограничениями. В рабо-
те [2] предложена схема ветвления, основанная на списковом представлении работ
единичной длительности. В качестве нижних оценок использовались два алгоритма,
основанные на релаксации задачи со складируемыми ресурсами и решении задачи
с возобновляемыми ресурсами.

Представленная в работе математическая модель развития Арктического региона
РФ согласована с государственной программой развития Арктики до 2020 года.

Список литературы

1. Гимади, Э.Х.: О некоторых математических моделях и методах планирования крупномасштабных проектов.
Модели и методы оптимизации. Наука, Новосибирск (Тр. ИМ СО АН СССР; Том 10), 89–115 (1988)

2. Гончаров, Е.Н., Мишин, Д.В.: Точный алгоритм для задачи календарного планирования ограниченными
ресурсами. Прикладная математика и фундаментальная информатика 4(1), 43–53 (2017)

⋆ Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект 16-11-10041).

0c○ Э. Х. Гимади, Д. В. Мишин, 2018

51



Прикладные исследования

ЧИСЛЕННЫЙ ПОДХОД К МНОГОУРОВНЕВОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

ПРЕЦИЗИОННЫХ КОНСТРУКЦИЙ

С. В. Доронин1, А. Н. Рогалев2

1 Институт вычислительных технологий СО РАН, Красноярский филиал, Красноярск, Россия
2 Институт вычислительного моделирования СО РАН, Красноярск, Россия

1 sdoronin@ict.nsc.ru, 2 rogalyov@icm.krasn.ru

Ключевые слова: прецизионные конструкции, многоуровневая оптимизация,
Парето-оптимальные технические решения.

Структурно-сложные прецизионные (наиболее высокой точности) конструкции
рассматриваются как иерархически сложные системы, для которых формулируются
требования прецизионности изготовления элементов, формирования управляющих
воздействий, приборного контроля параметров системы. Особенности применения
методов многоуровневой оптимизации к конструкциям технических объектов заклю-
чаются в том, что на всех иерархических уровнях необходима многопараметрическая
оптимизация, причем строгие постановки и решения экстремальных задач затрудни-
тельны. Вопросы оптимизации прецизионных конструкций в литературе рассматри-
ваются для крайне узкого класса технических объектов.

Предлагается практический (численный) подход к многоуровневой оптимизации
конструкций, характеризующийся решением многопараметрических слабоформали-
зуемых задач на различных уровнях иерархии с дополнительными требованиями
высокой точности контроля параметров и применяющийся для широкого класса тех-
нических объектов. Подход заключается в декомпозиции конструкции и опреде-
лении иерархических уровней, многокритериальной оптимизации и получении на
каждом уровне Парето-оптимальных технических решений. Эта задача решается
с использованием метода анализа иерархий с применением парных сравнений. При
оптимизации конструкций, прецизионные параметры которых определяются с помо-
щью численного (конечно-элементного) моделирования, используются разработан-
ные и практически апробированные методы и алгоритмы обратного анализа вычис-
лительных ошибок, позволяющие обеспечить достоверные оценки прецизионных па-
раметров. Практическое применение подхода реализуется для задачи поиска опти-
мального конструктивного варианта крупногабаритного прецизионного рефлектора
параболической зеркальной антенны наземных систем спутниковой связи. Парамет-
рами, к которым предъявляются высокие требования по точности определения, яв-
ляются максимальные значения абсолютных деформаций и среднеквадратического
отклонения отражающей поверхности зеркала от идеального параболоида.
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Продолжено исследование задачи оптимизации режимов работы фазированных
антенных решеток в случае питания разных фидеров от разных усилителей. В рабо-
те [1] показано, что эта задача сводится к задаче квадратичного программирования
с квадратичными ограничениями. В настоящей работе указанная задача сводится
к задаче оптимизации без ограничений при помощи метода внешней точки [2]. Рас-
сматриваются решетки широкополосных вертикальных диполей (ШВД) и широко-
полосных вертикальных излучателей (ШВИ) с конфигурацией каждого излучателя
из работы [3]. При выборе входных параметров задачи использован программный
комплекс NEC2.

Для квадратных решеток из четырех излучателей (2x2 ШВИ), из четырех ди-
полей (2x2 ШВД) и из девяти излучателей (3x3 ШВИ) все локальные оптимумы,
найденные в результате выполнения градиентного подъема из ста случайно выбран-
ных начальных точек, имели равные значения целевой функции. Кроме того, опре-
делялось количество локальных оптимумов различной структуры, т. е. не эквива-
лентных с точностью до сдвига фазы на константу. В случае решеток 2x2 ШВИ
и 2x2 ШВД было обнаружено по три не эквивалентных между собой локальных
оптимума, а в случае решеток 3x3 ШВИ – четыре.
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Существующее направление структурно-параметрического моделирования
(СПМ) технологических систем и ситуационного анализа данных, связанное с их
структуризацией по функциональному или целевому принципу и определением
связей между параметрами состояния системы, на основе статистических данных
не всегда обеспечивает необходимую точность принятия решения в задачах иден-
тификации и прогнозирования из-за недостаточности статистики и неадекватности
регрессионных оценок связей. Используемые методы пассивного накопления данных
и активного эксперимента в реальном времени действующей технологической систе-
мы практически не реализуемы, так как требуют длительного периода наблюдения
или активного эксперимента с достаточным числом повторений.

В связи с этим предлагается новая информационная технология идентификации
и прогнозирования состояния сложной технологической системы с использованием
методов искусственного интеллекта на основе нейросетевых и агентных технологий.
Функция модуля или агента самообучения заключается в уточнении первоначаль-
но заданных коэффициентов связей между контролируемыми параметрами состо-
яния и цели и распознавании аномальных ситуаций в системе. Задача обучения
распознаванию ситуаций заключалась в их классификации на основе предъявления
в реальном времени текущих состояний системы по принадлежности к областям,
соответствующим различным категориям принятия решения.

Предлагается разновидность архитектуры искусственной нейросети Хемминга
с многослойной рекуррентной структурой, как специализированное гетероассоциа-
тивное запоминающее устройство с парами (x, y) связанных между собой входного
и выходного векторов.

Предложенная информационная технология использовалась в задачах идентифи-
кации и прогнозирования состояния технологических систем пищевых производств
и перерабатывающих предприятий АПК.
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Рынок недвижимости – это перспективный сегмент экономики. Ранее в [1] были
рассмотрены некоторые модели функционирования этого рынка в предположении,
что заданы цены и спрос на квартиры различных видов в краткосрочном периоде.
В настоящей работе предлагается рассматривать рынок, как взаимодействие трех
групп субъектов, при этом каждый субъект моделируется задачей математического
программирования, стохастическими параметрами которых, в том числе являются
спрос и цены. Построены новые методы долгосрочного прогнозирования цен и пред-
ложения. Для этого построен аналог модели динамики Спрэда [2] с гармоническими
колебаниями вида:

δ(t) = exp(
m∑

i=1

θiϕ(t)
i−1 +

n∑

i=1

θm+i sin(
2πψ(t)

τi
) +

σ2

2
),

где t это момент времени прогнозируемого периода, θi, τi – постоянные коэффициен-
ты, σ – коэффициент волатильности, m – число слагаемых в полиноме, описываю-
щем тренд, а n – число гармоник. Числа m, n и вид функций ϕ(t) и ψ(t) выбираются
в зависимости от числа известных значений в ретроспективе, чтобы наше приближе-
ние минимально отклонялось от ретроспективы. Алгоритмы нахождения численных
значений случайных параметров могут интерпретироваться как решение стохастиче-
ского дифференциального уравнения.

В докладе будут представлены результаты расчетов, а также будет показано, как
динамика цен и параметры рынка влияют на функционирование рынка недвижимо-
сти и на процесс согласования планов субъектов этого рынка.
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Система городского пассажирского транспорта (ГПТ) крупного города – это
сложная система, которая включает в себя большое число взаимосвязанных и вза-
имодействующих задач, которые необходимо решать одновременно. Управление та-
кой большой системой с каждым годом все усложняется в связи с ростом городов,
уровнем автомобилизации, меняющимися потребностями граждан в обслуживании.
В городе Бишкеке в настоящее время остро стоит вопрос оптимизации маршрутной
сети. Она в последние годы не подвергалась научному исследованию и перегружена
дублирующими маршрутами и частными маршрутными автобусами малого класса.
Для решения задач, возникающих в системе ГПТ, можно использовать различный
математический аппарат, в частности математическое программирование, экономет-
рику, теорию игр, теорию систем массового обслуживания, имитационное моделиро-
вание и т. д. Исследованию сложных взаимосвязей факторов в системе ГПТ и их
влияния на результат ее функционирования поможет разработка имитационных мо-
делей. Но недостатком имитационных моделей является то, что они дают множе-
ство неоптимальных решений, из которых необходимо выбрать наилучшее. В связи
с этим представляет интерес объединение имитационных и оптимизационных моде-
лей в единую комплексную систему. Наиболее эффективно использование сочетания
имитационных моделей и оптимизационных в многоуровневых системах моделей, ко-
гда выходная информация моделей предшествующих уровней является входной для
моделей последующих. Таким образом, основными ограничениями оптимизационной
задачи будут отдельные показатели сервиса пассажирских услуг. Их уровень за-
дается в соответствии с предлагаемым методом с последующей корректировкой на
основе модели выбора стратегии достижения оптимального уровня сервиса пасса-
жирских услуг [1].
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Своевременный и оперативный контроль в процессе обучения с целью вступи-
тельного [1], промежуточного и итогового оценивания умений и навыков, а так-
же выявления пробелов в знаниях той или иной темы, позволяет скорректировать
дальнейший ход практических занятий. Удобным инструментом, обеспечивающим
достаточно высокое качество проверки знаний, давно стали компьютерные системы
тестирования.

В Омском филиале Института математики им. С.Л. Соболева СО РАН и ОмГУ
им. Ф.М. Достоевского на протяжении нескольких лет развивается подход к постро-
ению систем компьютерного тестирования знаний студентов, основанный на исполь-
зовании дискретной оптимизации (А.А. Колоколов, Л.А. Заозерская, В.А. Планко-
ва) [2; 3].

В данной работе представлена разработанная автором специализированная ком-
пьютерная система контроля знаний студентов ряда гуманитарных факультетов
ОмГУ по дисциплине "Информатика" [4]. В системе использованы предложенные
математические модели дискретной оптимизации для решения задач формирования
оптимальных тестов [5].
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Заемщик, желая приобрести квартиру, вносит некоторую сумму денежных
средств в качестве первоначального взноса, а на недостающую сумму D0 оформляет
кредит на срок T под процентную ставку r. Для каждого момента t = 1, 2, . . . , T

введем следующие величины: Dt – остаток основного долга на момент t; gt – размер
выплаты основного долга в момент t; Rt – размер денежной выплаты (платеж), ко-
торый включает в себя выплату части основного долга gt и процентов, начисленных
на остаток кредита, то есть Rt = gt +Dt−1 · r. Понятно, что Dt = Dt−1 − gt, DT = 0,
g1 + g2 + ...+ gT = D0.

Для погашения кредитной задолженности банки используют различные схемы.
Наиболее распространенными являются схема дифференцированных платежей, ко-
гда основной долг выплачивается равными частями g1 = g2 = ... = gT = D0/T ,
и схема аннуитетных платежей, при которой платежи в каждый момент време-
ни постоянны R1 = R2 = ... = RT = R. Допускается также схема со свободным
погашением основного долга, когда величину gt заемщик каждый раз определяет
самостоятельно, обязательно выплачивая при этом проценты на остаток основного
долга.

Перед заемщиком встает проблема выбора схемы погашения кредита, на какую
сумму и какой срок оформит кредит, какую оставить в резерве на случай форс-
мажорных обстоятельств. В [1] была рассмотрена задача минимизации риска и вы-
плат заемщика при аннуитетной схеме погашения кредита. В настоящей работе ис-
следуются две другие схемы. Описаны недостатки и преимущества каждой из схем
в зависимости от распределения дохода заемщика. На основе метода динамического
программирования разработаны алгоритмы решения поставленных задач.
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В настоящей работе рассмотрен метод определения и классификации множества
пороговых значений многопараметрической функции чистого дисконтированного до-
хода для объектов трудноизвлекаемых источников углеводородов при условии ми-
нимальной рентабельности их промышленного освоения [4]. Для обеспечения ком-
плексной интерпретации полученного массива данных к рассмотрению предложен
подход к разбиению множества решений задачи оптимизации на кластеры, удовле-
творяющие исходным априорным ограничениям [1; 3].

Представленный в докладе метод позволит на этапах раннего планирования поис-
ковых и эксплуатационных работ по освоению недр [2] исключить заведомо непер-
спективные объекты (расположенные ниже предельных глубин, удаленные далее
предельных расстояний нефтепровода, превышающие предельную вязкость и т. д.).
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Ритейл является одной из крупнейших отраслей инвестиций в России. Суще-
ствуют различные математические описания развития проектов из данной области.
Ранее в [1] были изложены модель развития ресурсного региона, базирующаяся на
принципах государственно-частного партнерства, соответствующая ей задача линей-
ного стохастического программирования, в которой предполагалось, что ограничения
на бюджет в модели из [2] могут случайным образом варьироваться в заданном ин-
тервале, а также методы решения подобных задач.

В докладе будут изложены новые модели планирования инвестиционных проек-
тов в области ритейла, связанные с проведением промо активности в торговой сети.
Данные модели также основаны на задачах линейного стохастического программи-
рования, причем размерность таких задач существенно больше, чем размерность за-
дач, приведенных в [1]. Стохастические параметры (например, спрос) варьируются
в зависимости от поведения рынка. Предлагается подход к решению данной задачи,
основанный на редукции ее к детерминированной задаче. При численной проверке
алгоритмов, реализующих это подход, использовалась информация о транзакциях
компании ООО "Холидей".
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Задачи оптимизации на графах занимают значительное место в области дискрет-
ной оптимизации [1; 2] и имеют широкий круг приложений в различных отраслях.
В связи с расширением диапазона задач, связанных с освоением Арктики [3; 4],
актуальной становится оптимизация планирования перебазирования авиации в при-
брежных зонах. Выполнение основной задачи достигается путем решения в процес-
се планирования целого ряда частных задач, важное место среди которых занимает
задача построения оптимальной совокупности маршрутов перелета, эффективность
решения которой зависит от продолжительности перебазирования.

В данной работе предложена математическая модель для построения оптималь-
ной совокупности маршрутов, в которой учитываются количество и класс аэродро-
мов, их пропускная способность, запасы топлива. Для предложенной модели разра-
ботана методика нахождения совокупности оптимальных маршрутов, основанная на
использовании алгоритмов Дейкстры и Форда –Фалкерсона.
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В исследовании [1] изучалась зависимость времени разработки программного
кода как функции от количества машинных команд в 11 крупных программных
проектах. Эмпирически было получено, что данная зависимость аппроксимируется
степенной функцией с показателем 1.5. Получается, что скорость разработки падает
по мере роста размера проекта.

В статьях [2; 3] описана математическая модель процесса разработки программ-
ного обеспечения как процесса редактирования текста программы. С помощью дан-
ной модели построен пример процесса разработки, скорость которого асимптотиче-
ски приближается к 0 с ростом размера программы, и сформулировано достаточное
условие, при соблюдении которого скорость разработки не падает ниже некоторой
константы при любом размере программы.

В докладе представлен ослабленный вариант достаточного условия:
Теорема 1. В обозначениях статей [2; 3] предположим, что
∃C > 0, C ∈ N ∃C1 > 0 ∃k ∈ N ∀n > k

C1 · (
∑

α∈GC
n

Fn(α)) ≥
∑

α∈BC
n

Fn(α) +
∑

α∈Dn

Fn(α)

Тогда процесс разработки Pr имеет константную скорость.
Данное достаточное условие предлагается в виде формальной формулировки The
Open-Closed Principle [4] в части “Software entities (classes, modules, functions, etc.)
should be ... closed for modifcation”.
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Предположим, что имеется конечное множество объектов O, |O| = m, причем
каждый объект характеризуется набором из n признаков. Задача разбиения объектов
на k кластеров может быть сведена к оптимизационной задаче поиска k так называ-
емых медоидов, известной также в литературе как задача о k-медианах (p-медиане).
Таким образом, кластеры определяются с помощью выбора k представителей кла-
стеров c1, c2, . . . , ck ∈ O и присоединения каждого объекта к ближайшему предста-
вителю: minimize

c1,c2,...,ck∈O

∑m
i=1 min

j=1,...,k
d(xi, cj), где d(·) расстояние между соответствующими

характеристическими векторами относительно некоторой метрики.
В докладе предлагается параллельный распределенный алгоритм для поиска при-

ближенных решений указанной задачи кластеризации, представленной в виде зада-
чи целочисленного линейного программирования. Алгоритм реализован с помощью
интерфейсов MPI и OpenMP и основан на частичном хранении матрицы попар-
ных расстояний между характеристическими векторами с использованием подхода
t-ближайших соседей, а также поиске нижних и верхних оценок оптимального зна-
чения. В докладе приводятся результаты тестирования разработанного алгоритма на
тестовых и прикладных задачах кластеризации большой размерности, выполненные
на вычислительном кластере «Академик В.М. Матросов».
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Рассматривается задача построения графика оборота пригородных составов
(электропоездов), которая состоит в увязке маршрутов графика движения в единый
график оборота. Предполагается, что каждый маршрут начинается и заканчивается
в одном и том же пункте (главной станции), и каждый состав ежедневно выполняет
одно и то же множество маршрутов. Кроме того, в графике должны быть учтены
время, необходимое на технический осмотр электропоезда, и возможность смены
бригад на главной станции с двенадцатичасовым интервалом. Необходимо, постро-
ить график с минимальным числом требуемых составов. Данная задача является
упрощенной моделью, возникающей при составлении графика оборота пригородных
составов по станции Новосибирск-Главный.

Для рассмотренной задачи предлагается метод ветвей и границ, который позво-
ляет находить точное решение задачи на случайных примерах со 100 маршрутами
за время, не превышающее 10 минут на персональном компьютере. Нижние оценки
целевой функции строятся путем нахождения максимальной клики в графе конфлик-
тов. Показано, что граф конфликтов является интервальным, и задача нахождения
максимальной клики решается за линейное время от числа маршрутов. Найдены
условия отсечения неперспективных ветвей в дереве ветвления. Приводится сравне-
ние эффективности данного метода с решением задачи пакетом SCIP.
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The railroad companies face a difcult problem in assigning empty freight cars based
on customer demand because these assignments depend on a variety of factors [1]. We
consider the transportation problem, which is inspired by petroleum logistics market
on the railroad network of the republic of Kazakhstan. A railroad company (carrier)
owns a feet of oil carriages and provide transportation service on the railway network.
The nodes of the network may generally be divided into two groups: facilities and
consumers. Facilities produce a number of diferent products that has to be delivered
to the consumers. Delivery is made according to the pre-defned list of orders over a
planning horizon. Each order specifes the number of empty carriages which have to be
provided by the carrier on the facility for loading. Diferent types of products require
the carriages to be prepared (washed) according to the loaded cargo. Carrier aims to
deliver all the orders according to schedule minimizing the total expenses. The list of
orders and routes of delivery are fxed and given as an input, thus the expenses that
can be optimized consist mostly of the empty carriage run. Additional costs corresponds
to the washing process and storage of the unused feet. The problem is to arrange the
movement of the empty carriages to satisfy all requests minimizing total costs.

In this work we propose a new model for this problem in terms of mixed integer
linear programming. The proposed model is highly fexible and able to meet the variety
of additional constraints which frequently arise in real life applications. We provide
an extensive experimental study of this problem under a diferent set of assumptions
both on randomly generated and real data instances, provided by Kazakhstan petroleum
carrier.
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Large-scale rail company operation requires extensive service network (SN)
distributed in many regions. The complexity of keeping SN in working condition requires
its separation on fragments – regional SN. Each one ensures the operation of the
respective section of the rail network, called a polygon [1]. Responsible for support of
each regional SN has its center.

We investigated the problem of optimizing the number of regional support centers
and boundaries of their responsibilities in the company. The solution to these problems
is related to optimal graph partitioning [2]. We have developed methods for partitioning
large-scale networks taking into account the specifcs of the Russian Railways
management system. This decomposition is based on the defnition of the complexity
of managing the network and its polygons. In [1] conceptual and methodological
approaches to assessing the complexity of such management have been proposed.

Mentioned specifcs and HP-hardness do not allow the use of standard approaches to
the solution of these problems [2]. Therefore we developed methods for local search and
heuristic optimization algorithms of fnding the number of regional support centers
and the boundaries of their responsibility minimizing the maximum complexity of
regional management. These algorithms based on our proposed methods of network
reduction taking into account informal requirements and restrictions. The obtained
optimization results were used in programs of "Russian Railways" development, such
as the modernization of the Baikal-Amur mainline and the construction of high speed
railway Moscow–Kazan [1].
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This paper contributes to the problem of life support in weightlessness conditions
during manned fight in space. We consider an element of prospective autonomic decision
support system aimed at training control of cosmonauts on board. Using a linear
regression model [2], we propose a method of training optimization with respect to
personal preferences of crew members. This method is based on optimal choice of
treadmill mode of operation and the amount of axial load subject to maintenance of
the level of physical performance at the pre-fight level [1]. The results of tentative
computations based on the experimental data collected on board the International Space
Station are reported.
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Spare part inventories play an important role in modern life, keeping downtime of
advanced capital goods within reasonable limits and ensuring availability, safety and eco-
friendliness of diferent production and service systems. At the same time, spare parts
inventories have low turnover and form a substantial cost item in the production or
service budgets. One of the main reasons for the large costs of spare parts inventories
is the long replenishment lead-time, in particular for customized parts manufactured
using Traditional Manufacturing (TM) technologies like milling, drilling or molding.

In this research, we study a spare part supply system where both Traditional
Manufacturing and Additive Manufacturing (also know as 3D printing) are used for
replenishment of the spare parts inventories, see Figure 1. Demands for the spare parts
occur according to a Poisson process and the failed parts are immediately replaced
from the inventory, if available. If inventory is not available, items are backordered and
fulflled when a spare becomes available (i.e., a replenishment is received from one of
the suppliers).

InventoryC
us
to
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er
s

Demand

Additive

Trad
ition

al

Fig. 1. System Diagram

Additive Manufacturing ofers the advantage of shorter lead times, however,
at higher production costs. Moreover, Additive Manufacturing processes often have
uncertain yield, leading to the fact that not every produced part will satisfy the quality
control and can be used to replenish the inventory. In this paper, we propose a Linear
Programming (LP) based optimization problem that decides which of the processes to
use for replenishment of the inventory while minimizing the total (holding + backorder)
system costs.
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A model of optimization of expansion and prospective operating modes of power
systems is studied. The model takes into account diferent types of power capacities,
generation constraints, power capacities operation and expansion constraints, daily
load curves, network transmission loses and network capacities constraints. From
mathematical point of view this model is a large scale and sparse linear programming
problem and practically proved to be a very efcient tool for analyzing power systems
efciency [1]. Standard solvers like CPLEX can be used for fnding the solution.
However, as soon as number of nodes of the system is increased the problem is getting
harder for practical solution. So, we need an adaptation of well-known techniques with
more accurate implementation of the model specifc. The constraint matrix is sparse
and has a block-wise structure which must be used in development of the solution
approach. We suggest to apply large scale linear programming methods from [2] and
[3] for solving the problem under consideration. Main details of the implementation are
described and preliminary computational results are given.
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We consider a new variant of counting problem that is related to Catalan numbers,
which constitute an important area of discrete and combinatorial mathematics. Catalan
numbers have various applications and interpretation in diferent disciplines, see [3;
4]. Amongst the applications, shufing carts using a stack is widely adopted in the
teaching of Data Structures [2]. The problem is concerned with shufing carts using
a capacitated stack. We formulated its recurrence relations and solve the relations for
two special cases to have their closed form. We adopt a characteristics equation as
a mechanism to derive the closed form of the defned recurrence relations. In the case
of size 2, the number of ways to shufe n carts is given by 2n−1, while the solution for
size 2 is (1

2
− 1

2
√
5
)(3+

√
5

2
)n + (1

2
+ 1

2
√
5
)(3−

√
5

2
)n.
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Laser cutting is one of the major cutting processes used to manufacture sheet metal
products. Lots of researches [1; 2] on tool paths for cutting machines mainly deal
with contour by contour cutting. While constructing a path one needs to determine the
pierce point and the direction of contour passing. In this case only the length of idle
passes may be optimized. To solve this problem GTSP approach is used [3]. Resource-
efcient technologies for cutting sheet materials allow for the contours of cut-of details
to be overlapped. It allows reducing the material waste and shortening the length of
cuts. Common cuts are also the origin of one more set of precedence constraints.
These constraints can be formalized as one general formal restriction called as Ordered
Enclosing (OE) formulated in [4] for plane graphs that are the homeomorphic images of
the cutting plan. In this report we consider the common case of a cutting problem when
combination of contours is allowed. We review the polynomial algorithms for all the
possible restrictions: (1) part cut of a sheet does not require further cuts (constructing
of OE-route); (2) there are no intersections of cuts (constructing of NOE-route); (3)
there are some restrictions on placement of pierce points (constructing of PPOE-cover).
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In this report, questions of mathematical modeling of non-destructive exploitation
of renewable resources are discussed. This task is very relevant at the present time
[1]. We are based on the results of paper [2], where the unifed approach to managing
such systems is presented. It consists in the following. The system being operated
varies in time and is described by some iterative process. The problem of its optimal
non-destructive exploitation is modeled by the following optimization problem: to fnd

c̃ = max{c(u) | u ∈ U}, (1)

where c, x ∈ Rn
+, x = [x1, x2, . . . , xn], c(x) — some nonnegative scalar function, that

determines the income from the use of the elements of the system in quantities
x1, x2, . . . , xn, U — the closure of the set U = {u ∈ Rn

+ | X0(u) ̸= ∅},

X0(u) = {x0 ∈ Rn
+ | inf

t=0,1,2...
xit(x0, u) > 0 (∀ i = 1, . . . , n)},

xt+1(x0, u) =
(
F
(
xt(x0, u)

)
− u

)+
, t = 0, 1, 2 . . . (2)

Here xt(x0,u) = [xt1(x0,u), x
t
2(x0,u), . . . , x

t
n(x0, u)], x0(x,u) = x, x+i = max{xi,0}, x+ =

[x+1 , x
+
2 , . . . , x

+
n ]. The mapping F is assumed to be concave on the nonnegative cone Rn

+

of the space Rn.
In [2], the problem (1) is reduced to the following mathematical programming

problem:
max{c(u) | x = F (x)− u, x ≥ 0, u ≥ 0}.

In our work, we research the properties of an admissible set of this problem.
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In this work a new optimization model of sea shipping area is introduced. The set
of cargoes and the set of ports are given. Each cargo is delivered from the loading
port to the port of destination. The company needs to minimize the total delivery
cost of cargoes. She has a set of vessels. Each vessel can be loaded with any set of
cargoes as the cargo can be delivered by any set of vessels. Cargoes are of two types:
required cargoes and additional cargoes. It can be placed on the vessel in any volume
if the volume doesn’t exceed the capacity of the vessel. All required cargoes must be
delivered. If the company signs a contract of additional cargo then she must deliver it
in full. The proft from the delivery of additional cargo (contract price) is known. The
transport costs between any pair of ports and port charges for each vessel are given.
The objective is to fnd the best strategy for the company to minimize the diference
between the total transport and charge cost and the total contract price. This is one of
the vehicle routing problem [1].

A hybrid heuristics algorithm for the problem is presented. It is based on the local
search and greedy algorithm. The scheme of greedy algorithm can be described as
follows. For each cargo and each vessel we fnd the cost price of transportation. After
that for some order of cargoes we successively assign vessels with the lowest cost price
until the cargo is delivered in full. We use the local search to fnd the best order of
cargoes.
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Currently, efective logistics management is recognized as a key factor in improving
the performance of companies and their competitiveness. The econometric methods
used in practice do not provide the means for promptly solving a multitude of emerging
problems, in particular for efective operational management of a network marketing
organization [1]. In the paper, algorithms for analyzing and solving the problem of
distribution of goods by logistics centers [2], including decision support system in case
of incorrectness of the arising problem are proposed: (1) the method of regularization
of the decomposable distribution problem; (2) an efective algorithm for approximating
an indecomposable problem by a decomposable problem. The software implementation
of the proposed algorithms is easily encapsulated in the MS Ofce system [3].
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We study the problem of estimating a probability that a fow of a given capacity may
be transferred in a communication network. Network is represented by a random graph
with absolutely reliable nodes and unreliable links with given operational probabilities
and capacities. The algorithm for fast decision making whether a network is reliable
enough for transmission of a given fow is proposed. Case studies show applicability of
the proposed approach.
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Nowadays modern methods of artifcial intelligence are widely applied in
pharmacology for computer modeling of new drug compounds with predetermined
properties. The development of innovative information technologies based on bioinspired
intellectual approaches for processing and analysis of big data, optimization and solution
of problems of prediction is actual. One of the important steps of prediction quantitative
structure – property/activity relationship is the allocation of informative descriptors to
reduce the size of descriptor space [1]. The swarm intelligence algorithms are actively
developing and used to solve optimization problems and characterized in ability quickly
and accurately solve problem of difcult search.

The statement of the problem is formulated as follows: it is necessary to develop
an information system for scientifc research "SIIM" (Swarm intelligence for immune
network modeling) for creation an optimal immune network model of drug compounds
of sulfanilamide group based on swarm intelligence algorithms (ant colony algorithm
and particle swarm optimization) and solution the problem of pattern recognition using
artifcial immune system (AIS).

The constructed optimal immune network models signifcantly improve the quality
of prediction at solution the problem of pattern recognition based on AIS and allow
quickly select the best algorithm for concrete set of descriptors based on the minimum
value of generalization error of AIS [2].
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We introduce a new optimization model to maximize the total operational proft
of a harbor logistic company on a given time horizon. The company has some local
providers who supply it by scrap-metal materials of diferent qualities. The materials are
manufactured into the high quality product and exported to abroad by diferent type of
ships. Company can send at most one ship per day. The total demand for the product
is known in advance according to a contract. The company has to pay to providers
according to piecewise linear prices, transportation cost to deliver all materials to depot
in harbor by heterogeneous feet of vehicles (own or rented), keeping cost in depot,
manufacturing cost, the shipping cost, and payment for international declarations. The
goal is to fnd the best strategy for the company to maximize the total operational proft
to perform the contract. We present a mixed integer nonlinear programming formulation
for the model, linearize the objective function [1] and aggregate the set of providers
[2] to reduce the dimension of the problem. The CPLEX software can fnd optimal
solutions for 30 days time horizon in few seconds by personal computer. We conduct
computational experiments on real test instances and discuss how to use the model for
planning own feet of vehicles, capacity of the depot, and price strategy for the company.
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Maintenance plays a very important role in the modern life ensuring availability,
safety and eco-friendliness of diferent production and service systems. At the same time,
maintenance costs form a substantial cost item in the production or service budgets. In
production systems, maintenance related costs can be typically anywhere between 15%
and 70% of the total production expenses.

In our research, we study supply systems for repairable spare parts, where
malfunctioned parts or components are immediately replaced by ready-for-use spares.
The failed components are sent to a repairshop, and once the repair is fnished, they
are forwarded back to stock as good as new. The repairshop has several multi-skilled
parallel servers (technicians) that are capable of handling certain types of spares, see
Figure 1.
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Fig. 1. Repair shop architecture for 2 failure types and 3 Cross-Trained Servers.

To optimize the skill-server assignments and the inventory levels, we formulate the
problem as a stochastic nonlinear integer programming model and propose a two-stage
sequential solution algorithm. At the frst stage, a genetic algorithm (GA) generates
a set of feasible pooled repair shop design schemes. That is the skill-server assignment
are generated as a union of mutually exclusive and total exhaustive multi-class multi-
server queueing systems. Thus, we exploit this fact and optimize each queueing
system separately. In the second stage, optimal inventory and capacity levels for each
independent system are calculated by using a queueing approximation technique and
a local greedy heuristic.

The performed numerical experiments show that the proposed two-stage approach
obtains high-quality solutions and has very good run-time characteristics.
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Utility network is a composite geographically distributed system that performs such
vital functions as providing consumers with energy and water resources, communication
facilities, information, route network, trafc, and other services. As a rule, the utility
network is considered to be a two-dimensional object located on a plane. However, such
a representation of networks does not quite comlpetely correspond to reality, since as the
basis of the design and construction of the utility network underlies the interaction of,
at least, two interrelated objects. In this case it is completely inconvenient to use graphs
and hypergraphs. Instead of them, other network models are used. For instance, there
are such mathematical objects as nested graphs, layered complex networks, hypernets.

An important point is that the laying of utility networks along the chosen tracks
(trenches, collectors, etc.) is carried out strictly according to the established rules and
regulations relating to the mutual arrangement of networks for various purposes. The
combined laying of the utility communications for various purposes is allowed in the
same collector only for communications which are compatible with each other in terms
of mechanical and electromagnetic infuence.

Based on the hypernet approach, we solve the task of providing the connectivity of
given consumers with given sources on a given area, with minimization of laying and
maintenance costs and within given constraints. As a result, we propose a new method
for the selection of routes for the laying of the utility networks taking into account the
compatibility of diferent types of resources for placing them in the same track.

Also, we introduce an algorithm for obtaining not only the cheapest solution, but
reliable as well. As a reliability measure, the hypernet analogue of the 2-terminal
reliability is considered, under assumption that failures occur in a primary network,
and nodes in a secondary network should be connected. In this case we design a utility
network, in which each consumer should be connected with the necessary suppliers with
probability no less than a given reliability threshold. For this problem, we introduce the
ant colony algorithm.

⋆ Supported by Russian Foundation for Basic Research under grants 17-07-00775, 18-07-00460.
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The paper [1] describes a model of trade fows to simulate interregional multi-
product trade fows. This work consider more general model based on multi-
regional input-output Leontief-Strout model and transportation network fow equilibrium
approach.

We use a general network equilibrium problem in a form of the following

optimization problem
L∑
l=1

fl∫
0

cl(y) dy +
n∑
i=1

∑n
j=1

xij∫
0

g(z) dz → min
{xij ,ℎp}

under input-output

Leontief-Strout condition
∑
i

xrij =
∑
s

brsj
∑
k

xsjk + yrj , where x
r
ij is a fow of r-th product

between regions i and j; brsj is input-output coefcients for products r and s in a region
j; yrj is a contibution of product r gross domestic product, and network fow condition
Pij∑
p=1

ℎrp = xrij , i, j = 1, . . . , n, where xrij is a fow of product r between regions i and j;

fl =
P∑
p=1

alpℎ
r
p, l = 1, . . . , L is a total fow along the arc l; alp equals unity if the arc

l belongs to the path p, or zero otherwise, ℎrp is a fow of the product r along path
p = 1, . . . , P ; P is the total number of routes between all pairs of regions i and j; Pij is
the number of routes from region i to j; L is the total number of arcs.

The objective function can be interpreted as the overall costs of transportation where
the frst term corresponds to the costs associated with cl(·) values as an increasing
cost function for total fows along the arc l. The second term in the objective function
corresponds to the costs g(·) which refect the fact that transportation fows xij between
regions i and j are inversely dependent on the distance between them.
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In designing, especially in the early stages, the assumption about the crisp
parameters and the search of global maximum in the deterministic formulation are not
justifed, since the parameters here are not crisp due to incompleteness of knowledge
and the lack of statistics and the fact that the design parameters are implemented in
the production with a certain tolerance. Objective functions may be too sensitive to
changes in parameters, and, moreover, these changes can lead beyond the admissible
range, i.e. the assumption of crisp parameters can lead to low efciency and even to
the inadmissibility of the project. Thus, in the design, the goal is to ensure the least
sensitivity of the objective functions (ensuring the robustness of the objective functions),
and ensuring the admissibility of the design parameters (ensuring robust admissibility)
to small changes in parameters. Decisions that ensure the satisfaction of these two goals
are called robust. The procedure for fnding optimal robust decisions is called optimal
robust design.

The paper considers the problem of optimal robust design in the presence of input
parameters with epistemic uncertainty, which is modeled as uncertain value in the
theory of uncertainty Liu. The models of optimal robust design for solving these
problems are proposed. The task of optimal robust design of the propulsion parameters
for supersonic maneuverable aircraft is solved using two models of optimal robust design
in the presence of input parameters with epistemic uncertainty. The obtained values of
parameters are in good agreement with the values of modern and newly developed
maneuverable aircraft. The paper shows:

– Pareto fronts shifted to less robust decisions with the increase of range of input
parameters, which implies a recommendation to the designer: more precisely defne
the ranges of the input parameters;

– for a given range of the input parameters, the requirement of increase in robustness
leads to a deterioration of the objective functions;

– ensuring robustness is a more conservative method of evaluating the design
parameters than the evaluation of the optimum design parameters without
considering robustness.
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Selective comparison of the oil pipeline sections based upon datasets of multiple
in-line inspections [1] showed that there is a signifcant group of sections, whose 3d
position changed again and again after repairs. At the same time, the ever-increasing
volume of in-line inspections makes it impossible to analyze the spatial position of
each pipeline section over time. It provokes adapting methods of multidimensional data
analysis for automating detection of signifcant deviations in a spatial position of the
pipeline. First phase of data preparation algorithm includes checking the uniqueness
headers of dataset, lack of duplicates and gaps, lack of special characters, unprintable
characters and extra spaces. The second phase includes checking misses, as well as
signifcant and rapid changes in the data. Method of detecting signifcant deviations in
spatial position of the oil pipeline consists of four main steps: evaluating correlation
coefcients of datasets, selecting the grouping method [2], analyzing intra-group
statistics and assigning ofsetting activities for each group of pipeline sections.
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We consider an academic load distribution problem in which in contrast to [1] each
training course consists of indivisible units that can be given to only one teacher [2].
The maximum and the minimum possible amounts of load are given for each teacher.
We propose models of integer linear programming (ILP) for various formulations of this
problem. In particular, we continue the research of the bicriteria model [2] in which one
optimization criterion is to minimize the maximal number of course assigned to each
teacher, and the other criterion is to maximize the total preference of "teacher-discipline"
relations. The cardinality of full set of alternatives for this problem is polynomial. In
addition, a variant of the problem is considered, which takes into account interpersonal
relations under assigning teachers to the same discipline. Finding a feasible solution
of the academic load distribution problem is NP-hard. We build an auxiliary IPL
problem which minimizes the largest deviation from the upper bounds of the teachers
loads. Using the auxiliary problem a search process of an academic load distribution
problem solution is constructed. Computational experiments using the CPLEX solver
with proposed ILP models are carried out on random instances and on tasks with real
data.
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Пусть в евклидовом пространстве ℛk задано конечное семейство векторов
V = {v1, . . . , vn} и вещественное число B. В множестве V требуется найти под-
множество X векторов минимальной мощности, такое, что норма вектора-суммы
этого множества векторов больше или равна B.

|X | → min
X⊂V

,⃦⃦
⃦
∑
v∈X

v
⃦⃦
⃦ ≥ B

(1)

В работах [1; 2; 3] рассматривались близкие по постановке задачи отыскания
подмножества векторов заданной мощности с максимальной нормой вектора-суммы.
Существенным отличием задачи 1 является требование ограниченности снизу вели-
чины вектор-суммы.

Идея точного алгоритма решения рассматриваемой задачи опирается на исполь-
зование точного полиномиального алгоритма решения задачи отыскания подмно-
жества векторов заданной мощности с максимальной нормой вектора-суммы [2].
В данном сообщении с использованием понятия областей принадлежности реше-
ния доказывается, что задача 1 может быть решена с той же трудоемкостью, что
и в работе [2].
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В задаче кластеризации требуется разбить данное множество объектов на
несколько подмножеств (кластеров) только на основе сходства объектов друг с дру-
гом. В машинном обучении задачи кластеризации относят к разделу обучения без
учителя. Наряду с этим рассматриваются также задачи кластеризации с частич-
ным обучением, в которых часть объектов (как правило, небольшая) изначально
распределена по кластерам [1; 2].

Рассматривается следующая формализация задачи кластеризации с частичным
обучением, являющаяся частным случаем задачи кластеризации графа [3; 4]. Дано
множество, состоящее из n объектов, которые необходимо распределить по k кла-
стерам, k < n. Среди заданных выделены k объектов, никакие два из которых
не должны принадлежать одному и тому же кластеру. Отношение сходства зада-
ется с помощью неориентированного графа, вершины которого взаимно однозначно
соответствуют объектам, а ребра соединяют похожие объекты. Требуется разбить
множество вершин на попарно непересекающиеся группы (кластеры) так, чтобы ми-
нимизировать число ребер между кластерами и число недостающих ребер внутри
кластеров.

Рассматриваемая задача является NP-трудной при любом фиксированном k ≥ 2.
Для случая k = 2 предложен полиномиальный приближенный алгоритм, состоящий
из двух стадий. На первой стадии с помощью 3-приближенного алгоритма строится
допустимое решение задачи. На второй стадии к полученному решению применяется
процедура локального поиска. Исследование алгоритма показало, что применение
локального поиска заметно улучшает качество приближенного решения.
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Рассматривается следующая экстремальная
Задача 1. ДАНО: совокупность {g1(n), . . . , gL(n)}, n = 1, . . . , N , содержащая

L последовательностей из Rq и натуральное число J , причем JL ≤ N . НАЙТИ:
набор (n1, . . . , nJL) номеров и последовательность (π1, . . . , πJ), перестановок на L

элементах, такие что
J∑

j=1

L∑

i=1

gπj(i)(n(j−1)L+i) −→ max ,

при ограничениях

1 ≤ nm − nm−1 ≤ N − 1, m = 2, . . . , JL ,

на элементы набора (n1, . . . , nJL).
Задача связана с проблемами анализа временных рядов (Time series analysis

problems) и индуцируется, в частности, одной из прикладных проблем дистанцион-
ного мониторинга (сканирования) совокупности из L подвижных объектов.

Ранее в [1] был обоснован точный полиномиальный алгоритм для частного слу-
чая задачи 1, в котором π1 = . . . = πJ = (1, . . . , L). Время работы алгоритма есть
величина O(JLN 2), что не превосходит O(N 3).

В настоящей работе для задачи 1 предложен полиномиальный алгоритм, позво-
ляющий получить точное решение за время O(N 5).
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Рассматриваются NP-трудные [1; 2] в сильном смысле задачи.
Задача 1. Дано: N -элементное множество Y точек из Rq и натуральное число

M ≤ N . Найти: подмножество C ⊆ Y мощности M такое, что
∑

y∈C
‖y − y(C)‖2 → min,

где y(C) = 1
|C|

∑
y∈C y — центроид (геометрический центр) подмножества C.

Задача 2. Дано: N -элементное множество Y точек из Rq и натуральное число
M ≤ N . Найти: разбиение множества Y на два непустых кластера C и Y ∖ C такое,
что

|C|
∑

y∈C
‖y − y(C)‖2 + |Y ∖ C|

∑

y∈Y∖C
‖y‖2 → min,

где |C| = M .
Обе задачи индуцируются, в частности, проблемами Data mining, Pattern

recognition, Machine learning.
В работе предложены рандомизированные алгоритмы для рассматриваемых за-

дач. В случае, когда M ≥ βN , где некоторая константа β ∈ (0, 1), для произвольных
ε > 0 и γ ∈ (0, 1) алгоритмы находят (1 + ε)-приближенные решения задач с вероят-
ностью не менее 1 − γ за время O(qN). Найдены условия, при которых алгоритмы
находят (1 + εN )-приближенные решения задач за время O(qN 2) с вероятностью не
менее 1−γN , где εN → 0 и γN → 0 при N →∞, т. е. условия, при которых алгоритмы
асимптотически точны.
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Рассматривается следующее обобщение NP-трудной в сильном смысле задачи [1].
Задача 1. Дано: последовательность Y = (y1, . . . , yN ) точек из Rq, натуральные

числа Tmin, Tmax и число α ∈ (0, 1). Найти: подмножество ℳ = {n1, . . . , nM} ⊆ N =

{1, . . . , N} наибольшей мощности такое, что
∑

j∈ℳ
‖yj − y(ℳ)‖2 ≤ α

∑

j∈N
‖yj − y(N )‖2,

где y(ℳ) = 1
|ℳ|

∑
i∈ℳ yi и y(N ) = 1

N

∑
i∈N yi — центроиды (геометрические центры)

мультимножеств {yi ∈ Y | i ∈ ℳ} и {yi ∈ Y | i ∈ N} соответственно, при ограничени-
ях

Tmin ≤ nm − nm−1 ≤ Tmax ≤ N, m = 2, . . . ,M,

на элементы набора (n1, . . . , nM ).
Задача индуцируется, в частности, проблемой цензурирования данных (Data

Editing и Data Cleaning Problem), представленных в виде многомерных временных
рядов (сигналов).

Предложен полиномиальный приближенный алгоритм с оценкой 1/2 его точности
и временем работы O(qN 4(Tmax − Tmin + 1)), которое не превосходит O(qN 5).
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В работе исследуются вопросы выявления скрытых закономерностей в наборах
данных и их использования для поддержки принятия решений при распознавании.
Под закономерностью в данном случае понимается терм, который покрывает хотя бы
одно наблюдение некоторого класса и не покрывает ни одного наблюдения другого
класса [1]. Закономерности являются элементарными блоками для построения ло-
гических алгоритмов распознавания. Задача выявления закономерностей рассматри-
вается как задача условной оптимизации монотонных псевдобулевых функций. Для
сравнения закономерностей используются три критерия – простота, избирательность
и доказательность, а также их возможные совмещения [2]. Рассматриваются типы
закономерностей, полученные в соответствии с этими критериями, которые представ-
ляют наибольший интерес для поддержки принятия решений при распознавании.

В работе исследован вопрос поиска информативных закономерностей посред-
ством формализации этого поиска в виде задачи условной псевдобулевой оптими-
зации. Проведен анализ свойств модели оптимизации и предложена новая альтер-
нативная модель оптимизации, предназначенная для поиска сильных охватывающих
закономерностей. Использование таких закономерностей позволяет получать клас-
сификаторы с лучшей обобщающей способностью.

Разработаны алгоритмы псевдобулевой оптимизации, не требующие явного зада-
ния целевых функций и ограничений, предназначенные для решения поставленной
задачи.
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Для комплектации космической бортовой аппаратуры высоконадежными элек-
трорадиоизделиями (ЭРИ) проводится большой объем работ по анализу ЭРИ [1].
Партия изделий должна быть изготовлена из единой партии сырья. Для решения
этих задач применяются различные алгоритмы кластеризации по многомерным дан-
ным результатов тестовых испытаний ЭРИ. На практике невозможно априорно пред-
сказать, какой из алгоритмов в конкретном случае покажет наиболее адекватные
результаты, и использование ансамблевого подхода является перспективным. Алго-
ритмы кластеризации для задачи разделения сборной партии ЭРИ на две однородные
партии показывают довольно высокую точность. При увеличении числа однородных
производственных партий в сборной партии точность падает. Для разных наборов
данных наилучшие результаты демонстрируются разными алгоритмами. Для партии
ЭРИ 3OT122A, собранной из 6 однородных партий, лучшую точность, т. е. совпаде-
ние результатов алгоритма с фактическим составом, показали следующие алгоритмы
[2]: ЕМ-Optim. – 95,44%, k-Medoids-Optim. – 91,79%, ЕМ – 90,09%, k-Means –
76,53%, k-Means(fast)-Optim. – 76,53%. Здесь ”Optim.” – алгоритмы с оптимизиро-
ванными параметрами алгоритма. Применение ансамбля алгоритмов кластеризации
дало следующие результаты: из трех лучших по точности алгоритмов – 95,04%,
из пяти – 95,44%.

Таким образом, использование ансамблевого подхода позволяет добиться более
высокой адекватности результатов кластеризации ЭРИ. При этом отдельные алго-
ритмы способны показывать результаты, превосходящие по точности результаты ан-
самбля, но точность ансамбля все же выше, чем усредненная точность отдельных
алгоритмов.
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Роль статьи заключается в разработке нового алгоритма (метода) факторного
анализа, включающего в себя продвинутую модель взаимоотношений факторов и ис-
ходных переменных, когда в модели учитываются не только линейные слагаемые, но
и квадратичные, т. е. разложение до второй степени. Такая модель относится к клас-
су нелинейных структурных моделей. Алгоритм расчета позволяет строить уточняю-
щую модель, исследовать влияние нелинейной составляющей в факторном влиянии.
Также разработана соответствующая программа с графическим интерфейсом пользо-
вателя, способная проводить квадратичный факторный анализ новых данных по за-
грузке новых данных. Данная статья носит как прикладной, так и фундаментальный
характер. Программа и соответствующий вычислительный алгоритм протестированы
на реальных данных, что позволило сравнить предыдущие расчеты по этим данным
для линейного факторного анализа с предлагаемым в статье квадратичным.
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This work introduces a supervised classifcation algorithm based on a combination
of ensemble clustering [1] and kernel method [2]. The main idea of the algorithm
lies behind the expectation that the ensemble clustering as a preliminary stage would
restore more accurately metric relations between data objects under noise distortions
and existence of complex data structures, eventually rising the overall classifcation
quality. The algorithm consists in two major steps. On the frst step, the averaged co-
association matrix is calculated using cluster ensemble [3]. It is proved that the matrix
satisfes Mercer’s condition, i.e., it defnes symmetric non-negative defnite kernel. On
the next step, optimal classifer is found with the obtained kernel matrix as input.
The classifer maximizes the width of hyperplane’s separation margin in the space
induced by the cluster ensemble kernel. Numerical experiments with artifcial examples
and real hyperspectral image have shown that the proposed algorithm possesses
classifcation accuracy comparable with some state-of-the-art methods, and in many
cases outperforms them, especially in noise conditions.
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Factors infuencing of accuracy of Person biometric identifcation based on
electrocardiograms were investigated. A statistical evaluation of the informativeness
of biometric features obtained from electrocardiograms was carried out. A comparison
of the accuracy of recognition of electrocardiograms of healthy subjects and individuals
with various disorders in the cardiovascular system was performed. The infuence of
sample size and ECG recording time on the accuracy of recognition was studied. The
efectiveness of various methods of pattern recognition used in machine learning was
compared. The infuence of diferent methods of recording electrocardiograms on the
accuracy of recognition was studied. The approach allows to substantially reduce the
dispersion of biometric features at the stage of preprocessing of the cardiac signal.

Various biometric methods of person identifcation are getting more popular.
Fingerprinting, face, voice and retina recognition are widely used in various security
systems. The vulnerabilities of traditional methods of biometric identifcation were
revealed over time. Researchers are increasingly turning their attention to such person
biometric features as electrocardiograms, electroencephalograms and DNA. The paper
is about some practical aspects of person identifcation using ECG. We investigated the
infuence of sample size, duration of recognition, hardware quality and type of algorithm
of machine learning for accuracy of person identifcation.
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An analysis of existing literature on the problem of pattern recognition shows that
the task of constructing recognition algorithms in conditions of features correlations
has not been investigated deeply. This fact determines the relevance of the problem of
developing and researching recognizing operators in conditions of features correlations.

We consider the problems of constructing of an extreme recognizing operator in
the framework of the model considered in [1]. The problem of constructing extreme
recognizing operators in the framework of the considered model is formulated as the
problem of fnding the optimal values of a set of parameters that ensure the maximum
accuracy of recognition in training [2].

To solve this problem, we propose a method based on the consistent application
of local procedures for calculating parameter values at each stage. The main idea of
this method is to consistently use various procedures to calculate the value of each
parameter in the recognition model under consideration. In this case, the value of the
corresponding parameter is determined at each stage. This process continues until the
error value is less than the specifed threshold or the specifed number of iterations is
not executed.

To test the efciency of the proposed procedures for determining the values of the
parameters of an extreme operator, a model problem generated by the given distribution
parameters as well as the problem of recognizing of a person from photo portraits were
solved.
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We consider the well-known d-dimensional Orthogonal Packing Problem (OPP-d),
which can be formulated as follows. A set of d-dimensional items (rectangular boxes)
needs to be packed into a fxed container. The input data describe the dimensions of the
container Wk ∈ IR+, 1 ≤ k ≤ d, and the dimensions of the n items wk

i ∈ IR+, 1 ≤ k ≤ d

for each item 1 ≤ i ≤ n. We ask whether all boxes can be orthogonally packed into the
container without rotations.

Using the toolset of conservative scales introduced by Feteke and Schepers [1] we
are able to change the items’ sizes in the initial instance to obtain an equivalent instance
with the same solution. We present an efective algorithm for building equivalent
instances with certain properties.

We also consider the so-called raster model for OPP-d introduced by Belov, Kartak,
Rohling and Scheithauer [2]. It is a 0/1 ILP model in which number of variables and
constraints linearly depends on the total number of raster points over all dimensions.
Using our algorithm we construct equivalent instances with reduced number of raster
points. We also present an algorithm to fnd a lower bound on the minimum possible
number of raster points over all equivalent instances. For some instances, it proves that
it is impossible to reduce the number of raster points. Numerical results are presented.
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Fast approximation algorithms are proposed with modest approximation factor for a
problem which generalizes the known Disk Covering problem:
INTERSECTING PLANE GRAPH WITH DISKS (IPGD): given a simple plane graph
G = (V,E) (with straight line edges), set Y ⊆ R2 and a constant r > 0, fnd the
smallest cardinality subset C ⊆ Y ⊆ R2 on the plane such that each segment e ∈ E

is within Euclidean distance r from some c = c(e) ∈ C, or, equivalently, radius r disk
centered at c intersects e.
The IPGD problem is equivalent to the classical geometric HITTING SET problem with
the ground set Y ⊆ R2 for family {{x ∈ R2 : d(x, e) ≤ r} : e ∈ E} of objects, where
d(x, e) denotes Euclidean distance between a point x ∈ R2 and a segment e ∈ E. It is
NP-hard [1]. Quick constant factor approximation algorithms are designed for IPGD not
only in the general case of plane graph G, but also within classes of special proximity
graphs. We improve on the approximation factor of the algorithm from [2] using quite
general ideas while keeping modest order of its computational complexity.
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Many systems in the real world exist in the form of a network, such as
biological, social, the www, transportation etc., which are also called complex networks.
Community detection in a network refers to fnding a subset of vertices (called clusters,
or communities) that are more densely connected among themselves than with vertices
in other communities. There is no precise defnition of the community but there are
many ways to formalize this idea. One way to identify communities is to specify an
objective function to minimize or maximize. Various objective functions, also known as
quality functions, have been proposed such as multiway cut, normalized cut, minimum-
sum-of-squares, ratio cut, edge-ratio, modularity and recent exponential quality function.

In this paper we compare several such functions on small test instances where
comunities are known. Communities obtained by each objective function are evaluated
by other quality functions and ranked. Interesting observations are derived. For example,
the objective function that recognized structures of all instances, were ranked among
worst with respoect to other objectives.
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Today deep learning technologies have already proved their efciency in great
number of pattern recognition tasks [1]. For the frst time, we truly observed it
in 2012th within ImageNet image recognition challenge. From that moment, a rapid
evolution of convolutional neural network (CNN) architectures has been starting since
their frst successes in various challenges including ILSVRC 2012. A number of novel
CNN structures was suggested last year, e.g. AutoML [2], Shift [3], CapsuleNets [4].
Inspired by the work on CapsuleNets, we present another technique to construct
neural network architecture called ViewpointNet. This net operates with the internal
abstraction called "view" ("viewpoint") which allows model to learn more focused
features in fully automated manner instead of averaging all the spatial (or another)
variations of target objects in images. Such network consists of two dependent parts:
one part aimed to recognize the "view" of the sample, called "encoder" and the other
part responds directly for the feature extraction ("decoder"). Experiments with the CUB-
200-201 dataset have shown that our architecture can give up to 10% accuracy gain
compared to the state-of-the-art CNNs. Moreover, our architecture demonstrates more
robust (and, hence, more than twice-times faster) convergence during optimization with
the given training set.
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The problem of the optical coherence tomography (OCT) data processing [1] is
addressed to support the development of glaucoma diagnostics tools. In order to develop
the 3D models of the optic nerve head reconstruction, the following parameters were
considered: nerve fber layer thickness of peripapillary retina, diameter of optic nerve
head, the optic disc cup diameter, the thickness and structure of the prelaminar part and
the angle of inclination of the surface of the retina to the front surface of lamina cribrosa.
The complexity of constructing adequate models of optic disc structures is due to their
morphological diversity [1], the infuence of the radial peripapillary plexus, the presence
of specifc noises on OCT scans, speckle structures in the process of deformation of the
medium, and sampling periods of radial B-scans. We propose an efective approach to
the reconstruction of the optic disc structures including the following components. First,
efective mathematical morphology-based methods for scan preprocessing to reduce the
measurement noise and improve image resolution of successive radial OCT-scans are
developed. The second component consists in mapping the OCT-scans by searching
for key points on the optic nerve lattice membrane. To develop a method of robust
localization of the key points, segmentation and texture analysis of these layers were
carried out using the graph-cut method and the Haralic features. To match the key
points, noise-resistant RANSAC method was utilized to detect the capillaries shadowing
the optic disc cup structures. The fnal component consists in the direct construction of
a 3D model of the optic nerve head and peripapillary retina and the calculation of the
required excavation parameters. This task is solved taking into account the established
correspondence of key points using the means of photogrammetry. Proposed model will
enable the efect of the "slanting cuts" of the optic nerve efect assessment and forecast
the severity and rate of progression of glaucoma.
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The article deals with optimization problems in non-stationary networks (networks
with mobile nodes). Examples of these networks are transport networks in which
communication is carried out between moving objects, or between moving objects and
stationary roadside equipment. The main characteristics of the elements in this network
are the capacity of road sections, the intensity of fows, and the range of monitoring
devices.

Many publications about VANET problems are devoted to the analysis of algorithms
for the communication of receiving-transmitting devices located on moving objects.
One of the actual problems in this area is the task of the message transmission from
monitoring devices located in stationary nodes to all participants of the movement in
a given area. The transmission of instant messages is usually made by a broadcast
method.

This article provides a technique for solving the problem of an alerting the moving
objects using of a genetic algorithm and simulation. As a result, authors found an
optimal placement of devices in the nodes of the transport network, maximizing the
number of cars that will receive a message about the event no later than the time limit.
As a transport network model, an undirected graph is considered, in which it is possible
to place N notifcation devices in some nodes. To fnd the optimal placement, a genetic
algorithm is used. Each chromosome is a solution, i.e. it shows the some placement of
transmitting devices in nodes of the network. The ftness-function is calculated using
the simulation.

The proposed technique with using the genetic algorithm and simulation allows to
obtain an optimal placement of devices according to the maximum number of notifed
vehicles. Research results can be used to solve applied problems: improving the provision
of drivers with information on the state of the road, monitoring trafc fows and so on.
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Fast numerical evaluation of forward models is central for a broad range of
inverse problems. Here we propose a method for deriving computationally efcient
representations of periodic solutions of parameterized systems of nonlinear ordinary
diferential equations. These representations depend on parameters of the system
explicitly, as quadratures of parameterized computable functions. The method applies
to systems featuring both linear and nonlinear parametrization, and time-varying right-
hand side. In addition, it opens possibilities to invoke scalable parallel computations and
suitable function approximation schemes for numerical evaluation of solutions for various
parameter values. Application of the method to the problem of parameter estimation of
nonlinear ordinary diferential equations is illustrated with a numerical example for the
Morris–Lecar system.
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Пусть m = 3k − 1, k ≥ 5, k – нечетное, t – четное, 4 ≤ t ≤ k − 1. Мы опре-
деляем граф Gk = (Vk, Ek) на множестве вершин Vk = {1, 2, . . . , 3k − 1} и на мно-
жестве ребер Ek. Для определения Ek необходимо определить несколько множеств,
где сложение и вычитание производится по mod (τk − 1) и расстояние от i до j

определяется следующим образом: ρ(i, j) = ρ(j, i) = min{j − i, i + 3k − 1 − j, i < j};
S* = {(k + 2)/2− (t− 3)/2, . . . , (k + 2)/2 + (t− 3)/2};

E1
k = {(v, w) : w = v + q, v = 1, . . . , 3k − 1, q = 1, . . . , k − 2};

E2
k = {(v, w) : w = v + k − 1, v = 2k + 1, ..., 3k − 1, 1, . . . , k + 1;

(v = (3k + 2)/2, w = 5k/2)};
E3
k = {(v, w) : v ∈ S*, k + 2 ≤ w ≤ v + k − 1};
E4
k = {(v, w) : v ∈ S*, 2k + v ≤ w ≤ 3k − 1};

E5
k = {(v, w) : v = (k+2)/2+(t−3)/2+1, (3k+2)/2≤w≤ (3k+2)/2+(t−3)/2};
E6
k = {(v, w) : v = (k + 2)/2− (t− 3)/2− 1, 5k/2− (t− 3)/2 ≤ w ≤ 5k/2};

E7
k = {(v, w) : w − v ≤ k − 2, 3k/2− (t− 5)/2 ≤ v ≤ 3k/2;

(5k − 4)/2− (t− 5)/2 ≤ w ≤ (5k − 4)/2};
E8
k = {(v, w) : w − v ≤ k − 2, (3k + 6)/2 ≤ v ≤ (3k + 6)/2 + (t− 5)/2,

(5k + 2)/2 ≤ w ≤ (5k + 2)/2 + (t− 5)/2}.

После этого Ek определяется так: Ek = E1
k − ∪8

i=2E
i
k.

Теорема. Пусть в рассмотренном выше графе Gk = (Vk, Ek), k ≥ 5, µk(v) = t,
v = 1, . . . , k + 1 и µk(v) = 1, v = k + 2, . . . , 3k − 1. Тогда (Gk, µk) является графом,
определяющим фасету многогранника линейных порядков.
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Рассматривается задача оптимизации квантильного критерия с функцией потерь,
зависящей от вектора стратегии и вектора малых случайных параметров. Малые слу-
чайные параметры моделируются как покомпонентное произведение вектора малых
детерминированных параметров на случайный вектор с заданным законом распреде-
ления.

Решение задачи оптимизации квантильного критерия в общем нелинейном слу-
чае не представляется возможным известными методами стохастического програм-
мирования. Разработанный авторами метод заключается в линеаризации функции
потерь по вектору малых случайных параметров. Возникающая при этом ошибка
по квантильному критерию имеет порядок квадрата нормы вектора малых детер-
минированных параметров. Задача с линейной по случайным параметрам функцией
потерь может быть решена с применением ядра вероятностной меры. Ядро веро-
ятностной меры может быть определено как пересечение всех замкнутых полупро-
странств из пространства реализаций случайного вектора, имеющих вероятностную
меру не меньше уровня доверительной вероятности. Если границу ядра не удается
построить аналитически, предлагается использовать его внешнюю полиэдральную
аппроксимацию. В случае использования такой аппроксимации исходная задача мо-
жет быть сведена к задаче нелинейного программирования. В случае, когда функция
потерь в линейной модели зависит линейно от вектора стратегии, такая задача может
быть сведена к задаче линейного программирования.

Авторами был разработан программный модуль ProKer, позволяющий находить
аппроксимацию ядра вероятностной меры в плоском случае по имеющейся выбор-
ке случайного вектора с независимыми, одинаково распределенными компонентами.
Для построения аппроксимации необходимо выбрать одно из предложенных распре-
делений компонент, указать его параметры, ввести объем выборки и число вероят-
ностных ограничений, задающих грани аппроксимирующего множества. Результатом
работы программного модуля является визуальное изображение границы ядра веро-
ятностной меры в виде рисунка. На одном рисунке может быть изображено до трех
визуализаций ядра для различных уровней доверительной вероятности.

⋆ Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 18-08-00595).
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В докладе для решения ключевой задачи стратегического управления — зада-
чи разработки программы освоения минерально-сырьевой базы — строится модель
формирования эффективного механизма партнерства, в рамках которого государство
дает налоговые льготы и оказывает помощь инвестору в создании инфраструктуры
и реализации части необходимых природоохранных мероприятий. Для этого форму-
лируется модель Штакельберга, позволяющая учесть особенности иерархии взаимо-
действия государства и частного инвестора в минерально-сырьевом секторе, и стро-
ится оригинальный итерационный алгоритм решения, основанный на вероятностном
локальном поиске.

Для демонстрации методики использования описанного инструментария стро-
ится полноразмерный модельный полигон, прообразом которого является набор из
50 месторождений полиметаллических руд Забайкальского края. Реальные данные
и размерности в таком полигоне позволяют учесть специфику моделируемого объек-
та и открывают возможность практического изучения свойств равновесия по Шта-
кельбергу. Методика такого исследования основана на анализе чувствительности
решений соответствующей двухуровневой задачи булевого программирования к из-
менению основных параметров модели.

Проведен обширный вычислительный эксперимент, демонстрирующий возмож-
ности предлагаемого подхода и сравнивающий решения двухуровневой и соответ-
ствующей одноуровневой задачи, в которую трансформируется модель Штакельбер-
га в предположении о полной информированности государства о технологиях и воз-
можностях инвестора. Численные результаты показывают, что в рамках построен-
ных моделей формирования механизма взаимодействия государство сложным обра-
зом выбирает не только инфраструктурные и экологические проекты, но и объекты
льготного налогообложения. Такое поведение рационально, но требует выверенного
подхода к определению конкретного размера помощи.

⋆ Работа выполнена при финансовой поддержке РГНФ (проект 16-02-00049), РФФИ (проект 16-06-00046).
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Рассмотрим задачу поиска (0, 1)-решений системы линейных алгебраических
уравнений с целыми коэффициентами. Для одного уравнения число (0, 1)-решений
вычислимо за псевдополиномиальное время [1]; недавно улучшена оценка вычисли-
тельной сложности поиска (0, 1)-решений [2]. Известен и другой подход к решению
этой задачи [3]. Для системы уравнений легко найти одно уравнение с тем же мно-
жеством (0, 1)-решений, но его коэффициенты могут быть очень большими целыми
числами, даже если в исходной системе все коэффициенты близки к нулю. Это
мешает использовать псевдополиномиальные алгоритмы для системы уравнений.

Основной результат: Дано положительное число ε и система из m ≥ 2 ли-
нейных уравнений ℓk(x) = 0 от n переменных с целыми коэффициентами, где
ℓk(x) = βk + αk1x1 + · · · + αknxn. Пусть первое уравнение имеет не более µ лиш-
них (0, 1)-решений, которые не служат решениями системы. Если случайные целые
числа η2,. . . ,ηm независимы и равномерно распределены на множестве от нуля до
N = ⌈µ/ε⌉, то с вероятностью не менее 1 − ε каждое (0, 1)-решение уравнения
(Nm(an + b) + 1)ℓ1(x) + η2ℓ2(x) + · · · + ηmℓm(x) = 0 служит решением системы, где
a = maxk,j |αkj| и b = maxk |βk|.

Наиболее интересен случай, когда первое уравнение имеет много (0, 1)-решений,
но почти каждое из них служит решением всей системы.
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Плотность графа многогранника, ассоциированного с экстремальной комбина-
торной задачей, является нижней оценкой временной трудоемкости задачи в таких
алгоритмах, как "жадный" алгоритм, метод ветвей и границ, метод динамического
программирования и других [1].

В данной работе рассматривается многогранник связных остовных k-однородных
подграфов (связных k-факторов) полного n-вершинного графа Kn. Обозначим этот
многогранник через Pk,n, а граф этого многогранника – через Gk,n. Отметим, что
при k = 2 этот многогранник является многогранником симметричной задачи ком-
мивояжера и для плотности его графа известна оценка p(G2,n) > 2

√
n/2−2 [1].

В связи с наличием этой оценки далее будем полагать k ≥ 3.
Разобьем множество вершин графа Kn на t попарно непересекающихся подмно-

жеств V1, V2, . . . , Vt. В каждом из этих подмножеств выделим по одной вершине
ui ∈ Vi, i = 1, 2, . . . , t. Подмножества Vi, i = 1, 2, . . . , t, должны быть такими, что
на каждом из них возможно построение связного графа Li со степенями вершин
dLi
(u) = k при u ∈ Vi ∖ {ui} и dLi

(ui) = k − 2. Клику на множестве вершин
{u1, u2, . . . , ut} обозначим через Kt. Пусть C – произвольный гамильтонов цикл
в клике Kt. Очевидно, что всякий граф вида H = (∪ti=1Li) ∪ C является связным
k-фактором в Kn.

Зафиксируем клику Kt и графы L1, L2, . . . , Lt и обозначим ∪ti=1Li = L.
Лемма. Пусть C1 и C2 – два различных гамильтонова цикла в Kt и Hj = L∪Cj,

j = 1, 2 – соответствующие связные k-факторы в Kn. Вершины xH1 и xH2 смеж-
ны в многограннике Pk,n тогда и только тогда, когда вершины xC1 и xC2 смежны
в многограннике P2,t.

Отсюда и из оценки плотности графа многогранника симметричной задачи ком-
мивояжера следует экспоненциальная по n нижняя оценка для плотности графа Gk,n.
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Рассматривается известная комбинаторная задача оптимизации (the Channel
Communication Problem) [1], представленная в непрерывной форме (x ∈ IRn)

f0(x) := −
n∑
i=1

cix
2
i ↓ min

x
, x ∈ IRn,

fi(x) = x2i − xi = 0, i ∈ ℰ = {1, . . . , n},
fij(x) := xixj = 0, (i, j) ∈ Γ ⊂ Ω,

⎫
⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(1)

где Γ — некоторое подмножество ребер из Ω.
Задача (1) трактуется как непрерывная задача оптимизации с системой

ограничений-равенств. Далее, к такой задаче применяются теория точного штра-
фа, новые условия глобальной оптимальности (GOCs) и методы решения задач d.c.
оптимизации [2; 3; 4]. Показано, что каждая допустимая точка задачи (1) являет-
ся ККТ-вектором (возможно, вырожденным). Далее доказано, что используя GOCs,
можно "выскочить" с улучшением значения целевой функции посредством решения
выпуклых, линеаризованных в некоторых точках y (не обязательно допустимых)
задач.

В примерах с n = 3, 4 продемонстрировано попадание в глобальное решение.
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В работе рассматривается класс неравенств, опорных к многограннику M -графов
полного графа. Вершины этого многогранника образуют допустимое множество за-
дачи аппроксимации графа [1], задачи разбиения на клики [3] и некоторых других
задач кластеризации объектов. В рамках полиэдрального подхода к решению экс-
тремальных комбинаторных задач особую актуальность имеет задача идентификации
(Separation Problem) неравенств, порождающих грани соответствующих многогран-
ников. Эта задача возникает прежде всего при использовании процедур отсечения
и заключается в поиске среди неравенств заданного класса такого неравенства, ко-
торое строго отделяет от многогранника текущий оптимум.

Многогранник M -графов является выпуклой оболочкой векторов инциденций
подграфов полного графа, являющихся наборами вершинно-непересекающихся клик.
В [1] был введен класс неравенств (названных k-парашютами), которые при k = 1

порождают фасеты многогранника M -графов. В [2] доказана NP -трудность зада-
чи идентификации для неравенств этого класса. Отметим, что отсюда, в частности,
следует NP -трудность задачи идентификации для одного из классов фасетных нера-
венств (2-partition inequalities), введенных в [3].

Нами разработана процедура локального поиска для нахождения 1-парашюта,
отсекающего текущий оптимум. Проведен экспериментальный анализ процедуры,
разработаны рекомендации по использованию ее в алгоритме отсечения в зависимо-
сти от структуры входных данных задачи.
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A graph is inductive k-independent if each induced subgraph contains a vertex
with at most k pairwise nonadjacent neighbors. The following problem in inductive k-
independent graphs for small constant values of k plays an important role in interference-
avoiding wireless communication scheduling [3].

Problem 1 (Maximum-Weight c-Colorable Subgraph). Given an n-vertex
graph G = (V,E) with vertex weights w : V → N, fnd a set S ⊆ V of maximum total
weight

∑
v∈S w(v) such that the subgraph G[S] induced by S is c-colorable.

For c = 1 and unit weights, this is the classical Maximum Independent Set Problem.
It is k-approximable in inductive k-independent graphs [4]. We show that inductive
k-independence is not as helpful for fxed-parameter algorithms [1].

Theorem 1. Even in inductive 2-independent graphs, an independent set of size ℓ

cannot be computed in f(ℓ)poly(n) time unless FPT =W[1].

On the contrary, we can prove fxed-parameter tractability of Problem 1 on a subclass
of inductive 2-independent graphs [1] (since c ≤ ℓ in all nontrivial cases):

Theorem 2. A Maximum-Weight c-Colorable Subgraph with ℓ vertices can be found
in 2ℓ+c · (c + e + 3)ℓ · ℓO(log ℓ) · n2 · log3 n time in graphs that are the edge-wise union of
a cluster graph and a chordal graph, where e is Euler’s number.

This generalizes a known result that the Independent Set problem is fxed-parameter
tractable on edge-wise unions of cluster graphs and interval graphs [2].
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3. Halldórsson, M.M., Tonoyan, T.: How well can graphs represent wireless interference? In: Proceedings of the
47th Annual ACM Symposium on Theory of Computing (STOC’15). ACM, pp. 635–644 (2015)

4. Ye, Y., Borodin, A.: Elimination graphs. ACM Transactions on Algorithms 8(2), 14:1–14:23 (2012)

⋆ Supported by RFBR grant 16-31-60007 mol_a_dk.

0c○ M. Bentert, R. van Bevern, R. Niedermeier, 2018

109



Целочисленное программирование

CONVERGENCE ANALYSIS OF THE SWARM INTELLIGENCE

META-HEURISTIC METHODS⋆
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Meta-heuristic methods were developed to eliminate limitations of exact and
heuristic methods, i.e., to provide high quality sub-optimal solutions with less resources.
They represent a set of concepts used as guidelines for tackling difcult optimization
problems. The population-based methods incorporate an idea that a certain combination
of existing solutions can generate a new solution of higher quality. Furthermore, we
are particulary interested in the methods that apply some principles of the natural
swarm intelligence (SI), such as: Bee Colony Optimization, Ant Colony Optimization
ord Particle Swarm Optimization. Due to a lack of information about the actual quality
of the reported solution(s) and the inherently stochastic nature of meta-heuristics, the
theoretical analysis of their convergence towards global optimum is mainly conducted by
means of probability theory. The authors of [1; 3] agree that in order to generate high-
quality solutions the considered meta-heuristic needs to have learning properties. This
type of algorithm is known as model-based and it provides assurance for the so-called
model convergence introduced in [1]. The concepts developed in [2] for the theoretical
analysis of Bee Colony Optimization meta-heuristic are generalized to population-based
methods that incorporate the SI paradigm. In particular, we conclude that SI meta-
heuristics need to implement learning mechanisms used for adaption of probability rule
for selecting a (partial) candidate solution.
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In most recent studies, an investigation of knowledge representations [1; 2] and
especially beliefs of robots was particularly useful to control them and plan their
actions [3]. Diferent authors have studied dynamic of knowledge representations on
a special case that is called Muddy Faces Puzzle. The basic story of the puzzle is as
follows. Three children have muddy faces, and each can see the others faces, but not
his own. A teacher announces to the children: "at least one of you has a muddy face".
Then he asks: "Do you know whether your face is muddy or not? If so, raise your hand".
No child raises a hand. Then, after some time, the teacher asks the same question, and
again no child raises a hand. Some more time passes, and when asked the question a
third time, each child raises his hand [4]. In this paper Network generalization of Muddy
Faces Puzzle [5] were selected to investigate for its complexity. Network generalization
allows individuals to be informed only about properties of their neighbors not about
properties of all individuals. These individuals solve a distributed optimization problem
and they are not necessarily humans.

An optimization problem is to choose information to be send to a network of
individuals to set their knowledge representations to target values and therefore control
their actions. This paper contains analytical proofs of preliminary numerical results that
have been described early in [5].
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This work is devoted to the problem of irregular polyomino tiling and two cases
in particular: tiling with L-shaped trominoes and tiling with L-shaped tetrominoes. We
consider a tiling of a fnite, rectangular region with given polyominoes, without any
restriction on their number. Each polyomino can be rotated by 90 degrees and mirror-
fipped. So, there is an n × n element region and infnite number of polyominoes.
The problem is to fnd an optimized polyomino layout considering two following
requirements: minimize the number of empty spaces and maximize irregularity of layout.

The problem is viewed in the integer programming formulation [1]. New
mathematical models are described. To solve large-size instances, we propose dividing
the structure on smaller parts of equal size and combine received solutions.

The approach can be applied to the phased array antennas design where polyomino-
shaped subarrays are used to reduce the cost of the array and to avoid regularity
of antenna structure [2]. Antenna performance simulations are presented in order to
evaluate irregularity of tilings.
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We consider a polytope SATP (m,n) ⊂ R6mn (see [1]), obtained as the convex hull
of all integral solutions of the system

∑

k,l

xk,li,j = 1, (1)

x1,1i,j + x2,1i,j + x3,1i,j = x1,1i,t + x2,1i,t + x3,1i,t , (2)

xk,1i,j + xk,2i,j = xk,1s,j + xk,2s,j , (3)

xk,li,j ≥ 0, (4)

where k = 1, 2, 3; l = 1, 2; i, s = 1, . . . m; j, t = 1, . . . n.
The system (1)–(4) without the integrality constraint defnes the LP relaxation

SATPLP (m,n). The polytope SATP is a simple extension of the well-known Boolean
quadric polytope BQP [3], and it got its name since it is the integer programming
formulation of various special instances of 3-satisfability like NAE-3-SAT, 1-in-3-SAT,
weighted MAX-3-SAT, and others (see [2]).

We consider the properties of SATP 1-skeleton and SATPLP fractional vertices.
Like BQPLP , polytope SATPLP has the Trubin-property (1-skeleton of SATP is a
subset of 1-skeleton of SATPLP ). However, unlike BQP , not all vertices of SATP
are pairwise adjacent, the diameter of 1-skeleton equals 2, and the clique number is
superpolynomial in dimension. It is known that the fractional vertices of BQPLP are
half-integral (0, 1 or 1/2 valued) [3]. We establish that the denominators of SATPLP
fractional vertices can take any integer values.
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Будем рассматривать следующую задачу дробного программирования

f(x) :=
m∑

i=1

ψi(x)

ϕi(x)
↓ min

x
, x ∈ S, (1)

где S ⊂ IRn – выпуклое множество и ψi(x) : IR
n → IR, ϕi(x) : IR

n → IR, ψi(x) > 0,
ϕi(x) > 0, ∀x ∈ S, 1, . . . , m.

Для решения задачи дробной оптимизации разработан [1] метод глобального по-
иска, который сочетает в себе два подхода к решению фракционных задач. Первый
метод использует редукцию задачи дробного программирования к решению урав-
нения с оптимальным значением вспомогательной задачи с векторным параметром
[2]. Второй метод основан на редукции к задаче минимизации линейной функции
на невыпуклом множестве, заданном посредством неравенств с d.c. функциями [3].
При этом вводятся дополнительные переменные, число которых соответствует числу
дробей в целевой функции задачи (1). Этот подход позволяет решать задачи дробной
оптимизации даже в случае, когда и числитель, и знаменатель каждого слагаемого
заданы d.c. функциями, то есть любыми непрерывными функциями.

Эффективность двухкомпонентного алгоритма продемонстрирована как на тесто-
вых примерах, взятых из доступных источников, так и на широком поле специально
сгенерированных тестовых задач различной размерности и сложности с известны-
ми глобальными решениями, в которых и числители, и знаменатели дробей заданы
невыпуклыми квадратичными функциями.
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В двухэтапных задачах стохастического программирования [2] на первом этапе
выбирается детерминированная стратегия, которая на втором этапе корректирует-
ся по факту реализации случайных параметров за счет стратегии второго этапа.
Рассматриваются априорные и апостериорные постановки данных задач с вероят-
ностным и квантильным критериями для функции потерь второго этапа общего ви-
да. В априорной постановке задачи осуществляется одновременная оптимизация по
стратегии первого этапа и по стратегии второго этапа, которой является измеримая
функция случайных параметров. В апостериорной постановке задачи на первом этапе
минимизируется оптимальное значение функции потерь второго этапа как функции
стратегии первого этапа. Формулируются условия, обеспечивающие измеримость оп-
тимального значения функции потерь второго этапа, условия, обеспечивающие его
полунепрерывность, а также условия эквивалентности априорных и апостериорных
постановок задачи. Для формулировки условий применяется теория нормальных ин-
тегрантов [3]. Описывается применение метода выборочных аппроксимаций [1] для
решения рассматриваемых задач и приводятся условия его сходимости. Для двух-
этапной задачи с квантильным критерием обосновывается доверительный метод [2],
позволяющий получить эквивалентную детерминированную задачу.
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Мы рассматриваем задачу оптимизации с неголономными ограничениями для
распределения с внутренней метрикой. Эта задача в геометрической постановке тре-
бует привлечения связности Схоутена—Врэнчану [1]. Присоединенная задача (ми-
нимизации индексной формы функционала энергии) требует привлечения тензора
кривизны Схоутена—Вагнера [2]. В настоящей работе доказано, что если распреде-
ление и его метрический тензор не зависят от вертикальных координат, то связность
Схоутена—Врэнчану распределения совпадает с симметричной римановой связно-
стью некоторого риманова многообразия. В этом случае также тензор кривизны
Схоутена—Вагнера совпадает с римановым тензором кривизны некоторого риманова
многообразия.

Мы рассматриваем распределения с условием цикличности: распределение и его
метрический тензор не зависят от вертикальных координат. Для таких распреде-
лений можно выписать геометрически инвариантное уравнение Якоби. С помощью
этого уравнения можно найти сопряженные и фокальные точки горизонтальных гео-
дезических. Нами доказано, что большинство теорем о сопряженных точках, извест-
ных в римановой геометрии, сохраняются и для распределений [3; 4]. Это позволяет
сформулировать достаточные условия оптимальности.
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Схемы формирования двойственности в математическом программировании, ос-
нованные на симметричной регуляризации классической функции Лагранжа одно-
временно по прямым и двойственным переменным, уже исследовались ранее (см. [1;
2; 3; 4; 5] и др.). В частности, для задач выпуклого программирования, в том чис-
ле несобственных, были найдены условия сходимости обеих компонент седловых
точек регуляризированных функций Лагранжа к оптимальным множествам прямой
и двойственной задач (или задач, их аппроксимирующих в несобственном случае)
соответственно, а для случая, когда параметры регуляризации имеют разный порядок
малости, были получены асимметричные оценки уклонения одной из этих компонент
от нормального (минимального относительно евклидовой нормы) решения соответ-
ствующей (прямой или двойственной) задачи. В линейном случае автору удалось
показать, что метод сходится не просто к оптимальному множеству, а к нормальным
решениям одновременно по прямым и двойственным переменным, причем для этого
не важно имеют ли параметры регуляризации разные или один порядок малости.
Более того, найдены более эффективные (по сравнению с выпуклым случаем) сим-
метричные оценки точности получаемых решений, в том числе для несобственных
задач.
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Ключевые слова: экстремальные точки границы множеств достижимости, включе-
ния множеств достижимости, постоянно действующие возмущения.

Пусть имеется управляемая система обыкновенных дифференциальных уравне-

ний (ОДУ)
dy(t)

dt
= f(t, y(t), u(t)), где векторная функция f(t, y(t), u(t)) определе-

на для любых значений переменной y и любых значений управления из области
определения u ∈ U. Множества достижимости играют важную роль при решении
задач управления, наблюдения и прогнозирования, например, точное или прибли-
женное оценивание множеств достижимости управляемой системы помогает опре-
делить предельные возможности системы управления, выбрать оптимальное управ-
ление. В докладе описывается вычисление экстремальных точек границы множеств
достижимости с использованием преобразований символьных формул на основе га-
рантированных методов [1; 2; 3; 4; 5]. Приводятся примеры расчетов экстремальных
точек границ множеств достижимости и множеств достижимости.
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В разных задачах оптимизации естественно возникают функционалы, которые
не удовлетворяют обычному свойству Липшица (или константа Липшица довольно
большая), но при этом имеют градиент, удовлетворяющий этому свойству. В част-
ности, такие функционалы естественно возникают в задаче Truss Topology Design.
Особенности построения эффективных численных методов для таких задач описаны,
например, в [1].

Доклад посвящен переносу идеологии [1] на условные задачи выпуклой мини-
мизации. Предлагается алгоритм зеркального спуска для условных задач выпуклой
оптимизации f(x) → min

x∈X
, g(x) ≤ 0 для выпуклых функционалов f, g : X → R, где

X — выпуклое подмножество конечномерного пространства E с нормой || · ||. При
этом f может не удовлетворять условию Липшица, но обязательно должно иметь
градиент ∇f(x) для всякого x ∈ X , причём ||∇f(x)−∇f(y)||* ≤ L||x−y||E ∀x, y ∈ E,
где ||·||* — стандартная норма в сопряженном пространстве E*. Про функциональное
ограничение мы делаем предположение, что ||g(x) − g(y)|| ≤ Mg||x − y||E ∀x, y ∈ E,
т. е. g может быть и негладким.

Шаг в методе зеркального спуска мы предлагаем выбирать следующим образом
(i = 1, 2, 3, ...): если g(xi) ≤ ε, то выбираем шаг ℎi = ε

||∇f(xi)||*Mg
, а в противном случае

(g(xi) > ε) выбираем шаг ℎi = ε
M2

g
. Доказано, что для нахождения ε-точного реше-

ния поставленной задачи необходимо O( 1
ε2
) итераций. На базе методики рестартов

получено усиление основного результата в случае сильной выпуклости функциона-
лов f и g.

Авторы признательны за полезные обсуждения А.В. Гасникову, доктору физ.-мат.
наук, в.н.с. ИППИ им. А.А. Харкевича РАН.
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We consider bilevel programming problem with convex lower level problem [1]. It is
assumed that the objective function and inequality constraint functions of the upper level
problem are twice continuously diferentiable with Lipschitzian second derivatives. The
initial bilevel problem is reduced to a (one level) global optimization problem with one
implicit constraint. This reduction is obtained by well-known technique based on using
the optimal value function of the lower level problem. Convexity of the lower level
problem is needed for using the duality relationships, in fact we use the optimal value
function of the dual lower level problem. We describe how explicit convex functions
which are support to the optimal value function can be constructed. Then adaptive
support functions [2] for the functions in upper level are used. Finally, a procedure
which iteratively solves convex auxiliary problems is given. Convergence conditions are
discussed and results of the computational testing as well as comparison with other
local search techniques are presented.
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We consider a convex optimization problem with large sparse blockwise constraint
matrix. To solve this problem it is reasonable to use decomposition algorithm and
treat less dimension problems. According to the Dantzig-Wolfe decomposition scheme
such reduction leads to the optimization of the nondiferentiable convex function with
subgradient that can be easily calculated at each feasible point [4].

We can use quite broad set of methods for solving nondiferentiable convex
optimization problems [2]. One of the most appropriate and quite competitive one is
simplex embedding method [1]. As opposed to the ellipsoid method [5] the rate of
convergence of simplex embedding method depends only on the quantity of truncated
simplex vertices that are cut of by the cutting plane. In [3] it is shown how to increase
the rate of simplex embedding method convergence in several times by using diferent
modifcations.

In this article we adapt the simplex embedding method for solving nondiferentiable
convex optimization problem obtained in the decomposition algorithm and give the
results of numerical experiments.
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The convex programming (CP) problems with contradictory constraints often arise
in mathematical modeling of complex real-life systems. Such models form a very
important class of improper problems (IP) of mathematical programming. The correction
of the similar IPs is understood as transformation of an initial inconsistent model to
some appropriate feasible one.

Consider the CP problem
min{f0(x) : x ∈ X}, (1)

where X = {x ∈ Rn : f(x) ≤ 0}, f(x) = [f1(x), . . . , fm(x)], and fi(x) are convex
functions. In a problem with inconsistent constraints X = ∅.

Let d(z) be a convex function, d(0) = 0, d(z) > 0 for any z ∈ Rm
+ , z ̸= 0,

ϕ(x) = d(f+(x)), d̄ = inf ϕ(x). If d̄ = ϕ(x̄), then X ̸= ∅ if and only if d̄ = 0.
Along with (1) we consider the problem

min{f0(x) : x ∈ X̄}, (2)

where X̄ = {x : ϕ(x) ≤ d̄}. If, in problem (1), X ̸= ∅, then d̄ = 0 and problems (1) and
(2) coincide. Otherwise, (2) is a possible correction for IP (1), and its optimal solution
can be regarded as a generalized (approximate) solution for IP (1). To problem (2), we
assign the problem

min
x
{Fα(x, r) = f0(x) + rϕ(x) + αΩ(x)}, (3)

where α > 0, r > 0, Ω(x) is some stabilizer in the Tikhonov regularization method for
ill-posed optimization problems. In contrast with problem (2), problem (3) has a solution
for every r > 0 and α > 0 including the case X = ∅.

In this paper, we present new bounds for the convergence of Fα(x, r) minimizer to
approximate solution of IP (2).
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In this note, we propose a method of solving a convex programming problem, which
is based on the ideas of cutting plane methods (e.g., [1]) and the method of penalty
functions. To construct each approximation, the method uses an operation of immersing
the area of constraints and the epigraph of auxiliary function into polyhedral sets. The
auxiliary function is built using an external penalty.

We solve the problem of minimizing a convex function f(x) in Rn on a convex
closed set D ⊂ Rn, intD ̸= ∅. Let X* be the set of solutions of the problem, x* ∈ X*,
epi(f,D) = {(x, γ) ∈ Rn+1 : x ∈ D, γ ≥ f(x)}, W (z,Q) — the bunch of normalized
generally support vectors for the set Q at the point z, P0(x) — a convex function,
P0(x) = 0, ∀x ∈ D, P0(x) > 0, ∀x /∈ D, D0 ⊂ Rn — a convex bounded closed set,
x* ∈ D0, γ ≤ min {f(x) : x ∈ D0}, ∆0 > 0.

We set F0(x) = f(x) + P0(x), M0 = Rn+1, i = 0, k = 0.

1. Find a solution ui = (yi, γi) of the problem min {γ : x ∈ Di, (x, γ) ∈ Mi, γ ≥ γ}. If
yi ∈ D, γi ≥ f (yi), then yi ∈ X*.

2. Set Mi+1 = Mi ∩ {u ∈ Rn+1 :< a, u− v′i >≤ 0∀a ∈ Ai}, where Ai ⊂ W (v′i,
epi (Fi, Rn)), v′i ∈ Rn+1, v′i /∈ int epi (Fi, Rn).

3. If yi ∈ D, then it is assumed that Di+1 = Di. Otherwise let Di+1 = Di ∩{
x ∈ Rn :< b, x− v

′′
i >≤ 0 ∀b ∈ Bi

}
, where Bi ⊂ W

(
v

′′
i , D

)
, v

′′
i /∈ intD.

4. If Fi (vi) − γi > ∆k, than set Pi+1(x) = Pi(x), Fi+1(x) = Fi(x). Otherwise we
choose convex penalty function Pi+1(x) with the condition that Pi+l(x) = 0 ∀x ∈ D,
Pi+1(x) ≥ Pi(x) ∀x /∈ D. Let Fi+1(x) = f(x) + Pi+1(x), ik = i, xk = yik , δk = γik . Set
∆k+1 > 0 and the value of k increased by one.

5. The value of i is incremented by one and go to step №1.

The criterion of optimality laid down in step №1 of the method is justifed. It is proved
that for each k ∈ K there is a number ik that the following equalities hold xk = yik ,
δk = γik . Thus, the sequence {(xk, δk)} will be constructed. It is also proved that
for every limit point

(
x, δ

)
of this sequence the following equalities hold x ∈ X*,

δ = f * = f (x*).
We propose algorithms of the method those difer in terms of the choice of numbers

∆k and penalty functions Pi(x). In case ∆k → 0, k → ∞, the algorithm can serve as
an implementation of the penalty function method.
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Рассматривается дискретная задача управления рекламным бюджетом в дуопо-
лии. При этом динамика продаж соответствует модели, предложенной Sorger [3],
и развитой Sethi в [2]. А именно, рассматривается рынок, на котором доминируют
два продавца (игрока), продвигающих различные марки одного товара. Типичным
примером такого рынка может служить конкуренция между компаниями Coca-cola
и Pepsi. Кроме этого, часть рынка занята мелкими игроками, чья деятельность трак-
туется как действие нестохастической неопределенности.

Математическая модель представляет собой многошаговую бескоалиционную иг-
ру двух лиц при неопределенности, динамика продаж в которой описывается систе-
мой двух нелинейных разностных уравнений

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x1(t+ 1) = (1− δ)x1(t) + ρ1u1(t)
√
1− x1(t)− ρ2

2
u2(t)

√
1− x2(t)−

−ρ3
2
z(t)

√
x1(t) + x2(t) +

δ
3
,

x2(t+ 1) = (1− δ)x2(t) + ρ2u2(t)
√
1− x2(t)− ρ1

2
u1(t)

√
1− x1(t)−

−ρ3
2
z(t)

√
x1(t) + x2(t) +

δ
3
.

Здесь u1(t), u2(t) – управление, z(t) – неопределенность, xi(t) – доля рынка, принад-
лежащая i-му игроку (i = 1, 2) в момент времени t. Выигрыши игроков определяются
функционалами вида

Ji(x, u) =
mxi(T )

(1 + r)T
+

T−1∑

k=0

mxi(k)− c
2
u2i (k) +

1
2
z2(k)

(1 + r)k
.

С помощью специальной модификации метода динамического программирования
построено сильно гарантированное равновесие по Нэшу [1].
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В [1] был предложен специальный алгоритм композиции локальных планов под-
систем сложных социально-экономических систем. Алгоритм базировался на под-
ходе: достичь заданного результата с наименьшими затратами ресурсов. В докладе
этот подход используется для исследования моделей налогообложения.

В [2] рассматривалась задача максимизации налоговых сборов, и было показано,
что результаты, которые получаются при прогрессивном налоге на прибыль, лучше,
чем результаты, получающиеся при плоской шкале налогообложения. Предполага-
лось, что государство устанавливает параметры налоговых ставок, а инвесторы при
заданной схеме налогов определяют векторы продуктов и ресурсов такие, что дости-
гает максимума их прибыль.

С использованием нового подхода предлагается построить следующую модель
иерархической системы "государство – инвесторы". Государство фиксирует объем
налоговых сборов и определяет минимальные размеры налоговых ставок, необходи-
мые для получения этого объема при условии, что инвесторы действуют так же, как
и в прежней модели. В этой модели прогрессивный налог также оказывается лучше
пропорционального.

В докладе будут приведены и другие модели, построенные с помощью нового под-
хода, в частности, новая модель рынка торговли квотами, при которой государство,
загрязняющее атмосферу сверх допустимого уровня, может купить квоту у государ-
ства, выбросы которого, напротив, меньше допустимых. Интересно, что в некоторых
новых моделях не обнаруживается преимущество прогрессивного налога.
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В работе рассматривается модель иерархической системы, состоящей из государ-
ства и нескольких компаний (инвесторов). Целью данной работы является решение
проблемы нахождения условий существования рациональных стратегий поведения
государства и инвесторов. Предполагается, что государство задает налоговую схе-
му и налоговую ставку. Инвесторы, зная стратегию государства и предполагая, что
она фиксирована, максимизируют свои функции полезности. В качестве функции
полезности инвесторов рассматривается общее потребление с дисконтированием. Го-
сударство выберет ту стратегию, при которой оно собирает большее количество на-
логов в течение рассматриваемого периода [0, T ]. Анализ основан на модифицирован-
ной модели Рамсея. В классической модели Рамсея доход компании распределяется
между потреблением и инвестициями [1]. Однако эта модель не учитывает суще-
ствование налогообложения и таким образом описывает функционирование системы
"государство – инвесторы" неадекватно.

В настоящей работе с помощью аппаратов математического программирования
и математического анализа была исследована задача распределения доходов от про-
изводства между потреблением и инвестициями при существовании налогов на ос-
новные фонды. Построены дискретные модели функционирования двухуровневой си-
стемы "государство – инвесторы" для данной задачи. Найдены условия квазивогну-
тости целевых функций задач нижнего и верхнего уровней с постоянной по времени
долей дохода, идущей на потребление, и плоской шкалой налогообложения, доказа-
ны соответствующие теоремы. Предложены эвристические алгоритмы для нахожде-
ния точек максимума целевых функций задач верхнего и нижнего уровней, когда
ничего нельзя сказать об их квазивогнутости.
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В докладе рассматривается матричная игра с нечеткими выигрышами. Здесь иг-
роки, выбирая свои стратегии, ориентируются на выигрыши, заданные в виде нечет-
ких чисел. Одна из проблем, встающих перед игроками при выборе своей стратегии –
сравнение нечетких выигрышей. Основным подходом, используемым для сравнения
нечетких чисел, является применение операторов дефазификации [1]. Один из таких
операторов был предложен в [2]. В [3] было формализовано понятие T (·)-равновесия
по Нэшу для биматричных игр с нечеткими выигрышами, где T (·) – выбранный
игроками оператор дефазификации. Однако, принимая решение, каждый из игроков
может ориентироваться на сравнение по своему оператору дефазификации.

Пусть в матричной игре с нечеткими выигрышами Ã первый игрок ориентиру-
ется на некоторый оператор дефазификации T1(·), а второй – на T2(·). Сопоставим
исходной игре вспомогательную биматричную игру, в которой матрица выигрышей
первого игрока A = T1(Ã), а матрица выигрышей второго есть B = T2(Ã).

В докладе определено понятие T1(·), T2(·)-седловой точки и доказано следующее
утверждение: если операторы T1(·) и T2(·) линейны, то ситуация равновесия вспомо-
гательной игры является T1(·), T2(·)-седловой точкой в исходной игре. Предлагается
алгоритм построения T1(·), T2(·)-седловой точки, реализация которого демонстриру-
ется на модельных примерах.
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Класс задач дискретной оптимизации с целевыми функциями, заданными в ви-
де разности двух строго выпуклых функций дискретного аргумента (такие функции
называют d.c.-выпуклыми), достаточно широк. К таким задачам можно привести,
например, транспортные задачи с фиксированными доплатами, со штрафом, задачи
живучести сети и др. (см., напр., [1]). В работе получена новая оценка для глобаль-
ного максимума d.c.-выпуклой функции дискретного аргумента в терминах меры
выпуклости целевой функции и некоторых параметров допустимой области.

Рассматривается следующая задача A: найти

max{F (x) = f(x)− ϕ(x) | x = (x1, ..., xn) ∈ P ⊆ Zn
+},

где f(x) ∈ ℜρ(Zn
+), ϕ(x) ∈ ℜq(Zn

+) [2], f(0) = ϕ(0) = 0, P – порядково-выпуклое
множество на целочисленной решетке Zn

+ [1].
Пусть x* = (x*1, ..., x

*
n) – глобальный максимум функции F (x), а xf = (xf1 , ..., x

f
n)

(xϕ = (xϕ1 , ..., x
ϕ
n)) – глобальный максимум функции f(x)(ϕ(x)) на множестве P .

Теорема. Пусть в задаче A F (x) – неубывающая функция на множестве P ⊆ Zn
+.

Тогда справедлива оценка

f(xf )− ϕ(xϕ) ≤ F (x*) ≤ B2f(x
f )− rq,

где B2 =

(
1−

(
1− 1

1+(1−c)(ℎ−1)

)r )−1

, 0 < c ≤ 1,

ℎ = max{ℎ(x) = x1 + ...+ xn | x ∈ P}, r = min{ℎ(x)− 1
⃒⃒
x ∈ Zn

+∖P} .
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Рассматривается дальнейшее развитие предложенного автором подхода полиэд-
ральной комплементарности к построению алгоритмов отыскания равновесных со-
стояний в линейных моделях конкурентной экономики [1]. Этот подход не имеет
аналогов и позволил разработать достаточно эффективные алгоритмы отыскания
равновесия как для классической модели обмена, так и для различных ее вариа-
ций. Наиболее простой является модель с фиксированными бюджетами, известная
как модель Фишера. В этом случае оказалось возможным свести проблему равно-
весия к некоторой оптимизационной задаче. Первое такое сведение было получено
в [2]. Однако полученная задача математического программирования в алгоритми-
ческом отношении оказалась сложной и не было предложено достаточно простых
алгоритмов решения этой задачи. Подход полиэдральной комплементарности дал
альтернативный вариант оптимизационной задачи и достаточно простые алгоритмы.
В докладе представлен завершенный вариант предложенного сведения. Модели сопо-
ставляется пара оптимизационных задач на симплексе цен, которые находятся в от-
ношении двойственности подобно двойственным задачам линейного программирова-
ния. Предложенное сведение оказалось возможным не только для модели обмена, но
и для ее обобщения, когда в модели помимо участников-потребителей присутствуют
участники-фирмы [3], поставляющие на рынок дополнительные объемы товаров.
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A mathematical model of heat supply system is described and analyzed. It contains
network, heat producers and heat consumers. Heat producers maximize their profts, as
for heat consumers it is assumed that the corresponding inverse demand functions are
available. The network is functioning according to the physical laws. When total heat
supply and heat demand are balanced and fxed then the distribution of the heat fow
through the network can be described by the well posed smooth convex optimization
problem [1]. Under the market conditions heat producers decide what amount of heat to
produce in order to maximize the proft given the reaction of consumers, i.e. the Cournot
model is considered. The fnal prices for the consumers take into account two types of
costs: production and transportation [2]. As a result, mathematically we obtain a system
of connected convex optimization problems. It is shown that the Nash equilibrium in
this model exists. Then we describe a reduction to an implicit nonconvex optimization
problem, minimization procedure and give some preliminary testing results.
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It is well known that an exact potential game [1] can be reduced to an optimization
problem with a potential as an objective function. It lowers considerably computational
costs for fnding Nash equilibrium in the game. However an exact potential exists in
rather narrow class of games. On the other hand, if we add positive weight for every
player, there is a more general class with similar properties as exact potential games
have. This class is referred to as weighted potential games [1]. An n-player game with
scalar players’ variables and twice continuously diferentiable payofs f1, . . . , fn is a
weighted potential game if and only if there exist positive weights w1 > 0, . . . , wn > 0

such that

wi
∂2fi(x)

∂xi∂xj
= wj

∂2fj(x)

∂xi∂xj

holds at any feasible x for every pair of players (i, j), i ̸= j. A potential P is defned as
follows:

P (x) =

∫ 1

0

∑

i∈N
wi
∂fi(tx)

∂xi
xi dt.

We do not need that payofs be concave w.r.t. its strategic variables. Moreover
generalized Nash equilibrium problem can be considered. In quadratic game, every
payof is quadratic w.r.t. the player’s variable, whereas interactions between players are
defned by bilinear terms [2]. A potential P is quadratic and nonconcave in this case.
For maximizing P we propose branch-and-bound-type algorithm [3] with local search.
Computational experiment results are presented.
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The technological sequence of the megaproject works (i, j) is presented in the form
of an oriented graph G, in the form of a sequence of projects Gk. For each project, an
acceptable minimum and maximum probability of completion in time Dk (P *

k and P **
k ) is

specifed. The duration of each work tij is a random variable, in the distribution density
of which the parameter includes the budget allocated for this work cij . To implement
the megaproject there are resources in the volume C, it is necessary to determine the
values of the resources C t

k allocated to the k-th project at the moment when the sum
of the products of the priority coefcients (the degree of importance) of the projects
and the probabilities of their completion in the corresponding directive time Pk(C

t
k) is

maximal:
n∑

k=1

{ηk · Pk(C t
k)} → max

where Pk(C t
k) = P (t+ Tk(C

t
k) ≤ Dk), with constrains

P *
k ≤ Pk(C

ts
k ) ≤ P **

k , 1 ≤ k ≤ n,
n∑
k=1

C t
k ≤ C,

where Tk(C
t
k) random duration of the k-th project implementation on the basis of the

allocated budget C t
k. The algorithm for solving the problem is presented in the form of

a step-by-step sequence:
Step 1. Determination of the minimum amount of budget C t

k for each local project Gk

that can provide the set reliability p, 0 < p < 1.
Stage 2. Distribution of budgetary resources for projects with diferent priorities. If
for a project Gk at the point in time t ≥ 0 it is impossible to complete a project in
the deadline with the probable probability p, the company redistributes all remaining
fnancial resources

∑n
k=1 Ck(t) between the projects Gk.

Step 3. Determine the investment attractiveness of each local project.
The paper suggests an aggregated algorithm for solving the problem, which was

implemented to real information base of the VSNGK megaproject and showed its
efciency.
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In this paper we present some extensions of the core equivalence results obtained
in [3] for the mixed pure exchange models to the case of mixed economies of Arrow-
Debreu type.

An important feature of the mixed economic system under consideration is that two
diferent regulation mechanisms function jointly: central planning and fexible market
prices. Thus, this model is characterized by the presence of dual markets. In the frst
market, prices are stable and the allocation of commodities is determined by rationing
schemes and government orders. In the second market, prices are fexible and are
formed by the standard mechanism of equating demand and supply. We assume that
the excess of any commodity purchased in the frst market may be resold by any
economic agent at fexible market prices. Note that the frst model of this type was
proposed by V.L.Makarov in the early 1980s, as a result of discussions on how to apply
some elements of a free market economy in order to improve the performance of the
centrally planned economy (cf. [2]).

Whereas a lot of papers are devoted to existence and efciency of mixed market
equilibria (see, e.g., [1; 4]), this paper investigates extremal properties of equilibrium
allocations in a mixed economy of Arrow-Debreu type. A notion of fuzzy domination
in a mixed environment with production sector is given, and coalitional stability of
equilibrium allocations in a mixed economy of Arrow-Debreu type is established.
Moreover, conditions are proposed that ensure coincidence of the fuzzy core and the
set of equilibrium allocations for some important specifcations of the general model of
mixed economy suggested in [4].
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Задача Штейнера на ориентированном взвешенном графе G состоит в построе-
нии дерева минимального веса с корнем в заданной вершине v, содержащего пути
до каждой из вершин множества терминальных вершин T . Частным случаем задачи
Штейнера является максимально быстрое формирование заданного набора дисковых
образов с установленным программным обеспечением для виртуальных машин об-
лачной системы, исходя из некоторого базового образа. В этом случае граф G имеет
экспоненциальное число вершин (дисковых образов), которым соответствуют под-
множества множества возможных программных пакетов, а вес дуги (u, v) равен вре-
мени установки программного пакета для перехода от дискового образа u к образу v.

Другим применением задачи Штейнера является построение оптимального дере-
ва вещания в системах цифрового телевидения для передачи видеопотока абонентам,
а также дерева маршрутов в распределенных вычислительных системах для массовой
рассылки данных между процессами. В этом случае вершины графа G — сетевые
устройства. Вес дуги равен задержке при передаче информации между устройства-
ми. Имеется источник данных s, который должен передать один и тот же поток
данных всем получателям T . Необходимо найти минимальное дерево Штейнера, ре-
ализующее данную передачу.

Задача Штейнера на ориентированных графах является NP-полной. Для точного
решения задачи требуется экспоненциальное время, что неприемлемо для большого
количества вершин. Для построения субоптимального решения задачи нами раз-
работано три алгоритма на основе метода муравьиной колонии, которые отличаются
схемой перемещения муравьев и построения решения на основе их путей. Для экспе-
риментального исследования алгоритмов разработаны симулятор облачной системы
для обслуживания заявок на формирование дисковых образов и симулятор компью-
терной сети для исследования многоадресной маршрутизации. Проведено экспери-
ментальное сравнение разработанных алгоритмов в зависимости от их параметров.
Определены схемы алгоритмов муравьиной колонии, наиболее подходящие для ре-
шения обеих рассматриваемых прикладных задач.

⋆ Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты 15-07-06071, 16-07-01004, 16-29-09639, 18-07-
01446).
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Many decision making processes include the situations when not all relevant data
are available. Clustering as a decision making is widely used in medicine, industry
and variety of other felds. Missing data is a common characteristic of the majority of
clustering problems. The main issues one has to deal with when clustering incomplete
data are the mechanism for flling in the missing values, the defnition of a proper
distance function and/or the selection of the most appropriate clustering method. There
are several reasons why some (or most of the) data describing objects to be classifed
may be missing. On the other hand, there are several methods proposed to determine the
values of the missing attributes. However, non of them can adequately estimate missing
values in all required situations. Therefore, in [1] a new distance function, based on
the propositional logic, that does not require to determine the values of missing data,
is proposed. Exploiting this distance, we developed Bee colony optimization (BCO)
approach for clustering incomplete data based on the p-median classifcation model.
BCO is a population-based meta-heuristic inspired by the foraging habits of honey bees.
It belongs to the class of Swarm intelligence (SI) methods. The improvement variant
of BCO is implemented, the one that transforms complete solutions in order to improve
their quality. The efciency of the proposed approach is demonstrated by the comparison
with some recent clustering methods [2].
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A new restart rule is proposed for genetic algorithms (GAs) with multiple restarts.
The rule is based on the Schnabel Census method, originally developed for statistical
estimation of size of animal populations [3]. It is assumed that during a number of
latest iterations, the GA population was at a stationary distribution and the Schnabel
Census method [2] is applicable to estimate number of diferent solutions that may be
visited with positive probability. The rule consists in restarting the GA as soon as the
maximum likelihood estimate reaches the number of diferent solutions observed at the
latest iterations under consideration.

We demonstrate how the new restart rule can be incorporated into a GA [1] with
non-binary representation for the Set Cover Problem. Computational experiments on
benchmarks from OR-Library show a signifcant advantage of the GA with the new
restarting rule over the original GA. On the unicost instances, the new restarting rule
also turned out to be in advantage to restarting the GA as soon as the current iteration
number becomes twice the iteration number when the best incumbent was found.
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Asymmetric Travelling Salesman Problem (ATSP) is a well-known NP-hard
combinatorial optimization problem. Given a complete digraph G = (V,A) with the set
of vertices V , the set of arcs A = {(v, u) : v, u ∈ V, v ̸= u} and arc lengths c(v, u) ≥ 0
of each arc (v, u) ∈ A, the problem asks for a Hamiltonian circuit (tour) with the
minimum total length.

Heuristics and metaheuristics occupy an important place in the methods so far
developed to the ATSP. Genetic algorithms (GAs) are among such methods. The
performance of GAs depends signifcantly upon the choice of the crossover operator,
where the components of parent solutions are combined to build the ofspring. A
supplementary problem that emerges in some versions of crossover operator is called
the Optimal Recombination Problem (ORP). Given two feasible parent solutions, the
ORP consists in fnding the best possible ofspring, where an allele of each gene is
copied from one of the alleles of this gene in the parents.

The ORP induced by the ATSP with adjacency-based representation of solutions is
NP-hard as proved in [2]. Here we show that this ORP can be reduced to the ATSP
on a directed cubic graph with forced arcs. For solving the later problem we develop
a modifcation of the algorithm proposed by D. Eppstein [1] for listing Hamiltonian
cycles in any undirected cubic graph. The obtained algorithm has less time complexity
compared to the previously known one [2].

We also propose an elitist GA to the ATSP using the ORP with adjacency-based
representation. The experimental evaluation on instances from TSPLIB library shows
that our GA yields results competitive to those obtained by other well-known state-of-
the-art algorithms for the ATSP and confrms that the ORP may be used successfully
in the GAs for permutation problems.
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Swarm algorithms is the area of Artifcial Intelligence. They are based on
the collective behaviour relatively simple agents among themselves and with the
environment. In the nature of such emergent systems are ant colonies, bird fock,
bacteria group, water drops, etc. Various algorithms for solving optimization problems
based on them. The algorithm of a bee colony for the frst time has been ofered
by P. Lučić, D. Teodorović in 2001. This method is developing actively [1; 3].
This heuristic models the behaviour of melliferous bees may be regarded as specially
organized local search.

In the given work a new version of algorithm of a bee colony for a two-stage location
problem is proposed [2]. In this task there are companies, producing some goods and
consumers of these products. All companies can be separated by phase of production
in two groups – realization of goods (stage one) and production of goods (stage two).
It is required to fnd a set of companies, the total costs of opening and satisfying all
consumers’ demand would be minimized under certain additional conditions.

Computational experiments were carried out with an objective of approbation of
new version of algorithm. The analysis of its work on known test examples of various
structure is executed.
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This work is devoted to development of swarm intelligence for competitive facility
location problem with elastic demand [1] in the following formulation. In a competitive
environment, Company plans to locate new facilities which difer in design. Clients
of each point choose the facilities of Company or Competitor depending on their
attractiveness and distance. The total share of demand of facilities varies fexibly
depending on the behaviour of clients. The Company’s goal is to maximize the fraction
of demand it serves. The modelling of this demand leads to the nonlinearity of the
mathematical model and to the difculties of fnding the optimal solution by commercial
software in an acceptable time. There is a small number of publications devoted to
problems with elastic demand, and a set of methods for solving the problem is limited.

In [1], an adapted weighted greedy heuristic algorithm is proposed. Earlier
we developed Variable Neighborhood Search algorithms [2]. For the problem under
consideration, the frst ideas of using the ant colony optimization was ofered in [3].
In this paper, we develop ant colony optimization approach [4]. A comprehensive
computational experiment is carried out, the results are discussed.
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We present a new bi-level linear integer programming model for the strategic
planning of the private-state partnership. This model is an extension of the previously
studied models [1; 2] where the ecological, infrastructure, and production projects have
known schedules into the planning horizon if they start. We claim that this new bi-
level problem is ΣP

2 -hard in optimistic and pessimistic formulations in two cases of the
budget constraints:

- strong case when the funds cannot move to other years of the planning horizon;
- weak case when the funds can be used in the current year or later.
A stochastic local search matheuristic is designed for this bi-level optimization

problem according to the upper level variables. The optimal solution for the lower
level is obtained by CPLEX software. To reduce the running time of each local search
iteration, we use randomized flip and swap neighborhoods. To evaluate the neighboring
solutions we solve the lower level problem approximately with a small fxed deviation
from the optimum. We compared our method with the iterative method based on the
high point reformulation [3]. Computational results for real world instances for the
Transbaikalian polymetal felds are discussed.
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