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Äàí êðàòêèé îáçîð èñòîðèè êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé. Ðàññìîòðåíû

êðóãîâûå ñå÷åíèÿ ýëëèïñîèäîâ è ãèïåðáîëîèäîâ ïëîñêîñòÿìè, ïðî-

õîäÿùèìè ÷åðåç öåíòð ïîâåðõíîñòè. Â îáùåì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò

äâà òàêèõ ñå÷åíèÿ.
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Àííîòàöèÿ

A brief review of the history of conic sections is given. We also

consider circular sections of ellipsoids and hyperboloids by planes passing

through the center of the surface. In the general case, there exist two

such sections.
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Îñíîâíàÿ öåëü ýòîé ðàáîòû � îïèñàòü êðóãîâûå ñå÷åíèÿ ïîâåðõíî-
ñòè âòîðîãî ïîðÿäêà � ýëëèïñîèäà èëè ãèïåðáîëîèäà � ïëîñêîñòÿìè,
èíöèäåíòíûìè öåíòðó ïîâåðõíîñòè. Íî âíà÷àëå êðàòêî îïèøåì áëèçêèå
ðåçóëüòàòû î êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèÿõ [1]. Â IV âåêå äî í. ý. Ìåíåõì èñïîëü-
çîâàë êîíè÷åñêèå ñå÷åíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îá óäâîåíèè êóáà. Òàê-
æå î êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèÿõ ïèñàëè Àðèñòåé, Åâêëèä è Êîíîí Ñàìîññêèé,
íî ýòè ñî÷èíåíèÿ äî íàñ íå äîøëè è èçâåñòíû ëèøü ïî óïîìèíàíèÿì
â äðóãèõ ðàáîòàõ. Èçâåñòíî, ÷òî Êîíîí áûë ìîëîæå Àðõèìåäà, íî óìåð
ðàíüøå, òî åñòü íå ïîçäíåå 212 ã. äî í. ý., êîãäà ðèìëÿíå çàõâàòèëè Ñèðà-
êóçû. Ê ñîæàëåíèþ, èñòîðèÿ ãåîìåòðèè îñòà¼òñÿ íåäîñòàòî÷íî èññëåäî-
âàííîé. Â ÷àñòíîñòè, ïðèçíàíî, ÷òî Íà÷àëà Åâêëèäà âêëþ÷àþò ðàáîòû
ìíîãèõ ïðåäøåñòâåííèêîâ. Îäíàêî ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íåêîòîðûå
ôðàãìåíòû Íà÷àë áûëè äîáàâëåíû ïîçäíåå ïðè êîìïèëÿöèè àíîíèìíû-
ìè êîììåíòàòîðàìè, íî íå áûëè èçâåñòíû ñàìîìó Åâêëèäó [2].
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Èçâåñòíî ñî÷èíåíèå Àðõèìåäà �Î êîíîèäàõ è ñôåðîèäàõ�, ãäå äîêà-
çàíî, ÷òî ýëëèïòè÷åñêèé êîíóñ îáëàäàåò êðóãîâûìè ñå÷åíèÿìè. Ñëåäî-
âàòåëüíî, íàêëîííûé (èëè êîñîé) êðóãîâîé êîíóñ îáëàäàåò ïëîñêîñòüþ
ñèììåòðèè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó êîíóñà è íåêîòîðóþ îñü ýë-
ëèïñà, êîòîðûé ñëóæèò ñå÷åíèåì. Òàêæå èçâåñòíû ñåìü èç âîñüìè êíèã
�Êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé�, êîòîðûå íàïèñàë Àïîëëîíèé Ïåðãñêèé, ñîáðàâ è
çíà÷èòåëüíî îáîãàòèâ ðàáîòû ñâîèõ ïðåäøåñòâåííèêîâ. Â ÷àñòíîñòè, îí
ïîêàçàë, ÷òî íàêëîííûé êðóãîâîé êîíóñ îáëàäàåò è ñóùåñòâåííî äðó-
ãèì, òî åñòü íåïàðàëëåëüíûì îñíîâàíèþ, êðóãîâûì ñå÷åíèåì. Ýòè êðó-
ãîâûå ñå÷åíèÿ âîçíèêàþò ïðè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè. Îêðóæíîñòü
íà ïëîñêîñòè ïðîåêöèè ñëóæèò îáðàçîì îêðóæíîñòè íà ñôåðå. È îáå ýòè
îêðóæíîñòè ëåæàò íà îäíîì êîíóñå, âåðøèíà êîòîðîãî ëåæèò íà ñôåðå.

Èíòåðåñíûì ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé ñëó-
æèò ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñôåð Äàíäåëåíà (Dandelin), ïîëó÷èâøèé ðàçâèòèå
â äðóãèõ ðàáîòàõ [3, 4].

Çàäà÷à î ñå÷åíèÿõ ýëëèïñîèäîâ ìåíåå èçâåñòíà, îäíàêî íåäàâíî áûëà
îáíàðóæåíà ñâÿçü ýòîé çàäà÷è ñ ïðèëîæåíèÿìè â òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíè-
êå, ÷òî îáúÿñíÿåò èíòåðåñ ê íåé. Èçíà÷àëüíî îñüþ Ãàëóà íàçâàíà ïðÿìàÿ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð ýëëèïñîèäà Ìàê-Êóëëàãà (MacCullagh) è îðòî-
ãîíàëüíàÿ ïëîñêîñòè, òàêæå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð è ïåðåñåêàþùåé
ýòîò ýëëèïñîèä ïî îêðóæíîñòè. Äëÿ òåëà ñ îñåâîé ñèììåòðèåé îñü Ãàëóà
ñîâïàäàåò ñ îñüþ ñèììåòðèè, íî â îáùåì ñëó÷àå îñåé Ãàëóà äâå è íè îäíà
èç íèõ íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíîé èç ãëàâíûõ öåíòðàëüíûõ îñåé èíåðöèè.
Îñü Ãàëóà íå èìååò âûäåëåííîãî íàïðàâëåíèÿ. Ïîëîæåíèå îñåé Ãàëóà
îòíîñèòåëüíî òâ¼ðäîãî òåëà îïðåäåëÿåòñÿ íåçàâèñèìî îò åãî âðàùåíèÿ.
Âàæíàÿ ðîëü ýòîãî ïîíÿòèÿ èëëþñòðèðóåòñÿ òåì, ÷òî îñü Ãàëóà ðàâíî-
ìåðíî è óñòîé÷èâî âðàùàåòñÿ â ñëó÷àå ïåðìàíåíòíîãî âðàùåíèÿ òâ¼ðäî-
ãî òåëà îòíîñèòåëüíî åãî ïðîìåæóòî÷íîé îñè èíåðöèè [5, 6]. Ïðè ýòîì
âðàùåíèå ñàìîãî òåëà âîêðóã ïðîìåæóòî÷íîé îñè èíåðöèè íåóñòîé÷èâî
ïðè ëþáîé óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ. Àíàëèç òàêîãî äâèæåíèÿ èíòå-
ðåñåí, â ÷àñòíîñòè, äëÿ âû÷èñëåíèÿ òðàåêòîðèè ïîë¼òà è îðèåíòàöèè â
ïðîñòðàíñòâå êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà. Ýâàðèñò Ãàëóà (�Evariste Galois) íå
çàíèìàëñÿ òàêîé çàäà÷åé [7], îäíàêî íàçâàíèå áûëî äàíî èç-çà ñâÿçè c
âû÷èñëåíèåì ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ òðåòüåãî ðîäà, êîòîðûì ìîæíî
äàòü íîâóþ èíòåðïðåòàöèþ [8].

Îáîáùàÿ ïîíÿòèå, âîçíèêøåå â òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç öåíòð ýëëèïñîèäà ïðÿìóþ íàçîâ¼ì îñüþ Ãàëóà, åñëè îðòîãîíàëü-
íàÿ ïëîñêîñòü, òàêæå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð ýëëèïñîèäà, ïåðåñåêàåò
ýòîò ýëëèïñîèä ïî îêðóæíîñòè. Îñü Ãàëóà ñëóæèò îñüþ ñèììåòðèè òîãî
êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ ýëëèïñîèäà, î êîòîðîì ãîâîðèòñÿ â å¼ îïðåäåëåíèè,
õîòÿ ýòà îñü íå ëåæèò â ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ. Ïîýòîìó å¼ èíîãäà íàçûâàþò
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îáîáù¼ííîé îñüþ ñèììåòðèè.
Ñå÷åíèå ñôåðû ïëîñêîñòüþ � îêðóæíîñòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè

ñå÷åíèåì ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ (èëè ñôåðîèäà) ñëóæèò îêðóæíîñòü, òî
ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü îðòîãîíàëüíà îñè ñèììåòðèè. Ðàññìîòðèì òð¼õîñíûé
ýëëèïñîèä, òî åñòü îòëè÷íûé îò ñôåðîèäà, íå èìåþùèé îñè ñèììåòðèè.
Ðàññìîòðèì ïó÷îê ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ñðåäíþþ îñü ýëëèï-
ñîèäà. Êàæäîå ñå÷åíèå ýëëèïñîèäà òàêîé ïëîñêîñòüþ � ýëëèïñ, îäíà
èç îñåé êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñî ñðåäíåé îñüþ ýëëèïñîèäà. Ïðè ïîâîðî-
òå ñåêóùåé ïëîñêîñòè âîêðóã ñðåäíåé îñè ýëëèïñîèäà äëèíà äðóãîé îñè
ýëëèïñà íåïðåðûâíî ìåíÿåòñÿ, ïðèíèìàÿ çíà÷åíèÿ ìåæäó äëèíàìè ìà-
ëîé è áîëüøîé îñåé ýëëèïñîèäà. Ïîýòîìó íåêîòîðîå òàêîå ñå÷åíèå � ýòî
îêðóæíîñòü, äèàìåòðîì êîòîðîé ñëóæèò ñðåäíÿÿ îñü ýëëèïñîèäà. Áîëåå
òîãî, äëÿ òð¼õîñíîãî ýëëèïñîèäà òàêèõ ñå÷åíèé äâà. Îíè ïåðåõîäÿò äðóã
â äðóãà ïðè çåðêàëüíîì îòðàæåíèè îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç ñðåäíþþ è äðóãóþ îñè ýëëèïñîèäà.

Êðóãîâûå ñå÷åíèÿ ýëëèïñîèäà ïîëó÷àþòñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå ýëëèïñî-
èäà è ñôåðû, äèàìåòð êîòîðîé ðàâåí ñðåäíåé îñè, à öåíòð ñîâïàäàåò
ñ öåíòðîì ýëëèïñîèäà. Â îáùåì ñëó÷àå ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïîâåðõíîñòåé
âòîðîãî ïîðÿäêà � ýòî ïðîñòðàíñòâåííàÿ êðèâàÿ ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà. Â
ñëó÷àå ïåðåñå÷åíèÿ òð¼õîñíîãî ýëëèïñîèäà è ñôåðû ñ òåì æå öåíòðîì,
äèàìåòð êîòîðîé ðàâåí ñðåäíåé îñè ýëëèïñîèäà, ýòà êðèâàÿ ðàñïàäàåò-
ñÿ íà äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè. Â ñëó÷àå ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ,
îòëè÷íîãî îò ñôåðû, ïîëó÷àåòñÿ äâîéíàÿ îêðóæíîñòü, ïî êîòîðîé ýëëèï-
ñîèä è ñôåðà êàñàþòñÿ äðóã äðóãà.

Ïðè äàííîì ïîñòðîåíèè âèäíî, ÷òî îáå îñè Ãàëóà îðòîãîíàëüíû ñðåä-
íåé îñè òð¼õîñíîãî ýëëèïñîèäà, à äëÿ îòëè÷íîãî îò ñôåðû ýëëèïñîèäà
âðàùåíèÿ îáå îñè Ãàëóà ñîâïàäàþò ñ îäíîé îñüþ è îðòîãîíàëüíû äðó-
ãèì îñÿìè ýëëèïñîèäà. È òîëüêî ó ñôåðû áåñêîíå÷íî ìíîãî îñåé Ãàëóà.
Ýòî ïîçâîëÿåò ñêàçàòü, ÷òî ñôåðà îäíîâðåìåííî ñëóæèò ïðèìåðîì ñàìîé
ïðîñòîé è ñàìîé ñëîæíîé ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå äâóõ êðóãîâûõ ñå÷åíèé ïëîñ-
êîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç öåíòð îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà. Åñëè
îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ, òî êðóãî-
âûå ñå÷åíèÿ ñîâïàäàþò. Ïðÿìûå, îðòîãîíàëüíûå ïëîñêîñòÿì ýòèõ êðóãî-
âûõ ñå÷åíèé, òàêæå ìîæíî íàçâàòü îñÿìè Ãàëóà. Îäíàêî èõ ôèçè÷åñêèé
ñìûñë óæå ìåíåå ïîíÿòåí.

Íèêàêàÿ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð, íå ïåðåñåêàåò äâóïî-
ëîñòíûé ãèïåðáîëîèä ïî îêðóæíîñòè. Îäíàêî òàêîå ñå÷åíèå ìîæåò áûòü
ìíèìîé îêðóæíîñòüþ, íà êîòîðîé íåò âåùåñòâåííûõ òî÷åê.

Àâòîð áëàãîäàðåí Ñ.Ô. Àäëàþ çà ìíîãî÷èñëåííûå çàìå÷àíèÿ è ïî-
ïðàâêè.
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