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4. Experiments

The research [2] describes classes 𝑀𝑛 of feedback functions of the aforementioned kind for
4 ≤ 𝑛 ≤ 27 that correspond to the shift registers with the cycle of length 2𝑛 − 1. The absence of
non-trivial affine functions in the set 𝑅(𝑓𝑛−2) for 4 ≤ 𝑛 ≤ 24 is empirically verified in this research.
Thus taking into account Corollary 2 it can be concluded that for any feedback function 𝑔 ∈ 𝑀𝑛

the outcome of a corresponding shift registers contains no affine functions.
It was also determined that for 𝑛 = 4 the outcome of a shift register contains no affine functions.
In case of 𝑛 = 5 there exist non-linear functions 𝑓 providing the presence of affine functions

𝐿(𝑥) in the set 𝑅(𝑓).
Example: 𝑛 = 5 𝑓(𝑥) = 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥2𝑥4 + 𝑥2𝑥3𝑥4 + 𝑥5 + 𝑥2𝑥5 + 𝑥2𝑥3𝑥5,

𝑔23 = 𝐿(𝑥) = 𝑥1 + 𝑥3 + 𝑥5.
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Известны биекции между множествами рациональных и натуральных чисел, вычислимые
за полиномиальное время [1, 2, 3]. Мы приведём ещё один способ нумерации, а также рас-
смотрим возможность его обобщения на другие случаи, включая нумерацию рациональных
функций от одной переменной над полем. Близкие задачи возникают в биоинформатике, в
частности, при оценке вероятности случайного совпадения рассматриваемых последователь-
ностей, а также геномных структур или графов [4].

Через 𝜔 обозначим множество всех натуральных чисел {0, 1, . . . }, начиная с нуля. Нату-
ральные числа отождествляются с их двоичными записями. Длина двоичной записи числа
𝑛 ∈ 𝜔 равна ⌈log2(𝑛+ 1)⌉. Многочлены отождествляются с последовательностями их коэффи-
циентов относительно лексикографического мономиального упорядочения. Для любого мно-
жества двоичных слов𝑋 ⊂ {0, 1}* биекция 𝑓 : 𝑋 → 𝜔 называется полиномиально вычислимой,
если обе функции 𝑓 и обратная 𝑓−1 вычислимы за полиномиальное время (на машине Тьюрин-
га). Значение функции 𝑓 называется номером слова. Говоря о полиномиальной вычислимости
функции на множестве 𝑋 ⊂ {0, 1}*, мы подразумеваем, что соответствующая машина Тью-
ринга останавливается независимо от поданного на вход слова. Но если вход не принадлежит
множеству 𝑋, то машина за полиномиальное время переходит в выделенное состояние vague
и останавливается. При этом содержание рабочей ленты может быть любым. Если же на вход
подано слово из множества 𝑋, то машина не приходит в состояние vague.

Например, существует полиномиально вычислимая биекция между множеством всех дво-
ичных слов {0, 1}* и множеством всех натуральных чисел 𝜔. Опишем некоторые полиноми-
ально вычислимые биекции, которые будут использоваться. Обозначим через

⟨𝑥, 𝑦⟩ =
(𝑥+ 𝑦)2 + 3𝑥+ 𝑦

2

номер пары натуральных чисел 𝑥 и 𝑦 при канторовской нумерации. По номеру пары каждое
из двух чисел 𝑥 и 𝑦 вычисляется за полиномиальное время.

Индукцией по числу элементов 𝑛 определим номер последовательности из ровно 𝑛 > 1
натуральных чисел. При 𝑛 = 1 номер последовательности из одного числа равен этому числу.
При 𝑛 > 1 он равен номеру пары ⟨𝑎, 𝑏⟩, где 𝑎 — номер подпоследовательности первых ⌈𝑛/2⌉
членов, 𝑏 — номер подпоследовательности оставшихся членов. В частности, номер последо-
вательности из двух элементов равен номеру пары. Номер последовательности из 𝑛 нулей
равен нулю. Делить исходную последовательность посередине полезно для быстрой вычисли-
мости номера. Такое вычисление соответствует пути длины 𝑂(log2 𝑛) в дереве номеров подпо-
следовательностей. На каждом ребре происходит вычисление номера пары. При этом длина
двоичной записи номера пары не превышает суммы константы и удвоенной длины двоичной
записи большего из элементов пары. После 𝑂(log2 𝑛) шагов размер двоичной записи номера
остаётся ограниченным сверху некоторым многочленом от длины последовательности 𝑛 и от
максимума длин двоичных записей элементов.

Номер последовательности неопределённой нечётной длины равен номеру пары ⟨𝑛,𝑚⟩ в
случае, когда последовательность состоит из 2𝑛 + 1 чисел, а её номер среди всех последова-
тельностей из 2𝑛 + 1 числа равен 𝑚. В частности, номер последовательности из одного нуля
равен ⟨0, 0⟩ = 0. Однако номер тройки нулей равен ⟨1, 0⟩ = 2.

Термин непрерывная дробь введён Джоном Валлисом (John Wallis), но эти дроби применя-
ли до него [5]. Каждое положительное рациональное число единственным способом разложимо
в конечную обыкновенную непрерывную дробь

[𝑎0, . . . , 𝑎2𝑚+1] = 𝑎0 +
1

𝑎1 +
1

𝑎2 + · · ·

,
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где все числа 𝑎𝑘 ∈ 𝜔 и все кроме 𝑎0 положительные [6]. Требование нечётности послед-
него индекса обеспечивает единственность, поскольку для каждого индекса ℓ выполнено
[𝑎0, . . . , 𝑎ℓ + 1] = [𝑎0, . . . , 𝑎ℓ, 1].

Итак, рациональные числа из открытого интервала (0, 1) взаимно однозначно соответству-
ют непрерывным дробям вида [0, 𝑎1, . . . , 𝑎2𝑚+1]. В свою очередь эти дроби взаимно однознач-
но соответствуют последовательностям нечётной длины, состоящим из натуральных чисел
(𝑎1 − 1, . . . , 𝑎2𝑚+1 − 1). Такие последовательности нумеруются за полиномиаьное время. Раз-
ложение дроби в обыкновенную непрерывную дробь также вычислимо за полиномиальное
время. Так получается следующий результат.

Теорема 1. Существует полиномиально вычисимая биекция между множествами ра-
циональных чисел из открытого интервала (0, 1), каждое из которых задано парой взаимно
простых числителя и знаменателя, и всех натуральных чисел 𝜔.

Отсюда легко получается взаимно однозначная полиномиально вычислимая нумерация
всех рациональных чисел, каждое из которых однозначно соответстует паре из целой и дроб-
ной частей.

Над бесконечным полем общая (почти любая) рациональная функция от одной переменной
𝑥 разлагается в конечную непрерывную дробь вида

𝑎1

𝑎0 +
𝑎2𝑥

𝑎1 +
𝑎3𝑥

𝑎2 + . . .

,

где 𝑎𝑘 принадлежит полю коэффициентов [7]. Не каждая рациональная функция допускает
такое разложение, а когда непрерывная дробь существует, её коэффициенты могут иметь
очень большой размер, что служит препятствием для полиномиальной вычислимости.
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