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О конструктивных множествах в теории множеств Симпсона

В. Г. Кановей, В. А. Любецкий

Теория множеств Симпсона SST является подтеорией теории множенств
Цермело – Френкеля ZF , полученной удалением аксиомы степени и схемы акси-
ом подстановки но с добавленными аксиомами счетности, транзитивного замы-
кания, и транзитивной свертки фундированных отношений. Метаматематиче-
ски, SST является консервативным расширением арифметики второго порядка
Z2 (без аксиомы выбора) и допускает интерпретацию в Z2 . Симпсон показал,
что построение класса L всех конструктивных множеств по Гёделю осуществи-
мо в этой теории, несмотря на отсутствие схемы аксиом подстановки. Исследуя
класс L в теории Симпсона, мы доказываем, что L удовлетворяет самой SST
без аксиомы счетности, в частности, удовлетворяет схеме аксиом выделения.
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1. Введение int

Симпсон [23; гл.VII] провел тщательное исследование взаимосвязей между раз-
личными подтеориями арифметики второго порядка Z2 и теориями множеств без
аксиомы степени но с аксиомой Cntbl o счетности каждого множества. Как свое-
го рода ядро своих теоретико-множественных схем, Симпсон берет теорию ATR0

set ,
полученную из теории Цермело Z удалением аксиомы степени и схемы выделения
и добавлением 1) аксиомы существования транзитивных надмножеств, 2) аксиомы
существования транзитивной модели для любого фундированного бинарного отно-
шения, 3) аксиомы Cntbl o счетности каждого множества, и 4) аксиомы универ-
сальной определенности гёделевых и некоторых других операций. К этой базовой
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теории Симпсон добавляет схемы выделения для разных классов ∈-формул, и, как
законченный вариант, полную схему выделения Sep (или Πset

∞ -comprehension, как в
[23]). Полученную таким образом теорию ATR0

set +Sep мы называем здесь теорией
множеств Симпсона и обозначаем через SST .

С точки зрения оснований математики, теория SST важна тем, что она в точности
является теорией стандартной интерпретации теории множеств в арифметике вто-
рого порядка Z2 при помощи фундированных деревьев, как показано в [23; §VII.3].
Об этом см. также в статьях [2, 21, 25, 26] и др., или ниже в § 4 этой статьи.

Симпсон установил в [23; §VII.4] что теория SST (и даже до какой-то степени
ATR0

set ) достаточно сильна для выполнения многих типичных теоретико-множест-
венных построений по трансфинитной индукции, включая адекватное построение
класса L =

⋃
α∈Ord Lα конструктивных множеств с выводом ряда главных свойств

иерархии множеств Lα — несмотря на отсутствие схемы подстановки, которая обыч-
но используется для этих целей в ZF . В частности, Симпсон доказывает следующее:

Теорема 1 (SST).hcl Класс HCL всех множеств x, принадлежащих транзи-
тивному и счетному в L множеству y ∈ L, удовлетворяет аксиомам ZFC−.

Здесь ZFC− — это ZFC без аксиомы степени.
Приведем фундаментальное следствие из теоремы 1.

Следствие 1.1t Теории Z2 , Z2 c аксиомой счетного выбора, Z−, ZF−, ZFC− рав-
нонепротиворечивы.

Этот результат о непротиворечивости известен по крайней мере с 1960х, хотя
полные доказательства как будто не опубликованы.

Что касается самого класса L в теории SST , то, в противоположность его под-
классу HCL , он остался мало исследованным в [23] в связи с аксиомами теории
множеств. Указано лишь, что L не оьязательно удовлетворяет схеме подстановки
(см. ниже пример 1). В положительном же направлении рассмотрен лишь случай
отношений типа Σ1 (упражнение VII.5.5 в [23]). Мы заполняем этот пробел следу-
ющей теоремой:

Теорема 2 (SST).3t Класс L удовлетворяет аксиомам SST, за исключением,
возможно, аксиомы счетности Cntbl. В частности, L удовлетворяет схеме вы-
деления Sep для формул любого типа.

Следовательно, класс (или множество) L ∩ P (ω) удовлетворяет Z2 .

Теорема 2 – главный результат этой статьи. Она доказана в § 8 настоящей статьи
на основе результатов о конструктивности в контексте SST , изложенных в §§ 5, 6.
Эти промежуточные результаты о конструктивности позволят нам дать также и
новое упрощенное доказательство теоремы 1 Cимпсона, в следующей форме:
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Теорема 3 (SST). 2redСледующее множество или класс удовлетворяет ZFC− :

L∗ =

{
L , если ординал ωL

1 не существует ,

LΩ =
⋃
α<Ω Lα , если ординал ωL

1 = Ω существует .

(a)

(b)

Теорема 3 доказана в § 9 настоящей статьи. В частности, ключевая теорема 6 в
этом разделе утверждает, что, в определенных условиях, класс вида K =

⋃
α∈Ω Lα

удовлетворяет ZFC−, что и ведет к доказательству теорем 3 и 1.

2. Теория множеств Симпсона 2prel

Теория ZFC− получается из теории множеств Цермело – Френкеля ZFC так:

(I) zfcm1аксиома степени PS удаляется — это символизирует минус в аббревиатуре;
(II) zfcm2обычная аксиома выбора AC по Цермело как в ZFC удаляется (ибо без PS

она неэффективна), а вместо нее вводится аксиома полного упорядочивания
WOA, постулирующая возможность вполне упорядочить любое множество;

(III) zfcm3схема выделения Sep сохраняется, но схема подстановки Repl (слишком сла-
бая в отсутствие PS) замещается схемой собирания:
Coll : Col∀X

(
∀x ∈ X ∃ yΦ(x, y) =⇒ ∃Y ∀x ∈ X ∃ y ∈ Y Φ(x, y)

)
.

Известно, что Coll + Sep =⇒ Repl .
См. работы [1, 8, 9] за подробностями о теории ZFC−.
Также см. [10], [24], [7; разд. 2] и др. о различных но эквивалентных формулиров-

ках схемы собирания, таких как например следующая форма в [10; гл. 6]:

Coll′ : ∀X ∃Y ∀x ∈ X
(
∃ y ϕ(x, y) =⇒ ∃ y ∈ Y ϕ(x, y)

)
.

Это выглядит несколько сильнее чем Coll выше, но на самом деле Coll′ следует из
Coll . Именно, нужно взять Φ(x, y) := ϕ(x, y)∨

(
y = 0∧¬∃ y ϕ(x, y)

)
в формуле Coll.

• ZF− есть ZFC− без zfmаксиомы полного упорядочивания WOA ;
• Z− есть ZF− без zmсхемы собирания Coll .

Наконец, определим теорию множеств Симпсона SST как Z− с добавленными
следующими тремя аксиомами TrCov, Beta, Cntbl: zmc

Транзитивное накрытие, TrCov: trsu∀X, существует транзитивное множество Y ⊇ X.

Аксиома Beta или коллапс Мостовского: mocoлюбое фундированное отношение A на
множестве D = fldA := domA ∪ ranA допускает транзитивное множество X
и функцию µ : D на X , xetудовлетворяющую (*) µ(d) = {µ(j): j A d}, для всех
d ∈ D. Функция µ и множество X определены этим условием однозначно.
Функция µ = µA называется функцией свёртки для A .
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Напомним, что бинарное отношение A на множестве D = fldA фундировано, если
любое непустое Y ⊆ D содержит элемент y ∈ Y, для которого ∀x ∈ Y ¬ (x A y).

Счетность Cntbl:coun ∀x∃ f (f : x→ ω 1–1 функция) , т. е. все множества счетны .

Понятно, что SST ⊆ ZF− + Cntbl .
Об аксиоме Beta см. книгу [23], определение VII.3.8 и замечания в конце § VII.3

о её истории. Вывод Beta из Repl см. например в [10; теорема 6.15].
Сам Симпсон подходит к аксиоматике равносильной нашей SST в [23; VII.3.3 и

VII.3.8] c несколько иных позиций, относящихся к направлению reverse mathematics.
Именно, он вводит теорию ATR0

set в ∈-языке, содержащую такие аксиомы:atros

(a)aeq аксиомы равенства: = есть отношение эквивалентности, а отношение ∈ яв-
ляется =-инвариантным;

(b)aei экстенсиональность, бесконечность, регулярность в их обычных ZF-формах;
(c)rud аксиома рудиментарной замкнутости, которая утверждает, для всех множеств

u, v , существование множеств F1(u, v) = {u, v} , F2(u, v) = u r v , F3(u, v) =

u× v , F4(u, v) =
⋃
u , а также множеств:

F5(u, v) = ∈�u = {⟨x, y⟩ : x, y ∈ u ∧ x ∈ y} ,
F6(u, v) = u−1 = {⟨x, y⟩ : ⟨y, x⟩ ∈ u} ,
F7(u, v) = {⟨y, ⟨x, z⟩⟩ : ⟨y, x⟩ ∈ v ∧ z ∈ u} ,
F8(u, v) = {⟨y, ⟨z, x⟩⟩ : ⟨y, x⟩ ∈ v ∧ z ∈ u} ,
F9(u, v) = {z : ∃x (x ∈ u ∧ z = v ”{x}} ,

where v ”{x} = ran (v�{x}) ;
(d)a3 наконец, аксиомы TrCov, Beta, Cntbl, как выше.

Лемма 1.sst2 ATR0
set ⊆ SST, а потому SST тождественна ATR0

set + Sep.

Доказательство. Пусть множеств u, v произвольны. Согласно лемме 5 ниже,
существует транзитивное множество Y, содержащее u, v и замкнутое относительно
конечных подмножеств — а тогда и относительно упорядоченных пар, троек и т. п.
Тогда каждая из операций F1−F8 из (c), примененная к множествам u, v ∈ Y, даёт
результат, являющийся частью Y, т. е. множеством согласно Sep. Что касается F9 ,
то в наших условиях выполнено F9(u, v) ⊆ P (Y ) , так что остается сослаться на
лемму 4(ii) ниже при D = u и F (x) = v ”{x} . ✷

Операции F1 −F9 из (c) можно сравнить с гёделевыми операциями из § 7 ниже.

3. Развитие теории Симпсонаdev

Здесь собрано несколько достаточно простых результатов в теории SST . В част-
ности, аксиома TrCov и схема Sep приносят такой результат:
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Лемма 2 (SST, транзитивное замыкание). etcДля любого множества X су-
ществует транзитивное замыкание TC(X) =

⋂
{Y ⊇ X :Y транзитивно}. ✷

Применяя Beta для случая A = ∈�D , мы получаем:

Лемма 3 (SST, транзитивная свёртка). c12Для любого множества D су-
ществуют единственные транзитивное множество X и функция свёртки τ :
D на X , удовлетворяющие τ(x) = {τ(y): y ∈ x ∩D} для всех x ∈ D . ✷

Для краткости, класс-функцией назовем любой (определимый) класс, удовлетво-
ряющий обычному определению функции (состоит из упорядоченных пар, и т. д.).

Лемма 4 (SST). mz12Пусть F – класс-функция, определенная на множестве D.
Тогда F и образ R = F ”D = {F (x): x ∈ D} – множества в таких двух случаях :

(i) 1mz12R – транзитивный класс,
(ii) 2mz12имеется множество Y, для которого R ⊆ P (Y ).

Доказательство. (i) Согласно Cntbl, мы можем предполагать, что D ⊆ ω .
Также предполагаем, что F взаимно однозначна; иначe заменим D множеством

D′ = {k ∈ D : ∀ j ∈ D (j < k =⇒ F (j) ̸= F (k))}.

Тогда отношение A = {⟨j, k⟩ : j, k ∈ D ∧ F (j) ∈ F (k)} фундировано, как изоморфное
отношению ∈�R . С другой стороны, A изоморфно ∈�Y согласно Beta, гдe Y –
транзитивное множество. Значит транзитивные Y и R ∈-изоморфны, а потому
R = Y – множество. Наконец, F ⊆ X ×R – также множество благодаря Sep.

(ii) Аксиома TrCov позволяет допустить транзитивность множества Y. Также
можно предполагать, что D ∩ Y = ∅ ; иначе положим D′ = D × {Y } и соответ-
ственно изменим F. В этих предположениях, берем D1 = D ∪ Y и продолжаем F
до F1 идентичным отображением на Y. Тогда образ F1 ”D1 = R∪Y – транзитивное
множество cогласно (i). Наконец, R ⊆ F1 ”D1 – множество по Sep. ✷

Скажем, что множество S замкнуто относительно конечных подмножеств, ес-
ли ∀ z ⊆ Y (z finite =⇒ z ∈ Y ). Для любого X , вводится соответствующее за-
мыкание FC(X) как PC Xнаименьшее надмножество Y ⊇ X, замкнутое относительно
конечных подмножеств (если оно существует в данной аксиоматике).

Лемма 5 (SST). pcДля любого множества X, существует множество FC(X).

Доказательство. Для случая X = ω , через pk обозначим k -е простое число,
так что p1 = 2 , p2 = 3 , и т. д. Положим A = {⟨k, n⟩ : k > 1 ∧ pk делит n} . Тогда
fldA = ω r {0} , A фундировано (поскольку k A n =⇒ k < n), и (†) для любого
конечного u ⊆ fldA имеется n ∈ fldA , для которого u = {k : kAn} . По аксиоме Beta
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существует отображение µ : fldA на транзитивное множество R , удовлетворяющее
µ(n) = {µ(k): k A n)} , для всех n ∈ fldA . Понятно, что R = FC(ω) согласно (†).

Теперь общий случай. Можно предполагать, по TrCov, что X транзитивно. По
Cntbl, имеется функция h : ω onto X. Она продолжается до класс-функции H ,
определенной на бо́льшем множестве R = FC(ω) через H�ω = h , а если u ∈ Rrω то
H(u) = {H(n):n ∈ u} . Тогда ranH = FC(X) (класс), и поэтому ranH транзитивно
вместе с X . Однако по лемме 4(i), как H так и ranH = FC(X) – множества. ✷

Лемма 6 (SST).capr Для любых множеств U и V , существуют как множества
U × V , Pfin(U), U<ω.

Доказательство. X = U ∪ V =
⋃
{U, V } – множество даже в Z−, так что и

FC(X) – множество по лемме 5, и далее U × V ⊆ FC(X) – множество по Sep.
Далее, имеем Pfin(U) , U<ω ⊆ FC(U) ; используем лемму 5 и опять Sep. ✷

Таким образом, SST доказывает существование декартовых произведений. За-
метим, что Z− недостаточно сильна даже для вывода существования ω × ω !

Лемма 7 (SST).ord Пусть E – строгое полное упорядочение множества U. Най-
дется ординал λ и порядковый изоморфизм ⟨U ;E⟩ на ⟨λ ; ∈⟩.

Доказательство. В частности, E – фундированное отношение на U . Аксиома
Beta дает транзитивное множество λ = X, вполне упорядоченное отношением ∈ ,
т. е. ординал. ✷

Следствие 2 (SST).ordC If α, β – ординалы, то существуют (как множества)
ординалы α+ β , α · β , αβ . (В смысле стандартной арифметики ординалов.)

Доказательство. Достаточно определить вполне упорядоченные множества,
представляющие указанные порядковые числа. Декартово произведение α×β (мно-
жество по лемме 6), упорядоченное лексикографически, представляет α · β . Экспо-
нента же αβ представлена множеством

W = {f : D → αr {0} :D ⊆ β is finite}

c лексикографическим порядком, понимаемым в том смысле, что каждая f ∈ D
продолжена через f(ξ) = 0 для всех ξ ∈ β r D . Заметим, что W ⊆ FC(β × α) –
множество согласно лемме 5. ✷

4. Метаматематика теории множеств Симпсонаdim

Выбор аксиом SST выглядит достаточно случайным и мало обоснованным сверх
чисто технической необходимости в тех или иных доказательствах. Целью этого
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раздела будет обосновать, что это не совсем так, и что на самом деле SST мож-
но считать своего рода теоретико-множественным «когнатом» арифметики второго
порядка Z2 (напомним: без аксиомы выбора). Главные результаты здесь таковы.

1◦. dim1Теория SST есть консервативное расширение Z2 в том смысле, что предло-
жение P языка Z2 является теоремой Z2 в том и только в том случае, когда
релятивизация (P )P(ω) является теоремой SST .

2◦. dim2Существует интерпретация теории SST в Z2 , определимая в Z2 и такая, что
структура ⟨ω ; P (ω)⟩ интерпретации имеет канонический изоморфизм c са-
мим универсумом теории Z2 .

Оба результата изложены в [23; VII.3], но известны фактически с 1960х годов.
Для вывода 1◦ и 2◦, рассматривается совокупность WFT всех непустых фунди-

рованных деревьев T ⊆ Seq = ω<ω . Напомним, что
• Seq = ω<ω = все кортежи натуральных чисел;
• ⟨⟩ ∈ Seq – пустой кортеж, ⟨k⟩ кортеж с k как единственным членом;
• saj получается присоединением члена j ∈ ω к кортежу s ∈ Seq справа, а

если s, t ∈ Seq то sat ∈ Seq обозначает конкатенацию;
• T ⊆ Seq – дерево, если saj ∈ T =⇒ s ∈ T ;
• дерево T ⊆ Seq фундировано, T ∈ WFT, если ¬∃ g : ω → ω ∀m (g�m ∈ T ) ;
• если T – дерево и s ∈ T то T s = {t ∈ Seq : sat ∈ T} – также дерево, и если
T фундировано то и T s фундировано.

Упражнение 1 (SST). estПусть T ∈ WFT. Докажите, что существует един-
ственная функция setT , определенная на T и удовлетворяющая равенству setT (u) =
{setT (uaj): uaj ∈ T} для всех u ∈ T . Полагаем SetT = setT (⟨⟩) .

Определенным недостатком теорий подобных арифметике второго порядка Z2

является то, что кортежи натуральных чисел, деревья, функции Seq → Seq и т. п.
объекты формально не входят в область изучения. Этому можно помочь подходя-
щей кодировкой. См. об этом в [23], гл. I, и особенно раздел II.2 с рядом примеров.

В частности, для кодировки кортежей, положим s0 = ⟨⟩ (пустой кортеж), и если
n = 2m(2j + 1)− 1 > 1 то sn = sm

aj . Тогда Seq = {sn :n < ω} , и n 7→ sn является
биекцией. Соответственно, число n = n(s) служит кодом кортежа s = sn ∈ Seq ,
а каждое множество x ⊆ ω служит кодом множества кортежей {sn :n ∈ x} ⊆ Seq .
Следуя Симпсону [23; II.2], это позмоляет нам свободно рассматривать кортежи
и их множества, оставаясь в рамках теории Z2 . Это относится и к множествам
X ⊆ ω × ω , H ⊆ Seq × Seq , и им подобным.

С этой оговоркой, мы можем рассматривать в Z2 кортежи и деревья, дать адек-
ватное Z2 -определение фундированности, и даже определить, для данных S, T ∈
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WFT, верны ли соотношения SetS = SetT и SetS ∈ SetT , не определяя самих мно-
жеств SetS , SetT . Дается следующее определение в Z2 .

Определение 1 ([6; 7.8] или [23; VII.3.13]).bis Пусть S, T ∈ WFT. Множество
H ⊆ S×T называется S, T -бисимуляцией когда, для всех s ∈ S и t ∈ T , выполнено:

s H t ⇐⇒

{
∀ s′ = saj ∈ S ∃ t′ = tak ∈ T (s′ H t′) ∧

∧ ∀ t′ = tak ∈ T ∃ s′ = saj ∈ S (s′ H t′) .

Положим S =∗ T , если существует S, T -бисимуляция H , для которой ⟨⟩H ⟨⟩ .
Положим S ∈∗ T , когда S =∗ T ⟨k⟩ для какого-то k ∈ ω .
Структура V = ⟨WFT ; =∗,∈∗⟩ рассматривается в Z2 .
V -интерпретация ⌈Φ⌉V любой ∈-формулы Φ (с параметрами из WFT) есте-

ственно понимается через интерпретацию =,∈ как =∗,∈∗ , и релятивизацию всех
кванторов к WFT. Так например ⌈x = y⌉V есть x =∗ y . ✷

Упражнение 2 (SST).est2 Пусть S, T ∈ WFT. Докажите, что SetS = SetT , если
и только если S =∗ T истинно в Z2 -структуре ⟨ω ; P (ω)⟩ . То же для ∈ и ∈∗ . ✷

Отношение бисимуляции =∗ между деревьями из WFT, и соответственно про-
изводное отношение ∈∗ , естественно формализуются в Z2 при помощи изложенной
выше кодировки. Отсюда следует, что V -интерпретация ⌈Φ⌉V любой ∈-формулы Φ
с параметрами из WFT является формулой языка Z2 .

Теорема 4 (Z2 ).it1
(i)it11 V – правильно определенная структура, т. е. =∗ – отношение эквивалент-

ности на WFT, а бинарное отношение ∈∗ на WFT =∗ -инвариантнo.
(ii)it12 V удовлетворяет SST : если Φ – аксиома SST, то ⌈Φ⌉V – теоремa Z2 .
(iii)it13 Имеется канонический изоморфизм между подструктурой ⟨ω ; P (ω)⟩V ин-

терпретации и собственной структурой ⟨ω ; P (ω)⟩ универсума Z2 .

Результаты, близкие к разным частям этой теоремы, были известны уже Край-
зелю [19], а также из статей [2], [25], [21; теорема 1.1 и следствие 1.1], и др.

Доказательство (набросок). Помимо источников выше, теорема фактически
доказана в [23; § VII.3]. Именно, используя лишь подтеорию ATR0 ⊆ Z2 в роли
базовой теории арифметики второго порядка, вместо самой Z2 , лемма VII.3.20 в
[23] доказывает, что если Φ – аксиома ATR0

set , то ⌈Φ⌉V – теорема ATR0 (и тогда
также теорема Z2 ). Таким образом, для вывода (ii) лостаточно проверить Sep в V.

Рассуждая в Z2, пусть S ∈ WFT, X = {k : ⟨k⟩ ∈ S} , а Φ(x) является ∈-формулой
с параметрами из WFT и с x как единственной свободной переменной. По определе-
нию, деревья вида Sk = {t ∈ Seq : kat ∈ S} , k ∈ X , принадлежат V и исчерпывают
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(с точностью до =∗ ) все ∈∗ -элементы S в V . Используя схему свёртки из Z2 , поло-
жим Y = {k ∈ X : ⌈Φ(S⟨k⟩)⌉V} . Множество T = {⟨⟩} ∪ {t ∈ S : t(0) ∈ X} – дерево из
WFT. Остается проверить ⌈T = {x ∈ S : Φ(x)}⌉V .

Допустим, что C ∈ WFT, C ∈∗ S , и выполнено ⌈Φ(C)⌉V . Tогда C =∗ S⟨k⟩ для
какого-то k ∈ X , так что выполнено ⌈Φ(S⟨k⟩)⌉V , и тогда k ∈ Y. Отсюда имеем
C =∗ T ⟨k⟩ = S⟨k⟩ ∈∗ T. Доказательство обратной импликации аналогично. ✷

Следствие 3 (из теоремы 4). red1Утверждения 1◦ и 2◦ выше справедливы. Зна-
чит, теории Z2 , Z−, SST взаимно интерпретируемы и, следовательно, равноне-
противоречивы. ✷

Упражнение 3. est2Мы опустили ряд деталей доказательства теоремы 4, в част-
ности, поскольку эта теорема не связана с доказательством главных результатов
настоящей статьи. Однако хорошим упражнением для читателя будет восстано-
вить полное доказательство, следуя выкладкам в цитированных публикациях [19, 2,
25, 21, 23], а также вывод 1◦ и 2◦ из теоремы. ✷

Замечание 1. est2Пусть ACω – cчетная аксиома выбора в Z2 , и Z2
+ := Z2 + ACω .

Заменив Z2 на Z2
+ в теореме, пункт (ii) примет вид:

если Φ – аксиома ZFC− , то ⌈Φ⌉V – теоремa Z2
+ .

Этот вариант даже более известен и лучше отражен в литературе, см. [21]. ✷

5. Конструктивные множества в теории Симпсона Lopr

Здесь приведены ключевые определения и некоторые важные результаты из тео-
рии конструктивности в изложении [23; § VII.4]. Симпсон получает эти результаты в
теории ATR0

set и другими подтеориями SST в [23]. Тем более эти результаты верны
в нашей базовой теории множеств SST .

Также отметим, что в настоящей работе рассматривается только частный случай
L =

⋃
α∈Ord Lα более общего определения относительной конструктивности L[u] =⋃

α∈Ord Lα[u] в [23] для случая u = ∅ . Поэтому все данные ниже формулировки
определений и результатов из [23; гл.VII] сведены именно к этому случаю.

Лемма 8 (SST, [23], лемма VII.4.1). si1Пусть X – транзитивное множе-
ство. Существует (единственное) множество DefX, состоящее из всех мно-
жеств Y ⊆ X , определимых над X ∈-формулой с параметрами из X .

Это множество DefX транзитивно и удовлетворяет X ∪ {X} ⊆ DefX . ✷

Доказательство леммы 8 в [23] состоит в выводе существования функции оценки
для всех ∈-формул с параметрами из данного транзитивного множества X. Другой
подход к определению DefX (он, как и первый, принадлежит Гёделю) связан с тем,
что ∈-определимость элиминируется через гёделевы операции, cм. § ?? ниже.
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Далее, лемма 8 даёт следующий результат:

Лемма 9 (SST, [23], VII.4.2).legi Пусть β ∈ Ord. Имеется единственная функ-
ция f = fβ ,jf для которой dom f = β, f(0) = ∅, f(α + 1) = Def f(α) при α + 1 < β ,
и f(λ) =

⋃
α<λ f(α) для предельных λ < β . ✷

Функция fβ называется конструирующей функцией высоты β .

Определение 2 (SST).Ludef Положим Lα = fα+1(α) для всех α ∈ Ord. ✷

Таким образом, теория SST (фактически, даже ATR0
set ) достаточно сильна для

построения стандартной конструктивной иерархии:

LLdef

L0 = ∅ ,

Lα+1 = Def Lα для всех α ,

Lλ =
⋃
α<λ Lα для всех предельных λ ,

L =
⋃
α∈Ord Lα = все конструктивные множества .

 (1)

Теорема 5 (SST).lae Выплнено следующее :
(i)lae1 каждое Lα – транзитивное множество, и α ⊆ Lα ;

(ii)lae2 если α < β то Lα ∈ Lβ и Lα ⊆ Lβ ;

(iii)lae3 если λ пределен то Lλ замкнуто относительно операций (c) в разделе 2 ;

(iv)4lae если α ∈ Ord то fα ∈ Lα+3 ;

(v)13c1 (1) если λ ∈ Ord пределен, то отображение α 7→ Lα (α < λ) определимо
над Lλ без параметров,
(2) класс-функция α 7→ Lα (α ∈ Ord) определима над L без параметров.

Доказательство. Cм. [23], теорема VII.4.3, oб (i), (ii), (iii). Относительно (iv)
и (v), см. теорему VII.4.8 и её доказательство в [23], или к примеру лемму 4.1 в [3;
§ B.5] или доказательство леммы 2.6(ii) в [7]. ✷

Лемма 10 (SST).nosep Если λ ∈ Ord пределен, то все аксиомы Z− кроме, возмож-
но, схемы Sep, выполнены в Lλ .

В самом же классе L верны все аксиомы SST кроме, возможно, Sep и Cntbl.

Доказательство. Для проверки аксиом Z− без Sep, особых отличий от дока-
зательства в ZF нет. Рассмотрим, к примеру, аксиому объединения. Пусть X ∈ Lλ ,
т. е. X ∈ Lα , α < λ (или просто α ∈ Ord для L). Коль скоро Lα транзитивно,
объединение Y =

⋃
X ⊆ Lα определимо над Lα , поэтому Y ∈ Def Lα = Lα+1 ⊆

Lλ ⊆ L[u] , что и требовалось.
Результат для L см. [23; следствие VII.4.15]. Наиболее сложная в этом результате

проверка аксиомы Beta в L (теорема VII.4.12 там же) основана на лемме VII.4.10,
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согласно которой если A ∈ L – фундированное отношение, то его функция свёртки
µA (cм. определение аксиомы Beta в разделе 2) также принадлежит L . ✷

В то же время, для схем Repl/Coll и аксиомы Cntbl имеется такой контрпример.

Пример 1. nocoРассуждая в ZF , положим M = Lϑ , гдe ϑ = (ℵω)L. Рассмотрим ге-
нерическое расширение N модели M генерической последовательностью функций
fn : ω onto (ℵn)L. Тогда N – модель SST , и в то же время (L)N = M , но схемы
Repl/Coll и аксиома Cntbl определенно нарушены в M . ✷

6. Определимость и полные упорядочения конструктивного универсума abs

Здесь доказываются некоторые более тонкие результаты о конструктивности в
теории SST . Cледующая лемма говорит о параметрах определимости.

Лемма 11 (SST). lae4Пусть λ – предельный ординал, и Y ∈ Lλ . Тогда Y опреде-
лимо над Lλ (i) формулой с параметрами вида Lδ , δ < λ, (ii) формулой с пара-
метрами δ < λ.

Доказательство. (i) По определению, Y = {y ∈ Lα :Lα |= ϕ(y)} , гдe α < λ и
ϕ может иметь параметры из Lα . Рассуждая индукцией по α , пусть для простоты
ϕ(y) есть ϕ(p, y) , с одним параметром p ∈ Lα , т. е. p ∈ Lγ+1 , где γ < α . По
индуктивному предположению, p = {z ∈ Lγ :Lλ |= ψ(z)} , где ψ имеет параметры из
Lδ , δ < λ . Тогда Y = {y ∈ Lα :Lλ |= Φ(y)} , где

Φ(y) := ∃ p
(
y, p ∈ Lα ∧ p = {z : z ∈ Lγ ∧ ψ(z)} ∧ ϕ(p, y)Lα

)
,

а ϕ(p, y)Lα означает релятивизацию к Lα , т. е. все кванторы ∃ a, ∀ a меняются на,
соответственно, ∃ a ∈ Lα , ∀ a ∈ Lα . Однако Φ имеет только Lγ , Lα , и некоторые
Lδ , δ < λ , в роли параметров. Этим доказано утверждение (i). Для доказательства
(ii) остается использовать теорему 5(v). ✷

Лемма 12 (SST). newlПусть λ – предельный ординал. Существует функция H :
D = ω × λ× λ<ω на Lλ , определимая над Lλ без параметров.

Доказательство. Каждое Y ∈ Lλ имеет вид Y = {y ∈ Lα :Lλ |= ϕ(y)} по
лемме 11, для какого-то α < λ , гдe ϕ содержит параметры δ < λ .

Пусть n ∈ ω , α < λ , и p = ⟨δ1, . . . , δk⟩ ∈ λk . Через ϕn обозначим n-ю беспара-
метрическую ∈-формулу. Если

(†) newl*δ1 . . . , δk < λ и ϕn есть ϕn(v1, . . . , vk, v) с k + 1 свободными переменными,
то определим множество

H(n, α, p) = {y ∈ Lα :Lλ |= ϕ(δ1, . . . , δk, y)} .
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Если же (†) неверно, то просто положим H(n, α, p) = ∅ . Функция H определима
над Lλ без параметров по теореме 5(v), поскольку она задана через определимое
отображение α 7→ Lα . ✷

Лемма 13 (SST).13c3 Существует полное упорядочение <L класса L, определи-
мое над L без параметров.lcu Если λ – предельный ординал, то существует полное
упорядочение <Lλ

множества Lλ ,lclu la u определимое над Lλ без параметров.

Доказательство. Для λ-утверждения, используем функцию H : D
onto−→ Lλ

леммы 12. Множество D = ω × λ × λ<ω ⊆ Lλ определимо над Lλ без парамет-
ров. Значит, для определения <Lλ

достаточно показать, что D допускает полное
упорядочение <D , определимое над Lλ без параметров. С этой цeлью, если

d = ⟨n, α, u = ⟨γ1, . . . , γm⟩⟩ ∈ D , d′ = ⟨n′, α′, u′ = ⟨γ′1, . . . , γ′m′⟩⟩ ∈ D ,

то положим µ(d) = max{α, γ1, . . . , γm} и определим d <D d′ если и только если:
(‡)13c4 либо µ(d) < µ(d′) ,

либо µ(d) = µ(d′) и m < m′ ,
либо µ(d) = µ(d′) , m = m′ , и u < u′ лексикографически в λm ,
либо же µ(d) = µ(d′) , m = m′ , u = u′ , и n < n′ .

Теперь полное упорядочение <L класса L определяется так, что x <L y если
либо (1) λx < λy , где λx – наименьший предельный ординал, для которого x ∈ Lλx ,
либо же (2) λx = λy и x <Lλ

y . ✷

7. Конструктивность и гёделевы операцииkgo

В этом разделе изложен предварительный материал к доказательству теоремы 2
ниже в § 8. Мы начинаем сo списка гёделевых операций по книге [10; гл. 13].

G1(u, v) = {u, v} ,
G2(u, v) = u× v ,

G3(u, v) = ∈�u = {⟨x, y⟩ : x, y ∈ u ∧ x ∈ y} ,
G4(u, v) = ur v ,

G5(u, v) = u ∩ v − сводится к G4, так как u ∩ v = ur (ur v) ,

G6(u, v) =
⋃
u ,

G7(u, v) = domu = {x : ∃ y (⟨x, y⟩ ∈ u} ,
G8(u, v) = u−1 = {⟨x, y⟩ : ⟨y, x⟩ ∈ u} ,
G9(u, v) = {⟨x, y, z⟩ : ⟨x, z, y⟩ ∈ u} ,
G10(u, v) = {⟨x, y, z⟩ : ⟨y, z, x⟩ ∈ u} .
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Их можно сравнить с рудиментарными операциями Симпсона F1 − F9 в § 2. В
частности операции F1 − F6 тождественны соответственно операциям G1 , G4 , G2 ,
G6 , G3 , G8 . Имеются определенные соответствия и среди остальных операций.

Главное приложение гёделевых операций к теории конструктивности состоит в
возможности элиминировать определение Def посредством следующей леммы.

Лемма 14 (следствие 13.8 в [10]). defGЕсли множество X транзитивно, то
DefX = Def ∗X , где Def ∗X = cl(X ∪{X})∩ P (X), а через cl(Y ) обозначено замы-
кание множества Y относительно операций G1 − G10 . ✷

Также существенную роль играют вопросы абсолютности в связи с гёделвыми
операциями, которые мы изложим по [27; § 11].

Пусть K – транзитивное множество или класс. Вводятся такие его свойства
(A)–(F), из которых затем (лемма 15) будут получены важные следствия.

(A) kaКласс K замкнут относительно операций Gi , i = 1, . . . , 10 .

(B) kbK замкнут относительно операций Gi”X := {Gi(u, v): u, v ∈ X} , i = 1, . . . , 10 ,
и операции G∗(X) =

⋃
16i610 Gi”X .

(C) kcω ∈ K .

Функция замыкания fclX множества X вводится условиями: dom (fclX) = ω ,
fclX(0) = X , и fclX(n+ 1) = G∗(fclX(n)) = {Gi(u, v): u, v ∈ fclX(n) ∧ 1 6 i 6 10} .

(D) kdЕсли X ∈ K , то функция замыкания fclX принадлежит K .

(E) keЕсли X ∈ K , то Def ∗X ∈ K .

В дополнение к понятию конструирующей последовательности fβ длины β (см.
лемму 9), назовем модифицированной конструирующей последовательностью (со-
кращенно МКП) длины β ∈ Ord функцию f∗β , для которой dom (f∗β) = β , f∗β(0) = ∅ ,
f∗β(λ) =

⋂
α<λ f∗β(α) для предельных λ < β , и если α+ 1 < β то

f∗β(α+ 1) = Def ∗(f∗β(α)) .
Соответственно, положим L∗

α = f∗α+1(α) . Тогда f∗β = fβ и L∗
α = Lα в SST по

лемме 14, но мы не утверждаем, что эти равенства сохраняются при релятивизации
к произвольному транзитивному множеству. И последние свойства:

(F) kfЕсли α ∈ Ord ∩K , то f∗α+1 ∈ K .

(G) kgЕсли x ∈ K то ∃α ∈ Ord ∩K (x ∈ L∗
α) .

Лемма 15 ([27], § 11). gabsПусть K – транзитивное множество или класс ;

(1) gabs1формулы x = Gi(u, v), 1 6 i 6 10, абсолютны для K ;
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(2)gabs2 если выполнено (A), то формулы Y = Gi”(X), 1 6 i 6 10, и Y = G∗(X)
абсолютны для K ;

(3)gabs3 если выполнены (A),(B),(C), то формула C = fclX абсолютна для K ;

(4)gabs4 если выполнены (A),(B),(C),(D), то формула Y = Def ∗X абсолютна для K ;

(5)gabs5 если выполнены (A)–(E), то формула f = f∗α+1 абсолютна для K ,

(6)gabs6 если выполнены (A)–(F), то формулы X = L∗
α , x ∈ L∗

α абсолютны для K .

Доказательство. Cм. элементарные выкладки в [27; § 11]. ✷

Лемма 16 (SST).le5 Класс L удовлетворяет требованиям (A)–(G). Другими
словами, все соответствующие функции, т. е.

Gi , Gi”, G∗, X 7→ fclX , X 7→ Def ∗X , β 7→ f∗β , α 7→ L∗
α ,

а также x 7→ αx := наименьший ординал α, для которого x ∈ L∗
α ,

принимают значения в L на аргументах из L.

Доказательство. Это также известный результат из основ теории конструк-
тивности. Мы поэтому дадим лишь наброски доказательств.

Для (A) действует непосредственная проверка. Например, для G6 , пусть u, v ∈
Lα . Тогда G6(u, v) =

⋃
u ⊆ Lα по транзитивности Lα , откуда⋃

u = {z ∈ Lα :Lα |= ∃ y ∈ u (z ∈ y)} ∈ Lα+1 ⊆ L .
Для G8(u, v) = u−1 , если ⟨x, y⟩ ∈ u ∈ Lα , то x, y ∈ Lα по транзитивности, и тогда
множества {y} и {y, x} принадлежат Lα+1 , ⟨y, x⟩ = {{y}, {y, x}} ∈ Lα+2 , и наконец
u−1 ∈ Lα+3 . Остальные операции Gi рассматриваются аналогично G6 или G8 .

В сущности, если u, v ∈ X ∈ Lα и i 6 10 , то заведомо Gi(u, v) ∈ Lα+5 , и тогда
Gi”(X) и G∗(X) принадлежат Lα+6 , откуда следует (B).

И так далее. ✷

Следствие 4.ae ∀ ∃-замыкания формул леммы 15, т. е. предложения

∀u, v ∃x (x = Gi(u, v)), ∀X ∃Y (Y = Gi”(X)), ∀X ∃Y (Y = G∗(X)),

∀X ∃C (C = fclX), ∀X ∃Y (Y = Def ∗X), ∀α ∈ Ord ∃ f (f = f∗α+1),

∀α ∈ Ord ∃X (X = L∗
α), ∀x∃α ∈ Ord (x ∈ L∗

α)

все истинны в L.

Доказательство. Например, для первой формулы, пусть u, v ∈ L . Тогда x =

Gi(u, v) ∈ L по лемме 16. Но формула x = Gi(u, v) абсолютна для L по лемме 15.
Следовательно, предложение x = Gi(u, v) истинно в L . ✷
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Лемма 17 (SST). obrПусть K – транзитивное множество, в котором истинны
все 8 формул следствия 4, и ω ∈ K . Тогда K = Lλ , где λ = Ord ∩K .

Доказательство. Коль скоро K |= ∀u, v ∃x (x = Gi(u, v)) , а формула x =
Gi(u, v) абсолютна для K по лемме 15(1), мы сразу имеем (A) для K .

Аналогично, раз формулы ∀X ∃Y (Y = Gi”(X)) и ∀X ∃Y (Y = G∗(X)) истинны
в K , а формулы Y = Gi”(X) и Y = G∗(X)) абсолютны для K по лемме 15(2) (коль
скоро (A) уже установлено), то мы имеем и (B) для K .

Продолжая один пункт за другим, мы проверяем все требования (A)–(G) для дан-
ного множества K , опираясь на лемму 15 на каждом шаге. Последнее требование
(G) влечет K =

⋃
α∈Ord∩K L∗

α =
⋃
α∈Ord∩K Lα = Lλ , где λ = Ord∩K – наименьший

ординал, не принадлежащий (транзитивному) множеству K . ✷

8. Схема выделения в конструктивном универсуме теории Симпсона fura3

Доказательство (теорема 2). Мы рассуждаем в SST. Cогласно лемме 10,
достаточно проверить, что схема аксиом выделения Sep выполнена в L .

Пусть напротив, схема Sep нарушена в L , т. е. существуют: транзитивное мно-
жество B ∈ L , скажем, B = Lα для какого-то α , и формула ϕ(p, x) с параметром
p ∈ L , для которых множество Y = {b ∈ B :ϕL(p, b)} не принадлежит L . (Заме-
тим, что Y – множество в базовом универсуме SST , так как эта теория включает
Sep.) Беря <L -наименьшую пару множеств B, p ∈ L с этими свойствами, мы сводим
общий случай к следующему:

(I) ls*ϕ(·) – беспараметрическая формула, не содержащая ∀ (заменено на ¬∃¬),
и выполнено равенство (*) Y = {b ∈ B :ϕL(b)} /∈ L .

Рассмотрим следующий список формул:

(II) funформула ϕ из (I) и все 8 формул следствия 4, записанных без квантора ∀ .

Если ∃ y ψ (y, x1, . . . , xk) – экзистенциальная подформула одной из формул списка
(II) (возможно, и cама ϕ , если она начинается с ∃ ), то положим Sψ(x1, . . . , xk)

равным <L-наименьшему множеству y ∈ L , удовлетворяющему ψL(y, x1, . . . , xk) —
если такие y есть, а иначе Sψ(x1, . . . , xk) = ∅ . Таким образом, каждая Sψ : Lk → L
является скулемовской класс-функцией, определимой над L без параметров, где
k = k(j) < ω – арность. Добавим к списку функций Sψ также функцию S(x) = x ,
и пусть h0, . . . ,hn – этот полный список класс-функций. Каждая функция из (II)
становится класс-функцией, определенной над L без параметров.

Рассмотрим замыкание M ⊆ L множества B ∪ ω ∪ {ω,B} ∈ L относительно
многократного действия класс-функций h0, . . . ,hn . Таким образом, M – класс,
определимый без параметров, возможно, собственный класс.
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Лемма 18. (i)Mls1 ω,B ∈ M и ω ∪B ⊆ M ;

(ii)Mls2 M – элементарная подструктура в L для ϕ(b) из (I) при любом b ∈ B , и
потому Y = {b ∈ B :ϕM(b)} cогласно равенству (*) в (I) ;

(iii)Mls3 все 8 формул следствия 4 истинны в M .

Доказательство. Cтандартные теоретико-модельные результаты. ✷

Далее, простое комбинаторное рассуждение приносит класс-функцию F , задан-
ную на подходящем множестве P , для которой M = F ” P = {F (p): p ∈ P} .

Именно, определим P как совокупность всех пар p = ⟨T, f⟩ , где T = Tp ⊆ ω<ω –
конечное дерево, f = fp – функция с dom f = T , если t ∈ Max(T ) (множество всех
концевых вершин), то f(t) ∈ B ∪{B} , a если t ∈ T rMax(T ) , то f(t) ∈ {0, 1, . . . , n} ,
причем если f(t) = j и k = k(j) (арность функции hj ), то {1, . . . , k} = {ℓ : taℓ ∈ T} .
В этом случае, определим

Fp(t) =

{
f(t) , при t ∈ Max(T ) ,
hj(Fp(t

a1), . . . , Fp(t
ak)) , при t /∈ Max(T ), j = f(t), k = k(j)

для всех t ∈ T , и окончательно F (p) = Fp(⟨⟩) для пустого кортежа ⟨⟩ ∈ T . Равен-
ство M = F ” P = {F (p): p ∈ P} очевидно по построению.

Заметим, что P – в самом деле множество (в SST), поскольку оно определяется
при помощи схемы Sep и операций леммы 6.

Пусть теперь класс-функция τ : M на транзитивное множество или класс N

является транзитивной свёрткой, т. е., τ(x) = {τ(y): y ∈ x∩M} для всех x ∈ M. Для
построения N, τ достаточно использовать лемму 3 для множеств вида Mα = M∩Lα ,
α ∈ Ord, и потом определить τ как объединение всех полученных транзитивных
свёрток τα :Mα на транзитивное множество Nα .

Соласно лемме 4(i) для суперпозиции F и τ , N – множество.

Следствие 5. (i)Nls1 ω,B ∈ N и x = τ(x) ∈ N для всех x ∈ B ∪ ω ;

(ii)Nls2 Y = {b ∈ B :ϕN(b)}, следовательно, Y ∈ Def N ;

(iii)Nls3 Все 8 формул следствия 4 истинны в N .

Доказательство. (i) выполнено поскольку множества B,ω транзитивны и B∪
ω ∪ {ω,B} ⊆ M по построению. Для вывода (ii) заметим, что по построению τ : M

на N есть ∈-изоморфизм, и используем пункт (ii) леммы 18. Наконец, (iii) дается
леммой 18(iii), опять же из-за того, что τ : M на N есть ∈-изоморфизм. ✷

Заметим теперь, что согласно лемме 17 и следствию 5(iii), множество N равно
множеству вида Lα , α ∈ Ord. Отсюда следует Y ∈ DefLα = Lα+1 , так что Y ∈ L ,
что противоречит выбору Y.

� (теорема 2)
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9. Доказательство теорем 1 и 3 mas

Главное содержание этого раздела состоит в формулировке удобного достаточ-
ного условия для вывода принципа отражения (лемма 21 ниже) и, как следствие,
вывода схем аксиом Sep и Coll в подходящих областях конструктивного универсума,
с доказательством указанных теорем в самом конце.

Начинаем с ключевого определения.

Определение 3 (SST). sigОпределим A(Ω,K) как следующую формулу:
− либо ssu(A) Ω = Ord, K = L , и ординал ωL

1 не существует, другими словами, в
L истинно, что все ординалы счетны,

− либо (B) ординал Ω = ωL
1 существует, и K = LΩ = LωL

1
.

Таким образом, K =
⋃
α∈Ω Lα в обоих случаях (A), (B). ✷

Лемма 19 (SST + A(Ω,K)). 2counЕсли α ∈ Ω, то Lα счетно в L.

Доказательство. Пусть α0 ∈ Ω . Тогда ординал α = α0+ω также принадлежит
Ω и кроме того α пределен. По определению 3, существует функция f ∈ L , f :
ω на α . Lemma 12 приносит множество D = ω × α × α<ω ∈ L и функцию H ∈ L ,
H : D на Lα . Комбинируя f и H в L , получаем функцию h ∈ L , h : ω на Lα . ✷

Лемма 20 (SST + A(Ω,K)). z33mzПусть X ∈ K , а F : X → K – класс-функция,
определенная над L. Тогда ranF = {F (x): x ∈ X} ⊆ Lγ для некоторого γ ∈ Ω,
поэтому F , ranF – множества.

Доказательство. Согласно лемме 19, мы не ограничивая обшности предпола-
гаем, что X = ω . Для k < ω , через δk обозначим наименьший ординал δ ∈ Ω , для
которого F (k) ∈ Lδ . Предположим противное, т. е. в наших обозначениях множе-
ство {δk : k < ω} неограничено в Ω . Tогда Ω =

⋃
k<ω δk .

В случае (A), для любого k найдется функция h ∈ L , h : ω на δk ; через hk
обозначим <L[u] -наименьшую из таких f . Если n = 2k(2j + 1) − 1 , то поло-
жим G(n) = hk(j) . По построению, G является определимой класс-функцией
ω на Ω = Ord. Следовательно, Ω и G – множества по лемме 4(i) ибо Ω транзи-
тивно. Получаем противоречие, так как Ord не является множеством в SST .

В случае (B), имеем Ω = ωL
1 . Определим hk и G при помощи полного порядка

<LΩ на LΩ вместо <L . Тогда G – класс-функция ω на Ω = ωL
1 , определенная

над LΩ поскольку порядок <LΩ
обладает этим же свойством. Таким образом, G ∈

LΩ+1 ⊆ L , и поэтому ординал Ω счетен в L , опять с противоречием. ✷

Следствие 6 (SST + A(Ω,K)). z35mzПусть α ∈ Ω, m < ω , и G1, . . . , Gm : K → K

суть класс-функции, определимые над L. Существует предельный ординал β ∈ Ω ,
β > α, удовлетворяющий Gk ”Lβ ⊆ Lβ для всех k = 1, . . . ,m.
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Доказательство. Положим G(x) = ⟨G1(x), . . . , Gm(x)⟩ . Лемма 20 приносит
класс-последовательность α = α0 < α1 < α2 < . . . ординалов из Ω , для которой
G ”Lαn

⊆ Lαn+1
, ∀n . Опять имеем β = supn αn ∈ Ω по лемме 20. ✷

В предположении A(Ω,K) , скажем, что ординал β ∈ Ω отражает формулу
ϕ(x1, . . . , xn), если эквивалентность ϕK(x1, . . . , xn) ⇐⇒ ϕLβ (x1, . . . , xn) выполнена
для всех xj ∈ Lβ . Следующая лемма об отражении выводится из следствия 6.

Лемма 21 (SST + A(Ω,K)).z36mz Если α ∈ Ω и ϕ – беспараметрическая формула,
то существует предельный ординал β ∈ Ω , β > α, который отражает каждую
подформулу формулы ϕ, включая и саму ϕ.

Доказательство. Не ограничивая общности, предполагаем, что ϕ не содержит
∀ (иначе меняем ∀ на ¬∃¬). Фиксируем перечисление ψ1, . . . , ψn всех подформул
формулы ϕ (включая, возможно, и её саму), начинающихся с ∃ .

Если j 6 n , то определяем класс-функцию Gj следующим образом.
Пусть ψj есть ∃ y ϑj(y, x1, . . . , xm) . Если p = ⟨x1, . . . , xm⟩ ∈ K и и имеется y ∈ K ,

для которого ϑKj (y, x1, . . . , xm) , то через Gj(p) обозначим <L -наименьшее из таких
множеств y . В противном случае берем Gj(p) = ∅ . Класс-функция Gj определима
над L , поскольку таковым является полное упорядочение <L .

Согласно следствию 6, существует ординал β ∈ Ω , β > α , удовлетворяющий
Gj ”Lβ ⊆ Lβ для всех индексов j = 1, . . . , n . Отсюда, индукцией по построению
подформул, легко получается, что β отражает каждую подформулу формулы ϕ , в
частности, и саму ϕ , что и требовалось. ✷

Теорема 6 (SST + A(Ω,K)).z37mz Схемы аксиом Sep и Coll верны в K .
Следовательно ZFC− в целом выполнена в K по лемме 10.

Доказательство. Для схемы Sep, рассмотрим беспараметрическую формулу
ϕ(x, y) , и пусть α ∈ Ω и p ∈ X = Lα . Требуется доказать, что Y = {x ∈ X :
ϕK(x, p)} ∈ K . По лемме 21, имеется предельный ординал β ∈ Ω , β > α , отражаю-
щий ϕ(x, y), так что

Y = {x ∈ X :ϕLβ (x, p)} = {x ∈ X :Lβ |= ϕ(x, p)} ∈ Lβ+1 ⊆ K .

Для схемы Coll, рассмотрим беспараметрическую формулу ϕ(x, y, z) , и пусть α ∈
Ω , p ∈ X = Lα , и выполнено ∀x ∈ X ∃ y ∈ K ϕK(x, y, p) . Лемма 21 приносит
пределный ординал β ∈ Ω , β > α , отражающий формулу ∃ y ϕ(x, y, z) и все её
подформулы, включая ϕ(x, y, z) , так что

∀x ∈ X ∃ y ∈ Lβ ϕ
Lβ (x, y, p), and ∀x ∈ X ∃ y ∈ Lβ ϕ

K(x, y, p). ✷

Доказательство (теоремы 1 и 3). Теорема 1 элементарно следует из теоре-
мы 3, поэом докажем последнюю. Собственно, вся работа уже сделана.
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Cлучай (б) теоремы 3. Рассуждая в SST , мы имеем случай (B) определения 3
c u = ∅ , Ω = ωL

1 , K = L∗ = LωL
1
. Тогда выполнено A(ωL

1 ,L
∗) , и поэтому L∗

удовлетворяет ZFC− согласно теореме 6.
Cлучай (a) теоремы 3. Аналогично, но через случай (A) определения 3. ✷
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