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Аннотация

Решая проблему Реттиха и Серафина, мы представляем мо-
дель теории множеств, в которой существует локально счетный Π1

2

граф на вещественных числах, который не порождается счетным
семейством проективных (и даже вещественно-ординально опреде-
лимых, ROD) функций. Также доказано, что Σ1

2 граф взаимной
конструктивности на вещественных числах локально счетен но не
порождается счетным семейством ROD функций и имеет ROD хро-
матическое число раное континууму в модели Соловея.

1 Введение

Граф G порожден семейством функций F [5, § 2] или [7], для краткости
G = GF , если для любых x, y из области G , выполнено

x G y ⇐⇒ ∃ f ∈ F (x = f(y) ∨ y = f(x)). (1)

Если семейство функций F счетно и каждая функция f ∈ F относится
к типу ℵ0 → 1 (т. е. прообраз любого элемента конечен или счетен), то
граф G обязан быть локально счетным, то есть с каждой вершиной ин-
цидентно конечное или счетное множество рёбер. Обратно, с аксиомой
выбора легко доказывается, что любой локально счетный граф порож-
дается счетным семейством функций, по необходимости типа ℵ0 → 1 .

Обратная задача становится более сложной в случае, когда требуется
определимость порождающих функций в зависимости от определимости
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данного графа. В частности, как показано в [5, § 2], любой локально
счетный борелевский граф порождается некоторым счетным семейством
борелевских же функций. В основе этого результата лежит известная
теорема классической дескриптивной теории множеств о том что любое
плоское борелевское множество со счетными вертикальными сечениями
разлагается в счетную сумму однозначных борелевских множеств.

Данная работа посвящена задаче порождения графов второго проек-
тивного уровня с помощью систем проективных и вещественно-ордина-
льно определимых функций.

Для графов класса Σ1
2 , мы доказываем (теорема 3), что любой ло-

кально счетный Σ1
2 граф порождается семейством из ℵ1 борелевских

функций, по необходимости типа ℵ0 → 1 . Затем мы рассматриваем
Σ1

2 граф взаимной конструктивности на вещественных числах,

x L y := x ̸= y ∧ L[x] = L[y] − для x, y ∈ 2ω; (2)

т. е. иррефлексивную часть отношения взаимной конструктивности на
2ω. Его свойства зависят от модели, в которой рассматривается L .
(См., например, [8, 11] о различных свойствах одного и того же гра-
фа в разных теоретико-множественных универсумах.) В частности, в
конструктивном универсуме L , любые элементы x ney из 2ω являют-
ся L -смежными, и, согласно теореме 4 ниже, L порождается счетным
семейством функций класса Σ1

2 (не обязательно типа ℵ0 → 1).
Аналогичный положительный результат также справедлив для неко-

торых моделей вида L[a] , например, в случае генерических по Саксу
точек a ∈ 2ω. Однако лемма 6 решает проблему отрицательным обра-
зом для ординально определимых счетных семейств функций, порожда-
ющих граф L . Длинное доказательство леммы включает в себя некото-
рые специфические свойства форсинга Сакса, а сам результат является
ключевым компонентом доказательства следующей теоремы.

Tеорема 1. В модели Соловея верно, что L является локально счет-
ным Σ1

2 графом, не порождаемым счетным числом вещественно-орди-
нально определимых (ROD, для краткости) функций, и ополнительно,
L имеет ROD-хроматическое число c = 2ℵ0 .

Как обычно в дескриптивной теории множеств, случай графов клас-
са Π1

2 вызывает еще большие трудности. Следующая теорема является
нашим вторым основным результатом.
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Tеорема 2. Существует модель теории множеств ZFC, в которой
имеется локально счетный Π1

2 граф G на 2ω, не порожденный ника-
ким счетным семейством ROD функций, и дополнительно, имеющий
ROD-хроматическое число c = 2ℵ0 .

Теорема 2 дает положительный ответ на вопрос о существовании та-
кой модели и графа в [9, Проблема 3.6], при этом требуемый пример
графа представлен в специальной форме иррефлексивной части счет-
ного Π1

2 отношения эквивалентности. Доказательство этого результата
в § 6 использует модель, построенную в работе [4], в которой существу-
ет плоское Π1

2 множество со счетными сечениями, не униформизуемое
ROD (включая проективные) множествами.

Дополнительные части теорем касаются ROD-хроматических чисел
(т.е. тех, которые возникают из ROD раскрасок) рассматриваемых гра-
фов, в обоих случаях равных континууму c = 2ℵ0 , в то время как клас-
сические хроматические числа не превышают ℵ0 из-за их локальной
счетной способности. Результаты по разделению классических и боре-
левских хроматических чисел различных графов известны из ряда ра-
бот, см., например, [5, 7, 9, 10, 13] среди других работ. Наши результаты
открывают новое направление в дескриптивной комбинаторике графов
и дают более сильные результаты, поскольку борелевские отображения
составляют лишь малую часть ROD отображений. О важности исследо-
ваний в этой области см., например, в [9, §§ 4 и 5].

2 Предварительные определения и замечания

Предполагается, что читатель обладает базовыми знаниями в области
дескриптивной теории множеств и форсинга. Однако здесь мы должны
уточнить несколько специальных понятий.

Дескриптивная теория множеств. Как обычно, мы берем простран-
ство Бэра ωω в качестве основной области, а также рассматриваем
ωω × ωω и т. д., а также канторов дисконтинуум 2ω ⊆ ωω. Элемен-
ты ωω будем называть просто точками, т. к. термин reals, принятый
в англоязычной литературе, трудно перевести прямо. Рассматриваются
множества X ⊆ ωω, X ⊆ (ωω × ωω) , и т. п. – точечные множества, и
совокупности точечных множеств – точечные классы. В частности, та-
кие классы, как ∆1

1 (все борелевские множества), Σ1
1 (аналитические

или суслинские множества), Π1
1 (коаналитические или ко-суслинские

множества), Σ1
n , Π

1
n , ∆

1
n (проективные классы), Σ1

∞ = Π1
∞ (все проек-

тивные множества), систематически изучаются в дескриптивной теории
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множеств (см., например, книгу [6] или [3, главы 11, 25, 32]).
Ординальная пределимость. Такие классы, как OD (ординально-

определимые множества), OD(P ) (элементы p ∈ P допускаются в каче-
стве параметров определений наряду с ординалами) и ROD = OD(ωω)
(вещественно-ординально определимые множества) рассматриваются в
более абстрактных разделах теории множеств. См. [3, глава 13] или [14]
относительно множеств из OD и ROD .

Кортежи. Через 2<ω обозначается множество всех (конечных) кор-
тежей чисел 0 и 1 , включая пустой кортеж ⟨⟩ . Длина кортежа s ∈ 2<ω

обозначается lh s . Если s ∈ 2<ω и j = 0, 1 then saj ∈ 2<ω получается
присоединением j как самого правого члена к s . Вообще, sat – конкате-
нация кортежей. При этом s ⊂ t означает, что кортеж t – продолжение
кортежа s , а ⊂ означает собственное продолжение.

Деревья и совершенные множества. Множество T ⊆ 2<ω называется
деревом, если (1) s ⊂ t ∈ T =⇒ s ∈ T , и (2) s ∈ T =⇒ ∃ j (saj ∈ T ) , и
совершенным деревом, если дополнительно

∀ s ∈ T ∃ t ∈ T ∃ j ̸= i ∈ {0, 1} (tai ∈ T ∧ taj ∈ T ) .

Tогда [T ] = {x ∈ 2ω : ∀m (x�m ∈ T )} – совершенное множество в 2ω.

Графы. Графом мы называем здесь любое множество G ⊆ 2ω × 2ω,
симметричное (xGy ⇐⇒ y Gx) и иррефлексивное (xGy =⇒ x ̸= y ).
Здесь и далее xGy – это сокращение для ⟨x, y⟩ ∈ G . Граф G принад-
лежит классу K (скажем, K = ∆1

1 = борелевские множества), если G
принадлежит классу K как множество в 2ω × 2ω. В частности, борелев-
ский граф G означает, что G является борелевским множеством.

Элементы множества |G| = {x : ∃ y (xGy)} являются вершинами гра-
фа G , а пары в G – его ребрами. Будут также рассматриваться графы
G с |G| ⊆ ωω × ωω . Граф G является локально счетным, если для любой
вершины x ∈ |G| множество {y : xGy} всех смежных вершин не более
чем счетно. Это равносильно счетности каждой связной компоненты G .

Порожденные графы. Понятие графа G порожденного семейством
функций F , основанное на (1), было дано в § 1. Здесь мы предполагаем,
что каждая f ∈ F является функцией f : dom f ⊆ |G| → |G| , dom f = |G|
не предполагается, а равенство y = f(x) означает x ∈ dom f ∧ y = f(x) .

ROD хроматические числа. ROD-хроматическим числом графа G
является наименьшая возможная мощность множества ran c , где c :
|G| → 2ω есть ROD-раскраска графа G . (Это означает, что c является
раскраской в классическом смысле, и одновременно ROD-отображением.)
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Борелевские хроматические числа определяются аналогично. Очевидно

хром. число ≤ ROD хром. число ≤ борелевское хром. число ≤ c. (3)

3 Графы класса Σ1
2 и граф взаимной конструктивности

Здесь мы докажем две простые теоремы. Кстати, они не используются
в доказательствах теорем 1 и 2 ниже – наших главных результатов.

Tеорема 3. Пусть G ⊆ 2ω×2ω – локально счетный Σ1
2 -граф. Тогда G

порождается семейством F = {fα :α < ω1} из ℵ1 функций класса Σ1
2.

Доказательство. Пусть G – множество класса Σ1
2(p0) ; p0 ∈ 2ω фик-

сировано. Если x ∈ 2ω , то множество G(x) = {y : xGy} из всех G-
смежных элементов является счетным Σ1

2(p0, x)-множеством, так что
G(x) ⊆ L[p0, x] . Отсюда следует, что G(x) ⊆ {h(α, p0, x):α < ω1} , где
h(α, p, x) - это α-й элемент множества 2ω ∩ L[p, x] в смысле канони-
ческого полного упорядочения 2ω ∩ L[p, x] по Гёделю. Как известно,
h : ω1 × 2ω × 2ω → 2ω , является функцией класса ∆HC

1 .
Положим f(α, x) = h(α, p0, x) при выполнении xGh(α, p0, x) . Таким

образом, функция f определена на множестве

D = dom f := {⟨α, x⟩ ∈ ω1 × 2ω : xGh(α, p0, x)},

и, согласно сказанному выше, является ΣHC
1 (p0)-функцией как множе-

ство кортежей вида {⟨α, x, f(α, x)⟩ : ⟨α, x⟩ ∈ D} . Поэтому любая fα(x) :=
f(α, x) является Σ1

2 -функцией из Dα = {x ∈ 2ω : ⟨α, x⟩ ∈ D} в 2ω. Убе-
димся, что граф G порожден семейством функций F = {fα : α < ω1} .

Пусть xGy , так что y ∈ G(x) . Tогда y = h(α, p0, x) = f(α, x) = fα(x)
для какого-то α < ω1 по построению. Обратно, пусть y = fα(x) = f(α, x)
для некоторого α ; тогда имеем xGy .

Tеорема 4. В конструтивном универсуме L верно, что Σ1
2 -граф вза-

имной конструктивности L порождается счетным семейством F =
{fn : n < ω} функций класса Σ1

2 .

Доказательство. Рассуждая в L , используем полное упорядочение <L

класса L по Гёделю. Если x ∈ 2ω то через {h(n, x):n < ω} обозначим
<L -наименьшее перечисление множества {y ∈ 2ω : y <L x} . Положим
fn(x) := h(n, x) . Отдельно для <L -наименьшей точки x0 ∈ 2ω пусть
fn(x0) := x1 , где x1 ∈ 2ω является <L -следующей точкой.
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4 Граф взаимной конструктивности в модели Сакса

Мы рассматриваем здесь Σ1
2 -граф взаимной конструктивности x L y ,

если x ̸= y но L[x] = L[y] на 2ω. Следующая лемма 6 содержит доволь-
но сложный отрицательный результат для генерических расширений по
Саксу, который будет использован в доказательстве теоремы 1.

Напомним, что форсинг Сакса Sz ∈ L[z] для какой-нибудь модели
вида L[z] состоит из всех совершенных деревьев T ∈ L[z] , T ⊆ 2<ω. Он
присоединяет к L[z] генерическую по Саксу точку a ∈ 2ω. В доказа-
тельстве леммы 6 мы будем использовать следующие хорошо известные
свойства форсинга Сакса, o которых см., например, [2] or [3, Разд. 15].

Предложение 5. Пусть z0 ∈ 2ω. Tогда:

(i) если точка a ∈ 2ω является Sz0 -генерической над L[z0], и b ∈
2ω ∩ L[z0, a], то либо b ∈ L[z0] либо же a ∈ L[z0, b] и в этом
случае точка b также является Sz0 -генерической над L[z0] ;

(ii) форсинг Sz0 однороден, т. е. если S, T ∈ Sz0 , то «конусы» KS =
{S′ ∈ Sz0 :S

′ ⊆ S} и KT ⊆-изоморфны в L[z0] ;

(iii) как стандартное следствие (ii), если такое-то S ∈ Sz0 вынуж-
дает замкнутую формулу Φ с параметрами только из L[z0], то
любое другое дерево T ∈ Sz0 также вынуждает Φ.

Лемма 6. Предположим, что z0 ∈ 2ω, и a0 ∈ 2ω является генери-
ческой по Саксу точкой над L[z0]. Пусть, в L[z0, a0], F = ⟨fn⟩n<ω –
последовательность класса OD({z0}) функций fn : 2ω → 2ω . Тогда, в
L[z0, a0], L не порождается семейством F.

Требование для всей последовательности F = ⟨fn⟩n<ω можно бы-
ло бы ослабить то требования OD({z0}) для каждой из функций fn c
cохранением конечного результата леммы но с более сложными выклад-
ками. Мы этого не будем делать, поскольку и в данной форме лемма 6
позволит завершить доказательство теоремы 1 ниже в § 5.

Доказательство. Предположим, что напротив, семейство F порожда-
ет L в L[z0, a0] . Все утверждения о форсинге ниже в ходе доказатель-
ства леммы относятся только к форсингу Sz0 над L[z0] .

Если x, y ∈ ωω , то через x∗y ∈ ωω обозначим пошаговую конкатена-
цию: (x∗y)(2k) = x(k) и (x∗y)(2k + 1) = y(k) , ∀ k . Рассмотрим дерево

T0 = {s ∈ 2<ω : ∀n = 2k < lh s (s(2k) = z0(k))} ∈ Sz0 ,
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так что [T0] = {z0∗y : y ∈ 2ω} .
В наших предположениях, существует формула ϕ(n, x, y) с парамет-

рами z0 и некоторыми α1, . . . , αm ∈ Ord, которые явно не указаны, та-
кие, что в L[z0, a0] выполнено: fn = {⟨x, y⟩ :ϕ(n, x, y)} для каждого n .
Пусть f̂n будет сокращением для {⟨x, y⟩ :ϕ(n, x, y)} . Тогда следующее
предложение выполнено в L[z0, a0] в соответствии с вышеизложенным:

Φ := ∀n (f̂n : 2ω → 2ω) и семейство {f̂n :n < ω} порождает L .

Из этого следует, что любое дерево в Sz0 , в частности введенное выше
T0 , вынуждает Φ над L[z0] – согласно пункту (iii) предложения 5.

Теперь мы рассуждаем в L[z0] . Пусть a – каноническое Sz0 -имя для
главной генерической по Саксу точки в 2ω. Утверждается, что

(A) если T ∈ Sz0 , T ⊆ T0 и n < ω , то существуют деревья T ′, T” ∈
Sz0 , T

′, T ′′ ⊆ T , и числа k и j′ ̸= j′′ такие, что T ′ вынуждает
f̂n(a)(k) = j′ и T ′′ вынуждает f̂n(a)(k) = j′′ над L[z0] .

В самом деле, предположим обратное, и пусть T ∈ Sz0 является
контрпримером. Тогда существует точка y ∈ L[z0] ∩ 2ω, для которой T
вынуждает f̂n(a) = y над L[z0] . Мы знаем, что a0 – точка генерическая
по Саксу над L[z0] . Отсюда следует, что существует и генерическая по
Саксу точка a ∈ [T ] над L[z0] – согласно пункту (ii) предложения 5.
Тогда мы имеем f̂n(a) = y по генеричности, и, следовательно, a L y
выполняется в L[z0, a] , потому что T0 вынуждает Φ .

Однако y ∈ L[z0] , тогда как a /∈ L[z0] по генеричности. Следователь-
но, L[a] = L[y] определенно невозможно. Это противоречие завершает
доказательство утверждения (A).

Следующее является простым следствием (A):

(B) если S, T ∈ Sz0 , S, T ⊆ T0 и n < ω , то существуют деревья S′, T ′ ∈
Sz0 , S

′ ⊆ S, T ′ ⊆ T , и числа k и j ̸= i такие, что S′ вынуждает
f̂n(a)(k) = i и T ′ вынуждает f̂n(a)(k) = j над L[z0] .

Теперь, по-прежнему рассуждая в L[z0] , мы докажем следующее:

(C) В L[z0] существует система деревьев Us и кортежей rs , где s ∈
2<ω, и кортежей ϑn

s , где s ∈ 2<ω и n < lh s , удовлетворяющая
следующим условиям (1)–(6):

(1) Us ∈ Sz0 , Us ⊆ T0 , rs ∈ Us , ϑn
s ∈ 2<ω ;

(2) если s ∈ 2<ω и n < lh s то lhϑn
s ≥ lh s ;
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(3) если s ∈ 2<ω то lh rs ≥ lh s и кортеж rs является ⊆-сравнимым с
каждым t ∈ Us (т. е. rs ⊆ t или t ⊆ rs );

(4) если s ⊂ t принадлежат 2<ω и n < lh s то rs ⊂ rt , Ut ⊆ Us ,
ϑn
s ⊂ ϑn

t ;

(5) если s ̸= t ∈ 2<ω и n < lh s = lh t то кортежи rs и rt являются
⊆-несравнимыми (т. е. rs ̸⊆ rt и rt ̸⊆ rs ), и ϑn

s , ϑn
t также являются

⊆-несравнимыми;

(6) если s ∈ 2<ω и n < lh s то Us вынуждает ϑn
s ⊂ f̂n(a) над L[z0] .

Построение проходит в L[z0] индукцией по длине lh s .
Мы полагаем U⟨⟩ = T0 и r⟨⟩ = ⟨⟩ , где ⟨⟩ ∈ 2<ω - пустой кортеж, а

совершенное дерево T0 ∈ S∅ было выбрано выше.
Теперь предположим, что m < ω , и Us, rs, ϑ

n
s были определены для

всех s ∈ 2m (двоичных кортежей длины m) и n < m и удовлетворяют
условиям (1)–(6).

Шаг 1. Делаем следующее для всех s ∈ 2m. Пусть ρs = root(Us)
– наибольший кортеж ρ ∈ Us , ⊆-сравнимый с каждым u ∈ Us ; тогда
rs ⊆ ρs по (3). Для i = 0, 1 определим rsai = ρs

ai и Ũai = {u ∈ Us :
u ⊆ rsai ∨ rsai ⊂ u} . Таким образом, кортежи rσ , Ũσ определены для
всех σ ∈ 2m+1. Значения rσ являются окончательными, в то время как
деревья Ũσ являются временными; они будут сокращены на следующих
шагах. Заметим, что соответствующие части (1),(3),(4),(5) сохраняются
при переходе на уровень m+ 1 с уровня m , и также будут сохраняться
после любого сокращения деревьев Ũσ в области Sz0 .

Шаг 2. Выполняем следующие действия для всех троек из s ∈ 2m ,
i = 0, 1 , n ≤ m , по очереди.

Положим σ = sai . Определим временный кортеж ϑ̃n
σ так. Напом-

ним, что T0 вынуждает Φ , следовательно, то же самое верно для Ũσ .
в частности, Ũσ вынуждает f̂n : 2ω → 2ω. Значит, существует дерево
U ∈ Sz0 , U ⊆ Ũσ и кортеж ϑ ∈ 2<ω с lhϑ > m и, если n < m строго
(т. е. кортеж ϑn

s определен) то lhϑn
s < lhϑ , и, кроме того, U вынуждает

ϑ ⊂ f̂n(a) . Пусть ϑ̃n
σ будет одним из таких ϑ , а связанное с ним дерево

U будет «новым» Ũσ .
Это определение, очевидно, выполняет (2), последнее утверждение

из (4), и также (6).
Шаг 3. Чтобы обеспечить (5), делаем следующее для всех троек из

числа n ≤ m и кортежей σ ̸= τ в 2m+1.
Рассуждая, как описано выше (шаг 2), и используя (B), мы находим

деревья U,U ′ ∈ Sz0 , U ⊆ Ũσ , U ′ ⊆ Ũτ , и кортежи ϑ, ϑ′ ∈ 2<ω с ϑ̃n
σ ⊂ ϑ и
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ϑ̃n
τ ⊂ ϑ′ , такие, что U вынуждает ϑ ⊂ f̂n(a) , U ′ вынуждает ϑ′ ⊂ f̂n(a) ,

и (вот где работает (B)!) для некоторых k < lhϑ, lhϑ′ и i ̸= j мы имеем
σ(k) = i и σ′(k) = j .

Последнее условие влечет ⊆-несравнимость кортежей ϑ, ϑ′ .
Пусть ϑ будет «новым» ϑ̃n

σ , ϑ′ будет «новым» ϑ̃n
τ , U будет «новым»

Ũσ , U ′ будет «новым» Ũτ .
Переходим к следующей тройке из n ≤ m и σ ̸= τ из 2m+1. И т. д.
Шаг 3 – завершение. После обработки всех троек из n ≤ m и корте-

жей σ ̸= τ в 2m+1, мы определяем Uσ как последнее дерево Ũσ , и пусть
ϑn
σ будет как последним кортежем ϑ̃n

σ — для всех n ≤ m и σ ∈ 2m+1.

Шаг 4 – заключение. Нетрудно заметить, что эта конструкция дает
систему деревьев Us и кортежей rs, vtns удовлетворяющих (1)–(6). На
этом доказательство утверждения (C) заканчивается.

Для использования этой системы, мы, продолжая рассуждать в L[z0] ,
рассмотрим дерево

U = {r ∈ 2<ω : ∃ s ∈ 2<ω(r ⊆ rs)} ; U ⊆ U⟨⟩ ⊆ T0 по построению.

Это дерево U совершенное согласно (5) (по отношению к rs, rt ), таким
образом, U ∈ Sz0 . Докажем два утверждения в связи с этим U .

(D) Sz0 вынуждает, над L[z0] , что «каждая функция f̂n является 1–1
на множестве XU всех точек x ∈ [U ] , Sz0 -генерических над L[z0]».

В самом деле, рассуждая в Sz0 -генерическом расширении L[z0, a]
класса L[z0] , рассмотрим любое n < ω и любую пару точек x ̸= y из
XU . По определению U и согласно (3) мы имеем [U ] =

⋂
m

⋃
s∈2m [Us] .

Раз x ̸= y , существуют число m > n и кортежи s ̸= t in 2m, для кото-
рых x ∈ [Us] и y ∈ [Ut] . Тогда кортежи ϑn

s и ϑn
t ⊆-несравнимы согласно

(5). С другой стороны, из (6) следует, что ϑn
s ⊂ fn(x) и ϑn

t ⊂ fn(y) . Мы
заключаем, что fn(x) ̸= fn(y) , что и требовалось.

(E) Sz0 вынуждает, над L[z0] , что «(a) множество XU из (D) несчетно,
и (b) XU состоит из попарно L -смежных точек» .

Действительно, пункт (а) немедленно следует из пункта (i) предло-
жения 5, согласно которому просто XU = [U ]r L[z0] .

Чтобы доказать (b), отметим, что если точки x, y ∈ 2ω являются
Sz0 генерическими над L[z0] , то L[z0, x] = L[z0, y] согласно пункту (i)
предложения 5. Однако по построению U ⊆ T0 и, следовательно, лю-
бая точка z ∈ [U ] удовлетворяет z0 ∈ L[z] . Следовательно, равенство
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L]z0, x] = L[z0, y] влечет L[x] = L[y] , а значит и x L y , при условии что
точки x ̸= y принадлежат [U ] , что и требовалось.

Таким образом, в модели L[z0, a0] из Леммы 6 мы выводим с по-
мощью (D),(E), что существует несчетное множество X ⊆ 2ω из L -
смежных элементов, на котором каждая функция fn является 1–1. Сле-
довательно, если x0 ∈ X фиксировано, то любая точка x ̸= x0 в X
удовлетворяет x = fn(x0) или x0 = fn(x) . Это означает, что множество
всех смежных элементов является счетным из-за биективности каждой
функции fn . Это противоречие завершает доказательство леммы 6.

5 Граф взаимной конструктивности в модели Соловея

Здесь мы докажем теорему 1. Следующее определение вводит конкрет-
ную форму модели Соловея, с которой мы имеем дело в этой теореме.

Определение 7. Пусть Ω ∈ L – недостижимый кардинал в классе L
всех конструктивных множеств. Следуя [3, гл. 26], [12, гл. 8], [14], мы рас-
сматриваем Coll(ω,<Ω)-генерическое расширение N класса L по Леви
– Соловею; это модель ZFC .

В следующем предложении представлено несколько хорошо извест-
ных свойства модели Соловея, которые мы будем использовать при до-
казательстве теоремы 1 ниже.

Предложение 8 (см. [3, 12, 14]). Следующие утверждения выполнены
в модели N определения 7 :

(i) если множества X0, X1, X2, . . . вещественно-ординально опреде-
лимы (для краткости: ROD), то последовательность ⟨Xk⟩k<ω

также принадлежит ROD ;

(ii) если z ∈ 2ω и множество X ⊆ L[z] является OD({z}) (ординаль-
но определимо с дополнительным параметром z ) то X ∈ L[z] ;

(iii) если a ∈ 2ω и OD({a}) множество X ⊆ ωω счетно то X ∈ L[a] ;

(iv) если z, a ∈ 2ω и множество X ⊆ ωω есть OD({z}) то множе-
ство X ′ = X ∩ L[z, a] принадлежит L[z, a] и является OD({z})
в L[z, a] ;

(v) если X ⊆ 2ω есть ROD, то либо X не более чем счетно, либо X
содержит совершенное подмножество, и тогда X имеет мощ-
ность континуума c = 2ℵ0 ;

(vi) если z ∈ 2ω то множество L[z] ∩ 2ω счетно (в N ).
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Доказательство (Теорема 1). Мы пропускаем хорошо известные части
теоремы. В частности, локальная счетность графа следует из предложе-
ния 8(vi). Сосредоточимся на ключевом утверждении о непорождаемо-
сти графа L . Мы рассуждаем в N .

Предположим противное: данный граф L порожден семейством
F = {fn :n < ω} произвольных ROD функций fn : 2ω → 2ω. (Если
какая-то fn с самого начала имеет dom fn = D $ 2ω, то мы продолжаем
ее через fn(x) = x− для x /∈ D , гдe x−(k) = 1− x(k) для всех k .)

Заметим, что вся последовательность S = ⟨fn⟩n<ω является ROD (в
N ) по предложению 8(i), следовательно, существует точка z0 ∈ 2ω, для
которой S будет OD({z0}) . Зафиксируем такую z0 .

Продолжая рассуждать в N , фиксируем точку a0 ∈ 2ω, генериче-
скую по Саксу над L[z0] . Согласно пункту (iv) предложения 8, каждая
функция f ′

n = fn∩L[z0, a0] принадлежит L[z0, a0] и является OD({z0}) в
L[z0, a0] . Более того, вся последовательность S′ = ⟨f ′

n⟩n<ω принадлежит
L[z0, a0] и является OD({z0}) в L[z0, a0] .

C другой стороны, если x ∈ L[z0, a0] ∩ 2ω, то fn(x) ∈ L[z0, a0] и
f−1
n (x) ⊆ L[z0, a0] (так как прообраз f−1

n (x) должен быть счетным) со-
гласно соответственно пунктам (ii) и (iii) предложения 8. Отсюда сле-
дует, что f ′

n = fn� (2ω ∩ L[z0, a0]) , а потому в модели L[z0, a0] истинно,
что OD(z0)-последовательность S′ порождает L . Но это противоречит
лемме 6 ! Этим вывод основного утверждения теоремы 1 закончен.

Для доказательства дополнительного утверждения, нужно устано-
вить, что ROD-хроматическое число графа L в N равно c = 2ℵ0 .

В самом деле, впротивном случае ROD-хроматическое число графа
L будет ≤ℵ0 по пункту (v) предложения 8. Это означает, что в N су-
ществует ROD-отображение c : 2ω → ω удовлетворяющее (*) xL y =⇒
c(x) ̸= c(y) . Рассуждая в N , положим Ux = {c(y): y ∈ [x]L} для любой
точки x ∈ 2ω, где [x]L = {y ∈ 2ω :L[x] = L[y]} – степень конструктивно-
сти x . Таким образом, Ux ⊆ ω бесконечно по (*) для каждого x .

Продолжая рассуждать в N , определим f(x) ∈ 2ω для любого
x ∈ 2ω следующим образом. Пусть n = c(x) . Поскольку Ux бесконечно,
пусть n′ > n является непосредственно следующим за n числом в Ux .
Существует единственная точка y ∈ [x]L , для которой c(y) = n′ . Поло-
жим f(x) = y . Далее положим fk(x) = f(f(. . .︸ ︷︷ ︸

k раз f

(x) . . . )) . Тогда каждая

fk : 2ω → 2ω является ROD-отображением, и легко видеть, что граф
L порождается семейством F = {fk : k ≥ 1} в N . Но это противоречит
главной части теоремы 1.
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6 Пример счетно-непорождаемого Π1
2 графа

Наше доказательство теоремы 2 использует модель теории множеств,
ранее построенную в [4], в которой существует ROD-неуниформизуемое
плоское Π1

2 -множество со счетными вертикальными сечениями. Для удоб-
ства читателя мы приводим здесь эту конструкцию, не вдаваясь в техни-
ческие подробности, а затем показываем, как преобразовать ее в пример
для теоремы 2 в той же модели.

Начиная с L в качестве исходной модели, мы определили в [4, § 9]
последовательность ⟨Pξ⟩ξ<ω1 ∈ L форсингов Pξ . Каждый из форсингов
Pξ состоит из совершенных деревьев T ⊆ 2<ω и близок по структуре и
свойствам к минимальному-∆1

3 -форсингу Дженсена, подробно рассмот-
ренному, например, в [3, § 28.A] или [1].

Затем произведение с конечной поддержкой P =
∏

ξ<ω1

∏
k<ω Pξk ∈ L

определено в [4], где каждый множитель Pξk тождественен Pξ . Следу-
ющие утверждения в связи с форсингом P доказаны в [4].

(1) P сохраняет L-кардиналы;

(2) P присоединяет генерический массив X = ⟨xξk⟩ξ<ω1, k<ω точек
xξk ∈ 2ω ;

(3) каждая точка xξk является Pξ -генерической над L , и обратно,
каждая точка x ∈ L[X] ∩ 2ω, Pξ -генерическая над L , совпадает с
одной из точек xξk, k < ω ;

(4) бинарное отношение Gen(ξ, x) := «ξ < ω1 и точка x ∈ 2ω является
Pξ -генерической над L» имеет класс ΠHC

1 в L[X] , гдe HC = все
наследственно счетные множества ;

(5) согласно теории произведений форсингов с конечной поддержкой,
если A ∈ L , A ⊆ ω1 × ω , и ⟨ξ, k⟩ /∈ A , то xξk /∈ L[X�A] , где
X�A = ⟨xξk⟩⟨ξ,k⟩∈A ; и более того, xξk /∈ OD(X�A) в L[X] .

Эти свойства P -генерических моделей L[X] |= ZFC были использованы
в [4] для доказательства того, что множество W = {⟨ξ, xξk⟩ : ξ < ω1∧k <
ω} является ROD-неуниформизуемым ΠHC

1 -множеством со счетными
сечениями Wξ = {xξk : k < ω} in L[X] .

Как показано в [4], это множество W легко преобразуется в Π1
2 -

множество W ′ ⊆ 2ω × 2ω в L[X] с теми же свойствами. Именно, обо-
значим через WO ⊆ 2ω стандартное Π1

1 -множество кодов для счет-
ных ординалов, и если w ∈ WO то пусть |w| < ω1 будет тем орди-
налом, который кодируется посредством w . Тогда, в L[X] , множество
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W ′ = {⟨w, xξk⟩ :w ∈ WO∧ |w| = ξ ∧ k < ω} оказывается ROD-неунифор-
мизуемым множеством класса Π1

2 со счетными сечениями.

Доказательство (теорема 2). Мы рассуждаем в P -генерической моде-
ли L[X] . Если пары p = ⟨w, xξk⟩ и q = ⟨w′, xξ′,n⟩ принадлежат W ′ то
определим pGq в случае, когда w = w′ , ξ = ξ′ , и k ̸= n . Таким обра-
зом, в модели L[X] выполнено: G – локально счетный граф класса Π1

2 ,
множество вершин которого есть |G| = W ′ .

Для доказательства теоремы 2 осталось проверить, что G не порож-
дается счетным семейством F = {fn :n < ω} ROD функций fn : W ′ →
W ′ в L[X] . Пусть напротив, граф G порожден таким семейством F.

Рассуждая в L[X] , для любого n имеется точка un ∈ 2ω, для кото-
рой функция fn является OD({un}) . Согласно утверждению (1) выше,
существует счетное множество An ⊆ ω1×ω , для которого un ∈ L[X�An] .
Множество A =

⋃
nAn также счетно, а потому имеются пары ⟨ξ, k⟩ и

⟨ξ, j⟩ в (ω1 × ω) r A , с одним и тем же ξ и разными k ̸= j . Берем код
w ∈ WO∩L с |w| = ξ . Соответствующие пары p = ⟨w, xξk⟩ и q = ⟨w, xξj⟩
из W ′ тогда удовлетворяют p = fm(q) или q = fm(p) для какого-то m
по предположению противного выше.

Пусть, скажем, p = fm(q) . Тогда точка xξk есть OD({w, xξj , um}) в
L[X] ибо fm есть OD({um}) . Поэтому xξk является OD({xξj , X�A}) ,
так как w ∈ L , a это противоречит (5) поскольку ⟨ξ, k⟩ /∈ A ∪ {⟨ξ, n⟩} .
Этим вывод основного утверждения теоремы 2 закончен.

Для доказательства дополнительного утверждения теоремы 2, нуж-
но установить, что ROD-хроматическое число графа G равнo c = 2ℵ0

в L[X] . Для этого достаточно повторить рассуждения из последней ча-
сти доказательства теоремы 1 с заменой [x]L на связную G-компоненту,
определенную, для p = ⟨w, xξk⟩ ∈ W ′ , так:

[p]G = {⟨w′, xξ′,n⟩ ∈ W ′ : w = w′ ∧ ξ = ξ′ ∧ k, n < ω}.

7 Заключительные замечания

Наша теорема 2 решает в положительном направлении проблему суще-
ствования локально счетных графов класса Π1

2 не порождаемых счет-
ными семействами определимых функций. Два отдельных результата
получены для Σ1

2 графов в § 3. Два результата о непорождаемости по
Σ1

2 графу взаимной конструктивности L (Лемма 6 и теорема 1) получе-
ны в §§ 4,5. Мы ожидаем, что полученные результаты и разработанные
методы найдут дальнейшее применение в современных исследованиях в
области дескриптивной теории множеств и форсинга.

13



В заключение мы рассмотрим следующие проблемы, вытекающие из
нашего исследования.

Проблема 1. Существует ли локально счетный Π1
1 граф в модели Со-

ловея N (как в определении 7), который не порождается счетным се-
мейством ROD функций?

Возможный план решения этой проблемы состоит в следующем. Ис-
пользуя униформизацию Новикова-Кондо-Аддисона, мы начнем с Π1

1 -
множества U ⊆ (2ω)3 , униформного в смысле (2ω×2ω)×2ω, и такого, что
x L y ⇐⇒ ∃ pU(x, y, p) . Рассмотрим Π1

1 -граф c областью |H| ⊆ 2ω × 2ω,
определенный таким образом, что ⟨x, p⟩H⟨y, q⟩ когда p = q и U(x, y, p) .
Очевидно, что граф H является локально счетным в модели Соловея
N . Остается показать, что H не порождается счетным семейством ROD
функций в N . Этого нам пока не удалось.

Проблема 2. Верна ли лемма 6 для точек a0 генерических по Коэну
или случайных по Соловею (или любого другого популярного типа)?

Проблема 3. Найти более простое доказательство теоремы 1, не ис-
пользующее лемму 6.

Может быть предложено такое рассуждение. Пусть напротив, граф
L порожден семейством F = {fn :n < ω} ROD функций fn : 2ω → 2ω в
модели Соловея N . По общим свойствам модели Соловея, найдется со-
вершенное дерево T0 ⊆ 2<ω такое, что все fn� [T0] непрерывны. Далее,
по свойствам канторова дисконтинуума, найдется совершенное дерево
T ⊆ T0 такое, что каждая fn� [T ] – либо 1–1 либо константа. Случай
константы отвергается локальной счетностью графа L в модели Соло-
вея N , а потому считаем, что все fn� [T ] – биективны.

Существует точка z0 ∈ 2ω, для которой как T так и подходящая
последовательность кодов для непрерывных fn� [T ] принадлежат L[z0] .
Теперь для вывода противоречия как в доказательстве теоремы 1 вы-
ше, было бы достаточно найти L[z0]-несчетное множество X ⊆ [T ] из
L -cвязанных элементов, в L[z0] или в сохраняющем L[z0]-несчетность
генерическом расширении модели L[z0] . Это представляется возможным
в случае, когда z0 сохраняет L-несчетность, однако в общем случае оста-
ется интересным открытым вопросом.

Проблема 4. Возвращаясь к неравенствам (3) в § 2, можно спросить,
существует ли модель теории ZFC , в которой каждое неравенство из (3)
будет строгим < , для L или какого-нибудь другого графа.
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