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Введенная Н.Н.Лузиныы проективная иерархия множеств явля­

. ется основным nредметом изучения дескриптивной теории мно­

жеств (ДТМ). При построении такой иерархии обычно отправля-

ются ли6о · от бэравекого nространства, естественно отождеств-

ляемого с совокуnностью всех иррациональных точек на дейст-
• • 

вительной прямой, или же от множества Бсех nодмножеств аат~ 

ралъноrо ряда, естественно отождествляемоrо с канторовым 

. 
дисконтинуумом. В любом варианте элементы этоrо исходного 

множества удобно наэъmат:ь "действцтелъными числами". В диссе-
• 

ртации по причинам техническоrо nорядка выбран второй из ука-

эаннвх вариантов. • 

В современной системе терминов и обозначений проективная 
• • 

• 

иерархия может быть изложена следующим образом. Пусть UJ -

натуральный ряд, R = 9tw) - множество всех его подмножеств. 
Элементы ~ называем действительными числами (д.ч.). Пусть 
о . т Rk ~ -совокупность всех подмножеств пространств видаuu х , 

где m, k ~ W • Для % s;. О{ определяем С% как совокуп­
ность дополнений элементов 5Ь к соответствующим nространет-

элементов % вдоль осей типа tu и R соответстве~но. Опера­
ции С , ~ , ~ nереводят nодмножества R в nодмножества R . 

Для всякого Х с;; R оnределим2~ ( Х как совокуnность 
всех nодмножеств nространств вида wmx Rk , оnределяемых 
разреши.мыr-tи (т. е. реi<урсивНЬiми [б] ) относ·ительно элементов 

Х предикатами с m переменньши по W и k переменными по 
R . Очевидно, что если Х ~У . то 2 ~ (Х) s; L~( У) . 

Далее, определяем индукцией по 
• 

• 

• 

-

• 

• 
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• 

• 
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L~ ( Х) называеu классами проективиоrо типа (к.п.т.). Вся­
кий к.п.т. есть подмножество R . 

• 

аналоrично для П , ~ , а также для нижнего индекса оо • То 

ране тв вида Rk при vt ~ 1 со стандартными классами AYI, САп, 
f3n nроективной иерархии по Н.Н.Лузину ( [I] , стр.586; дей-

•• 
ствительно, операция счетно~о суммирования сводится к nроек-

' а всякое открытое подмножество 

очевидно, входит в ~~ ) • · 
.. 

Тиnичная задача ДТМ имеет вид: 11Выполняется ли свойствоЛ 
для кЛасса К nри условии, что справедлива rиnоте~а 1-1 ", 
rде К - к.n.т., А -какое-либо дескриптивное свойство ти­

па "все множества данного класса измеримы по Лебсrу", "все 

д.ч. данного класса констрJтктивны", "для данного класса вы­

полняется nринциn унифорыизации'r и т .п;, а в I~ачестве гипо­

тезы принимаютоя, например, rrакие ут:верждения как аксиома 

конструктивности, аксиома выбора, континуум-гипотеза и т.п. 

Как и предсказывал Н.Н.Луэин ( [I J , стр. 268, 308), тра-
• 

диционными методами ДТМ не удаётся решать нетривиал:ьные за-

• • 

' 

• 

• 

l 

• 

• 

1 

• 

3 

• 

дачи !акоrо вида без привлечения дос!а!очно силъиых rипотез 

r1 для уровней иерархии вачииая с !рет•еrо, а ииоrда и вто-
·1 f i 

~ i ) . Основные se теореw о первьrх: уровнях · таковы: все 

подмно ества .F( (М.Я.Суслив), все nодывожес!ва F( класса 

иесчётными, содержат совершенное nодМножество (Н.Н.Лузин, 
, 

М.Я.Суслин, П.С.Алеисандров), имеют место привципы редукции 

тельс~ва - в [~] , [30] . 
Никаких подобных утверждений (кроме самых тривиальных, 

Леd ВЫСОКИХ уровней, т. е. · бОЛЬШИХ n (nрироду ЭТОГО ОбСТО­
ЯТеЛЬСТВа Н.Н.Лузин исследует в [r] , стр. 460, 461 и др.). 

В . современной литературе по ДТМ можно выделить два наn-
• 

равления. Первое из них связано с использованием достаточно 

сильных гиnотез Н · недескриптивноИ nрироДЪI - аксиоМЪI конст­
руктивности ( [2] , [3] , [28] ), аксиомы Мартина ( [25] ), 

• 

аксиомы . опред~лимой де~ерминированности, аксиом больших кар-
• 

диналов. Например, аксиома конструктивности влечёт неизыери-

.п.с.Новиков), э то время как акси9ма Мартина и аксиома суще­

ствования измеримоrо кардинала гарантируют измеримость всех 
4 . ~ 

тивности nозволяет также "nроективизировать" (т.е. включить 
2·1~.22 

• • 

• 
• 

• 

• 



• 

• 
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• 

в проективную иерархию) неко!орые извео~иые конструкции дТМ, 

оnиравшиеся на абстрактную аксиому выбора (например, она по 

зволяет сделать nроективным пример изuеримоrо по Лебеrу и 

обвадающеrо свойс!вом Бэра множества, ие являющеrося деск­

риnтивно измеримым, nостроенный А.В.Гладким в [!6] ). 
Второе наnравление ДТМ связано с методом вынухдения Коэн 

( [4] ) и состоит в установлении непротиворечивости о!делъ­
ных nредложений ДТМ относительно тех или иных аксиом теории 

множеств. Доказана неnротиворечивость относительно ~~ 
(аксиоматическая теория ~ножеств Дермело - Френкеля без ак­

сиомы выбора) отрицаний континуум-rиnотезы и различных форм 

аксиомы выбора ( [4] , [21] , [31] ), наличия д.ч. с мини­
мальной сте.nенъю конструктивности ( [22] )., аксиомы Мартина 

[20] , [32] ), ~аэл~чных предложений о структуре ст~пеней 
. 

конструктивности д.ч. ( [ 7] , [10] , [22] , [29] ); докаэа-
• 

на непротиворечивость относительно z f( J. ( l r + акси-
ома :выбора + ••существует строrо не достижимый кардинал" ) 

утверждения об измеримости по Лебеrу :всех nроективных nод­

множеств дисконтинуума ~ и наличия у каждоrо несчётноrо 
проек~ивноrо X~R совершенного подмножества< [23] ). 

Предлагаемая диссертация связана именно с этим вторым 

наnравлением. 
• 

III. • 
• 

• 
• 

Содержание дисс~ртации состоит в основном в следующем. 

(а) . Q nро~~тивных nолных уцорядочениях. Поиск nроективно-, 

ro полного уnорядочения (п.n.у.) множества континуальной 
• 

-

. 
l 

1 
• 

• 
• 

5 

• 

uощнос~и долrое время был одной из центральных задач дтм 

( [I] ' стр.565 И др.). Классическими ме!одаuи ещё в нача­
ле ХХ века1 удалоfь доказать отсуtствие п.п.у. кои,инуума в классах ~1 и Гl 1 (действительно, стандартный пример вита­
ли повволил бы nолучить из такоrо п.п.у. неизмеримое по 

Лебеrу nодмножество f( класса~: ). Далее, отсутствие 
всякоrо (в том числе и nроек!ивноrо) полного упорядочения 

К.Р.ёдель вывел из аксиомы конструктивности наличие п.п.у. 

зом, утверждение о существовании п.п.у. f( (в дальнейшем 

это утверждение будем обозначать через PWO R ) совмес-

деля, как и все ему родственные, подразумевал выполнение 

в [29] поставлен . вопрос (Р 3214) о совместимости PWOR с 
lf( + .IVСН . мы решаем эту задачу, доказывая теоремы: 

Теорема I (теорема IIIДб(a) диссертации). Утверждение 

Теорема 2 (теорема IIIД6(в) диссертации). Если - счё-

йдётся такая счётная стандартная транзитивная модель n те-

и совокуnности кардиналов m и n совпадаю! (здесь w -
универсум, [_(JU)- совокупность всех множеств, констрj~тив­
ных относительно JU , т.е. минимальное расширение совокуп-

) . 

• 

• 
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Эти теоремы объяБлены аБтором » [7] и доказаны в [ro]. 
Утверждение, сходное с теоремой 2, независимо от автора объ­

явлено без доказательства в [ 27] • 

Важным этапом в доказательстве теоремы 2 является: 

Теорема 3 (теорема IДS(в) диссертации). Если tY/ удовлет­
воряет уеловины теоремы 2, то найдётся а~ uu такое, что 

m (а.) является счётной стандартной транзитивной ыодел:ью zr 
+ L \\1 = l (а) J , совокупности кардиналов. ffi и m <а) совпа­
дают и а. является '(У] -минимальным <т. е. a.f/:. tn и (V8ERn 
()YYf(a))[gEmVaEffi(~)] ; здесь m(<l)- минимальное рас-
ширение ·ro С ПО~ОЩЬЮ Q ) • • 

Эта теорема является усилением одной из теорем [!9] (там 

nолагается f11. \= w1 = (W1 )IL и не обесnечивается n? -минималь­
ность а ) и nереформулировкой теоремы I из 7 и основной 

теоремы [1!] . 
(б). Q сравнительно~ силе назличн~ форм~лиRовок аксиомы 

вы6ОJ2Ц· Рассмотрим такую формулиро:ВI\У "счётной аксиомы :выбо-

ра":АСw(К)< • (\fXEK)J}TX~w x R· ~ ·t~X& 1=" есть 
функция &dom (}):::: dom(X)], rде К -какая-то совокуп­
ность элементов ~ (в частности, к.п.т.). Ясно, что если 

(доitазател:ьство опирается на принциn униформизации для клас-

невыводимо Б 

вытекает из нижеследующей теоремы 6). В диссертации доказы­

вается теорема несколько иного вида: 
• 

Теорема 4 (теорема lliE?(и) диссертации). Предложение 
• 

• 

• 

• 

7 

где Юеt IL == \ Х Е 'f\. \ Х оnределимо формулой аксиоматичес­
кои теории множеств с конструктивными константами} • 

с i)efiL nолучаем: если теория 2r не противоречива, то в 
в схе­

ме ACw наличие параметров из R играет существенную роль. 
Теорема 4 доказана автором в [10] • 

• 

Эта теорема nринадлежит обширной серии теорем ДТМ, кота~ 

• 

рые можно назвать теоремами о непустоте разности двух клас-
• 

сов элементов R (в частности, двух к.п.т.) no отношению к 

пекоторому свойству, или "разностными" теоремами. Общая фор­

мулировка таких теорем: "Если теория lf неnротиворечива, 
ТО В z fГ + (СВОЙСТВО л выnолняется ДJIЯ КJ.Il\CCa К1) не 
выводимо (свойство л выnолняется ДJIЯ к.пасса Kt )". где к1 
и К1 являются некоторымтк массами элементов R. (в частности 
к.п.т.). tеоремы 5 - 7 также принадлежат этой серии. 

• 

(в). Не.~оторые "разностные" тео~мы. Первая не тривиальная 

теорема о связи конструктивных и проективных характеристик 

д.ч. 

вно. Эта теоrма .легко обобщается: если 'Х.1 •••• 1 xn., х суть 
д. ч. и 'ХЕ 2. 1 (11, • •• , Х n.) , то Х конатруктивно относитель-

. l 
но 'Х 1 , •.• , Xn С [ra] ) • Ясно , что L Q можно заменить на 
п 1 . 1 - 1 1.. 

i (т .к. ХЕ 2.i =- Ш-ХЕ П i и т . д.). С другой стороны, 
в [I9] , [20] , [З2] доказана совместимость . с 7.. fr суще-

обладает дополнительными свойствами: w = lL (а.) и а является 
l-минимальным, т.e.a~lL и(\fgERnll(a))[~EIL VaE: lL.(€)]) • 
В диссертации док~ывается, что если теория~~ непротиво-

-

.. 

• 

• 



• 

• 
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речива, 'l'O при n. ~ ~ сущесtвовав•е вековструк'!'ивиого д. ч. 
:в цассе 2 ~ ве :выве.Jtико :в Z Г из сущес~:вовапя Такового 

л~ 
в uacce u rt+ 1 • Бо.1ее !'очво, жоказы:ваетс.s теорема: 

• 

Теорема 5 (часть теорекн IIГЗ(з) ~•ссерт ). п~ вся-

кок rt ~ q_ пре.ц.иоаепе Ol~ ·, (3xER)PV=IL(x)& х. яuя:ет­
ся /L -кивимаиьвЬlll (:в частности. веконструкти:внНII) &{х.1Е П1 

i n 

n. = 1 не совместимо. 
Эта теорема объя:ыена автором в [8] и доказава в [9] , 

[ I2] • При Yl = 2 
та~ раdотн [20] • 

-из · цее ~еrко с~едует освовнои резуль-

Прежде, чек форку~ировать теоремы б и 7,· введём опре~е­

.иепя. Пусть ХЕ R , Х. Ус R , а К - иекоторыИ Qacc про-

певь хоиструк~ивности или [_ -стsпевъ действительного чис~а 
х ). Ес.пи (3leK)[lcR&-v[XnZ=SiS=Ynl=st>]]. то · 
Х и У вазы:ваем К -раз.пичикНIIи, в проти:вио едучае К-· 
нераз-~:ичикыки. Ео.1и Х не яв.п:яется конечным, но не содераит 

. 

Подквоиsств, равномо~ЦИых натурапьв:ому ряду, то называем Х 

11-киоаеством. Отсутствие поо.иедних доказуемо в Zf ( (но 
не в ZГ , как nоказаио :в [4] ). 

Из теоремы [зо] об абсолютности легко следует, что если 

д. ч. 'Х. и оба к1иструкти:вны и.ж• оба не конструктивны, то [1:] 

• [ ~] Я:В.ИЯDТСЯ 2:. i ( R n l) -не различимыми (в ;циссерт~щии это 

2:1 не 11-мно:аест:во. Для бо.пее высоких к.пассо:в утверждения 

• 

9 

такоrо рода не имеют места в силу теорем: 

Теорема 6 (часть теоремы IIГ3(з) диссертации). При всяком 

Yl 2 i предложение (Jl in. ' ,. [ существуе! Д-uножес~во класса 
~ i 

п~' но не сущест:вуеоz д-мноаест:в КJiacca2: n ] со:вместимо с 
Zf, а nри Yl = о, 1 HeCOBUeC!ИUO. 
Теорема ? (часть теоремы IIГ3(з) диссертации). При всяком 

мьши, но п~ -различимьши J со:вмесоzиuо с :zr ' а nри rl= 

= О , 1 несовместимо. . 
Теоремы 6 и 7 объявлены автором в. [8] и доказаны в [9] . 
В частности, при Yl = 2 из теоремы 6 следуе!, что сущее·-

образом, в~~ не~ьзя доказать nринцип унИформизац~ дЛя 
к.п.т., включающих 

• IY • 
• 

Основные методы доказательств таковы. 

Теоремы I - 7 доказываются с помощью метода вынуждения 

Коэна ( [4] ). При этом множества вынуждающих условий (м.в.у · 
• 

выбираются среди семейств замкнутых подмножеств пространств 

образом под6ираемъrх: k Е U) и 3 ( тоnолоrия на S дискретна) 
Важную часть диссертации составляет исследование некоторых -
комбинаторных свойств выбранных м.в.у. и их влияния на струк 

туру неnрерывных функций (н.ф.), определённых на соответст­

вующем пространстве со значениями в R . Ддя довольно широ­
коrо класса м.в.у. (в частности, для всех рассматриваемых в 

• 

диссертации) эти комаинаторные свойс~ва м.в.у. тесным обра-
• 

• 

• 

• 



• 

IO 
• 

зом связаны со свойст~аыи д.ч. в соо~ветс~вующих rеверичес­

ких или булевоэ~ачных ( [5] ) расширениях, причём в качест-
. 

в е ... "связующего звена '1 выступает ''теорема о nредставлении", 
1 

nозволяющая достаточно адекватно представлятъ д.ч. рассма­

триваемого расширения с помощью н.ф. (из исходной модели). 
• 

- Вывод с nомощью теоремы о nредставлении основных свойств 
-

д.ч. рассматриваемоrо . расширения из свойств м.в.у. и н.ф. в 

исходной модели и доказательство самой этой теоремы (для 
• 

трёх основных тиnов м.в.у.) nроводится в §Г nервой rлавы, 

§Б второй и §Г третей rлав. 

В качестве упомянутых комбинаторных свойств м.в.у. иссле­

дуются в частности некоторые nростые требования, выполнение 
• 

которых гарантирует определимость и минимальность в расшире-

ниях. Изложение этоrо материала (§Б и §В перБой rлавы) соот­

ветствует [9] . С несколько иной целью исследуются свойства 

rде Х -элемент м.в.у., а 1 и G - н.ф. на соответствующем 
nространс~е (§А, §Б, §В третей rлавы). Э~о исследование яв~ 

ляется· части~ случаем расемотрений работы [IO] . 
• 

При доказательстве теорем 5 - 7 принципиальное ·значение 

имеет метод построения "оnределимо-генерических11 (в смысле 

внутренней rенеричности) м.в.у., родственный методу доказа­

тельства теоремы Сколема-- Левенrейма. Он nозволяв! строить 

такие ·· м~. в.у., любые два различных элемента которых содержат 

r py6o rо:воря, "одинаковуюl.~(RniL) -информацию, но разную 
П h -информацию о расширеНии••. Изложение этого метода (§В 
и §Г второй rлавы) следует [9] и nредставляет собой усовер­

шенствование изложения, принятоrо в [12] • 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

/ 

• 

• 

Автор nриносит rлубокую 6лаrодарность своему научному 

руководителю nрофессору В.А.УСПЕНСКОМУ за nомощь и посто­

янное внимание к диссертации • 

Результаты диссертации докладывались на семинаре кафед­

ры математической лоrики МГУ и на Третей Всесоюзной конфе­

ренции по математической лоrике (Новосибирск, !974). Они 

изложены в работах [7] - [ii] . 
• 

• • 
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