
С. Р .J{l)l'/iЛOP.CKHИ к М. Л.! U PI~P 

К ВОПРОСУ ОБ ОПРЕДЕЛИМОСТИ !ЮШШ\Н 0\ll'l•:Д\•;JIИM!JG'l'И 

Одним из фундаментальных теоретюю-ы дuлы1ы поня.ти« я:в

nяеоrоя nонятие определимости отRошения в c•rpvlt'rypo. ЕJс•rест»е

ион :воnрос: оnределимо ли :в струк•rуре G uн наы1tо высших 
С'fуnеней Ш!ОХ6СТВО ~t' (G) всех ОТ110Ш611ИИ ТИIН\ ct' ,оnреде
JIИКЫХ в G на этом яэыitе? Иначе го:воря, иwеет ли место 

~r(G} Е ~(~l (G) ? От:ве'f зависит O'f G . Ta1t, е сnи '9.1с (с;) 
вонечно, то оно очеDидно- оnределимо :в G . В работе А. Тар
скоrо (4] этот воnрос исследовался для случая, коrда G 
стандартная модель арифметИitИ, и было устаиовлево, ч·.rо 

~((oJ} (G) - ШiО11ество :всех оnределиашх соыейот:в JfПOZtecтв 

натуральных чисел - не nринадлежит 9J(((o))J (G} • В [2] дn-
каэано, что аналоrич11ое :верно и для 'i1(0) (<1} (cll. тaiUte [I]). 
Отсю.да nerкo :ва:водится, что S(jr (G) ~ ~(rJ {G) для :всяRоrо 

V:::f:O 
Пользуяо:ь уnомянуtыми результатами, цожно, ~ частнос~и. 

nокааать (см.§ 3), что для :воюtоЦ не конечной структуры G 
и »сякого тиnа '!: , стуnень которого не ниже 2, имеет место 

c;(\t' {G) ~ ~(t'J {G) ·• Последнее не :всегда имеет место дня ти
пов t' стуnени I. Наnример, для всякой структуры мноиест11е 

G ~t' (G) конечно и _nотому оnределихо для :всякого оrи-

tта tt о!уnени I. Кажется nра:вдоnодобноИ следующе.я rиnотеаа: 

дJIЯ всякой ьтр;tктуры G и :есякоrо !IШа ~ :# о иыоет место 
rft~{G) Е flrrJ(G) :в точности тоrда, когда .c;zlr (G} конечно. 

Сtат:ья восит :вводный характер. Она npeдnocыл<letca ГО1"1-

JIR~йся к nеча.'!и стаt:ье nервого иа авторов, которая будет со·· 

д ра.и:ь, в частности, доказатет1ьст:во сфор11уд1r!ро:ванной гиnо

щ в .lF + V: L. • 
План наст~ящей статьи !аков. в § r оnределяются нео6-

одиwые nонятия. В § 2, расnространяя идею Тарекого [4] на 

нроиэGльные структуры, мы даказы:ваех, ,1то для всакоlt стру~t

туры , 6ааа которой иwеет счетное nодмно:~ео•lво, 11хе-ет мес

то 9l(tooJJ(G) 4 ~ff(oo)JJ(v)~ Докаэательс'lво основывается по су
ществу на следующем nре;длоаении: если во BilOJIHo упорядоченвой 

структуре G имеется неоnределиыый эде11ент,то ~((l}#':O(D)(G). 

.Joro ае п.редложение является с'lера:нем доказательства с:nедующе-

1'0 предложения (которое войдет :в гото:вящуюся к печа••.. )· 1. F ~~ ~ .. статью • 
+ = L. для :всякой стр;tк'J1уры G и воюсого 'l'иna 
~ {Cf) Е ~(f) (с;) имеет место в оrочности тоrда, ког,ца :в 

Cf 1шоаеотво отношений тиnа 'f' , ~н.вариаt1тных О'l'НОСи'fельно 

~оморфиамов Gr , не более ~ем счеtно. Отсюда следуеt, что 

l F + V = L Для веикой с~ру~туры . G и ъсякоrо '!' :f: о има-

место :iJr (G} ( '(tJ (G) в точности ororдa, коr;ца ~r(().j 

1сnнечно. В § 3 иопоJIЬэоваюtем розультата Енсена [2] ;цокаэыва

Тvll, что д.uя.- :всякой не конечноSI струк'tуры G и :всяищ•о 111_ 

11 Ч: не ниже 2-ой ctyiieнк имее'f мвооrо ~ (v) *" ':б(tj {G) 

дое тоrо, докаэы:вае..rся, что jjCJ:Iи стр,у~'-'УРа G tакщsа, ч~о 
нell оnреде~има бесконечная nocne;дQJI8'tVдl»liOC'f:Ь оtношенкtt !1-

V: *О о nопарно различныuм 1\.lltн~~~~.oro ~r:(a) f ~-r/ (Ci) • 

ЧtiO'l'liOC'!Иt ПОСJiе;двее 11,880~ uec•o ДI1S ICЯitOI аркфмеtiiЗIIрО

uноЯ отрукоrуры, oro есt:Ь оtрукtуры, яв~Ч~•еtса - раоакревао• 

•.u~ обоrащеuмвм cтali.;дapt11ol модеь ap1фuoт1в1 ,uanpuep ;ua 

11 о Я IIO,I\811 ! F • • 
В § 4 oбcylrA.- в.юtоя воnрос" о"' .. ·OA;V~ero at,a:a: npa какп Jfl• 
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~о~иих в с!рукtуре <Г определимо формулой из ;t uвоаест~о 
всех о!во•евий данного типа, оnределимых ~ ~ формулами из 

::t. , rде по;ц :t. nонимаются ~зыки конечных стуnеней и неi<О

!орне их фрагменты. 

HaiiJI рассмооrрения nроводятся :в рамках 2 F • 
§ 1. Через Т будем обозначать наименьшее из I&Ноаес!в 

М с~ о :в в мфавиоrе {О, {,} J , див кооrорых о f 11 и, если 
r. N , !О (т:, ... f'.,)i /'1 • Элемен'!н Т будем наr,, ... , "& 

ан:ваtь типаки, а само множество Т - 111калой !И nо в. Ступенью 

!И Па 'l' будем называть число Н т: тattoe, что 

1. St о ==о , 
2. Н (r, ... ~ •• ) = 1+ ,.,",а f Л т,, ... , Jiт.,]. 

Пусть А - не пустое Wlо:кеотБо. Типовой шкалой uноаестn 

ИВА А будем называть оемейст~о (Ajt'~T · ,оnределяемое так: 
I. А

0

=А 
2. А(~ • ... -r .. J = р ( ii'x .. r А rJ ' 

. т r. Ar, Ar.. Dl. '' Г7J.8 А 1
1 ... 11 А .. - р.екартово nроизведение кно:кеств ) ... ) ; г сВ; 

- ltНоаест:во всех подuвоаеств В . Дли каадоrо 'r f Т злеквиты 
~оаеооrва А 'Е' бур.ем называоrь отношенивми типа 't' на А и 
обозначать uалыки начальными .пативскими буквами с :веР.ХНИII ин

,Jексом t' и, :вовко:zно, с нижиими иидекоаu. 

Пусtь име~к тиnо]lы.е шкалы мноаеств · {А/r,т , ( В,r,т 
• отобрааенае F.: А.__. 8°. Отобрааввия F;: А т_. в r {rt r) 
опре;~tемек ре!tJРСией: 

r (a(r .... r',.)J_~(~'r, _,т.,' '7,.'l', I)Т:•({,'l',:f-r (qT'fl1 .. ,,1 r(r т:.) 1- o, ... o.,, . .:t.,, ..... 1 r, '/ 

' ... " л &:":: F.r., {t~ .. "1 А ( o,-r, .•. а!"> € а r~,. · 't:'.,J)}) 
"'l А -r! r.-e ar Е • Эти О!Обрахеимя бy;~tev 8ЭЭНР8ТЬ pecnpocтpR-
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• ин ми отоеiрэжения fo • Легко :видеть, что если Fo - отоб
оние А 0 на В 0 

, то Fr: есть отображение А t' на 8 r для 
f\ICOl'O т fi r . Если Fo - взаимно однозначное отобраsение' 

• 
и его распространении :взаимно однозначны. 

Пусть С - некоторое множество символов, назн:ваеJШХ кон
ннтаЩ~, и nусть кажrой из копетаит соотнесен :верхний индекс 

· Т , называемый тиnом этой константы. С мноаест:вом С 
осоциируется язык :высших стеnеней L(C), который содержит: ,. 

l, · ДЛЯ ка.ждоrо тиnа "С nоследоватеJIЬНООТЬ OИJfiJOЛOB V<' , 
;r, . . . , не содераащихся в С и назы:ваекюс nеремениыми ти

n 'l' ; 

2. сиu::волы логических оnераций: 7 , 1\, lt', ::: и cкoбlGI (,) • 

( 1/редnолагаетсв, что и эти симвоJIЫ нв принадиежат С ) • 

Переменныв и константы (тиnа CZ' ) будем назы:ват:ь терма-

и (типа 't:' или Н "С -ой стуnени). Термы, типа О ·будем: не

IШа•.съ индиви;цными термаки. В их обозпаченивх верхв1е Jндек

,, (их !ИПЫ) чаще всеrо будем оnускать • 

f J J. (r:, ... v: .. ) J. r, r., J. 
Выражения видов 1 = ~2 и ~ z: ... f ,r;це r 1 

f. , 
.1 (r, ... т .. ) 
z: - orepiiЬI, называются ат.омариым.и формулами. 

Множество форwул onpeдemtoтc·R кatt наиuеньшее из ыно-

' ств F TatOIX, что 
I. атоuарные форuулw nринадлежат F ; 
2. если 'f1 , 'f, принадлежв.т F , то 7('f~) , { 'f.) А { 'fa) , 

v~{ ( 'f1) привад.пе•ат · F • 
Часто 11Ь1 будем nисать 11 ('fr}v('fa)n ,вместо "1((1('f.))~'~{'('())}~ 

n('f1)-+('f:a} " - :вместо 11 (1{'t.)) .v('t',) 11 и "('f,)н{'f,)n вмеото 

"(('P,)-.('f2))л (('l't)-+('f1)) "· 
Uы будем D звnисвх формул часто 011yolt8!'Ь oкoбRJI там ,r;де 
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это не будооr при.11оди·rь 1( ра:ню•1'1'011ИнW. 

ilOHf!'J'I4Я CJJUuOД!1Ul'O И С BН:IUHII0\'0 11XUЖДOHI\t1 перемеННОЙ :В 

формулу опредоJiнmся ''оuчним оорuаом. 

Если d OQQ"II!iЧSИ IIOlШ'rOjJYIIJ фOjJIIYд:J~ '.tO СИМБОJI 
~<!( V:t'' V.·""l с5"де'r СЛУЖИТЬ И обо· IIU 11011ИUW ТОЙ J~:e форwулы И 

. \:;1 jf ' ' о • ' llf J о) у-, f: • 11; .. в 
укаэание11. !i8 JlO, что :вuе :вхождошш ви (ннаuннuх: V; , · .. , '" 

6 свооодны и что не существует оuоОuдных вхождений в d 

!IНЫХ nt~рамеlш.ЫХ. 

Стуnен:ью форыулы будем назьшатъ lli:iИВьюшую иэ соrуnеней 

:входящих :в 1i8ё нepeiiefiн.ыx, увеличенную на единицу 1 или чисJю 

о , l)OJIИ :в форuулу не входит леремо~ные. ' 
Струк·rурой рода С , или С -cтpylto:rypoй, или с ·rруктурой 

ЯЗ1>1К8 L (С) будем называть всякую пару а J: <А J F) • rде А -
не пустое IIOio•ecт:вo, а F - функция, оnределенная на С и 
1:акая, что Ftc")€ А" для воякой коliстан1!ы c'f из С . Uно
жеотво А называется базой струкоrуры G ,отношения на А ·· 

0 
rноwениями :в G , отно111ения F ( c't) для t: rt С - оnредеiiЯ

ющими отношениям11 G • Если существует wаксиuум стуnеной кон
с -rант 11э С , то el'O будем называоrь ст·~пен:ью G · 

1\уоТ:Ь II.JiOЖtJC'f:IJa КОНстант С И С.( 1 !8КОВЬI, ЧТО С1 t:: С • 
~~ п,·сть G =(А ,F)- структура рода С . Струк•.rуру С11 ·= (A~FIC") 
будем нuэы:вать обеднением структуры (f . Б~деu также rоворИть, 
что (;: - обогащение структур!~ С/, . 

Пусть G., = (А, F.,) и Ga ::(В, F,) - c'l'pyltorypн рода _С 
,
1 

J - вэаим~о однозиаrшое о.rображение А на В ,для кото-
fо ~ С 

pOl'O 1. { F; (rfJ) = F2 {с') длn воnноl! константы С из ,где 
~ G -r /~ - pAO!JPOo'l'PЗИe81Sit / 0 • Тоt•да будем nисаtь 1 - Jz и 

ro1IOPH!:~>, IJ'fO отруl<-rуры G 1 и G2 иэоuорфны и чтn ID - :!. .1 , 

- 50 •. ... .• 
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оJ,~ное отобра•ение G1 на Gz • 
llуот.ь G = (А 1 F) структура рода С и ~ - формула из 

L (С). Функцию 1 будем называть (tJJ G') -функцией, если . 
1. в область её оnределения ~ входят вое 

С и переменныв, :входящие :в 6 свободно; 
2. 1 ( c'i:) = F{c'l) д.ilЯ :всякой константы ~т 

1( rJ At' · r 3 ~ V Jl ;цпя всякой nеременной V . 

константы 

И3 С ; 
иэ СХ} 

То11ер:ь оnределим nонятие выполнения (G, о} -Функцией /фор-
улы t5 :в G • 

1. если 5 -атомарная форкуnа t,:: t~, 1 oro 1 выпоuяеr 
rf в G в точности тоrда 1 коrда 1 (i~J = ./(i") 

2 
..,. t(r~ ... r..; r. ~ • если v -атомарная формула 'f:, '~· ~ .. " 

'111оnняет ь :в (J. :в точности тоrда,коr.да 
<lft,fi) ... J(i!1> ~ l{~ ·(t, ... 'l .. }); 

3. если ~ есть ., r51 • ~о 1 :ВЫПОJIНЯ81' 6 :в Gt в 

ОЧИОСТИ ТОГда, коrда .f ве · выnоли~tет 6~. в (t ; 

4. если б есть б1 А 61 t !О ~ BЫПOJIHR.tl'f (5 . в GY в 

u•1ности тогда ,коr;Аа 1 выnоnияе'! 61 • 1 11Hn0.11ИH8'f rJ. D 

5. 60JIII 6 еСТЬ Vyf' (f/,) 1 ТО 1 11ЫПOJIBII61' 6 В (f 

!очнооти тогда, коr;ца :всякая (с; J 6,) - функции 1 оrакм,. 
lf'I'O /. (+)::: i OJ дnll :воякоrо f :f vr ' :выполняет б., в G • 

Из опре~еления .непосре;цствеиво оле~ет, что {G,tl) -Фуик-
1\ИЯ ~ :ВЫПОJrВЯ81' б В (j. В 'fOЧHOC'rll !ОГД8. 1 ХОГ;да формулу 

f5 :внnо.пняе! :в G фyИIЩJil 11 С U V , rде V - uноаест:во 
норемевных, :SX01UUUX :в 6 свободно. 

Будем rоворитъ. чtо ( Q ;'У, . а,:"\ BtlПOJIBяeт ~(v.."· 11. r., cr ·• • • "' / - ,., ' .•• J L,p 

MJ!It Ч!О б ( ai.,1
, .. ,, Q~") :ВЬ!nО1ШЯ6fОЯ В (J t .11 ПJCii'S!:Ь 
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G ,_ б 1а~' a.""l', ecJJ.И {G, 6) -функция 1 такая, ч~о (С'' I "''J 1-./ 
Т:· '(.· (5 с; 

/(V, .~ ):()~ ~ {j: -f, .. . , n) ВЫПQЛНЯ6Т :В • 

' Формула с5 вазurаотся выполнимой в СГ , есхи она :вы-
nолняе1'оя в G какой-нибудь { (J, б) - функцией, и истин -

liOЙ :в Cf. , если она выпо.ин!ltt'fСЯ :всякой (оi,б) -функцией. 
Пусоrь С. - род структуры G , :f - некоторый фраruен'!, 

'i 
языка L (С) • Будем говорить, что отношение u определявт-

си :в G по содер.анию формулой 'f (vr) . , если 

G .,_ 'f (а.~) 1\ V v ос ( 'f ( v ") ~ v rr = а ") . 
О'!ношение и 'i бyJJ.ell называть ~ -оnредели~mм в CJ!. no оо-

. u acr." 
хераанию, если суЩествует формула иа ~ , оnределяющая и 

~ по содержанию. 

Будеu говорить, что отношение и ос, 'i = (r, ... 7:п) ,в G-
оnредоляА'!ся по о6ъеw,у формулой 'f(v,-r•, ... 1 ·v""1 ,если 

< al' .. . а,~~) Н4 <r ~ (Г f- 'f (ai~· . ... 1 rJ,~") 
Отно11епие a't' Ciyдeu называоrь :f -определимым :в G по объе
uу t ео:пи сущеоfвуе'f форuула ИIJ ';/. • опре]J.елиющая а<( :в G 
rю объему. 

Пуст.ь а. t' определяется в G 110 содержанию форuулой 
'f (v r) • тогда а~ оnредемется :в G- по объему фopuynor.t 

V vr ( tf(vr) -~ vt" "{" ... v., .,.,. ) , 

иша фopuyJJoй 

зvr ('f(vfj Jl vrrv,.'l'' .. . v';"). 
Есла ц rc опре;целяеоrся 11 G по о6ъоаtу формулой 'f {l',r~ ... , v!i4 
•to '1 't onpeдE'lllteтoя в G no содерiВ.н~ю формуnой 

v r, V .,. .. ( rvr, "r .. '--'" 'f(lt r, v т.~ v v, ... v., . v f ••• . .. ..-т 1 ~ ... 1 " • 

~· 52 -

11 о р воu, L (С) - оnределимость :в 0:. отношениа невуJЮ-
111 ,·и на 110 содер:аанию равносил:ьна ero /.. (С) -определимости 

(t. 110 объему. Поэтому отношения, L (С)- опре.делиuые в rJ. 
uдuраанию, будем наэыват:ь /. { ~) - определи.IШМи 11.101 nроо-

•mрuде1Iимыuи :в Cf отношениями. 
11 а~ ~ ~ 
уоть , и az отношения 11 v- • Будем rо:ворить 
~ ' 

1) а, опрвдедимо :в (]! стнооrtтельно а '{t 1 nисат:ь 
,r, f: 'iJ {G-JJJj, если ai' определимо в струкrурв (J. (atr1:: 

А, G >. где G - Функция ,определенная на . С v 1 t1 r1 '!а-
1 что G(o:1=a'{• и (}tC=F • Еоли t:iJ' E~{t'f>a,'~'~ и 

1 
1 Е- ~ (rr, ai"), то Сiудем rо:ворит:ь 1 что а J, и a,r, взаи

• 1 1J11Jiеделимы :в (j. • 

Всюду да:пее символ G Оу;дет обозначать структуру конеч
' ' 'о рода. 

§ 2. Через '.iOZ" Ш) будеv обозначать uножество всех оп
, lодюшх в (J. . отношений типа 'l" , а через ;д({}:) -wtоа:ество 

,(~. . 
Следующие nредложения оu <>tнщщ. 

2. I • I • д л я 1i с я к о г о ж и п а 't ..,t: о м и о-

о т в о ';?)or ((1) е с т ь т е л о м н о а в с т в. 
В часоzности , {jr: (f/)) а tt} с:~ {r;) ::ф :дr (()') 1н/r~ 9(0:)· 

2.1.2 . Q'l''E~((J}фф{<f}~~ .. ~;z-.: .. l~r·): l.·r.· a'liJ~~(d). 

в чаr~носrк, af~ 9{tf)~ {av:j 6i~(~) . 

2 1 3 а (r, ... '~'l) ~ /(1 1 { ~ r. r. т. t. 
a (r ... ~'f;Jj 6 9J(d).~ {\ !Ф+ (tJ, ~ .. lf,.' ... a..,'"): ((1,~ .. 4/! 1 

2 .r .4 . а (t, ... f ; .. r .. J 6'- ~ t(f 1 ~ { { Q '•. q.r' ) • -:'11 .rt.. :-1 rJ".., r; > , cft• . . t" .. l.] € 'IJ (fl.) . ~ ·. , , .. • •. ;т .~, ••• .::rQ,. l\' , ... 



сжв~~вв предаожевие о6о6•ает ~еорему Тарскоrо [4). 
2.2. П у с '! ъ Qtcl Е g ((}) , а (r:t:J.f 91 (G.) 

a.t' rJ, о. (~J ~о~ в о • в и в в в п · о 

д о ч е и в . я в а a{r} • т о r д а в с 
, о att1n~(a) i ~(с;). 

в самом Деле, nусть а~1 опредепяе'!ся {по объему) 
.Jolt 'f (vf) , а tt:rJ - формулой · "f/( v', w') • Допустик, 

с. trlfl t:JJ((;j f tz;(~J. Пусть а('1п ~((}} , определяется 
форму.11оl Х ( v~) • Рассмотрим сn е дующую формулу с.> { V ") 

'f(v"] 11 7X(v') 11 Vwr('f(w') 117 X(wT)--+ 'r(v", wт)). 

Ei выпопияе'! единс'!веиное отношение типа ~ - наименьw~й 

восиtельно впопве упорядочения aftr:)/' Q trJ неопредеnиiiЪ/й 
а лем(lв~ из 4 ttJ {таковой с~ествует по усnовию а trJ<t ~ (Cf.} ) 

таким образом, формула с.> определяет неко!орое отношение, 

првнадлеzащее а rc\ 'i6(Cf) , вопреки '!ому, что венкое 

l!le из а tr:J \ ~ ((J) не определимо. ~з попученноrо ПD<)tи:во• 

речitя следует, Ч'!О. ;цопуИ\еиве неверно. · 

из этих рассуадеиий вы'!ехает. справедливость следующего 

боnвв сипьноrо предхоzеиии. 

2.3. п р и у с ж о в 1 я х 2.2 в с я к а я 

11 у 1 а Х · ,выпопиию•ансн 

о п р е ~ е д 1 к о м о '! в о ш е и и и 

н а 

• з 

ка :~. до м 

a~J ' вы-
п 0 Jl н R -6 '! 0 я н а к а а · д о v о '! н о ш е в и и 

и з а.''"1 

Допустwм, ч'!о Х выполняется на каждом отношении ИЗ 

O.f't:J fl '1} (G} • Если би при Э'!ОI CYII\6C TBOBaлo ОТНОШ61!Иf' ИЗ а 
IIB внnолn6•м · Х , 'fO дли такой фориушi Х фор,!ула 

OJ.jЛi.l оы определение u неопределиuого здекеи'!а 

~ю11u т быть. 

11 t't)!IO!JИTЬ, ч•rо система формул Х :::{ X;(vr)j опре-

1 r 1 д rпканию отt; vшение. ц r в G , если а r - един

' 1\ ot tJ1'110ШОНИЙ, БblПOЛHRJuLI{WC Б {f К81КдуЮ формуду 118 

дvw J'оtюрить, что система формул X'::: {l[(v,Т, .. . ,v"~")j 
ltl• 1'1' но оо:ьему отношение а ('С,·· · r,.; :в G- , есж1. 

t:UC'l'oит :в точности из тех кор•.rежей (Q;t : . . а;"), 
!lj•I НJ JЩIItJJIJJHIOT ~ r;· каждую форыулу из Х ' . И з 2.3.сле.цуеоr 

• · '' . Jlpи условиях 2.2. Шiожество :всех оnределикых отноше-
11 и 1 а т 110 определяется :в (;. ни по ооъе ыу, ни по содер-
' 11 никакои систеuои формуд , С JJtiдо:вательно , и ~& ( (/) · ве 

11 111 I IJ JJНO'rcя Б {;. никакой системой формул . 
~ .!, . ТЕОРЮ.!А. п у с т ь 6 !J э а с т р у к т у р ы 

1с 11 ю ч ·а е т с ч е т н о в 11 н о z 6 с ! 11 о • 
11 1 д а ~((оо)) {Cf} ~ ~ {rf} . Б о л в в 'f о r о, 

(1111 )) {dj н q о n р е д е л Ji е т с 11 :в cr 
н ·-и о n с и с т е м о и ф о р м у л. 

((o oj) G ' 
О•r1юшещ!е а :в наэ о:ве м ординальным , во.п11 оно оо-

, /) (оо/ (оо) А .1 (оо} 111 и э всевошюхuых Lo( Жti ких , чжо а г ист а IIBJIII-
. _l IЪ•.L 11 fi TнoшeiiИJJI.rИ :вполне уrюрн;цоч виия (на ыноавст.:вах aom а -

( 1 ll.,(<a&> GafooJ)j ), иw~ющи ыи один 11 'lO'l' же иорядковыJ 
11 l lооледиии иазо:ве14 ординалоы оо:сношвuия а (РР} • llнozectJo 
111 0 1

'
1
/) :вс ех ординальных отношuни{ nринliд.пеаит ~ (t; / • Tu 

JPIII иаждоrо орди/ПlJJа о< < N s. сущеьт:вуеr орданадьвое or-

IUI •I Irиrt ординнла <./.. , то кножес-rво aJf( ~oJ)j нвочео:но м, сае~ 

1 1 •IJJ ыtо, содерант нео uредвпиuое орцlf811 Ъное otaOi eue • 
111 111 •1 унорндочеuие Q (1/o(l})j , ИHдyttltPJIМOEI ~(l'fC<J fJI61111NU JDO-
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· а fff#IIJIJ (находящu:ся рядочеиием ординалов отношений из 

BЗSИIUIO О;nнО-ЗНаЧUО!l ..:ооrвеТСТ:ВИИ С ЭТИW! ОТНОШеН11ЯМИ) ' OllpB

Q(((oc)J)(} "i>(d) не оn;цели~о в (J. • Следовательно, в силу 2.4, 

ределяется никаiсой системой формул' а значит' не nринад;~~З.rит 

~ ((j) • отсюда и из 2. I. 1 следует, что ~(foDJJ {Cf) не 
Н8ДЛ611tИТ ~((}) ·• 

Обозначим через ~ наименьшее ооrноmение nорядка в Т 

такое, что 1) (~)~(e::.J>) для h'-f • 2) 7:, ~ ?f1A •.• 11 

н р ) 
л 'l"" ~ 7!' и ,., н .f р =:> ( r' .. . ',.} ~ ( '11'., • .. .". 

3) 'l" 1( .. . t' ... ) дм всяrсоГ'О тиnа 7: • Из 2.1.2, 2 .1 .3 и 2. 5 

CJ\6дy6'r 

2 , 5.1. п у с 'l ъ Gе.за структуры ·(J 

в It ;n ю ч а е 'l с ч е т н о 9 • н о :& е с т в о. Т о r-

0 r 0 'l'~..l'l':'l/'~((t!o))ll SIV";.2j и м е е 1.' Да ДЛЯ JICЯK .l , 

11 е с т 0 91т:ШJ 1 lfJ(G:} • Б{) :11 е е · т Q г о, ~rti1) 

в е о n р е ~ в в и в т с и ~ {f. н и ка ко n 

~ т е ы о й ф о р • 1 и. 
С teJ С Пусть G':: (А ' F) - с трукrура рода • t G и ,... ' 

В= ((cf'1 trв nусто . Пу~ть дапе е структура {/1 =(В, (F/ 
жество '=С, {!'1•11 

11 ·nко:ва что G - функция' оnределенная на С .. 
' r · !:· r '1:· с r, иа о ,. (е,. •) == 8 ' fl г (С· ?для всякой константы i !8.KI.l f\ , ЧТ LТ • • 

С '. Всвкое обе;D.Ненио структуры C:t. будв ы называть родj 1Щи
еl структуры (Г · 

Сtруктуру (j будем называть арифме тиэировu нноИ, есJiи не

которая её редукции изоморфна стандартноlt модели арифu<'ТИitИ. 

2.6. n у с '1' ь (f - 8 р и ф м в т и а и р о в 8 fl -

и р. я с '1' р у к ! у р а. Т о r 11. а ~t Ш) ~ ~ (Cf) 

- Sб-

'О 'r и п а «r л е н и .. в 2-о 11 с '1' у-
n е е т о г о, д л я :в с я к о г о т а -2>r (~) н е о n Ределлет с я в (f. 

о 11 с и с т е и о n ф О р )( у Л.· 
радв1ше достаточно доказать ;цлл с труктуры,нвкотораs 
которой есть стандартна в 1юдедь арифмети!(И . Пуст:ь (; 

структура. Покаже~о~, что у'f:верждение верцо ДJlя 'l"#(foJ) . 

и из 2.1.2 будет следовать, что оно верно для всякоrо 
окоrо, что Si?: ~ 2 

Ординальное O'lnomeниe а (f•lll/ в (]! назовем чиcJIOBNII , ec

IO содержит какое-нибудь отношение а (#IIJ ва Мl!о:аестве na

JJЫJЬIX чисел. Множество числових: ордина.пмых O'J!f!OIII61:1JII . оn
nиащ. Каадо.11у числовому ордwнал:ьноку отношению Q rr""J) со
ом 1 ( atr-"1~ =/ {С' (11.,, н1): (л,",>"с/:J: а''~с/'"~1. rде C("··".J-

lJUl!CI01ff номер nары < '111 '1,) • Эtо соотве'lствие :взаимво 
ачно, ~~ Q ff"oJJ и 1 (а tflloJ)} :вэаимоопре.це.nиiШ в Gt 

олонnое в 2.5 отношение nоряд~а между ордивальни~ от~о
нми ивду1щрует отношение .вnопне уnорядочения "ва 1111оzост.ве 
u ra ординальных отноl!еtтй, tсоторое несчётно. Отсюда и из 
дедует докаэывавuоо. 

3. Телерь паша цель ~ установить, Ч'fо r::IOrttJ)J(ff)f 9{(;) 
олько ~ арифvетизированных структур, но и ддп ~ОР.жоt 
нечнои структуры ()! • 

0· lfODISBИe (( (r:tJ :В {J будем Назьmать ПООЛ6ДОВ8'I!ОJ!ЪПО -

(отношении т~nа ~· ) , если оао есть отиоmепие вnu~ae 1по-оnn:п Шiожества d~н,afr'I".J=(t:~f'.·3~{<t<r&r> ~ atrrJ)} по 

t • Э11еvен'fы 'dст atrtJ бY.1teW еаr:озrь чвенашr зtщt Л.~'I)J/8-
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до:оs:rа:п:ъности. Наименьший относительно уnорядочения: ci"r) 
ЧJieH посдадоватсJJЬI:!Ос ·.rи будем называть nервш: ч:nеном,следую-

• ' 

щиJi за uиы- :вторыы и т.п. Пусть 'l'# o • Тогда пос л\Jдс.ва -

fеЛ:ЬНОСТЬ e:l ('t t) буде м НаЗЬ/DЗТ:Ь ДИЗЫIНКТНОЙ, е t::ЛИ ДЛЯ ЛIООЫХ 

аё ЧЛ6ВОВ а_!; t 0,:· имее '! U6CTO а! (l a,~ = f/1 (m'*11) 

3. 1. Пуа:r:ь в G име6тса оnределимал nосJrедоJiателr.ност:ь 
a trr) (7:Фо) • Тогда ;в (] оnределима некотора!I ДИЗЪiШI(ТНан 

' t"r:J 
носле;цо:ват ел:ьност.ь i 1 

• 

;для всякого а (i Udom а'1116удвu обозначать черсэ ~f.:~)мно--
·о е · ·"~ ... с:rьо I.!Oii ро11 члetroJI ~ , которым nринадлеж~н а. . Эле-
. л " U·.J .. ,rr) :монтu ... , о И<~ иon-ta по;rагаем эк:вивален~ншии, . еr.ли 

,)((rA)= .tV(i}. !\л ассы Э!tDиваJIОНТ1юс•rи буде и обозначать t;c 
Чере~з .AI(e,-r) оудеи оОознг~zат:ь .#'(с.) д11я кы;ого•·ниuу;дъ 

а с e~'i . Пусть 1 - кrшое-нибудь эффек1:и:внов .взаимно одliошш 
но.е о1·ос>рапоние мпоjJ[оства P(.t~~/ :всех 1шожос•rв натурад:ьных: 

чисел в wюtteoтno :вtщсстве!шых чисел иl!'l'ер:вало. (о, ; ) • Обоа

па'!иu черва 1'1., t.шo:rec·r:вo вещественных чисел 1.-rr~t:) д1щ 

псе:во :ню:ашос rшассоь экви:вюнJН'l' !!ОС'l'И е" • Хо·rя бu 1J ОДНО)~ 

И3 ИI!~ОрDЕlЛО:В ( 0, /) , tf, 1) СОдерЖИТСff H61t0!16Чii06 !,\HOЖ6-

C'l'D0 чисел из /'1 f • Пус~.ь 1'11 - Wioжoc·rвo чисел ~э М f , со
А раащих:ол в ле:t:Юм из :rа.ких интер.Еал<~в. Середина nоследнего 

д<.лит щ·о на два nопуиитор:вала. Хоtя бы в одном из них содер-

· аи·есrl ынюиечное ltiJOЖOoт:вo чисел из 112 • Пусть /15 - wJoxe

C'IlФ чю;ел из. 1"12 , со;церJtащи.хсн в ле1ю1.1 иа тtншх noл.YtiHтep
JJaJ,O)I. 1\ "r .11 . Среди миожuс·т:в /''/, , f1t , . . . Сiеоконечно uнoro 
различных . Пус!Ь ~/"11* = f1 1 , Nlf:t- первое из этих 111110-

·м* м · "' ·~Р 'l' .В, О:t ЛИЧIJОО О! , ''" > ... Последовательность м1 . 
1"1: , · · · - у6wвоюrцая . По нell с троим диэ:ьющtтную nоследо:ва-

- 118 -

TJo ~ • .V,. . . . , r;n:e ~ = 11: \ М : ... t • Иаадоuу 
оотне ое11 ооъе;nивение t: всех классов экви:валеитно

q- , ;ц.nя которых числа 1.1/(е~ прииа;ц.пежа! ~ • Пос-
r т 

о ·rепьность .l, ; t, , ... диэъюнктна. Она определена от-

И rtiЛЬHO а (tr; ~ ~ ((}:) и, зиачи!, опредеJПiма :в CJ • 
r:труктуру будем называть fl'- к;вазиарифме!иэируекой,ес

м 1 ней опре;цепима каitая-ниоу;ць последовательность а rrr) • 

11 ть ~ есть ~ - квазиарифметизируеuая структура конечно
рода С и 'r'FO • Тоrда, cornacнo 3.!, в fJ оnре;цеЛJiма 

11 которая диэъюнкоrная nо~пе;цоватепьно~ть а (r~) , ч21ены кото-
't' 't' 

11 будем обозначать .1 0 , Ll., •.. , 

Обогатим язык L(C) добавл~uиеu в качестве новых ион-
". /'11 ' 

н т всевозмоаных отношений а из v- и еще o;nиo.\t коастаn . 

С tr) • По.пучениый язык обозначим через l {(!.) . Множество 
х предпоsеиий этого языка :в которые не входят атокерные 

t ( ... (r} ... ) ( t ) 
puynы вида •• , С •. , , будем обоэначат:ь через 

L/(fJ). ~ чврвз Cl,.. оОоэначик структурJ (А , G) 119WIJ. J.,(C:j, 
ll~tющуюсл обоrа~еимем (f и оrакую, Что с;( а")= а.". :A.IIЯ 
IIKOrO ОТН086НИЯ а '1!' :В (У • 

Пусть 1 - некоторыЯ эффективный nересчет конечных мно

ооrв натуральных чвсел. Чере з i { "# , ... "Р J будем обозначатЪ 
11 мер uио:вествц. { ".,, · · · ,np] при зтоu переоч~те . Для кa-.noro 

уральноrо 1i будем через l {п) обозвачать IIНОХЕ!от:во на
УIШJtьных чис:'11 А , ;мя которого gA = f(nJ, а через R(n.J
ноаество В , ;цпя котороrо g В = 't (о/ , Г]\е h. :::f.' (l'(нj, "t(н/) ~ 
(р, ~) - кан о:rоровский номер пары < f 'f) · 

Число р будеu Н~'ЭЫВать :вW!уWliШ:Им усло:впеu, е{) JJJIJ 

~ nR(pJ::JI. 
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БудеУ говорить, что вuну11дающее усJ1о:вие ра расширяет 

:выну11.дающее усло:вие р1 -И писать fa ~ Р2. ,ecJIИ ·L (р.) с ЦР~) 
и R (р.) с R (P:z). 

Вьшуждающее условие р назЫвается: со.rласо:ващщw с :~о~но-

аест:вом ч·исе~ JYI • 6СЛI! L (р) n М= фи R (р) с м. 
Рекурсией оnределим в Cl отношение :выну:аt;ценин ·t:> уежду; 

:вь:вуil:даа:шtиu ус.Ii.овияu и форwулами иэ L.*" (CJ) ~ · 
r. ПуС!I>' 'f(a\'!~ .. ~a:'J.- aтoмapk!aiJ формула ЯЗ!liСа L (0:) ,:в 

коtорую ne :входиt констан.tа С {'1:) • Длit выну~tдающего условия 
( 

9; 'l'нJ 'f {Р 'lf (; 'li, J 
р полагаем f е> 'f Р", .• . , Cl., /t если ~ , .. ·) ,. 1 выnолня-

ется в ~ . -
. 2. р 1> cf'tJa т , если для. яеко:rорого n 6 R(p) имеет 

. ·"'"-A<r J.ICCTO и - n 

3. р t:. 'f., А у?2 t ОСШI р r;;::.. 'f, И · p·=-'frt_ •. ..:> 

4, р t> -т 'f t , еСЛИ liИ ДJIЯ 1С8.1СОГО БЬIНУZД8ЮЩI\1' 0 УСЛО-

ВИЯ р1 > р не иuеет места Р1 с:а 'f" • 
5. р t> vvv('f(v'lf}j , 6СЛИ Д11Я :ВCflKOJ'O ОТНОШеUИЯ а 'r :В 

(Г t'f!.l6eт место р ~> 'f (а ·v-) • 

C:neдyюUU4e утверждения неnосрбдот:вАнно витекают иэ приве-

:дuш!W: onpeдe:nett.иit. 

3.2.1. д :n я • ю б о r о в ы в у ~д а ю щ е г о 

усnо .вия · р и . лrооой ~· фориулы т и з 

j, * ((Г) у т :в е р а д е а и я 

~ в с о :в м е о т н ы. 

3.2~2 . д n я :в с я к о r о :в · ы н у ж д а Ф щ е г о 

у u • 0 8 и я р и · :в с я к о r о о т н о ш е н и я 

а t' р ~ • .., ( (fl а r р а в 11 о с -~ n: ъ u ·о 'f о Ъt 'i • q 'r о 

~ · Ч •1 • IJ n ~-(', Л С Д О В В r ~ Л IJ, Cl . и il . $ 1! т 1> ' u 11 ' 

. ,, ~j(l . 

1 о f и а. (r 't} и .п и ч ~ о д л я н е к о т о р о-

11. f /..,( р). и м в в ! 
. r -r . 

u е с т о &f .: Ан • 

3,2.;3. Е с л и р.,>р. и pr::a У' , 'f о р., r::a .'f 
. . 

Спра:ведли:вость этого ут:верzдения леr~о доказатъ индУu-

1! 11 1101 чиолу . ~ 1/' лоrических оnераторов, · иcnoльsJ~awX пpJJ 
11 1 троении 'f , исходЯ ив оrого, что :в о илу пувкто:в· I и 2 оп._ 

'~олtшия поиffтия :вuнуждения, это уоr:верждение справедливо даr.. 

о ЧJJШХ формул. 

3.2.4. д л п в с а к о r о в и и у • ~а ю щ е г о 

1 ло:вияр и :воякой формулы lf цs 

1./(G} n и 6 о р r;:::. f. л и 6 о о у щ е , о т в у е 1! 

, > f , · д л я к е т о ·Р о r о p1 t> 7 'f. 

Ддя аоr?ыарuых формул 'f оnра:ведnи:вост:ь &'J!oro уо:верJДо

• 11 неnосредс-rвенно следУет из nункт о :в ·1 и 2 · onpeдen(!HИR · :вы~ 

111 дения и из 3.2.2. 

Пусть утвераденке справедливо дпя воох формуn У' таках, 

g.tи 'f' n. , и nусть ~ 'f = 11-~> 1 • Покuек, чо:о torм 
4 сnраведливо и ддя 'f • 

П;усоrъ '/ = l.f., ·;.., ~ • Tor;na р J/- '1 ра:ввооиJi:ьно . toaq, чtо 

'f1 или р fl. 'f!l. • . По· . индyкi')I:IIHOiiy nредп~;пqа:еи~tю nоопеднее pa:в

JIЫJo оуще01':nованию Р1 > р , ;цнн :кotoporo р1 r> ., ~ , 11.1111 

1 , ' t 'f.2 , ч>rо nлече ж сущест:вованке f1 >-р ta5toro, чtо дu 

щ·о вынухдающеrо условия. Ра > р1 имее! месоrо <p~r;. f, ац 

r/- 'fa, ) , Иll/4, ЧТО fO ZfJ 1 fi ~ if., А 1/f. ! •to 08JЩЧ88~. OJ" 

ование Р.т • :вннуадающаrо 1 ('1.,,.; 'fa) , .to tCJt• вuуам-,.., 
ll~oorъ 'f= tlvr(l/;). ТоrДа pt/1- V' о&качаtt, ооr•аоно Ч.awr , 

1 ~ЩJifHIИIJ Dbl.IIYXIJ{81t.l! В Пpa~OJIQ:!tHIJfk\ 111;/Q'IЩIIB tOYIIIIQtВOJIOI!o 
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. ", вие р•1-·р и а", для ttоторых р~ "... 7 'f,(a ,, и, следователь-

во, р1 r:1- 'f., (a"J, а звачиоr Ра r:j- 'f для 11сякого Ра ~Pt • Ta_..

u~ образом., р ~ 'f :влечет существование р., ~ р , длн кo-
oroporo р1 1> т 'f · 

Пуооrь 'f= 1 'f., • Тоr;ца prf 'f озвачаооr существо:вSJtие 

р1 > р , дnя· которого р r:>-'f1 , а: значиоr, р2 с;- 7 'f, для BC!f

кoto Ра > р . Таким образок, р rf: 'f влечеоr существование 
р1>- р .· , дла кooroporo р1 1>11~. то есть р, с::о- т '1' • 

3.2.5. р r::- 'f .( > fr> "71 "· . 

в .саком деле, из 3.2.4 сле1\3'еТ f"' 'f =Фf ", "7'7 'f .с дру-
гой coropo!W, р r:;. .'f ~3р1 (р, >-р 11 p,r:> 1 'f} =Ф · 

=Р 'V р. ( р, > Р• =Ф Ра q.. п ") ::::!~ Р r;.,. 77 'f ~ 
3.2.6. р с-.,., ._.... 'ft ,=9 ( р., r>V'1 ===* р, 1> ..,,). 

Пусть р с- Ч'., .- 'fa и р с- 'f1 • Допустим, что р ~ 'fz 
тогда для векоторого р~. > р будеоr р., ~> 'f1 в f ., 1> .., ~ ' oro 
ест:ь p

1
t> 'ft ,., , ~ . То ест:ь р1 r=- 7 ('f. -. У;), что противоречит 

3.2.3. 
Обозначим чероэ (J (с щ) обогащение (А, G) отрук-rу ры 

(j. , имеющее .род С V { efr~. Мко:ае-ство натурал:ьuых чисел ·М 
ваэываетсИ rенеричесnим для ~ , если для :всяк3: фо~м~лы У 
из L (cщ)=l}(t)ПL{CV{ctrJj} из G(ctrl):: { dm: ';16 t1 J 
ме;АУВ~, что G (c(fl} f- 'f ра:виосилъно сущеотвс:ве.нию :выirуца

ЮI\еrо условии р , соr.пасо:ванвоrо с М и r:акого , что р оо vz-.. 
3.2.7. В с я к о е в ы и у s д а ~ щ е е у с л о -

вме р оо r :ааоова·н о о некоторh114 

r ~ u е р а ч е с·х и м_ ~н о а е с ! D о м. 
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INOM деле, nусть foJ ~ ... . - не который эффективный пе-
Jю х формул Vv'6'{'f(v trj) языка /., * (ctrl) • Определим 

1 1 t lli и•олыюсть ( р .. ) вынуждающих условиll следующим обра -

р , роrн = рн в случае. , есщ1 р11 ~> 'f,. , :в прос.rив -

JI.}"IBt! rl'l"'1 ecorL Н8И1о16НЬШее натураJIЬ/:108 Число' расши-

и в!:Шуждающее ., f(Q 1Г) дли какоr')-Нибум с; ... 

'' u uo cyщecт.:вyttfj силу 3.2.4) .. Пусть М =UR (р,.) • .Эtо 
IIИ'liO- генерич <ое. В саыоы·деле, nусть CJ(ctr1=(A,G)

OI' IЦOIIИe (f , ДJIЯ J(O'fOpOГO t.Т{cm):: {tJ;:, : 11tli /1} 
Jl мuо утверждение неnосредствоnно следует иs 

3.2. '7". д .л. я :в с я 1t о И ф о р аа у :п ы. 'f и в 

J (с trJ) 

!•;t1ЛИ 'f - атuшiрная формула, в которую не :входи:r с (~1 , 

нрutщдли:востъ 3.2."1 следуе·т 1tэ nyюcc.ra I оnределения , :вы

J нин. Если 'f - атомнрна'Я форuула ста t' ,'fC Cf{r:'n)l- "1 
IIOL<I!.ЛЬHo ·а 't' = .:1.::; дли неко•rорого т е 11 , то есtь тому, 
i'• t:::~> 'f дли некоторого ~ • 
!lуоть утверж;дtшие доказаао дllfJ :всех фopwyn 'f' 'fаких, 

~щ lfl ~ n , и nyc•rJ, gen 'f= n + ~ • 

Тоl'да если 'f= 'f., 11 'fg , то G (с mJ 1-· У' ~ 

( G (с 1r1) 1-- 'f1 11 (;(с frl) ~ У'а} С-> ( 1t> ~ ~ f}tt ,_ V8 

1 IIOI(O'!'OPЫX fJ.. 1 r..) < ) f. с;:. 'f1 Л 'f11 (=) Р. . 1:J11- 'f · 
. -~-- . ,~~ . . ' 

r:cnи 'f ::::- , 'f~ , _ 'l'o (f (с. m)r- 'f (; > G (с (tiJ t+ 'f1 <=> 

( f. rj. ~ ДJi fl BOЯIC() I'O ~ )~ Р., 1> 'f , 
2 

llуоть 'f е с ть Vv"( 'f.) .T01'дati((1,jl- 'f~:t> Vc.~(G{ttr9J-'f,(Q?j 
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, 

(;=.>'Vi:л "з t t:J 'fJ. t'"JI • 
9-lг~ =- 114 1•11ос·педлвв :влече!r l9-- (,~ ,_ 'f) 

в nротивном случае • то есть олучае V~ (f9_ rl- Vv u('l'r (~- ~' 
w имели бы, no nостроению (р.,), 3atг(p;zr::r. 7 'f.,(a!!J) 

отку;ца следовало ба Pz. r:::- ., 'f • а значl11 (J(c tr1,_. '7 lf. 

Итак, ~{с (r:1.;- 'f => 3 't ( ~ t:::- 'f')· 

Но 1 !f- ( Р,_ ~ 'f) => V Q v 311- ( R;. r:::- ~ (r; ж• 
СледоватеJiыю, 3 f,. f;; е::. 'f) =>{'/(ctr1,_ .'f • 

-----3.2.8. м 6 е с к о н в ч н о. 

. 1 

доnустю.t nротивное. Пусть М= {п n ] 
• •' .. ·' ,_ 1! n - наиболь-

шее }!З п,, ... , 11.",_ .Тогда имеем (J(ctrJ1f-- Ut:;'t:l'atrrJ"r." r т rl 
1 "'' r• ..,.,. ... ~ 71: r?"' 

что равносильно сущос·rвованию :вын"..,". . " • ..,..ающего условиn р , длл 
I<оторого 

.f r.:"" 'rfat:(a'rrJ/J; Qr--. 7 r:frla')" 
Ч!О P8Bii0CИJ!bl10 

Va'l: (f ~.~ (arrrJ;;r a'r--+ с''' т) 
, " 1 а • 

Последное :влечет V", (111 >n--.p trJ rJ . 
сзо 7С r; 1' откуда tr.>€ L,/ j 

;цля всякоrо ;71 > 11 r Р 
' ЧТО Н6:ВОЗJ1011ШО 11 СИЛу KOHeЧliOCTll /., (/'/ 

3.2. 9. п У с т :ь f1 - r 1 • 
е n е р.и Q в с к о е ~ н о-

»: в с т :в·о д л я 0: ' amt:9J(r;) aJ'C"J Е~ (lr) 
Q. щ с С (С,,.') • Т о г д а Р ,,., ' . и 

к о н в ч .н о. 

В cauou доле 1 пусть ti trl оnределлетс" "'. rv 
'f( t) ( " " v- фopuyJioiJ 

v • По ;Условию fl c',1)1--li~,r('f(vrJ · rrJ ,t·l 
1 _,.с 1 1 • в силу 

~~~~м . 
, nоследнее ра:впоr.ил:ьно сущест:щванию р 

1.\JIЯ: которого р r:oo Vv'&('f(vТj-. ~f1:1vr} 
1.1 1 ' 'Ч'l'О Р~JН:осv.льно 
vQr!Pp;.. {'f(or).._. c'~"'o~ll 

_ 11 • От.сюда, в силу 3.?. .6, 
CJ!6}1)'(\'f 

Vat(pr;:::..'f(ar:)->pr:::;.c'r1ar}, то есть 

Va-r (atr"Ja• -> З п (п € R (pJ л ar = ll~}j, 
что впвчвr конечность . а trJ в силу конечности, R ( р J, • 

Множество натуральных чисел )\ назовем определимым в 
G (формулой 'f ) , ес11и { Ll~ : т~ А} опре]{елимо в (} (ФоР

мулой 'f ) , или, что то же в силу диэъюнктности последова -

тельности ( Ll;) , если U А~ оnределимо Jl (; • Из 3.2.8 
llftlf 

и 3.2.9 следует 

3.2.!0. Н е с у щ е с т в у е т м п о а е с т в а 

н а т у р а л ь н ы х ч и с е л, о n р е д е n и м о r о 

в~ и генерического для~ 
Наша 6ли:аа!tшая цель - доказать, что ~.,J~J, ~ (G) 

Для этого достаточно доказать, что :всякая формула 'f ( v ~) , 

:вьшолняюща.яся в (J на каждом а; =11~ d~ · , где А - оnре-

делимое в G мно:иество натуральных чисел, вьщолняется Jl G 
на кекстором _a,;r , г.це А - неопределимое множество. Из 
3.2 .ro следует, что nосле,щiее С5у;nет доказано, вопи Ciyдeor до

казано, что воякал формула 'f(vr) , виnо:лняющаяе>я :в G иа 

каа.r.ом а: , rде А - rенерическое ашоаест:во, JI!:Шоnпяется 
и на неitотором о nредоnимом мноаеотве. 

Пусть пооле;цо:ва тельность а trrl = (А,';,) опре]Хеляется в 
G aeкooropo!t формулой из · ~J , 'f(v r:; - какая-ви6уд:ь форму-

ла из v,/ ' /:::та~ ( i., /( 1 . Из ,определимости :в G ооrвоше-
иия выnолнимости для формул из ~" слодуflТ существование 
формулы 'f{vr,wт) !акой, Ч!О Gf-'r(a-r,tr} 1 'fочпосжм 

r r 1 r r 
тогда, r<orдa ;цтt некооrорых чисел р в 9- а .. .1f , 11 = .d~ 
r - l\ЫНуJ:.дзющее условие и р !>о 'f'v, 1 r:це lf" -ФOPNY'I! Jl:'\ 
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. V; 
t. , имеющая номер g up 

r и н~котором фиксированном э~рек-
тивнок перосчете фор,,,ул из Vl V •( . 

l , иыеющих вид ~- '1 ( vt) 1 
Пусть р - (;:: ' · '1 • 

- , "/ - nоследова~ол:ьность • олределяеuая так 

же к.а~ и исnольэуоuая в 3.2.7 nоследовательность (р") ,с тои 
лишъ раэuицеи' что nод 'fп. nонимается фopwyJia из V" 
ющан номер n, flp ! ,име-

, и толысо что yno.llf!нyтoм nересчете • р 

о~едеJLиvая в (f посИ.ледо.вател:ьность • а значит • оnределиuо в 
· tr и множество /1 ~ 'R t;; J п . *' 11 ~. овторяя ра_ссуждения ' доказыва-
ющие 3 • 2 • 7 ' можно доказа '11Ь' что для ~ r = LJ .1 r 
crrJ_ {IJ ". 1'1 J '""1 п. 

- . ",. '1?7 Е J и д~я всяком формулы ).' f: VгJ имев~ uесто 
G{t:m} 1- Х <=> Зп (,: t> Х} 

Отсюда G (с tt1 1- 'f (с~;. ~ · 

Такиu ооразоы, иuеет место 

3,-3. ТЕОРЕМА. Е с л и в (J. 
о п Р е д е л и и а 

dк :'tj }( а я - н ц 6 У д ъ п о с Jl е д о :в а 1' е л ь н о с 
' .r д е -z;~ о, 1' о <iiS • ( ~) ~ ~ ( G) , т ь 

Пус-rь (J - nрои звольнан структура , Оа;:щ ко-rорой .не но
нечнв., 'rO естп !'Ift рав/юыощна никакому начально&~у о 

трезку на-

туралыюго ряда . Тогда для ltаждого Нli'l·урального n 6· 
ет п аза иwе-

- злаwентное пощшожество. Ооозна чии чаре.., .1 (fol) . 
" ., сово-

куnность .всuх n - зле · 
((IJ) ((D)) /Jie!ITHЬIX Ц()ДJ.IHOJI6CTD 08ЗЫ • lloлarao.u 

.1.., < Llp • если n < р . Отношещtе <. оnредоли.uо в 0: и 
о пределнет nоследо:вате11ы10с ·rь (' .d rrcJJ) 

0 . 1. ~ 1 " • те юда и из 3 3 OJ!e 
;цуот, чrо 'l;((tJJ) 1(}1 f ~(<.f) От . . • -

• сюда и из 2.1.2 следует 
-3.4. 1' Ь.:ОРЕМА. Д л я 

всякого 1'иnа . ~ 

о т у n в н t к о t о Р ~ r о ~ е 
() 

u НИ Ж tJ 2 
XJ ~ G с: ~ (О) ~ т о ч !i о 't} т и ' 

! 0 ~ д а, к о г д а 

n а э а G к о н е ч н а. 
Иэ 3.3 следует также , что если в структур.е G оnреде11и 

wa пекоторая nоспедовеtельность индивидов, .fo для всякоrо 
т: Ф о имеет 11есто ~г: (tl) t/- ~((J.) . 

Так что, 11 част.вости, для :всякой ыодепи :t F uнохест:во 
определимых в ней вещ~ственЦых э~ел не определимо~ ~ ней. 

3. 5. Е с л и :е (j с у пt а с т в i е т . С5 е с к о ·• 

н е ч н о е 111 н о а е с т в о f1 15 flJf(t:>J) (rJ} в с е 
а л е ы е н т ы к о т о р о г о о nр е д е JI и 14 Ь1 .е 

· а Ф о р и у л а и и n-ой с т у n е н и д JI я н (J-

R О Т о р о г о ?1- т о д 1l я в с я к о г о t:"'O 

и u е 1Э т м е с т о 9). (rJ.) t 'XJ((f} 
с:. 

В оа\юм деле, эада;цимсn кююй-uиоудь зффекти:вно\1 цумере

цией формs-л п'-о·и стуnени иэ L (С). Каждому ar6~ 1'1 соотне-
сек ...V(a 10~ - наименьший из ирые ров формул n -ьй ступени , 

о nредез1яющих t1 IPJ в (] • Для а ro;, t '~J из М полагаем 

а М< (:/·~ 1> .)/(r/•1) <,К( ~~''l . Отношение < расnо.цэ.rае1' зле -

ыенты М :в uос:педовател:ыюстъt которая onpeдeJiиUa в (J , в 
силу определимости в (f nонятия выполнимости :в ()! ;цля фор

мул n-ой стуnени. Отсюда и иэ 3.3 следуАТ сnраведnивость 

утверждения. 

Естественен вопрос: до1саэуомо ли. в 2 F , ч..rо Д1JЯ вся
кой с:rруктурu (J и ~сякого . ти11а t" Ф О t[/)t ({;} G ~({;.) в точ
ности тогда, когда ';(\z ((}} донечно? Это·r J!onpoc оrкр~n.Пустъ * . . 1: F - любое усиление 1 r . в котороы докаауеУО t что Htl су:.. 
щес!l'вует структуры (Г , для коrороЯ <lJм ((J} оескоuечnо. по 
дщt :всякоrо n МJiоаеот:во отношений rиna /а) , onpeд!JJUIIIЪIX 

формулаМ14 n -ой ступени, конечно ( fако:выu я.вляе!I!оn, » част~ 
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3.6. в 

). Из 3.5 следует 

д о к а э у е м о, ч т о д ~ я 
l!сякой с•rрук~уры fJ и для вс ·пRо-
г о т и n а "С '* о ~\ (G) € ~ (fl) . :в т о ч н о с т и 
'l' о r д а, к о г д а ~z- (rr) к о н е ч н о •· 

. В рщща~ .l F не наnды1о хорошо осюзримего , 
олрадеJJ.ю.rости <i.t\; (Cl) в (f . Ясно, ·и~ 10 не сiJлэано оn-
рвдещiющиu обрааом о коначuостью ~о (o:,r-!1, значит, дOJJЖI!o 
иметь шюй характер, чец устано:вдmщuв в §§ 2,3 усло!Jия оп
редеди~осаи ~z- {Cf.) 

§ 4. В ЭTOtl § llbl ОУДС::W 06CYII!Дl:JTЬ :ВО11IJОСЫ 1 Касающиесл :,(
определимости 1/0lJRTИH ::t- оnределимости, ;пдн сJiучая, когда 
':i: - язьши · IСОНt,.шых бтуленеlt ищ1 H6Jto ·r opыe фрuгмен·:сы тано -

вых·. Вооощв :L - определимость ц r в G ло оо:uему (no со -

мржuиию) не :влечет ::1 - олродолииости ~ ... • :в (): по содер:ша-
l!ИЮ (по о6мыу). В едучае же бели ;( - яэ!ш п -ой стулuни 

Vlt•f 11 lf•t L;, (l1 или IHO фрагмен'r Ви.t{а т или ~·~ и ft. > J't f: , 

то :! - onpe делиuоот:r. а. r :в (Г по сщде lJЖанию равносильна 
,;(- onpeдemruocти u. т i1 (J. по оdъuму. Есю1 же ;.-z"' ~(f 'l' , 

~Ы {l. '/: WОЖ6'1' ОЫТ.L :t ~ Oiipt!дtJJI:!IlШI (D (l. ) 1!0 объаuу, 110 

llil ';i - ОПрtJ)\еЛИЩЩ 11о CO;l;t!pЖ&JJИJ(J. Вою;цу НИJ~е ,';( - Cillpeдe-- .. \ . Jl.tЩOC'rL а t' Ъ {f МЫ будем f!OHИo&a•l'}, КЗ!С ::t ~· ОЛJЮД/')J!НМОСТЬ 
t: r Л1J ОС1>011у, 6CJJИ 7~ '!< 0 1 'и l{RK :;t. -олрt!.ЦеЛИ.I.ЮС!'rЬ а Т 

1111 содuржr.шюи, uoлld Z"' ~о • Есю~ ;t еr.ть Ln (С} 
1 

Tt• IIIIJO

. aщ , пю DC€1)( о•.сношений типа •r , ;;t_ - оnределиыl:lХ .в 0:. ,Су;цеи. 
f''it ·· ' •11ti:l·~·' !((: f ~~~ ~r. 1 ((lj а Ы!!ОЖВС "' RO ./;{. 9)r. ff ({f_} - Чer(J;~ 

·У'·' (i/1. 

:. в 
-· 

4.1. ('lF+AC) Для воякоrо 11.>0 

:5 с я \( о й n с т р у К Т У Р Ы 

д а имеет « о н в ч н о r о ~ о 

6еоконечно.. . (} 

к в с 'f о 

'дn (fJ} с~".<, (G) • С 
Пуст:ь (j - бесконечная о-rрухтура рода • 

~ как ю-ниоудь арифметиэированную структуру, яв~цю
через У ем Jtaк ю-тtбудъ эффективную щуюся обогащониеы Cf • .Эафииоиру У /.. (t' 

r 1. 'С ) 110 ех фopuyl из n 1 нумерацию мrюавстБа Гп ('!,' ... , ,.., ,...., 

~ ') $(о r, ... rт) •. отыошение в Cf · 'fl. 'r, v. "' Лусть вида 1 v, ' · .. ' "' • 
G 1-- sfor, ... r",~"~~· ... ~,::;имеет место :в !ОЧНОСТИ tоr-

такое, что 'f из 
а о nредо та:вляе { номер неJюоrорой форму1!Ы . да, когда · r (Dr, ... ,".,) 

F. ( r ~J G ~ 'f ( (:,;', ... , ~"., "'). Иэвесоr.но, что s. oa-rr ?:,, ... , "" ~ 
р:; й {пн) -ой ступени. Отсюда c;ne.цye'f • редепяется в ~ формула ~ 

118 ,- формул для вoяitei'O рекурси:вноrо w.ноа:ества 

что ) 't' (lнt) -ой стуnени такая • F. {&: 7: сущtJствует фopuyJia r, .... , а 11 
., ••• ,", 17:1 tr", БblЛO:riiOHIOCTЪ'f(/,,, ... J~NJ/B 

ЧТО ДЛЯ J!СЯКИХ D" • "· ' "., · . 'f(~"l'1 l r",) 

,, ости в G кахдо\\ формулы ", ' ... ' "' 1 равносильна nылолнnu У. 

'fe т Пустъ 'f ~ tr*::: (r, . •· 't:m} • Каждой формуле Р иs для ...,.... • . lf. (vr; . 
F. ( . 1. ) ooo~нocel.t форыулу Р • 
n z,' · · · • ·"' ~ •1\ 

V :r: r"., (v r*v r, v.r.., f-+ 'l'p ( ~·/•' . . ··~~,."11· v.• v, (• .. ", , ... ,.., ' ... G .. IJ 

4" r фOt.'JIJ'I!On 1 i-' • G 1-- 'У, (r/) равн,;силыiо О!Jремлиuос "" ( ь 

f' Ш , . 'Иi\1\Q ;]t) 1\f·>:.;:;,IIJI;..I.J;. ЩliUII 1 I.:~'ЩIN'ril;t ~ множество В1:ех т f · · ~ 1 ,. · r, . ~ ,_ ~~{а"} 
. · 'f ( \t / '/lн(•tЯ Ht: \J' е'! фopl.i'/JI< ( ,. r) . н c•r:mi!HИ ,.,__ 1 'f'(at,l въ~ 

"'·t.-1 ~ t't~') И11К 1 Ч"::' . l 'J'C l~ 1 (} р . р •,J.J(' H JI.ЬI:IO "' т "" · 1 ., • 

r U\. IG 1 Jl с·rь 'f~ . ·~ ;f·II"'JJft, i!tJl'<~"-''HtU,<IИ, 'lt\J Н, 1 И 11 ЫIО (i li А! >1 ( 11 ' у .. . 

·,.._ . . , /"' •. if.HO\'j,"Ц•·J II.•:HC't'>li't (J ::tf'l' p~tr•·f\4;\\i! ,~B'tHH~·1 tHT.YI''I· • t'·~ •. ' . 
r: . "nJ•nt :<'" ... ~,xr·•t 1, (~ i)M.'<I.I!IJ'HII-I •t•:p'.':·· х. ~·:•р~ 1\ :\ POt\H •. ' fl!j 1 ·" • .,. " • ' 



купу, обраэовеuвую из , 't'" lf. заменой вхоцени1 констант . 1 

нз ~ вхоцениями переионных ~ех •в типов (не входящих в 
7 'f л 'f* . ) и связЫваю1еu: этих переменинх кван!ораu:и оущ6ст-
воваиия. Z Е Llf+1 {С} и G 1- Х ( ti~*) равносильно 

О',.Е ~,.(G'-j • Следовательно, ';J'l'" (~) f r;JIIФ,(CJ). 
. Будеll писать .. (r: 11.) f если ДJIЯ некоторьtХ 7:,' ... ) 1:,' ... '!.,_ 

имеет место 'C:(t1 ... L;. ... 'Z"11) и S~ r:;. < /t • Из рассужделиt/ ,l\0-

кавывающих 2.5.1, 2.6 и 3.3, следует 

'* .2 .I. П У с т ь Cf. - а р и ф- ы е т и а и р о в а н-
в а а с т р у к т у р а и и u е е т м е с т о 
. .,( (7:!1.} Т ,; Г д а 9Jz"_ (cr);. ~~~ (Cfj • Е с л и rt р и 
э . 'f о м h > f , т о ~z-11 (G!) н е· о n р е д е л я о т с я 
:в G н и к а к о tt ,с и с т в м о й Ф о р м у л iz. -о и 
с т 1 п е н и. 

Из рассуадеlrии, дО!<азы:вающих 2.5.I и 3.4, следует 
4.2 •. 2. Е с л и ot(<!7.J и Jtr~г, т о Q)r" ~t;O"'(G/ 

в т о ч н о с т и т о г д а, к о г д а а а в е 
к о н 6 ч н а, . е с л и а: е б а з а cr б е с к о li о ч-
а а и 'r~{'lГ:7Т>((coJJv.ftr>2}, т о ~t:"(G!)н е оn ре-
~еляется :в (/ никавой 

системам 
Ф о р м у JJ п.. -о й о т у л е н и. 

4.2.3. Е с n и в с 'f р у к т у р е ~ о п р в -

А е JJ Jl м а и а 11 а ы к е n. -о й с т у п о н и н е -·· 
х о т о р а я n о с л е д о й а т в л ь н о о т ь 

и н -
' ,. и :в 11 ,. о 11, or о д л я. 'rФО и c4.('l:n.} и ы е в т 

м е. с r о CZl,п(({.jl'iJ" (ct} • 

. Через ~t" v: ((;) будет обозначаться uножоотJJо веРх o~-
tv vl( · хоаеиий тиnа т , опре.цезtиJIЫХ :в \.!' формулами иэ lf.. • Ана-

-.~ .. 
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~ ((Jj .Чврев~~~(tr) лоrичный смысл буАет иметь символ r: А~ 
dyдe'l обозначаться ~r v: {d}n ~zA~ {fJ) • · · (} 

~·а всякой арифметизированной структуры Извес'!НО, Ч'!О ....... " rA 11 

(J ,",н формул · из Vn Utl" oдpe;дe.IIИIIO ПОНЯТИе :ВЫПО1IНИМОС!И :В ,.... . _, 

f'l 
11

" Используя это предпоuиие и рассу•-в t.r формулой из LJм1 • . 

оа~шuе 4 I ветрудно доКазать сuра:веддивосtь дения, ;цокааы........... • • . . 

сл6;nующеrо утвер•деивя. . 

4•3• (1F+AC}. Е с л и n»f '1<~ 1 '_т 0 ;д Jl и 
в с я к о й бесконеЧНОЙ С'!рукtурн Cf. 

. о· -r- f а к о r о' ч '! о о( (т x-t) и м е е t и в с· я к о r . ~ 

· 11 е с т о {2rv"• (~}, ~lA~ (~)jc:~щA~(rr) • 
Вместе с тем, из рассуаданий, доказывающих 2.5.I и 3.4, 

и 11 6 е т м е с т о в т о ч н о с т и т о r д а , 

к о r ;ц а 6 а з а (J. к о н е ч н а. . Е с .п И ,.. 

· (f BKЛIIЧ&IIt 
rt:(?1:1f>({oo)jvsfr >2] и 6 а з а - -~ tq.) в • 

м н о· s 6 о 'f :в о' ' 0 <10r v: 1' ' счетное , 
rv .. и к а к о 1 · с . и с '! е -0 пр 8 д .е л я 6 т с я · в и- " 

u о А Ф о Р ы У л и з V"" • А в а Ji о r и ч и ~ е 
с n р а в е ;д л 14 в ·о д JI я ~r ~~~ (CJ) . 

ч е "nдификации nредnоа:енай 4.2.r - 4.2.3 tакае . Аналоi'И _ны -

имеют мв ото· 

л ' и т е р а т J р а 

. I. J. 'W.AJJironJ~e unJe·l.·naJililf р/ diliп,JitJ AMS 

Jfol:icer, f2 t 1965, '" ?- J''ll · . · · 111 
2. R.}nsfn,/'1orlelle rlerJ1tt,lthltA~t, Sp~ml'r-Vtr '1• 

196?. 
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А ~ k. • • ~ I (50), 89-98 . . 

""It 42. • Q't l 1' А ~oie оп l~e 110titm cl elt/intJ~ilitu "1 S' 
7 tJ' Al ' '/ $.1(8. . iГ 1 if . и' 
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Л . Н.КУСКОВСКИИ 

ОБ ОДНОМ АНАЛОГЕ Р.РЕОЛЯРНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Известно (I), что общее реruение уравнения {f/(x,y). 
rде 

.имеет вид 

fr;J.:: cfJ(J)- f ff.lJ!f- Jfd? 1 

г;nе G - область комnлексной nлоскости 1 , ct'( ~) -nроиз:воль
ная .Функция голоморфпая в области 6- , .(rx, ~) t С { 6-) • В на
стоящей-работе nолучен аналогичный результат для неко'!орого 

более оощего дифференциального оnератора 7J и функций со 
значениями в одной некоммутативной алгебре А • А именно,рас -
сматривается опоратор 1J = t лk 1х . г;це А ~е.,. iк + i3 8~(1) t 

IC•1 1< 

Вк(~)- комnлексные фующии, ·оnределенные в обnасти (; комn-

лексной плоскости i-•X,+i.x1 и класса ( 1{6-). 1, it, i1., i!J, 
Е ( F. 2 =о) - база некоt.тутативной, но ассоци1.1ти:вноlt алгебры 

А элемевто:в а+ В!~ (а.; 6) ( <2, в. - проиэ:вольныв' ~tомплексные 
кватернионы) со следующими nравиламь действий: 

(a.;BJ"., (c;d) означает, что 

а .. с G=d. 1 

(а;8) +(c;d)=(a+c; B+d) 

(a;SJ·(c;d} = (а.с ; a.d+&c). 

ра:В6НОТ1!0 

Таким обрезом, nодалгеброй алге бры Д служит алrвбра и:ватер

нионов, а для действитеJIЫiЫХ а. и 8 имеем подалгебру, так 

иаэывеоJШ.Х, дуал ъща чисел. В случае ж~ комnдексюа: а. и G 

vk
Прямоугольник




