
Переходное и дифракционное (при v < c√
ε
) излучение

заряда на диэлектрическом шаре

И.И.Каликинский

Аннотация
Решена задача о переходном и дифракционном излучении заряда на диэлектриче-

ском шаре, диэлектрическая проницаемость которого ε не зависит от частоты. Указан-
ная задача сведена к решению двух линейных неоднородных алгебраических уравне-
ний с двумя неизвестными, которые следуют из граничных условий. Показано, что при
ε→∞ наш результат переходит в результат о переходном и дифракционном излучении
заряда на идеально проводящем шаре. Библиография: 5 названия.

1 Введение

Впервые задача о переходном излучении заряда на идеально проводящем шаре была решена
в работе [4], в которой предполагалось, что траектория заряда проходит через центр шара
и скорость заряда мала по сравнению со скоростью света в вакууме (дипольное излучение),
так что можно использовать метод изображений, что и было сделано в работе [4].

Затем появилась работа автора [5], в которой решалась та же задача без предположений
работы [4]. Было показано, что в случае, когда прицельное расстояние равно нулю и скорость
заряда мала, энергия излучения совпадает с результатом Аскарьяна Г.А. [4].

Рассмотрим теперь диэлектрический шар радиуса R0, диэлектрическая проницаемость
которого не зависит от частоты и равна ε. Параллельно оси z равномерно движется точечный
заряд q, создавая ток с плотностью ~j(0, 0,−j), где

j = qvδ(x− x0)δ(y − y0)δ(z + vt). (1.1)

Скорость заряда ~v(0, 0,−v) = const.
Поля находятся из уравнений Максвелла, которые для Фурье-компонент имеют вид

div ~Eω =
4π

ε̃
ρω, rot ~Eω =

iω

c
~Hω (1.2)

div ~Hω = 0, rot ~Hω =
4π

c
~jω −

iω

c
ε̃ ~Eω,

где r0 =
√
x20 + y20,

ε̃ =

{
ε > 1 при R ≤ R0

1 при R > R0
. (1.3)

Фурье-компоненты полей имеют вид (для дифракционного излучения и переходного излу-
чения при v < c√

ε
)

~Eω = ~E(0)
ω + ~E(1)

ω , (1.4)
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где индекс 0 относится к полю заряда, а индекс 1 – к полю излучения.
Уравнения Максвелла (1.2) сводятся к неоднородному векторному волновому уравнению

∆ ~Eω +
ω2

c2
ε̃ ~Eω =

4π

ε̃
grad ρω −

4πiω

c2
~jω. (1.5)

При ε→∞ получаем из (1.5) уравнение для ~Eω идеально проводящего шара.
Уравнение (1.5) в цилиндрических координатах имеет вид [3], [1](

∆ ~Eω

)
r

+
ω2

c2
ε̃Eωr =

4π

ε̃

∂ρω
∂r

(1.6)(
∆ ~Eω

)
ϕ

+
ω2

c2
ε̃Eωϕ =

4π

ε̃r

∂ρω
∂ϕ

(1.7)(
∆ ~Eω

)
z

= ∆Eωz, (1.8)

где

(∆ ~Eω)r = ∆Eωr −
Eωr
r2
− 2

r2
∂Eωϕ
∂ϕ

(1.9)

(∆ ~Eω)ϕ = ∆Eωϕ −
Eωϕ
r2

+
2

r2
∂Eωr
∂ϕ

(1.10)

∆Eωz +
ω2

c2
ε̃Eωz =

4πiω

c2
jω +

4πiω

ε̃v

∂jω
∂z

. (1.11)

Имеем [5]

jω =
q

4π2

∞∑
m=−∞

eimϕ
∫ ∞
0

Jm(λr0)Jm(λr)λdλe−i
ω
v
z. (1.12)

Решение однородного уравнения (ρω = 0) (1.6), (1.7) ищем в виде

E(1)
ωr = Fr(r)e

imϕ+iκ̃z, E(1)
ωϕ = Fϕ(r)eimϕ+iκ̃z,

где

κ =

√
ω2

c2
− λ2, Im κ > 0, κ1 =

√
ω2

c2
ε− λ2, Im κ1 > 0, (1.13)

κ̃ =

{
κ1, при R < R0,

κ, при R > R0.

Имеем

d2Fr(r)

dr2
+

1

r

dFr(r)

dr
+

(
ω2

c2
ε̃− κ̃2 − m2 + 1

r2

)
Fr(r) +

2im

r2
Fϕ(r) = 0, (1.14)

d2Fϕ(r)

dr2
+

1

r

dFϕ(r)

dr
+

(
ω2

c2
ε̃− κ̃2 − m2 + 1

r2

)
Fϕ(r)− 2im

r2
Fr(r) = 0. (1.15)

Уравнение для Fz(r) имеет вид

d2Fz(r)

dr2
+

1

r

dFz(r)

dr
+

(
ω2

c2
ε̃− κ̃2 − m2

r2

)
Fz(r) = 0. (1.16)
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Решение системы уравнений (1.14), (1.15) имеет вид [1]

1) Fr(r) = Zm+1(x), Fϕ(r) = iZm+1(x), (1.17)
2) Fr(r) = Zm−1(x), Fϕ(r) = −iZm−1(x), (1.18)
3) Fz(r) = Zm(x), (1.19)

где Zm−1(x), Zm(x), Zm+1(x) – цилиндрические функции,

x = r

√
ω2

c2
ε̃− κ̃2 = λr. (1.20)

В случае среды с диэлектрической проницаемостью ε имеем при z > 0

Ẽ(1)
ωr =

q

2πvε

∞∑
m=−∞

eimϕ
∫ ∞
0

[
D̃m(λ)Jm+1(λr)− Ẽm(λ)Jm−1(λr)

]
eiκ1zλdλ (1.21)

Ẽ(1)
ωϕ = − iq

2πvε

∞∑
m=−∞

eimϕ
∫ ∞
0

[
D̃m(λ)Jm+1(λr) + Ẽm(λ)Jm−1(λr)

]
eiκ1zλdλ (1.22)

Ẽ(1)
ωz = − iωq

πv2ε
(1− β2ε)

∞∑
m=−∞

eimϕ
∫ ∞
0

Ãm(λ)Jm(λr)eiκ1zλdλ. (1.23)

E
(1)
ωr , E

(1)
ωϕ, E

(1)
ωz при z < 0 получаются из (1.21), (1.22), (1.23), если заменить κ1 на −κ1, а

знак ∼ на знак ≈ .
Согласно (1.6), (1.9)

(∆ ~Eω)r +
ω2

c2
ε̃ ~Eωr =

=
1

r

∂

∂r

(
r
∂E

(1)
ωr

∂r

)
− m2

r2
E(1)
ωr −

1

r2
E(1)
ωr − κ2

1E
(1)
ωr +

ω2

c2
ε̃E(1)

ωr −
2m

r2
E(1)
ωϕ. (1.24)

Подставляя сюда (1.21) и (1.22), получаем коэффициент при D̃m(λ) :

1

r

∂

∂r

(
r
∂Jm+1(λr)

∂r

)
− m2

r2
Jm+1(λr)−

Jm+1(λr)

r2
−
(
κ̃2 − ω2

c2
ε̃

)
Jm+1(λr)−

2m

r2
Jm+1(λr), (1.25)

что равно нулю согласно уравнению Бесселя.
Коэффициент при Ẽm(λ) равен

1

r

∂

∂r

(
r
∂Jm−1(λr)

∂r

)
− m2

r2
Jm−1(λr)−

Jm−1(λr)

r2
+ λ2Jm−1(λr) +

2m

r2
Jm−1(λr), (1.26)

что равно нулю согласно уравнению Бесселя. Таким образом, (1.21), (1.22), (1.23) являются
решениями однородных уравнений (1.6), (1.7), (1.8). при любых D̃m(λ) и Ẽm(λ) (при ρω = 0).
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2 Решение неоднородного уравнения (1.5)

Правая часть уравнения (1.5) в проекциях на цилиндрические орты (r, ϕ, z) имеет вид

4π

ε̃

∂ρω
∂r

,
4π

ε̃

1

r

∂ρω
∂ϕ

,
4π

ε̃

∂ρω
∂z

+
4πiω

c2
jω, (2.1)

где

ρω = qδ(~r − ~r0) = q
δ(r′)

r′
, (2.2)

r′ =
√
r2 + r20 − 2rr0 cosϕ. (2.3)

Для Фурье-компонент:

j =

∫ ∞
−∞

jωe
−iωtdω, jω =

1

2π

∫ ∞
−∞

jeiωtdt, (2.4)

jω =
q

2π
e−

iω
v
z δ(r

′)

2πr′
. (2.5)

4π

ε̃

∂ρω
∂r

=
q

πvε̃
e−

iω
v
z ∂

∂r

∞∑
m=−∞

eimϕ
∫ ∞
0

Jm(λr)Jm(λr0)dλ =

=
q

2πvε̃
e−

iω
v
z

∞∑
m=−∞

eimϕ
∫ ∞
0

Jm(λr0) [Jm−1(λr)− Jm+1(λr)]λ
2dλ (2.6)

4π

ε̃

1

r

∂ρω
∂ϕ

=
q

2πvε̃
e−

iω
v
z

∞∑
m=−∞

eimϕim

∫ ∞
0

Jm(λr)Jm(λr0)λ
2dλ =

=
iq

2πvε̃
e−

iω
v
z

∞∑
m=−∞

eimϕ
∫ ∞
0

Jm(λr0) [Jm−1(λr) + Jm+1(λr)]λ
2dλ (2.7)

Решение неоднородных уравнений ищем в виде

E(0)
ωr =

q

2πvε̃

∞∑
m=−∞

eimϕ
∫ ∞
0

[Bm(λ)Jm+1(λr)− Cm(λ)Jm−1(λr)]λ
2dλe−i

ω
v
z, (2.8)

E(0)
ωϕ = − iq

2πvε̃

∞∑
m=−∞

eimϕ
∫ ∞
0

[Bm(λ)Jm+1(λr) + Cm(λ)Jm−1(λr)]λ
2dλe−i

ω
v
z, (2.9)

E(0)
ωz = − iωq

πv2ε̃
(1− β2ε̃)

∞∑
m=−∞

eimϕ
∫ ∞
0

A(0)
m (λ)Jm(λr)λdλe−i

ω
v
z. (2.10)

Имеем из (1.11)[
1

r

∂

∂r

(
r
∂Jm(λr)

∂r

)
− m2

r2
Jm(λr)− ω2

v2
Jm(λr) +

ω2

c2
ε̃Jm(λr)

]
A(0)
m (λ) =

= −Jm(λr)Jm(λr0),
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так что
A(0)
m (λ) = − Jm(λr0)

λ2 + ω2

v2
(1− β2ε̃)

. (2.11)

Два других уравнения имеют вид (1.6) и (1.7). Далее получаем(
∆ ~E(0)

ω

)
r

+
ω2

c2
ε̃E(0)

ωr =

=
q

2πvε̃

∞∑
m=−∞

eimϕ
∫ ∞
0

{
Bm(λ)

[
1

r

∂

∂r
r
∂Jm+1(λr)

∂r
− m2

r2
Jm+1(λr)−

1

r2
Jm+1(λr)−

−ω
2

v2
Jm+1(λr) +

ω2

c2
ε̃Jm+1(λr)−

2m

r2
Jm+1(λr)

]
− Cm(λ)

[
1

r

∂

∂r

(
r
∂Jm+1(λr)

∂r

)
−

−m
2

r2
Jm−1(λr)−

1

r2
Jm−1(λr)−

ω2

v2
Jm−1(λr)−

ω2

c2
ε̃Jm−1(λr) +

2m

r2
Jm−1(λr)

]}
λ2dλe−i

ω
v
z =

=
q

2πvε̃

∞∑
m=−∞

eimφ
∫ ∞
0

[
Bm(λ)

(
−λ2 − ω2

v2
+
ω2

c2
ε̃

)
Jm+1(λr)−

−Cm(λ)

(
−λ2 − ω2

v2
+
ω2

c2
ε̃

)
Jm−1(λr)

]
λ2dλe−i

ω
v
z.

Из (2.6) и (1.6) получаем

Bm(λ) = Cm(λ) =
Jm(λr0)

λ2 + ω2

v2
(1− β2ε̃)

. (2.12)

Тот же результат получается из (2.7) и (1.7).

3 Граничные условия
Обозначим

−
Eωϕ = Eωϕ при R > R0,
=

Eωϕ = Eωϕ при R < R0. (3.1)

Аналогично,

−
Eωθ = Eωθ при R > R0,
=

Eωθ = Eωθ при R < R0. (3.2)

Тогда граничные условия примут вид[
−
E

(0)

ωϕ +
−
E

(1)

ωϕ

]∣∣∣∣∣
R=R0

=

[
=

E
(0)

ωϕ +
=

E
(1)

ωϕ

]∣∣∣∣
R=R0

(3.3)[
−
E

(0)

ωθ +
−
E

(1)

ωθ

]∣∣∣∣∣
R=R0

=

[ =

E(0)
ωθ +

=

E(1)
ωθ

]∣∣∣∣
R=R0

(3.4)
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для переходного и дифракционного излучения при v < c√
ε
.

Переход к идеально проводящему шару получим при ε→∞. Тогда

E(0)
ωϕ → 0, E(1)

ωϕ → 0, E
(0)
ωθ → 0, E

(1)
ωθ → 0

и граничные условия примут вид[
E(0)
ωϕ + E(1)

ωϕ

]∣∣
R=R0+0

= 0,
[
E

(0)
ωθ + E

(1)
ωθ

]∣∣∣
R=R0+0

= 0 (3.5)

а внутри шара поле отсутствует и получаем задачу об идеально проводящем шаре [5].
Кроме граничных условий должны выполняться условия:

div ~E(1)
ω = 0 при z > 0 и z < 0, (3.6)

и условия излучения на бесконечности.
Дивергенция в цилиндрических координатах [1]

div ~E(1)
ω =

∂E
(1)
ωr

∂r
+
E

(1)
ωr

r
+

1

r

E
(1)
ωϕ

∂ϕ
+
∂E

(1)
ωz

∂z
. (3.7)

Используя рекуррентные формулы для функций Бесселя [2]

z
d

dz
Zv(z) + vZv(z) = zZv−1(z), (3.8)

z
d

dz
Zv(z)− vZv(z) = −zZv+1(z), (3.9)

получаем

Ãm(λ) =
λv

2ωκ
[Dm(λ) + Em(λ)] .
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