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От переводчика 

С первоначальным вариантом метода форсинга, или ме· 
тода вынуждения, читатель может ознакомиться по книге 

П. Коэна "Теория множеств и континуум-гипотеза", М., 1969 г. 
Во многих случаях более удобны формулировки метода на 
языке генерических расширений (А. Леви, Р. Соловей) и буле· 
возначных моделей (Д. Скотт, Р. Соловей и П. Вопенка). 
Именно использование этого языка в настоящей книге nозво· 
лило автору, чешскому математику Томасу йеху, с бодьшой 
простотой изложить доказательства независимости известных 
теоретико-множествеиных гипотез. Ббльшая часть излагаемых 
результатов nолучена в 1963-1966 гг., но опубликована лишь 
недавно. Все это делает книгу Т. Иеха интересной и для 
математиков, не знакомых с предметом, и для специалистов. 

Незначительные исправления, часть которых указана авто· 
ром, внесены в текст без специальных оговорок. Нумерованные 
примечания, составленные совместно редактором и перевод­

чиком, помещены в конце книги. 



Предисловие 

Настоящая книга представляет собой записи курса лекций, 
прочитанного мною в университете штата Нью-йорк, Буффало, 
в 1969-70 г. Как указывает заглавие, особое внимание уде­
лено методу форсинга. По-видимому, следовало снабдить лек­
ции еще подзаголовком, так как в .них не затронуты два важ­

ных раздела теории множеств: теория больших кардиналов 
и дескриптивная теория множеств. 

Многие теоремы в лекциях являются относительно новыми, 
и я всюду пытался установить авторство. Возможно, эта за­
дача решена не вполне успешно, потому что некоторые ме­

тоды стали частью "математического фольклора". 
Особую благодарность я выражаю П. Вопенке, который 

научил меня форсингу и которому я обязан своим интересом 
к теории множеств. Мне хочется также поблагодарить моих 
пражских коллег, чей энтузиазм делал наши занятия теорией 
множеств увлекательными. 

Настоящие лекции содержат материал для двухсеместро­
вого курса. Я включил лишь немного упражнений, но надеюсь, 
что .n.обросовестный студент получит достаточное удовлетво­
рение, отшлифовывая детали некоторых доказательств. 

Т. йех 

Лос-Анджелес, .март, 1971 г. 



1. Формулы и классы 

Формулы аксиоматической теории множеств построены из 
атомарных формул 

Хбу и х=у 

с помощью пропозициональных связок: 

<р л '1\J, <р v '1\J, l <р, <р--+ '1\J, <р ++ 'Ф 

(конъюнкции, дизъюнкции, отрицания, импликации, эквивалент­
ности), и кванторов: 

+ 
Обозначение <р (и) употребляется для формулы <р (и1 , ... , ип). 
где и1 , .•• , ип- свободные переменвые <р. 

Переменвые х, у, ... , Х, У, ... обозначают .множества. 
По техническим соображениям удобно рассматривать совокуп­
ность всех множеств, удовлетворяющих данной формуле <р (х). 
Такая совокупность называется классом. Будем называть также 
классом совокупность множеств х, удовлетворяющих формуле 

+ + 
<р (х, и), где и- некоторые множества (пара.метры); мы исполь-
зуем запись 

и 
+ 

С= {х: <р (х, и)}. 

-+ 
В этом случае говорят, что класс С определим через и. Если 

С= {х: <р (х)} 

и <р содержит только одну свободную переменную, то класс С 
называется определимым. Классы обозначаются полужирными 
прописными латинскими буквами С, А и т. п. (Однако в не­
которых частных случаях мы используем стандартные обозна­
чения, например: V = L, On.) 

Каждое множество можно рассматривать как класс, именно 

Х-= {х: х б Х}. 



8 2 Аксиомы Цер.ltело- Френкеля 

Два кJiacca 
~ -> 

С= {х: <р (х, и)} и D = {х: 'Ф (х, v)} 

считаются равными, если для всех х 

~ ~ 

<р (х, и)- <р (х, v) 1). 

Если класс С не равен никакому множеству, то С называется 
собственным классом. Не каждый класс является множеством; 
класс {х: х ф. х} является собственным классом (в силу пара· 
докса Рассела). 

В заключение этого раздела для произвольных классов А 
и В определим 

А~ В- (х Е А-. х Е В), 

А n в= {х: х Е А л х Е В}, 
А U В = {х: х Е А V х Е В}, 
А- В= {х: х Е А Л х ф. В}. 

Универсальным классом является класс всех множеств: 

V={x: х=х}. 

2. Аксиомы Цермело-Френкеля 

(АО) А к с и о м а с у щ е с т в о в а н и я 2) 

3х(х= х). 

(Al) А к с и о м а эк с т е н с и о н а ль н о с т и 

Vи(хЕ Х -и Е У)-.Х=У. 

(А2) А к с и о м а п а р ы 3) 

VиVv3xVz(z Е х-z=и V z= v). 

Используя (Al) и (А2), можно определить неупорядоченную 
пару 

{и, v} =(единственное множество х, такое, 
что Vz(zEx-z=иVz=v)), 

единичное множество 
{и} ={и, и}, 

упорядоченную пару 
(и, v) ={{и}, {и, v}}, 

упорядоченную тройку и упорядоченную четверку 

(и, v, w) =((и, v), w), 
(и, v, w, х) =(((и, v), w), х). 

vk
Машинописный текст
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Аналогично можно определить упорядоченную пятерку или 
двадцатку. Для определенности положим 

(и)= {и}. 

Л е м м а 1. (и, v) = (х, у) тогда и только тогда, когда и = х 
и v=y. 

(АЗ) С х е м а а к с и о м вы д е JI е н и я 
+ + 

VpVX3YVи(и Е У -и Е Х Л <р(и, р)). 

Формула (АЗ) является аксиомой при любой формуле <р *) и 
+ 

утверждает, что класс {и: и Е Х Л <р (и, р)} есть множество; это 
множество единственно в силу (Al) и обозначается 

+ 
У ={и Е Х: <р(и, р)}. 

+ 
Пусть С= {и: <р (и, р)}, тогда аксиома (АЗ) может быть выра-
жена в виде 

VX3Y (У= СП Х), 
или 

V Х (Сn Х есть множество). 

Используя (АЗ) и (Al), можно определить пересечение и разность 

х n у= {х Е Х: х Е У}, х- у= {х Е Х: х ф. У}, 
пустое .множество 

О= {и Е Х: и =;l= и} (Х- произвольное множество). 

(А4) А к с и о м а с у м мы 

VX3YVzVи(и Е z Л z Е Х ~и Е У). 

В силу (АЗ) для каждого Х существует такое У, что 

и Е У.__ (3z Е Х) [и Е z]. 

(Здесь (3z Е Х) <р- сокращение формулы 3z (z Е Х Л <р). Ана­
логично (Vz Е Х) <р- сокращение для Vz (z Е Х ~ <р).) 

Множество У единственно в силу (Al), так что можно 
определить 

U Х ={и: (3z Е Х) [и Е z]} 

(су.м.ма Х). Определим также 

Х U У= U {Х, У}, Х U У U Z = U {Х, У, Z} и т. д. 

Множество У является подмножеством множества Х (У с: Х), 

*) Предполагается, что формула <р не содержит свободно перемен­
ную У. - П pu;.~. ред. 
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если Vи (и Е У-+ и Е Х). Если У с Х и У:::/= Х, то У называется 
собственным подмножеством множества Х (У с: Х). 

(А5) А к с и о м а м н о ж е с т в а по д м н о ж е с т в 

VХ3УVи(и с Х-+ и Е У). 

Множеством подмножеств Х является множество 

9 (Х) ={и: и с Х} 
(которое существует в силу (АЗ) и единственно в силу (Al)). 
Теперь мы можем определить некоторые основные понятия 
теории множеств. 

~екартово произведение 

Х Х У= {(и, v): и Е Х Л v Е У} 

(существование следует из аксиомы (АЗ), потому что Х Х У ~ 
f;;; 99 (Х U У)), 
ХХ YXZ = (Х Х У) Х Z, WXXX У XZ =((WXX)X Y)XZ. 

Множество R называется (бинарным) отношением, если Rc ХХУ 
для некоторых Х и У. (Аналогично класс R называется отно­
шением, если R состоит из упорядоченных пар, т. е. 

+ 
R={(и, v): <р(и, v, р)}.) 

Если R - отношение, положим 

dom (R) ={и: 3v [(и, v) Е R]} 

(область определения R; существование следует из (АЗ), потому 
что dom (R) с U U R), 

rng (R) = {v: 3и [(и, v) Е R]} 
(область значений R). 

Отношение f называется функцией, если 
VxVyVy'[(x, у) Е f Л (х, у') Е f-+ у= у']. 

Для выражения (х, у) 6 f мы используем общепринятую запись 
у= f (х), 

И ее варианты *), а также 
f: х~ у. 

Множество всех функций из Х в У 

{f: f есть функция Л dош (f) = Х Л rng (f) ~ У} 
обозначается через ху **). 

*) А именно. х = Г 1 (у), fx =у; для (х(, ... , Xn, у) Е f исnользуется 
заnись f (х 1 , ••• , Хп) =у. - П рим. перев. 

**) Фующия цз Х в У обозначается f: Х ~У. - П рuм. перед. 
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Ограничение функции f на Х определяется как 
f 1 Х ={(и, v) Е f: и Е Х}. 

Образом. и прообразол,t множества являются 

f" Х = {v: (3и Е X)(v = f (и)]}, 
f _ 1Х ={и: f (и) Е Х}. · 

Функция f называется взаимно однозначной, если f (х) =1= f (у) 
при х =1= у. 

(Аб) С х е м а а к с и о м n о д с т а н о в к и 
~ ~ 

VxVyVy'(~(x, у, р)Л~(х, у', р)-.у=у']-. 
~ 

-.VX3Y('VxEX)Vy(~(x, у, р)-.уЕУ]*). 
~ 

Пусть F ={(х, у): ~(х, у, р)}. Посылка в (Аб) утверждает, 
что F является функцией, и поэтому аксиома (Аб) может быть 
выражена следующим образом: 

или: 

если F - функция, то V Х3У (F" Х ~ У), 

если F - функция, то V Х (F" Х - множество), 

если F - функция, то V X3f (F 1 Х = f). 
Последний вариант (Аб) утверждает, что если класс есть функ· 
ция, то его ограничение на любом множестве равно функции, 
являющейся множеством. 

(А7) А к с и о м а б е с к о н е ч н о с т и 

3У[ОЕ У Л Vи(и ЕУ -.{и} Е У)], 

т. е. У содержит О, {О}, {{О}} и т. д. 
В разделах 7 и 9 будут сформулированы еще две аксиомы: 

аксиома регулярности (А8) и аксиома выбора (А9). 
Аксиоматическая система (Al)- (А8) называется аксиома­

тической теорией множеств Цермело- Френкеля (см. Цер­
мело [59] и Френкель [7]) и обозначается ZF. При добавлении 
к ZF аксиомы выбора (АС) система обозначается ZFC. 

3. Ординальные числа 
Начнем этот раздел с нескольких определений. 
Множество Р частично упорядочено отношением <, еслн 

(i) р <t р для любого рЕ Р, 
(ii) если р < q и q < r, то р < r. 

~ 

*) Формула IP (х, у, р) не содержит свободно переменкую У.- Прим. 
ре д. 
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Назовем (Р, <) частично упорядоченным множеством (ч. у. мно­
жеством). Часто множество Р также будем называть ч. у. 
множеством *). Если 

(iii) р < q, или р = q, или q < р для всех р, q ЕР, 

то отношение < называется (линейным) упорядочением Р. Упо­
рядоченное множество (Р, <) называется вполне упорядоченным 
(в. у. множеством), если 

(i v) каждое неиустое подмножество Р имеет наименьший элемент. 

(Пусть Р- ч. у. множество, О ::/= Х s; Р и а ЕР, тогда а назы­
вается: наименьшим элементом Х, если а Е Х Л (V х Е Х) [а ~ х J; 
минимальным элементом Х, если а Е Х Л (Vx Е Х) lx <j: aj; 
нижней гранью Х, если (Vx Е Х)[а ~ х]; инфимумом Х (а= 
= inf Х =н. н. г. Х), если а является наибольшей нижней гранью Х. 
Аналогично определяются наибольший элемент, максимальный 
элемент, верхняя грань и супремум (sup Х =н. в. г. Х).) 

Пусть f есть функция, отображающая ч. у. множество Р 
в ч. у. множество Q, тогда 

f - гомоморфизм, если х ~у- f (х) ~ f (у); 
f- вложение, если f- взаимно однозначная функция и 

х <у._ f (х) < f (у); 
f- изоморфизм междуР и Q, если f- вложение и rng (f) = Q; 
f- сохраняющая порядок функция, если х < у- f (х) < f (у). 
Ординальными числами являются порядковые типы вполне 

упорядоченных множеств. Следующее определение ординальных 
чисел дано фон Нейманом [51]. 

О п р е д е л е н и е. Множество S транзитивно, если 

Vx(x Е S -х s; S). 

Множество S называется ординальным числом (ординалом), 
если S транзитивно и вполне упорядочено отношением Е. 

Л е м м а 2. Пусть f- сохраняющая порядок функция, ото­
бражающая в. у. множество Р в себя, тогда f (х) ~х для 
каждого х Е Р. 

Если (Р, <) вполне упорядочено и хЕР, тогда множе­
ство х ={у ЕР: у < х} называется начальным отрезком Р до х. 

Л е м м а 3. В. у. множество не изоморфно никакому своему 
начальному отрезку. 

· *) В дальнейшем ч. у. множеством автор называет !dКЖе (Р, ~), где 
а:;;;;; Ь ~-... а < Ь V а= Ь.- П рим. перев. 
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Доказательство. Нужно применить лемму 2. 

Л е м м а 4. Если Р и Q- в. у. множества, то либо Р изо­
морфно Q, либо Р изоморфно начальному отрезку Q, либо Q 
изоморфно начальному отрезку Р. 

Доказательство. Пусть f = {(р, q) Е Р Х Q: р изоморфно 4}. 
Ясно, что f - функция, сохраняющая порядок; более того, или 
dom (f) = Р, или rng (f) = Q. Если dom (f) -:1=: Р, то dom (f) = р для 
некоторого рЕ Р (аналогично для rng (f)). 

Ординальные числа обозначаются греческими буквами а, ~. 
v и т. д. Естественным упорядочением ординалов является от­
ношение: а < ~~а Е~. !(ласе всех ординалов обозначается че­
рез On. 

Несколько утверждений об ординалах: 
(1) а={~: ~<а} для каждого а; 
(2) а+ 1 =а U {а} есть наименьший ординал, больший а; 
(3) каждое непустое множество ординалов имеет наимень-

ший элемент. 

Л е м м а 5. Если А- множество ординалов, то lim А= sup А= 
== U А является ординалом. 

Доказательство. Множество U А транзитивно: если хЕуЕ U А, 
то у Е а Е U А для некоторого а и, в силу транзитивности а, 
х Е а; nоэтому х Е U А. Очевидно, что U А вполне упорядочено 
отношением Е. 

С л е д с т в и е. Класс ординалов On является собственным 
классом. 

Т е орем а 1. Каждое вполне упорядоченное множество изо­
морфно единственному ординальному числу. 

Доказательство. Если Р вполне упорядочено, пусть S- мно­
жество ординалов, изоморфных какому-либо начальному от­
резку Р (S существует в силу (Аб)). Ординал а= lim S изо­
морфен Р. 

Определен и е. Ординал а называется последующим орди­
налом, если а=~+ 1 для пекоторога ~. В противном случае 
а - предельный ординал. 

Л е м м а 6. Ординал а- предельный тогда и только тогда, 
когда а = lim а. 

Наименьший отличный от нуля nредельный ординал обо· 
значается Ф. Существование такого ординала следует из (А7}, 
(А6) и (АЗ). Ординалы, меньшие Ф, называются натуральны.ми 
числами и обозначаются буквами т, п, i, j и т. д. 
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Т е орем а 2. (Принцип индукции). 
Пусть С - класс ординалов и предположим, что 
(1) 0 Е С, 
(2) а. Е С- а.+ 1 Е С, 
(3) S Е С -IimS Е С. 

Тогда С= On4). 

Доказательство. Если утзерждение неверно, то существует 
наименьшее а., такое, что а. ф. С; используя (1), (2) и (3), полу­
чаем противоречие. 

Т е орем а 3. (Трансфинитная рекурсия). 
Для каждого отношения G существует такое отношение F, 

что если G- функция на V, то F- единственная функция на 
On, для к,оторой при любом а. 

F (а.)= G (F la.). 

Доказательство. Пусть С = {f: f -функция Л dom (f) Е On Л 
Л(Va.Edom(f))[f(a.)=G(fla.)]}. Если f, gEC, то либоf~g. 
либо g s;;; f; полагаем F = U С. Единственность доказывается 
от противного: если F и F'- две искомые функции, рассмот­
рим наименьшее а., такое, что F (а.) =1= F' (а.). 

Закончим этот раздел определением трансфинитных после­
довательностей. 

а-последовательность 

есть функция на а. со значениями а,. Аналогично 

(а,: ~Е On) 

есть функция (класс) на On. Последовательностью называется 
rо-последовател ьность 

4. Кардинальные числа 
Кардинальное число (мощность) множества Х, обозначае­

мое 1 Х 1, есть число элементов Х. Мы определим 1 Х 1 позднее 
(с помощью (А9)), а пока можно определить упорядочение кар­
динальных чисел: 

1 Х 1 ~ 1 У 1- существует взаимно однозначная функция f, 
отображающая Х в У; 

1 Х 1 = 1 У 1- существует взаимно однозначная функция f, 
отображающая Х на У. 
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Отношение :s;;;;; является частичным упорядочением в силу сле­
дующей теоремы. 

Теорем а 4 (Шрёдер- Бернштейн). Если 1 Х 1 ~1 У 1 и 
1 у 1 ~ 1 х 1. то 1 х 1 = 1 у 1. 

Доказательство. Докажем, что если А1 с;;;; В ~ А и 1 А1 1 = 1 А 1. 
то 1 В 1 = 1 А 1. Пусть f- взаимно однозначная функция, отобра­
жающая А на А 1 ; положим 

А0 =А, A1==f"A0, A2-f"A1, ... ; 
В0 =В, В1 =f"B0, B2=f"B1, ... . 

Опреде.аим 

{ 
f (х), если х е An- Bn для некоторого n; 

g (х) = х в противном случае, 

тогда g является взаимно однозначным отображением А на В. 

Определен и е. Алгебраические операции над кардиналь­
ными числами. (Легко видеть, что определение не зависит от 
выбора множеств А и В.) 

k +Л.= 1 А U В 1. где k = 1 А 1. Л.= 1 В 1 и А n В-= О. 
k·Л.=IAXBI. где k=IAI и Л=IBI. 

k~ = 1 в А 1. г де k = 1 А 1. Л. = 1 В 1. 

Лемма 7.19(X)I=2rxr. 

Доказательство. Нужно использовать характеристические 
функции подмножеств Х. 

Т е о ре м а 5 (Кантор). 2k > k. 

Доказательство. Ясно, что 1 9 (Х) 1 ~ 1 Х 1. Если f- функция, 
отображающая Х в 9 (Х), то множество У== {х е Х: х ф f (х)} 
не принадлежит rng (f). 

О пр е д е л е н и е. Ординальное число а называется карди­
налом, если 1 а 1 =#= 1 ~ 1 для каждого ~ < а. 

(Дальше мы увидим, что 1 Х 1 может быть определено как 
такое ординальное число.) Буквы k, Л. и т. п. используются 
для обозначения кардиналов . 

. Число Хс:ртогса множества Х определяется как 

~ (Х) =(наименьшее а, для которого не существует 

взаимно однозначной функции из а в Х). 

Лемма 8. (1) ~(Х) является кардиналом для каждого Х. 
(2) ~(а)- наименьший кардинал, превосходящий а. 
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(3) Если (k,: 6 < а) - возрастающая а-последовательность 
кардиналов, то lim k, является кардиналом.. 

Определен и е. (Алефы.) Определяем по рекурсии: 

N 0 = Ф0 = Ф, 
N a+l =Фа+! = ~ (Фа), 

N а= Фа= lim {Ф13 : ~ < а}, если а- предельный ординал, 

Множества мощности N 0 называются счетными. 

Т е о р е м а 6. N ~ = N а· 
Докажем следующее утверждение: существует вполне-упо­

рядочение Оп ХОп, такое, что для каждого а произведение 
Фа Х Фа является начаJiьным отрезком Оп Х Оп, изоморфным Фа. 
(Для каждого а получаем некоторое каноническое вполне-упо­

рядочение Фа Х Фа·) 

Доказательство. Положим 

(at, а2) < (~t• ~2)- max (at, а2) < max (~t• ~2) V 
V [max (at, а2) = max (~t• ~2) Л а1 < ~~] V 
V [max (at, а2) = max (~ 1 , ~2) Л а1 = ~~ Л а2 < ~21· 

Очевидно, что < вполне упорядочивает Оп Х On, и Фа Х Фа 
является начальным отрезком для <· Чтобы доказать суще­
ствование изоморфизма между Фа Х Фа и Фа, предположим, что 
а- наименьший ординал, для которого Фа Х Фа неизоморфно Фа. 
Таким образом, Фа изоморфно начадьному отрезку Фа Х Фа, 
допустим отрезку (~, v)~. Пусть 6 < roa- такое, что 6 > ~ и 
~>v; тогда 6Х6=>(~, v)~. Получаем Na~/6X6/= N~ для 
некоторого 6 < а. По предположению N i = N i' так что N а~ 
~ N i < N а; противоречие. 

С л е д с т в и е. N а • N 13 = N а + N 13 = max ( N а• N ~). 

Определен и е. Пусть а- предельный ординал. Конфи­
нальность а есть число cf (а), равное наименьшему ~. для кото­
рого существует функция f из ~ в а и sup f (6} =а. (Например, 
cf (Ф + Ф) = cf ( N ю) = Ф.) 

К:ардинал N а называется регулярным., если cf (Фа)= Фа. Кар-
динал N а- сингулярный, если cf (Фа)< roa. 

Л е м м а 9. Ординал cf (а) является регулярным. кардиналом.. 

Доказательство. cf (cf (а))= cf (а). 

Л е м м а 10. Для каждого а существует ~>а, такое, ЧТQ 
кардинал N р сингуляреf(,, 
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Доказательство. Положи м ro~ = roa+(J) = lim {roa+n: п Е ro}. 
Ясно, что cf (ro~) = ro. 

В лемме 18 мы докажем (используя АС), что кардинал N a+l 
регулярен для любого а. Однако·без АС неизвестно даже, суще­
ствуют ли регулярные кардиналы (большие N 0). 

Нерешенная проблема (в ZF, без АС). Существует ли 
регулярное N а> N о? 

Весьма вероятно, что существование таких кардиналов не 

:\fОЖет быть доказано без помощи АС. Было бы интересно по­
строить модель коэновского типа (см. раздел 25), в которой 
cf ( N а) = ro для всех а. 

Л е м м а 11. Кардинал k является сингулярным тогда и 
только тогда, когда существуют кардинал Л< k и се.иейство 

{S;: 6 < Ч подмножеств k, такие, что k = U S; и 1 S; 1 < k для 
;<h 

каждого 6 < Л. 
Доказательство. (а) Если k сингулярен, то существует функ­

ция f: cf (k) ~ k, для которой lim f (6) = k; полагаем S; = f (6). 
(Ь) Можно предполагать, что множества S; попарно не пере­

секаются. Для каждого 6 < Л, положим f Ш равным порядковому 
типу S;. Очевидно, f: Л~ k. Имеем также sup f (6) = k, ибо в про­
тивном случае получаем противоречие: если sup f (6) =а< k, 
то k = / U S; :::;;;; 1 Л Х а 1 = max (Л, 1 а 1) < k. 

;<Л 

Определен и е. К:ардинал k называется предельным, если 
k = roa и а- преде.1ьный ординал. 

К:ардинал k > N0 называется слабо недостижимым, если 
k- предеJrьный и регу.1ярный кардинал. 

Л е м м а 12. Если N а > N 0 - предельный кардинал, то 
cf (Na) = cf (а). 

С •1 е д с т в и е. Если кардинал k- слабо недостижимый, то 
k = (J)k· 

Существуют кардиналы k, такие, что k = rok; например, 

k = lim {ro, ro(J), ro(o)(J)' ... }· 

Однако в этом случае cf (k) = ro. С другой стороны, существо­
вание слабо нел.остижимых кардиналов не может быть доказано 
3 ZFC (см. разд. 13). 
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5. Конечные множества 
Определен и е. Множество S конечно, если 1 S 1 = n для 

некоторого n Е ro; в противном случае S - бесконечное множе­
ство. 

Л е м м а 13 (Тарский). Множество S конечно тогда и только 
тогда, когда каждое непустое Х s= fl (S) имеет s;;;;-максимальный 
элемент. 

Доказательство. (а) Если S = n, а также если 1 S 1 = n, усло­
вие леммы выполнено. 

(Ь) Если S бесконечно, то множество Х ={х s;;;; S: х конечно} 
не имеет s;:;-максимального элемента. 

Лемма дает изящное определение конечных множеств (не 
требующее понятия натурального числа). 

Множество S называется конечным по Дедекинду (D-конеч­
ным), если S не может быть взаимно однозначно отображено 
на свое собственное подмножество. Очевидно, каждое конечное 
множество является D-конечным. Используя аксиому АС, можно 
доказать, что D-конечное множество является также конечным. 
Однако без помощи АС доказать этот факт невозможно (см. 
разд. 25). 

Л е м м а 14. Множество S является D-бесконечным тогда и 
только тогда, когда 1 S 1 ;;;;::: N 0• 

Доказательство. (а) Число No является D·бесконечным; сле­
довательно, если 1 S 1;;;;::: N 0, то S есть D-бесконечное множество. 

(Ь) Пусть S является D-бесконечным множеством и 
f- взаимно однозначное отображение S на собственное под­
множество S. Существует х0 Е S- rng (f); положим Xn+I = f (хп) 
для n Е ro. Очевидно, 1 {хп: n Е ro} 1 = N0 и {хп: n Е ro} s;;;; S. 

У пр а ж н е н и е. Сумма D-конечного семейства попарно не 
пересекающихся D-конечных множеств является D-конечной. 

С другой стороны, можно показать методами раздела 27, 
что следующее утверждение недоказуемо без помощи АС: 

Сумма D-конечного семейства конечных множеств является 
D-конечной. 

6. Действительные числа 
Определить целые и рациональные числа предоставляем 

читателю. 

Т е орем а 7 (Кантор). Пусть (Р, <)-счетное упорядочен· 
н.ое множество, так,ое, что 
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(а) упорядочение Р плотное (т. е. если р < q, то 3r [р < r < q] ), 
(Ь) Р не имеет ни наименьшего, ни наибольшего элелtентов. 
Тогда Р изоморфно множеству рациональных чисел. 

Доказательство. Методом зигзага: пусть Р = {рп: п Е ffi}, 
Q = {rп: п Е ffi} (рациональные числа); по рекурсии определяем 

f(рп) Е Q На шаге 2п И Г 1 (rп) на шаге 2п + 1. 

Л е м м а 15. Множество конечных последовательностей пату· 
ральных чисел счетно. 

Предупреждение. Без помощи АС нельзя доказать, что сумма 
счетного семейства счетных множеств является счетной. 

Т е о р е м а 8. Пусть (Р, <) - плотно упорядоченное м ноже· 
ство, не имеющее ни наименьшего, ни наибольшего элементов. 
Тогда существует упорядоченное множество (С, <), такое, что 

(i) Р ~С и отношения <, < совпадают на Р; 
(ii) Р плотно в С (т. е. если с, d Е С и с< d, то (3р Е 

Е Р) [с ~ р ~ d] ); 
(iii) С не имеет ни наибольшего, ни наименьшего элементов; 
(iv) С- полно упорядоченное множество (т. е. каждое не­

пустое ограниченное подмножество множества С имеет н. в. г.). 
Множество С единственно с точж!стью до изоморфизма и назы­
вается пополнением, Р. 

Доказательство. Дедекиндово сечение множества Р есть не· 
пустое подмножество Х ~ Р, такое, что 

(а) у~ Х Е Х ._у Е Х, 
(Ь) если supX существует, то supXEX. 

Полагаем в качестве С множеrтво всех дедекиндовых сече· 
ний Р, упорядоченное отношением ~. 

Множество действительных чисел R. определяется как по­
полнение множества рациональных чисел. Очевидно, 1 R 1 = 211 •, 

Кардинал 2ы, называется мощностью континуума. 

К о н т и н у у м - г и п о т е з а: 211 = N 1• 

Континуум-гипотеза недоказуема и неопровержима в ZFC (см. 
разд. 12 и 18). 

Л е м м а 16. Если S- счетное множество действительных 
чисел, то 1 R- S 1 = 211•. 

Доказательство. Небольшая хитрость: используем R. Х R. 
вместо R (потому что 1 R Х R 1 = 21f•); если S ~ R Х R счетно, 
ТО S П R. Х {х} = 0 ДЛЯ некоторого Х Е R.. 

С л е д с т в и е. (а) Существует 2мо иррациональных чисел; 
(Ь) существует 2мо трансцендентных чисел (Кантор). 



20 7. Аксиома выбора 

У п р а ж н е н и е. Множество всех открытых множеств дей­
ствительных чисел имеет мощность 2No, 

Проблема Суслина [48). Пусть (Р, <)-упорядочен-
ное множество, такое, что 

(i) Р- плотно и полно упорядоченное, 
(ii) Р не имеет ни наименьшего, ни наибольшего элементов, 
(iii) каждое семейство попарно непер:?секающихся интерва-

лов Р не более чем счетно. 
Изоморфно ли (Р, <) лtножеству всех действительных чисел? 

Очевидно, R обладает свойствами (i), (ii), (iii). Гипотеза 
Суслина недоказуема и неопровержима в ZFC (см. разд. 21). 

7. Аксиома выбора 
Функция f называется функцией выбора на S, если f (Х) Е Х 

для каждого непустого Х Е S. 

(А9) А к с и о м а вы б о р а (АС): 

Для каждого множества S непустых множеств 
существует функция выбора на S. 

В разделах 12 и 25 будет доказано, что АС не зависит от 
аксиом ZF. 

Имеются две эквивалентные формулировки аксиомы выбора, 
заслуживающие особого упоминания. 

Принцип вполне-упорядочения (Цермело [58]). 
Каждое множество может быть вполне упорядочено. 

Подмножество С частично упорядоченного множества (Р, <) 
называется цепью в Р, если С линейно упорядочено посред­
ством <. 
Принцип максимальности (Куратовский{19], Цорн[60]). 

Пусть (Р, <)- ч. у. множество и каждая цепь в Р имеет 
верхнюю грань. Тогда Р имеет максимальный элемент. 

-Л е м м а 17. Принцип вполне-упорядочения и принцип мак­
симальности эквивалентны АС. 

Доказательство. (i) Аксиома АС влечет принцип максималь­
ности. Пусть Р удовлетворяет предположениям принципа. Ис­
пользуем функцию выбора на fJ (Р), чтобы строить по рекурсии 
такую цепь а0 < а 1 < . . . < аа < ... , что для всех а эле­

мент аа является (выбранной) верхней гранью цепи {а~: ~ < а}. 
В результате получим максимальный элемент. 

(ii) Принцип максимальности влечет утверждение Цермело. 
Пусть U- ,цанное множество. Используем ч. у. множество 
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(Р, с::) взаимно однозначных функций, областями определения 
которых являются ординалы, а значения принадлежат И. Мак­
симальным элементом Р является взаимно однозначная функ­
ция, отображающая некоторый ординал на И; с помощью этой 
функции получаем вполне-упорядочение И. 

(iii) Принцип вполне-упорядоч'ения влечет АС. Пусть S-мно­
жество непустых множеств. Используем вполне-упорядоче­
ние U S, чтобы определить функцию выбора f на S: 

f (Х) = (наименьший элемент множества Х). 

С аксиомой выбора имеем, что для каждого бесконечного 
множества Х существует а, для которого 1 Х 1 = 1 roa 1. Таким 
образом, кардинальные числа можно теперь определить как 
натуральные числа (конечные кардиналы) и алефы (бесконеч­
ные кардиналы). 

8. Арифметика кардинальных чисел 

При наличии аксиомы выбора кардинальные числа вполне 
упорядочены и действия с кардиналами становятся значительно 
проще. Приведем для начала два простых факта. 

(1) N а+ N 13 = N а· N 13 = max ( N а• N 13). 
(2) Если а~ (3, то N :13 = 2м13. 

Доказательство. 2м13~ N :13=1 (I)Jiroa ~~~ f1 (ro13 Х roa) j=2м13ма=2м13. 
Формулы, оценивающие N:13 при а> (3, даны в теоремах 10 
и 11. 

Декартово произведение индексированного семейства мно­
жеств (Х1 : i Е/) есть множество 

П Х1 = {(х1 : iE /): х1 Е Х1 для i Е/}. 
1 е J 

Сумма и произведение семейства кардиналов {k1: i Е/} опре­
деляются следующим образом (аксиома выбора используется 
для доказательства независимости определения от выбора мно­
жеств Х1): 

~ kt= 
/Е/ 

U Xt , где 1 Х11 = k1 для всех i Е 1 и множества Х1 
попарно не пересекаются; 

П kt=\ П Xt\• где IX1 I=k1 для всех iEl· 
/е/ ie/ 

i е J 

В разделе 4 уже упоминалась следующая лемма. 
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Л е м м а 18. Кардинал N a+l регулярен для каждого а. 

Доказательство. В противном случае (J)a+l есть сумма не 
более чем N а множеств, каждое из которых мощности ~ N а· 
Таким образом, 

N а+ 1 ~ ~ N а= N а • N а= N а; 
i < (J)a 

противоречие. 

Т е орем а 9 (Кёниг [17] ). Если k 1 < 'А 1 для каждого i Е 1, то 

~ kl < п 'Al. 
le/ lel 

Доказательство. (а) Докажем ~. Пусть 1 S1 1 = k1, 1 Т1 1 = Л. 1 , 
S1c.T1 и множества S1 попарно не пересекаются. Построим вза­

имно однозначную функцию F: U S 1 _. П Tl следующим обра-
lе/ lel 

зом: для х Е s, положим F (х) = (t,: i Е/), где tl = х и tl ф. sl 
при j =1= l. 

(Ь) Докажем =1=· Предположим, что П Tl = U Zl, множе-
l l 

ства Z1 попарно не пересекаются и 1 Z1 1 = k1, 1 Tl 1 = 'Al· Пусть 
Sl = {zl; (ц j Е 7) Е Zl}. Так как 1 Sl 1 ~ kl < 'Al, то существует 
функция (щ: l Е/) Е П Т1 , такая, что и1 ф. Sl для любого 

l 
l Е/. Следовательно, (иl: i Е/) ф. zl для любого i Е/. 

С л е д с т в и е. cf (2"а) > N а• 

Доказательство. Докажем, что ~ k1 < 2"а, когда k1 < 2"а 
l < (J)a 

для всех i: 

Дальше в этом разделе k, 'А, J..l. обозначают бесконечные 

кардиналы; если k = Na, то k+ = Na+l· 

Лемма 19. Если 'A<cf(k), то лk= U ла. 
Т е орем а 10. (а) (Хаусдорф [10] ). 

(k+)Л = k+ · kл. 

a<k 

(Ь) (Тарский [49] ). Если 'А< cf (k) и k- предельный карди-
пал, то 
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Доказательство. Применить лемму 19. 

Лемма 20. Если "~J.I., то J.t"=/.9\,(J.t)/, где 9v(X)= 
={У~ Х: 1 у /=V}. 

Доказательство. (а) "J.I. ~ 9" (v Х J.t). 
(Ь) Построим взаимно однозначную функцию F: 9" (J.t) ~ "J.I. 

следующим образом: для Х Е 9v (J.t) положим F (Х) = f, где 
f- взаимно однозначная функция, отображающая v на Х. 

Лемма 21. Если cf(k)~Л.<k, то kл=( ~ vл)cf(k). 
v<k 

Доказательство. (а) ( ~ vл)cf (k) ~ (kл)cf (k) = k'Л·cf (k) = kл. 
v<k 

(Ь) Построим взаимно однозначную функцию F, отображающую 
Лk в flcf (k) ( U л"), следующим образом. Пусть (va: а< cf (k))­

v<k 
возрастающая последовательность и lim "а= k. Для f Е лk, 
а < cf (k) и х Е Л. положим 

{ 
f (х), если f (х) < va; 

f а (х) = О в противном случае. 
Для каждой функции f Е Лk и а< cf (k) мы имеем fa Е л(vа). 
Положим теперь F (f) = {f а: а < cf (k )}; для f Е Лk имеем 

F (f) Е 9cf (k) ( U л") и F- взаимно однозначная функция. 
v<ll 

Т е орем а 11 (Буковский [1] ). Предположим, что cf (k) ~ 
~Л. < k и обозначим ~ vл через J.l.. 

v<k 
(а) Если существует v0 < k, такое, что vл = v~ для всех v, 

v0 ~ v < k, то kл = J.l.. 
(Ь) Если для каждого v < k существует v > v, v < k, такое, 

что "').. < v\ то k').. = J.l.cf (J.L). 

Значение этой теоремы состоит в том, что степени карди· 
налов определяются функцией J.l.cf <11> от одного аргумента. 

Доказательство. (а) Ясно, что v~ ~ k, и мы имеем ~ vл = 
v<k 

= v~ · k = v~. По лемме 21, k'Л = J.l.cf (k) = v~·cf (k) = v~ = J.l.. 

(Ь) В этом случае ветрудно видеть, что cf ( ~ vл) = cf (k). 
v<k 

Теперь применим лемму 21. 

Аналогичные рассуждения, как в лемме 21 и теореме 11, 
показывают, что для каждого предельного кардинала k 

2k = (2.!)cf (k) 
1 
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где 2~= ~ 2\ и для сингу лярного k 
Л<k 

2~. если существует Ла < k, такое, что 2л = 2л, 
для Л, ЛJ ::::;;; Л < k; 

в противном случае. 

О б о б щ е н н а я к о н т и н у у м- гипотез а (GСН): 

. 2k = k+ для всех бесконечных кардиналов k. 

3 а меч а н и е. (1) k < kc! (k)::::;;; 2k (неравенство следует из 
теоремы Кёнига). 

2) Если GCH верна, то 

(А8) 

J 

k при Л < cf (k), 

kл= k+ при cf(k):::;;;;.:::;;;k, 

t Л.+ при k ::::;;; 'А. 

9. Аксиома регулярности 

(V S =1= 0)(3х Е S)[x П S = 0]. 

В качестве следствия (А8) получаем: не существует бесконеч­
ной последовательности х0, х1 , х2, ••• , такой, что 

х3 3 Xt 3 Х2 3 •• , 

(в частности, не существует такого х, что х Е х); действительно, 
рассмотрим множество S = {х0, xL• ~ •••• } и применим аксиому. 
В предположении АС обратное также верно: если не сущест­
вует бесконечной последовательности х0 3 х1 ::э х2 3 ... , то (А8) 
выполняется. Действительно, если аксиома не выполняется, то 
(3S =1= О) (V х Е S) [ х П S =1= О] и можно построить последователь­
ность Ха, Х1, • , , , ДЛЯ КОТОрОЙ Хо Е S, Х1 Е S n Хо, Х2 Е S n Х1 И Т. Д. 

В теореме 13 дана еще одна формулировка аксиомы регу­
лярности, принадлежащая фон Нейману [52]. Определяем 
по рекурсии: 

V0 =0, 
Va = U V 13, если а - предельный ординал, 

f3<a 

Va+l =f!J(Va)• 

Положим п = u v а и для х Е п 
aEOn 

ранг (х) =(наименьшее а, такое, что х Е Va+1). 
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Лемма 22. (а) VacVa+l• (Ь) ОnсП, (с) XEll-xcП, 
(d) если х Е у Е Il, то ран;: (х) <ранг (у), (е) ранг (а)= а. 

Определен и е. Транзитивное замыкание множества S, 
обозначаемое Те (S), есть транзитивное множество, об.1адающее 
следующими свойствами: (а) Те (S) ~ S, (Ь) Те (S) = Т для 
любого транзитивного множества Т;:::) S. 

Л е м м а 23. те (S) существует для каждого множества S. 
Доказательство. Положим S 0 = S, Sn+ 1= U S 11 , Те (S)= U Sп. 

IIE(i) 

Л е м м а 24. Если С- непустой класс, то (3хЕС) [х П С=О]. 

Доказательство. Пусть S Е С. Если S П С= О, то S- иско· 
мое множество. Если S П С =1= О, то Т= Те (S) П С =1= О и по 
аКСИОМе регулярНОСТИ существует Х Е Т, такое, ЧТО Х П Т= 0. 
Тогда х n с= О; действительно, если у Е х n С, то у Е те (S) 
в силу транзитивности те (S), и у Е х n т. 

Т е орем а 12 (Е-индукция). Если класс С- так.ой, что 

х s;;;; С ~ х Е С для каждого х, 
то C=V. 

Доказательство. В противном случае существует х Е V - С, 
для которого х n (V- С)= о, т. е. х =с, и отсюда х Е С. 

(Аналогично вводится поня-тие Е-рекурсии: F (х) = G (F"x).) 

Т е орем а 13. Аксиома регулярности выполняется тогда и 
только тогда, когда V = П. 

Доказательство. (а) Если V = П и S непусто, пусть х- эле­
мент s наименьшего ранга; тогда х n s =о. 

(Ь) Если аксиома выполняется, то равенство V = П доказы· 
вается Е-индукцией. 

1 О. Транзитивные модели 
Теория, излагаемая в разделах 10-14, была развита Гёде­

лем в [8]. Пусть М - класс и Е- бинарное отношение на М; 
пусть q:> (х1 , ••• , Х11)- формула. Определяем 

(М, Е) F= qJ (х 1 , ••• , Х11) (для х1 , ••• , Xn Е М) 

((М, Е) удовлетворяет q:>, q:> выполняется в (М, Е), (М, Е)-
.модель q:>) следующим образом: 

(а) (М, Е) F х Е у, если (х, у) Е Е; 
(М, Е) 1=· х =у, если х =у; 
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(Ь) (М, ЕН= l <р, если l (М, Е) t= <р; 
(М, Е) t= <рЛ '1', если (М, Е) 1= <р Л (М, Е) t= '1'; 

(с) (М, Е) t= 3х<р, если (3х е М) [(М, Е) F= <р]. 
Аналогично определяется выполнимость для V, ~. +-+ и V5). 

в случае когда Е= Е n М2, мы пишем м F <р *). 

Оп ре д е л е н и е. Класс М называется экстенсиональным, 
если для всех х, уеМ не равенство х =F у влечет х П М =F у П М. 

Л е м м а 25. Класс М- экстенсиональный тогда и только 
тогда, когда М 1= (Al). 

Доказательство. 

М 1= (Al) +-+ М F= V XVY [Vи (и е Х +-+и е У)~ Х =У]+-+ 
~(VX, У е М)[МI=Vи(и е Х+-+ие Y)~MI=X=YJ~ 

+-+(VX, УеМ)[ХПМ=УПМ~Х=У]+-+ 
+-+М- экстенсиональный класс. 

Л е м м а 26. Если класс М транзитивен **), то М- экстен­
сиональный класс. 

О п р е д е л е н и е. Пусть М -транзитивный класс, 
<р (х1 , ••• , Хп)- формула. Говорят, что <р абсолютна для М, если 
<р (х1 , ••• , Хп) +-+М t= <р (х1 , ••• , Хп) для любых х1 , ••• , Xn Е М. 

~ ~ ~ ~ 

Пусть <р (х, у)- формула и ~ (х) ={у: <р (х, у)}; ~ (х) может не 
~ 

быть множеством. Если ~ (х)- множество, тогда по аксиоме (Al) 
такое множество единственно. Назовем ~ операцией (опреде­
ляемой формулой <р). 

~ 

Если М- транзитивный класс, положим ~м (х) ={уеМ: Mf= 
~ ~ t= <р (х, у)} для х е М. Говорят, что операция l5 определена в М, 

~ ~ 

если ~м (х) е М для всех х е М (в частности, ~ определена, 
~ ~ 

если ~ (х) -множество для любого х). 

Если формула <р абсолютна, то ясно, 

Операция ~ называется абсолютной для 
~ 

для всех х е М. Если <р абсолютна и 
то ~ абсолютна. 

~ ~ 

что ~м (х) = ~ (х) n м. 
~ ~ 

М, если ~м (х) = ~ (х) 
~ ~ 

~ (х)!:; М ДЛЯ ХЕ М, 

Л е м м а 27. Пусть М- транзитивный класс. 
(а) х е у и х =у- абсолютные формулы. 
(Ь) Если формулы <р и '1' абсолютны, то <р Л '~'• <р V '~'• <р~-ф, 

<р +-+ 'Ф и l <р также абсолютны. 
(с) Если <р абсолютна, то (V х е у) <р и (3х е у) <р абсолютны. 

*) Эдесь через е обозначается класс {(х, g): х е у}.- При.м. пер~~в. 
**) т. е. если Vx (х е М-+ х Si/8 М).- При.м. перев. 
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Доказательство. Утверждения (а) и (Ь) очевидны. 
(с) Пусть 'Ф (у, ... ) есть формула (3х Е у) q> (х, у, ... ) и q> 

абсолютна для М. Если у, ... Е М, тогда 

-ф(у, ••• )-(3xEy)q>-(3xEy)Mf=q>(x, у, .•. )­
'-(3хЕМ)[хЕ у Л Mf=q>]-+-+MI=(3xEy)q>­
- м F== 'Ф (у, ... ). 

Аналогично разбирается случай с квантором всеобщности. 

Л е м м а 28. (а) Если операция ~ и формула q> абсолютны 
(для данного М), то формула 

• (3у Е 'б (х)) q> 
также абсолютна. 

(Ь) Если операция ~ абсолютна и определена в М, а фор-
~ 

мула <р абсолютна, то q> (~ (х)) абсолютна. 
~ ~ 

(Здесь М F= (3у Е~ (х)) q> означает (3у Е ~м (х)) [М f= q>]; если ~ 
~ 

определена в М, то М F= q> ('б (х)) означает М F= q> (у), где у= 
~ 

= 'бм (х).) 
А б с о лют н о с т ь н е к о т о р ы х фор м у л и оп е. р а ц и й. 

(а) Следующие формулы абсолютны (для любого транзи-
тивного класса М): 

(1) х!;;;;; у; 
(2) х непусто, 
(3) х- неупорядоченная (упорядоченная) пара, 
(4) х- единичное множество, 
(б) х- бинарное отношение, 
(6) х - функция, 
(7) х транзитивно, 
(8) х - упорядоченное множество, 
(9) х упорядочено отношением Е. 

(Ь) Если М- транзитивный класс и х, у Е М, тогда 
(10) {х, у}м = {х, у}, 
(11) uмx=Ux, 
( 12) [f'M (Х) = [f' (х) n М. 

~ 

(с) Класс С замкнут относительно операции ~. если 'б (х)ЕС 
~ 

при х Е С. 
Пусть М- транзитивный класс. Операции (13) и (14) абсо­

лютны. Если М замкнут относительно операцuи { }, то оцера­
ции (15)-(17) также абсолютны. 

(13) {х, у}, 
(14) х-у, 



28 

(15) х х у, 
(16) dom (х), 
(17) х2 n Е. 

10 Транзитивные модели 

Доказательство. z Е х Х у~ (3и Е х) (3v Е у) [z =(и, v)]. 
' 

z Е dom (х) ~ (3у Е U U (х)) [(z, у) Е х]. 
Z Е _х2 П Е~ (3и Е Х) (3v Е Х) [z =(и, V) Л и Е v}. 

Снова предполагаем, что класс М транзитявен и замкнут 
относительно { }. 

(d) Следующие операции абсолютны: 
(18) о, 
(19) xUy, 
(2о) х n у, 
(21) rng (х), 
(22) xU{x}. 

(е) Следующие формулы абсолютны: 

(23) х- ординал, 
(24) х- предельный ординал, 
(25) х- последующий ординал. 

Доказательство. Используя аксиому регулярности, имеем 

' х- ординал ~ х транзитивно и упорядочено отношением Е 

(вполне-упорядоченность х отношением Е следует из (А8)). 

(f) Если х- кардинал и х Е М, то х- кардинал в М (т. е. 
М 1= х- кардинал). 

Доказательство. х- кардинал ~ х- ордпиал Л Vf l<l' (х, f), 
где <р (х, f)- абсолютная формула: 

"функция f взаимно однозначна Л dom (f) = х Л rng (f) Е х". 
Если формула <р ложна для любой функции f, то <р ложна для 
любой f Е М. Однако обратное неверно и формула "х есть 
кардинал" не является абсолютной. 

Определен и е. Транзитивный класс М называется почти 
универсальным, если 

(VS с:: М) (3У Е М) [У =.1 SJ. 
(Очевидно, каждый почти универсальный класс является соб­
ственным классом.) 

Л е м м а 29. Пусть класс М т ранзитивен, почти у ниве реален 
и замкнут относительно { }. Тогда М удовлетворяет аксиомам 
(А1), (А2), (А4), (Аб), (Аб). Кр:J.че того, если аксиомы (АЗ) вьt· 
полняются в М, то М удовлетворяет (А7). 
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Доказательство. (Al) выполняется в силу леммы 25. 
(А2) Очевидно. 

29 

(А4) Если Х Е М, то uмх = U Х; следовательно, uмх есть 
множество и существует У Е М, такое, что uмх ~У. 

(А5) Если Х Е М, то [!'М (Х) = [!' (Х) n М есть множество и 
существует У Е М, такое, что [!'М (Х) ~-У. 

(Аб) Пусть <р- формула и F = {(х, у) Е М2 : М 1= <р (х, у)}. 
Предположим, что М f=: F есть функция, и докажем М F= 
f= V Х3 У (Vи Е Х) [F (и) Е У]. Пусть G - функция из М в М, 
определенная едедующим образом: 

у= G (х) -М F= <р (х, у). 
Если Х Е М, то для S = G" Х существует У Е М, такое, что 
G"X с: У. Для каждого иЕ Х имеем G (и) Е У, т. е. М F- F (и) Е У. 

(А7) Если аксиомы (АЗ) выполняются в М, то О Е М. Пусть 
S с М- множество, содержащее О, и если xES, то {х} Е S. 
Существует У Е М, такое, что S с У; в силу М~'::' (АЗ) и 
М 1= (А6) существует такое Х с У, что Х Е М, О Е Х и Vи (и Е 
Е Х ~{и}Е Х). 

В следующей теореме предполагаются только аксиомы 

(Al)- (А7) и доказывается, что класс П = U Va является 
aeOn 

моделью ZF, т. е. П F= <р, когда <р- аксиома ZF (включая 
аксиому (А8)). 

Т е орем а 14 (фон Неймаи [52]). Класс П является мо· 
делью ZF. 

Доказательство. Класс П транзитивен, почти универсален 
и замкнут относительно { }; таким образом, достаточно про­
верить, что П удовлетворяет аксиомам выделения и (А8). 

(АЗ) Для данной формулы <р нужно доказать, что 

П 1= VХ3УVи(и Е У -и е Х Л <р(и)), 
т. е. (V Х е П) (3У е П) Vи [и е У- и е Х Л 11 F= <р (и)]. 
Если х Е П, то У= {и Е Х: П != <р (и)} есть подмножество Х и, 
по лемме 22 (с), У Е П. 

(А8) Формула (3х Е S) [х n s =О] абсолютна и выполняется 
для каждого непустого множества S Е П (но может не выпол· 
няться для S Е V, если (А8) не предполагается). Следовательно, 
ПF= (А8). 

С л е д с т в и е. Con ((Al)- (А7)) ~ Con (ZF). 
Читается: ес"1и аксиомы (Al)- (А7) непротиворечивы (сов­

местимы), то теория ZF непротиворечива; ZF непротиворечива 
ОТflосителшо (Al)- (А7). Если бы противоречие выводилось 
8 ZF, то м;ож1ю было бы получить протцворечие, не исnо.ТJьзуя 
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аксиому регулярности. Действительно, предположим <р 1\ l <р 
доказуемо в ZF; тогда П F q> 1\ l q> доказуемо из аксиом 
(Al)- (А7). Однако утверждение П 1= q> 1\ l <р противоречиво: 
(П 1== <р) 1\ l (11 f= <JJ). 

Используем теперь аксиому регулярности, чтобы доказать 
теорему об изоморфизме (Мостовский [32], Шепердсон [39]) 
и принцип отражения (Леви [22]). 

Т е орем а 15А. (Теорема об изоморфизме.) Если Р- эк­
стенсиональный класс, то существуют единственный транзитив­
ный класс Q и единственная функция Н, такие, что Н -изо­
морфизм между (Р, Е) и (Q, Е). 
(То есть Н- взаимно однозначная функция, отображающая Р 
на Q, и х ву-Н (х) Е Н (у) для х, у Е Р .) 

Доказательство. (а) Существование. Построим по рекурсии 
три трансфиниrные последовательности: 

Р0 с.Р 1 с. ... Рас. ... , 
Н0 с. Н1 с. ... На. с. ... , 

Qo s;; Q, с. ... Qa. с. ... ; 

положим Н = U Н а.• Q = U Qa. и докажем, что Р = U Р а.• 
asOn asOn aeOn 

класс Q транзитивен и Н есть Е-изоморфизм между Р и Q. 
Положим (i) Р0 =О, Н0 =О, Q0 =О; 

(il) Р а.= U Р r.• Н а.= U Н r.• Qa. =- U Qp, если а - предель· 
В<а. Р<а. Р<а 

ный ординал; 
(Ш) р a.+l ={хЕР: х n р s;;;; р а,}, 

На+I(Х)=Н~(хПР) ДЛЯ XEPa.+l• 
Qa.+l = rng (Ha.+l>· 

Теперь достаточно доказать, что для каждого а 

( 1) Р а. - множество и Р а. s;;;; Р, 
(2) р а. с. р a.+l• 
(3) Н а.- функция, отображающая Р а. на Qa, и Н а.+ 1 1 Р а.=Н а.• 
(4) Qa. с. Qa.+l' 
(5) Qa. транзитивно, 
(6) На. есть Е-изоморфизм, 

(7) Р = U Ра.. 
й.ЕОn -

Утверждение (1) следует из экстенсиональности Р: так как 
х nр =1= у nр при х =1= у, то р a+l имеет элементов не больше, 
чем множество подмножеств Ра. 
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(2) - (6). Доказываются по индукции. 
(7). Если Р =1= U Р а• тогда по аксиоме (А8) существует х Ei 

aeOn 

ЕР- UРа,такое,чтохП(Р- UРа)=О,т.е.хПРс::: UPa; 
aeOn aeOn _ aeon 

существует ао, для которого х n р s;;; u р а• и поэтому х n р s;;; р а, 
а<а-

И ХЕр а+ 1; ПрОТИВОречие. 

(Ь) Единственность. Для любых транзитивных классов Q и Q 
доказываем (по Е-индукции), что если Q и Q изоморфны, то 

Q = Q и изоморфизм является тождественным отображением. 
Следующая далее теорема IбВ является обобщением тео­

ремы об изоморфизме. Отношение Е на классе Р называется 
экстенсиональным, если 

Е-1 (х) =1= Е_ 1 (у) при х, у Е Р и х =1= у. 

(Здесь Е_ 1 (х) = {z: (z, х) Е Е}.) Отношение Е называется пра­
вильно построенным (п. п. отношением), если 

(1) Е_ 1 (х) является множеством для каждого хЕР, 
(2) для каждого непустого S s;;; Р существует х Е S, для 

которого S П Е_ 1 (х) =О. 
Заметим, что 

(i) условие ( l) тривиально выполняется, если Р - множество, 
(ii) Е является п. п. отношением и Е_ 1 (х) = х, 
(iii) если Р - экстенсиональный класс, то Е = Е П Р2 

- эк­
стенсиональное отношение и Е_ 1 (х) = х ПР. 

Т е орем а 15В. (Теорема об изоморфизме). Если Е- экстен­
сиональное, правильно построенное отношение на Р, то суще­
ствуют единственный транзитивный класс Q и единственная 
функция Н, такие, что Н- изоморфизм между (Р, Е) и (Q, Е). 

Доказательство. Доказывается так же, как теорема 15А, 
за исключением того, что 

Pa+l ={хЕР: Е-1 (х) с Ра} 
и 

Ha+l (х) =Н~ (E-t (х)). 

Для доказательства (7) используем, что Е- п. п. отношение; 
тогда, если O=FCs;;;P, существует уЕС, такое, что СП Е_ 1 (у)=О. 

~ 

Л е м м а 30. Пусть ер (х, у) - формула. Для каждого мно· 
~ 

жества S0 существует такое S ;;2 S0, что для всех у Е S 
~ ~ 

3хер (х, 11) ~ (3х е S) ер (х, 1/). 
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Предполагая аксиому выбора, можн,о потребовать, чтобы 1 S 1::::;; 
::::;; t-t о · 1 So /. 

Доказательство. Если С- класс, полагаем 
~ 

С= {х Е С: (Vy Е С) [ранг (х)::::;; ранг (у)]}; 

С ЯВJ1Яется множеством и С ~ С *). 
Пусть Су= {х: <р (х, у)} и 

~(X)=XU u Су. 
y<SX 

Используя операцию ~. построим (по рекурсии) S1 = ~ (S0), ... 
~ ~ 

... , Sn+l = ~ (Sп) и S = U Sn. Ясно, что если у Е S и 3х<р (х, у) 
n 

~ 

то (3х Е S) <р (х, у). 
Если АС предполагается, пусть F- функция выбора на 9 (S) и 

~· (Х) = х u {F (Су): у Е Х} 

для Х ~ S. Полагаем So = So, S~+l = ~· (S~) и S* = U S~, тогда 
n 

s· - искомое множество и 1 s· 1::::;; N 0 • 1 S0 /. 

3 а меч а н и е. Для данных п формул <р 1 , ••• , <pn можно, 
немного изменив доказательство леммы 30, получить такое S, 

~ 

что для всех у Е S 
3x<pl (х, у)~ (3х Е S) <pt (х, у), i = 1, ... , п. 

Т е орем а 16 (Монтегю, Леви). Пр и н ц и п о т раж е н и я. 
Пусть <р- формула. Для каждого множества М0 существует 
М 2 М0, такое, что 

~ ~ 

<р (х)- М}== <р (х) 
·~ 

для всех х Е М (М отражает <р). 
Более сильные варианты принципа отражения получаются, если: 

(А) предполагая АС, потребовать, чтобы 1 М 1::::;; tot 0 ·/ М0 /; 

(В) потребовать, чтобы М было замкнуто относите.1ьно опе­
раций 81, ... , ~n; 

(С) для данного множества В функций потребовать, чтобы М 
было замкнуто относительно каждой функции f Е В и, если 
аксиома АС предполагается, чтобы 1 М 1::::;; tot 0 ·/ М о 1 ·/В/; 

(D) потребовать, чтобы М= Va для некоторого а; а также, 
чтобы а было предельным ординалом; 

*) Таким способом можно опредРлитъ кардинальные чиСJiа беэ помощи 
аксиомы выбора (но испСJль •уя аксиому регулярности) кардинальным числом 

множества Х будt:Т тоrда множество С, где С= {У: 1 У 1 = 1 Х / }. 
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(Е) для данной теоремы е теории ZF потребовать, чтобы 
Mf=8. 

Доказательство. Пусть <р 1 , ••• , <гп- список всех подфор-
мул <р. Применим лем\1у 30, чтобы получить М, для которого 

3z<pi ._ (3z Е М) <pl . 
при i=1, ... , n*). Мы утверждаем, что М отражает каждую 
формулу <pl. Это легко провернется ДJIЯ ато~tарных формул и 
формул, полученных с помощью пропозициональных связок. 

~ 

Предположим, что М отражает <pl (х, z), и докажем, что М 
~ 

отражает 3z<pl. Если х Е М, то 

3z<pl ~ (3z Е М) <pl ~ (3z Е М) [М!= <pi] ~М!= 3z<pl. 

Для доказательства усиленных вариантов принципа отраже­
ния нужно изменить построение Sn в лемме 30. Чтобы дока­

~ ~ 

зать (В), положим Sn+l = :l (Sп) U Ш (у): у Е Sп}; в случае (С), 

S,1+ 1 =:l(Sп)UU f"Sn. Для доказательства (D) положим Sn+I 
fEB 

равным наименьшему V v => ~ (Sп). У сидение (А) очевидно. Для 
доказательства (Е) просто потребуем, чтобы М отражало также 
формулу е. 

Г ё д е л е в с к и е опер а ц и и. 

Возможность замены схемы аксиом выделения конечным чи­
слом ее частных случаев была впервые отмечена Гёделем 
(см. [8] ). Рассмотрим следующие восемь операций, называемых 
гёделевскими операциями: 

~~ (Х, У)= {Х, У}, 

~2 ( х. У) = х - у. 

\53 (Х, У)= Х Х У, 
\54 (Х) = dom (Х), 
~5 (Х) =Е П Х2 ={(и, v): и, V Е Х Л и Е v}, 

\56 (Х) ={(а, Ь, с): (Ь, с, а) Е Х}, 

\57 (Х) ={(а, Ь, с): (с, Ь, а) Е Х}, 

\58 (Х) ={(а, Ь, с): (а, с, Ь) Е Х}. 

Гёделевские операции абсототны для любого транзитивного 
класса, замкнутого относительно { }. (Абсоюотность \51 - ~5 
указана выше, в (13)- (17); абсолютность \56 - '68 провернется 
аналогично.) 

*) и для любой переменной z, входящей свободно в ЧJi·- Прим. ред. 
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Т е орем а 17. Если класс М транзитивен, почти универсален 
и замкнут относительно гёделевских операций, то М является 
моделью ZF. 

Эта теоре:ча следует из леммы 29 и ле:чмы 31. Вторая часть 
ле:чмы 31 используется в дальнейше:ч (раздел 14) и приведена 
здесь потому, что ее доказательство такое же, как доказатель­

ство первой части ле:чмы. 

Л е м м а 31. Для данной формулы <р существует операция~' 
составленная из гёделевских операций, для которой 

(l) если класс М транзитивен, почти универсален и замкнут 
относительно гёделевских операций \51, ... , \58, то для всех 

-)о 

х, рЕМ существуют xi, ... , XkEM, такие, что 
-)о -)о -)о 

{(и 1 , ••• , ип): и1, •.. , ипЕХ Л Мf=<р(и, р)}=~(Х, р, Х1, .. . , Xk)l 
-)о 

(2) для всех Х, р существуют ординалы а1 , ... , ak, такие, что 
-)о ··> -)о 

{(и 1 , ••• , ип): и1, .•. , ипЕХ Л<р(и, р)}=~(Х, р, Va1, ••• , Vak). 

Доказательство. Индуктщей по сложности формулы <р. 
(1) <р (и 1 , ... , ип, р 1 , ... , Рт)- атомарная формула. Ограни­

чимся двумя случаями 

(А) щ Ер 
и 

(В) щ Е щ, 

потому что другие атомарные формулы устранимы, например: 

р Е Uj ~ 3у (у = р Л у Е Щ), 
р = Ut ~ Vy (у Ер ~у Е щ). 

Случай А. Положим 

\'5 (Х, р) = Х Х ... Х (р П Х) Х ... Х Х, 
тогда 

(и 1 , ... , ип) Е~ (Х, р) .,_ U1, .. ·, Un Е Х Л Ut Ер. 

(Заметим, что р П Х = р- (р- Х) =\52 (р, ~z (р, Х)).) 
Случай В. Используем индукцию по п. Пусть 

У= {(и1 , .•. , ип): и1, ... , ип Е Х Л Щ Е Uj} и v = (и1, ... ' 
Подслучай В 1. i = п- 1, j = п. 

У= {(v, иn-1• и,.): V Е Xn- 2 Л (Ип-1• ип) Е \'5s(X) }. 

Положи:ч 

и тогда У=~ (Х). 
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Подслучай В2. i = n, j = n- 1. Так как 

У= {(v, иn-1• ип): V Е xn-2 Л (ип, ип-1) Е ~5 (Х)}, 

положим 

и тогда У=~ (Х). 

Подслучай ВЗ. i, j =1= n. По индуктивному предположению 
существует операция ®, такая, что 

{(иl, ... , ип-1): и1, ·. ·, ип-1 Е Х Л иi Е Uj} = G) (Х). 

Теперь положим 
~ (Х) = ® (Х) Х Х 

и тогда ~ (Х) =У. 

Подслучай В4. i, j =1= n- 1. По индуктивному предположе­
нию существует операция ®, такая, что 

{(v, ип): V Е xn-2 Лип Е Х Л ut Е и/} =®(Х). 

Положим 
~ (Х) = ~8 (® (Х) Х Х), 

и тогда 

У= {(v, иn-1• ип) Е Xn: Щ Е и/}=~ (Х). 

(II) Пропозициональные связки. Пусть Yt = {(и 1 , ••• , ип) Е 
-> 

Е хп: ср1 (и)}, i = 1, 2. Тогда 
+ 

(А) {(и], ... ' ип) Е xn: l cpl (и)}== xn- у 1 = ~2 (Хп, Yl), 
·> + 

(В) {(и], ... ' ип) Е xn: (/J] (и)Лср2(и)} = yl n Y2=~2(YI, ~2(YI, У2)). 
(111) Квантор существования. Части (1) и (2) леммы трак­

туются теперь различно. Рассмотрим формулу 

3vcp (и 1 , ... , ип, v) 

и предположим, что существует операция ®, для которой 
(1) если Z Е М, то существуют множества Z 1, ••• , Zk Е М, 

такие, что 

{ 
+ n+l + } 
(и,v)EZ : М!=ср(и,v) =ili(Z,Z1, ••• , Z"); 

(2) для каждого Z существуют ординалы у 1 , ••• , Yk, такие, 
что 
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Пусть 

'б (Х, х,, ... , xk+I) = xn n do;n (® (Xk+I• х,, ... ' Xk)); 

докажем следующее: 

(1) ес.1и Х Е М, то существуют такие Х 1 , ... , Xk+ 1 Е М, что 
-> + 
{иЕХп: Ml=3v<p(и, v)}='б(Х, Х,, .. . , Xk+I), 

и 

(2) для каждого Х существуют такие а1 , ••• , ak+ 1, что 
+ -> 
{иЕХп: 3v<р(и, v)}='б(Х, Va

1
, ••• , Vak+

1
). 

Доказательство. 
(1) Пусть Х Е М. Существует S ::::> Х, такое, что S s;; М и 

-> + 
(3v Е М)[ М 1= <р(и, v)] ++ (3v Е S) [М!= <р (и, v)] 

-> 
для всех и Е Х. 

Так как класс М почти универсален, существует такое Xk+I е 
+ 

Е м, что xk+I ;:;;;2 s. Тогда для всех и Е х 
+ + 

(3v Е М)[ М 1= <р (u, v)] ++ (3v Е Xk+ 1)[M 1= <р(и, v)]. 

Пусть теперь Х 1 , ... , Xk Е М- множества, для которых 
n+l -> 

~ (Xk+I, х,, ... ' Xk) с:: xk+I и для всех и, v Е Xk+I 
+ -> 

М 1= <р (и, v) +-+(и, v) Е® (Xk+I• Х1 •••• , Xk). 
+ 

Отсюда с.ТJедует, что д•1Я всех и аХ 

иЕ'б(Х,Х,, ... , xk+I)++иE,dom(®(Xk+I•XI, ... , Xk))++ 
+ 

+-+(3vEXk+ 1 )[(и, v)E®(Xk+I• Х1 , ••• , Xk)]++ 
-> 

+-+ (3v Е Xk+I) [М f= <р (и, v)] ++ 
-> 

++ (3v Е М) [М 1= <р (и, v)]. 

(2) Для данного Х суш,ествует такое ан" что V а ::::> Х и 
k+l 

-? -> 
3vЧJ (и, v) +-+ (3v Е Vak+

1
) <р (и, v) 

+ 
для всех и Е Х. 

По.ТJагаем а1 , ••• , ak такими, что 

·> k+I + 
®(Vak+

1
,Va

1
, .. ,, Vak)={(и,v)EVak+ 1 : <р(и,v)}; 

тогда 
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11. Конструктивные множества 
Определение конструктиnных множеств, а также резу.'!ьтаты 

разделов 11 и 12 принадлежат Гёделю [R]. Конструктивный уни­
версум L, класс всех конструктивных множеств, является наи­
меньшей транзитивной моделью, содерЖащей все ординалы. 
Класс L удовлетворяет и аксиоме nыбор а, и обобщенной кон­
тинуум-гипотезе. Мы получаем таким образом, что АС и GCH 
совместимы с ZF. 

Для любого множества S замыкание S (обозначаемое с! (S)) 
есть наименьшее множестnо Т 2 S, замкнутое относительно 
гёделевских операций. Заметим, что 

cl ( S) = g" ro, 
где 

g (О)= S и g (n + 1) = g (n) U ~\'(g (n) Х g (n)) U ... U ~8 (g (n)). 

Определен и е. 

L 0 =0; 

La = U L 11, если а- предельный ординал; 
В<а 

La+l = fl (La) П cl (La U {LJ); 

L= U La. 
etEOn 

Очевидно, класс L транзитивен, почти универсален и замкнут 
относительно гёделевских операций; следовательно, L является 
моделью ZF. Элементы L называются конструктивными множе­
ствами. Заыетим, что каждый ординал конструктивен. 

Доказате.1ьства главных теорем о классе L основаны на том 
факте, что понятие конструктивности абсолютно; абсолютно не 
д.nя любого транзитивного класса М, но еси1и М обладает 
некоторыми свойствами (или, точнее', удовлетворяет векоторой 
теореме е теории ZF), то Х Е La- абсои1ютное свойстnо Х и а. 

Пусть М- транзитивный класс. Если М обладает свойст­
вами (А)- (Е), перечисленными ниже, то формулы и операции 
(1)- (5) абсолютны для М. 

(А) Класс М замкнут опюсите.1ьно rёделевских операций. 
(1) Операпии ';5'{ (Х Х Х), ... , ';5'8 (Х) абсолютны. 

Доказательство. х Е ';5'{ (Х Х Х) ~ (3и, v Е Х) [х = 'б1 (и, v)]. 

(В) Если Х Е М, TQ W( (Х Х Х) Е М, ... , \58 (Х) Е М, 
(С) <О Е м. 
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Назовем функцию g- функцией замыкания множества Х, если 

dom(g) = ro Л g(O) = Х Л (Vn Е ro)[g (n + 1) = 

= g (n) U '157 (g (n) Х g (n)) U ... U '158 (g (n))]; 

функция за:\fыкания единственна для каждого Х. 

(2) Формула "g есть функция замыкания Х" абсоJ1ютна. 

(D) Если Х Е М, то функция замыкания Х принадлежит М. 

(3) Операция flJ (Х) П с! (Х U {Х}) абсототна. 
Доказательство. у Е flJ (Х) n с! (Х u {Х}) - у с:: х л 3g [g есть 

функция замыкания Х U {Х} Л 3n (у Е g (n))]. 

(Е) Если Х Е М, то flJ (Х) U с! (Х U {Х}) Е М. 
Функцию f назовем конструирующей (а.+ 1)-последователь­

ностью, если 

clom (f) =а.+ 1 Л f (О)= О Л (V~ Е dom f) [~ - предельное~ 

·-+ f (~) = rng (f \~))Л ('v'~ Е а.) (f (~ + 1) = fl} (f (~)) П Ci (f (~) U {f (~)})); 
конструирующая (а.+ !)-последовательность единственна для 
каждого а.. 

(4) Форму-1а "f есть конструирующая (а.+ 1)-последова­
тельность" абсолютна. 

(F) Если а. Е М, то конструирующая (а.+ !)·последователь· 
ность принадлежит М. 

(5) Формула Х Е La абсолютна. 

Доказательство. Х Е La- 3f (f есть конструирующая (а.+ 1)· 
последовательность Л Х Е f (а.)). 

Существует предложение Е>*), яв"1яющееся теоремой ZF, такое, 
что транзитивный класс М обладает свойства:\fи (А)- (Е) тогда 
и только тогда, когда М !=Е>. Напри:\fер, условие 

"М за:\fкнуто относительно '152" 

может быть выражено посредством 

М F= V XVY3ZVи (и Е Z- и Е Х Л и ф. У); 

аналогично ~южно выразить условия (А)- (Е). По"1учаем таким 
образом с"1едующую теорему. 

т е орем а 18 (Гёдель). (i) Если м 1= е, то фор.'Jула х Е La 
абсолютна для М. 

(ii) Кроме того, если М содержит все ординалы, то "Х кон­
структивно" абсолютно для М. 

*) т. е. е- фор~ула без свободных переменных.- Прим. перев. 
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(iii) В частности, "Х конструктивно" абсолютно для L и, 
следовательно, L ~каждое множество конструктивно. 

Следствие 1. Если М-модель ZF и M:::>On, то M;;;2L. 
2. Con (ZF)---? Con (ZF + V = L), где V = L- аксиома кон· 

структивности: каждое множество конструктивно. 

12. Совместимость АС и GCH 
Аксиома конструктивности влечет АС и GCH; так как V = L 

совместимо с ZF, то отсюда следует совместимость АС и GCH 
с ZF. 

Т е орем а 19 (Гёдель). V = L влечет АС. 

Доказате.'lьство. Докажем, что существует определимое ото· 
бражение F класса On на L, для которого формула х = F (а) 
абсолютна. Это отображение дает вполне-упорядочение L. 
Начнем с того, что существует определимое, взаимно однознач· 
ное отображение J класса On на класс всех троек (i, а, М. где 
i =О, ... , 8 и а, ~Е On; это отображение можно получить 
с помощью канонического вполне-упорядочения On Х On. По­
строим F по рекурсии. Пусть v Ei On и J (V) = (i, а, М· 

f ~~ (F (а), F (~)), если 

F (v) = l ~~ (F (а)), если 

La. если 

i = 1, 2, 3; 

i = 4, 5, 6, 7, 8; 

i= о. 

Нетрудно видеть, что если М~ е, то х = F (а) абсолютно для М. 

Т е орем а 20 (Гёдель). V = L влечет GCH. 

Доказательство. Предположим V = L. Докажем, что если 
Х ~ ro11 , то Х Е L(/)

11
+

1
; так как 1 L(/)

11
+

1
1 = N ТJ+I, мы получим 

l&'(rofl)l= N 11+J· 
Пусть Х ~ ro11; существует такое ~. что Х Е L~. В силу прин· 

ципа отражения существует множество S, такое, что 

(1) Sf:(A1)Лe, 
(2) (J)ТJ ~ S, х Е S, ~Е s, 
(3) 1 S 1 = N fl' 
(4) S F= (~- ординал Л Х Е L11). 

no теореме об изоморфизме существуют транзитивное множе­
ство М и Е-изоморфизм n между S и М. В силу транзитив­
ности rofl, отображение n 1 rofl тождественно и поэтому л (Х) = 
=Х. Так как 

М!= л(~) есть ординал 
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и свойство "быть ординалом" абсолютно, то n (~)- ординал, 
n (М= а. Е М. Отсюда следует, что а s;:;; М и, поскольку 1 М 1 = N '~~• 
а.< ro11+l· Так как М F= n (Х) Е L11 <1:1>• мы имеем М F= Х Е La. 
Кроме того, м удовлетворяет е и поэтому х Е La абсолютно 
для М; другими словами, Х Е La. Таким образом, 9 (ro11) s;:;; Lw • 1)+ 1 

13. Теоремы о транзитивных моделях 
В этом разделе рассматриваются некоторые результаты 

о транзитивных моделях ZF. Теорема 21 показывает, что суще­
ствование недостижимого кардинала недоказуемо в ZFC. Из 
теоремы 22, принадлежащей Вопенке и Балчару [55}, следует, 
что транзитивные модели ZFC определяются своими множе­
ствами ординалов. Остальная часть раздела посвящена обоб­
щению понятия конструктивности. Это обобщение сделано 
Леви [21], Хайналом [19] и Шёнфилдом [41]. 

Определен и е. Кардинал k > N 0 называется (строго) 
недостижимым, если k регулярен и 2А < k для в~ех Л.< k. 

Заметим, что недостижимый кардинал является слабо не­
достижимым; если GCH верна, то слабо недостижимый кар­
динал является недостижимым. 

Л е м м а 32. Е ели k - недостижимый кардинал, то 1 У а 1 < k 
для всех а. < k. 
· Доказательство. По индукции. Если а.- предельный орди­

нал, то У а= U У 1:1 и, предполагая 1 У 1:1 1 < k для ~ < а, имеем 
. ll<a 

1 Уа 1 < k в силу регулярности k. Если 1 Уа /=Л< k, то/ Уа+ 1 1= 
= /9 (Уа)/= 2А < k. 

Л е м м а 33. Если k- недостижимый кардинал, а< k и 
f: У а~ У k• ТО f"Y а Е У k• 

Доказательство. Так как 1 Уа 1 < k и k регулярно, то суще­
ствует ~ < k, для которого f"Y а s;:;; У 11; поэтому f"Y а 6 У (:\+1 sa У IJ· 

Т е орем а 21. Если k - педостижимый кардинал, то V 1J 

является моделью ZFC. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Теорема является фактически схемой 
теорем ZFC: 

Vk (k- недостижимый кардинал~ У k F= <р) (<р- аксиома ZFC). 

Легко проверить, что если а. > ro- предельный ординал, то У а 
удовлетворяет всем аксиомам, за исключением, быть может, 
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аксиомы подстановки. Если кардинал k - недостижимый, то 
для доказательства выполнимости аксиомы подстановки в V k 

нужно применить лемму 33. 

С л е д с т в и е. Con (ZFC)-. Con (ZFC + "не существует не· 
достижимых кардиналов"). 

Доказательство. Формула "а есть недостижимый кардинал" 
абсолютна для любого V ~· Пусть k - наименьший недостижи· 

мый кардинал, тогда 

V k F= не существует недостижимых кардиналов. 

Л е м м а 34. Отноtиение R является правильн,о построенным 
тогда и только тогда, когда существует функция f, область 
определения которой равна полю отношения R (т. е. dom f = 
= dom R U rng R), значениями f являются ординалы и 

(х, у) Е R-. f (х) < f (у). 

Доказательство. (а) Пусть R- отношение и условие леммы 
выполняется. Пусть Х- непустое подмножество поля R. и пусть 
у- элемент Х, такой, что f (у)~ f (х) для всех х Е Х; тогда 
(х, у) ф R для всех х Е Х. Таким образом, R - правильно по· 
строенное отношение. 

(Ь) Пусть R- правильно построенное отношение. Так же, 

как в доказательстве теоремы 15, положим Р0 =О, Ра = U Р~ 
(3<а 

для предельного а и Pa+l = {х Е поле (R): R-1 (х) s;;;; Ра}. Пусть 
теперь f (х) равно наименьшему а, для которого хЕР a+l· 

Л е м м а 35. Если класс М транзитиве н, замкнут относи­
тельн,о гёделевских операций и М F= лемма 34, то формула "R 
есть правильно построенное отношение" абсолютна для М. 

Доказательство, По лемме 34, 

R- п. п. оmошение .-V Xq> (Х) .- 3f'ф (f), 

где q> и 1jJ- абсолютные формулы: 

q> (Х) +-+ Х =1= О Л Х s;;;; поле (R)-. (3у Е Х) (Vz Е Х) [(z, у) Ф R), 

1jJ (f) +-+ f сеть функция Л dom (f) = поле (R) Л rng (f) есть 

ординальное число Л (V х, у Е dom (f)) [(х, у) Е R-. f (х) Е f (у)]. 

Если VXq>(X, R), то Mf=VXq>(X, R); если MI=3N(f, R), то 
3f'ф (f, R). Следовательно, отношение R- правильно построен· 
ноетогда и только тогда, когда MF= R- правильно построенное. 
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Т е орем а 22. Пусть М и N- транзитивные модели ZF и 
М 1= АС. Если М и N имеют одни и те же множества ордина­
лов, то М= N 6). 

Доказательство. (а) М и N имеют одни и те же подмноже­
ства Оп Х Оп. Пусть F - каноническое, взаимно однозначное 
отображение Оп ХОп на Оп; F- абсолютно. Если Х с Оп ХОп 
и Х Е М, то множество У = f" Х имеется и в М, и в N; сдедо­
вательно, Х = F _1 (У) принадлежит N. 

(Ь) М с N. Пусть Х Е М. Так как М 1= АС, существует 
взаимно однозначное отображение f Е м множества те ({Х}) 
на некоторый ордина.1 k Е М. Пусть R Е М - с.педующее от­
ношение на k: 

(а, М Е R- f(a) Е f(M. 

Отношение R- правильно построенное и экстенсиональное. Так 
как R с Оп Х Оп, то R имеется в N. По лемме 35, правиль­
ная построенность является абсолютным свойством отношений 
и поэтому N 1= R есть правильно построенное и экстенсио­
нальное отношение. Если теперь применить теорему об изо­
морфизме в N, то получим транзитивное множество Q Е N, 
такое, что (Q, Е) изоморфно (k, R). С другой стороны, (k, R) 
изоморфно транзитивному множеству ТС ({Х}), так что Q = 
= те ({Х}). Следовательно, Q Е N и поэтому х Е N. 

(с) N с М. Доказываем по Е-индукпии. Предполагая, что 
Х Е N и Х с М, докажем Х Е М. Существует такое У Е М, что 
У=> Х; действительно, так как Х Е N, то суш.сствует а Е N, для 
которого х с v~ = Va n N и, С.'!едовательно, х с Va n м= v~ Е 
Е М. Пусть f Е М- взаимно однозначная функция, отобра­
жающая У на некоторый ордпиал k Е М. Так как М с N, 
то f принадлежит N и f" Х Е N. Однако f" Х с Оп и поэтому 
f"X Е М. Теперь имеем Х = f _1 (f"X) и Х Е М. 

Кардиналы в транзитивных моделях 

Пусть М -транзитивная модель ZF. Следующие утвержде­
ния получаются из ранее доказанных результатов об абсолют­

ности (предподагается, что Х, У, а принадлежат М): 

(1) ,9М(Х)=9(Х)ПМ; 
(2) V~ = V а П М; 
(3) если М\=/ Х /=/У/, то 
(4) если а- кардинал, то 

F а есть кардинал); 
(5) 1 а 1 ~ 1 а jM; 
(6) если а - пред~с1ьный 

кардинал в М; 

/Х /=/У/; 
а- кардинал в М (т. е. М 1= 

u 
кардинал, то а- предельныи 
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(7) cf(a)~cfM(a); 
(8) если а- регулярный кардинал, то а- регулярный 

кардинал в М; 

(9) если а- слабо недостижимый кардинал, то а- слабо 
недостижимый кардинал в М; 

(10) если а- недостижимый кардИ11ал и М F-- АС, то а­
недостижимый кардинал в М. 

Относительная конструктивность 

Пусть А- множество, положим 

L0 [A]=O; 

La [А]= U L13 [А], если а- предельный ординал; 
13<а 

La+I [А]= 9 (La [А]) П с! (La [А] U {La [А]} U {La [А] nА}), 

L [А]= U La [А]. 
aeOn 

Т е орем а 23. Класс L [А] является моделью ZFC. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Из транзитивности L [А], почти уни­
версальности и замкнутости относительно гёделевских опера­
ций следует, что L [А]- модель ZF. Выполнимость АС в L [А] 
является следствием леммы 39. 

Л е м м а 36. Если класс М транзитивен и М F= е, то Х Е 
Е La [А] абсолютно для М. 

Доказательство. Лемма доказывается так же, как теорема 18. 

Лемма 37. AПL[A]EL[A]. 

Доказательство. А П L [А]= А П La [А] для векоторого а; 
следовательно, А n L [А] Е La+l [А]. 

Л е м м а 38. Пусть М - транзитивная модель ZF и М ~ On. 
Если АПМЕМ, то 

L [А]= L [А П М] с:: М. 
Доказательство. По индукции. Предполагая, что La [А]= 

= La [А П М] с:: М, докажем, что La+I [11] = La+I [А П М]!: М. 
По определению, 

La+I[A]=f?(La[A]) П cl(La[A] U{La[A]}U{La[A]ПA}), 

и, так как Lа[А]ПА=Lа[АПМ]ПАПМ, получаем La+I[A]= 
= La+I [А П М]. По лемме 36 имеем La+I [А П M]=L~+I [А П М]!:М. 

Следствие. L[A]=L[A], где А=АПL[А]. 
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Доказательство. Положим М= L [А]. 

С л е д с т в и е. L [А] f= 3Х (V = L [Х]), именн.о L [А] F= V = 
с: L [А]. 

Л е м м а 39. Если V = L [А] для некоторого А, то аксиома 
АС выполняется. 

Доказательство. Аналогично тому, как в доказательстве 
теоремы 19, построим впо.1Не-упорядочепие V, определимое 
через А. 

С л е д с т в и е. L [А] F-"' АС. 

Л е м м а 40. Если V = L [А], то V = L [А] для некоторого 
А~Оп. 

Доказательство. Пусть f- -взаимно однозначное отображе­
ние ТС ({А}) па некоторый кардинал k. Пусть R- следующее 
отношение на k: 

Те же рассуждения, что в доказательстве теоремы 22, дают 
А Е L [R]. Пусть g- каноническое отображение k Х k на k и 

А= g" R. Ясно, что А Е L [А]; следовательно, L [А]= V. 

Лемма 41. Предположим V=L[A]. Тогда существует 'I'Jo, 
такое, что для всех 'I'J ~ 'I'Jo 

2NТJ = N ТJ+l· 

Доказательство. Лемма доказывается так же, как теорема 20. 
Предположим, что А ~ ro11, для некоторого 'I'JJ· Пусть '1') ~ 'I'Jo и 
Х ~ ro11 ; пусть ~ _- ординал, для которого Х Е L~ [А]. Суще· 
ствует множество S, такое, что 

(1) s f:~ (А1) л е, 
(2) (I)ТJ ~ s, А Е s, х Е s, ~Е s, 
(3) 1 S 1 = N 11 , 

(4) S 1= (~- ординал Л Х Е L~ [А]). 

Теперь применяем теорему об изоморфизме и получаем Х е 
Е Loo + [А]. 

Т) 1 

3 а меч а н и е. Полученный выше результат можно улучшить. 
Например, если V = L [А] и А~ ro 1, тогда 2N, = N 1 и поэтому 
GCH выполняется. 
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Действительно, предположим Х с:: ro и Х Е L11 [А]. Суще-
ствует такое S, что 

(1) s 1= (AI) л е, 

(2) ro с:: S, А Е S, Х Е S, ~Е S, 

(3) 1 S 1 = No, 
(4) S 1= (~- ординал 1\ Х Е Lв [А]), 
(5) если 6 < ro1 и 6 Е S, то 6 с:: S. 

Здесь используется усиленный вариант прию~ипа отражения. 
Чтобы получить (5), изменим доказательство леммы 30: пусть 
6 < ro1 - наименьший ордина.1, такой, что Sn П w1 = S,1 П 6: тогда 
при построении Sn+ 1 обеспечим включение 6 с:: Sn+ 1• 

Применим теорему об изоморфизме: пусть М- транзитив­
ное множество, изоморфное S, и :n:- изоморфизм S на М. 
в CИvlY (5) существует 6 < (1)1• такое, что (i)1 n s = 6· Очевидно, 
:rt 16 тождественно и :rt (А)= А n 6. Таким образом, м 1= :rt (Х) Е 
Е Ln (!1) [:n: (А)] и х Е La [А n 6] для искаторого а < (1)1· Теперь 
имеем 

!P(ro)~ U U L"[АП ~], 
а < ro1 ~ < ro, 

и поэтому 2N' = N 1• 

Понятие конструктивности можно еще обобщить следующим 
образом. Пусть И- семейство множеств, и пусть 

L0 (И)=О, 

La (И)= U L11 (И), если а- предельное, 
13<а 

La+1 (И)= fJJ (La (И)) П cl (La (И) U {La (И)} U {А П La (И): А Е И}), 

L (И)= U La (И). 
aEOn 

Класс L (И) яв.1яется моделью ZF. Однако нельзя доказать 
в общем случае, что L (И) 1= АС. Действительно, предположим, 
что множество И= fJJ (ro) нельзя вполне упорядочить (см. разд. 25). 
Тогда L (И) 1= И не может быть вполне упорядочено. 

14. Ординальная определимость 
Первоначальная идея принадлежит Гёделю 7), точное опреде­

ление и основные результаты об ординальной определимости 
получены Вопенкой и Балчаром [57], Майхиллом и Скот• 
том [33]. 
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Класс ординальна определимых множеств· (ОD-множеств) 
определяется как класс 

OD =с\ ({Va: а Е On}) = U с\ ({V13 : Р <а}), 
а Е On 

где cl (Х) означает замыкание Х относительно гёделевских 
операций. 

С.'!едующие утверждения характеризуют ОD-множества и 
объясняют их название. 

У т в ер ж д е н и е 1. Существует определимое отображение 
класса On на OD. 

Доказательство. Существует каноническое вполне-упорядо· 
чение каждого множества с\ ({V 13 : Р < а}). 

У т в ер ж д е н и е 11. Существует формула <р (и, v), такая, что 

(а) Va ({и: <р (и, а)} Е OD), 
(Ь) (VXEOD)3a[X={и: <р(и,а)}]. 

Доказательство. Пусть F - определимое отображение Оп 
на OD и 

<р (и, v) +-+ v- ординал Л и Е F (v). 

Утверждение 111. Пусть <р(и, v1, ••• , Vп)-формула. 
Для любых а1 , ••• , an, если 

Х ={и: <р (и, а 1 , ••• , an)} 

есть множество, то Х Е OD. 

Доказательство. Ес.'!и Х ={и: <р (и, а 1 , ••• , ап)}- множество, 
тогда для векоторого Р 

Х={иеV13 : <р(и, а1 , ••• , ап)}. 

В силу леммы 31 

X='i'S(V13, а1 , ... , am Vv1, ... , Vvk)' 

где '15- композиция гёделевских операций. Снова по лемме 31 
существует операция ®, такая, что для каждого а имеем 

а=® (V а' Vб 1 , ••• , Vбl); 

здесь мы воепользавались тем, что 

а= {х Е V а: х - ординал}. 
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Такюt образом, существует операция ~. составленная из гёде­
левских операций, для которой 

Х = ~ (V13, Va
1

, ••• , Vап' Vv1, ••• , Vvk' Vб1 , ••• ) 

и поэтому Х Е OD. 

3 а к л ю ч е н и е. Ординальна опредеЛимые множества - это 
множества вида 

Х ={и: <р (и, а 1 , ••• , ап)}. 

Аналогично можно определить класс OD (А) множеств, орди­
ндльн,о определи.ttьtх с по.+tощью А: 

OD (А)= cl ({Va: а Е On} U {А}). 

Н а с л е д с т в е н н ы е ОD-м н о ж е с т в а. 

Оп ре д с л е н и е. Класс HOD всех наследственных ОD-мно­
жеств состоит из элементов Х, для которых ТС ({Х}) c::oD. 

Заметим, что множество может быть ОD-множеством, но 
не НОD-множеством. Например, множество действитеJiьных 
чисел определимо, но некоторые действительные числа могут 
не быть ОD-множествами. 

Т с орем а 24. !(ласе HOD является транзитивной моделью 
ZFC и HOD => On. 

Доказательство. Класс HOD, очевидно, трапзитявен и замк­
нут относитеJ1ьно гёделевских операций. Для доказательства 
почти универсаJiьности HOD покажем, что Va П HOD Е HOD 
для каждого а. 

В cиJiy принn.ипа индукции достаточно показать, что 
VaПHODEOD. Последнее верно потому, что VaПHOD= 
={и: <р (и, а)}, г де 

<р (и, а)- и Е Va л (Vz Е те ({и})) 3~ [z Е cl ({Vyl v <М)]. 
Таким образом, класс HOD есть модель ZF. Чтобы прове­

рить НО D F= АС, докажем существование для каждого а вза· 
имно однозначной НОD-функции g, которая отображает 
Va n HOD в ординалы. Любая такая функция является ПОД· 
множество:v~ HOD, и поэто~1у достаточно найти g Е OD. В силу 
утверждения I, существует взаюшо однозначная функция f, 
опреде.:1ИУ!аЯ через а и отображающая Va n OJ) в ординалы. 
Положим g=fi(VaПHOD), тогда g является ОD-функцией. 

С л е д с т в и е. L с: HOD с: V. 
EcJIИ V = L, то L = HOD = V. Совместимы, однако, сле­

дующl'!е соотношения: L = HOD =1= V, L =1= HOD = V, L =1= 
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:::1= HOD :f-: V. Совместимость первого соотношения получена 
Леви [24] и будет доказана в разделе 24, совместимость двух 
других доказана Мак-Алуном [29). 

15. Ультрастепени 
Докажем основные теоремы о построении моделей ZFC 

с nомощью ультрастепеней. 

Оп ре д е .r1 с н и е. Пусть S- множество. Семейство и s;;: fl (S) 
называется ультрафильтром на S, если 

(l) У=:JХЕи~УЕи, 

(2) ХЕи Л У Е и~ Х П У Е и, 

(3) ХЕи~(S-Х)фи. 

Пусть фиксированы кардинал k и УJiьтрафи.пьтр и на k = 
={а: а< k}. Рассмотрим функции с областью определения k, 
т. е. элементы kV, и определим 

fE*g~{a: f(a)Eg(a)}Eи, 

f=·g~{a: f(a)=g(a)}Eи. 

J1 е м м а 42. (а)=· есть отношение эквивалентности на k·v. 
(Ь) Если f Е *g и {1 = *f, gt = *g, то ft Е *gt. 

Определен и е. [f] = {g: g = *f Л Vh [h = *f ~ранг (h) ;;;::, 
;;;:,ранг (g)]}, 

[f] Е *(g) ~f Е •g, 

Ult = Ultu (V) = {[f]: f Е kV}. 

Т е орем а 25. (i) Ультрастепень (Uit, Е') является мо· 
делью ZFC. 

(ii) Если ер- предложение, то 

((Uit, Е*) F= ер) тогда и только тогда, когда ер 

(т. е. ультрастепень (Ult, Е*) элементарно эквивалента V). 

Теорема является следствие:.~: леммы 43, принадлежащей 
фактически Лосю [25]. 

Л е м м а 43. Пусть ер(и 1 , ••• , ип)- формула. Для f1, ••• , fпЕ 

Е kV, (Uit, Е*Н= ер ([f1], ... , [f п]) тогда и только тогда, когда 
{aEk: ep(f1 (a), ... , fп(а))}Еи. 

Введем обозначение: будем писать q/ (f 1, ••• , fп) вместо 
(Ult, E*H=ep([fi], • .. , [fп]). 
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Доказательство. Индукцией по сложности <р. (i) Если <р-ато­
марная формула, то утверждение леммы, очевидно, выпол­

няется. 

(ii) Пропозициональные связки 
~ ~ ~ ~ 

( <р (f) л "' (f)). -<р. (f) л "'. (f) -
~ ~ 

-{aek: <р(f(а))}еи Л{аЕk: ф(f(а))}еи-
-{aEk: <р}П{аеk: 1jJ}eи-

~ ~ 

-{а Е k: <р (f (а)) Л \jJ (f (а))} Е и. 
-> ~ 

(l <р (f)).- l <р* (f)-
-> 

-{aEk: <р(f(а))}фи-
- k- {а Е k: <р} Е и-

~ 

-{aEk: l<JJ{f(a))}eи. 

(iii) Квантор существования. Предполагая, что 

<р• (f, g)- {а Е k: <р (f (а), g (а))} Е и, 
докажем 

(*) (3fekV)<p*(f, g)-{aek: 3х<р(х, g(а))}Еи. 

ЕслiИ левая часть эквивалентности (*) верна, то существует 
функция f, для которой 

{а Е k: <р (f (а), g (а))} Е и, 
и, так как 

{а Е k: 3х<р (х, g (а))} 2 {а Е k: <р (f (а), g (а))}, 

получаем правую часть(*). Если верна правая часть(*), опреде­
лим функцию f Е ky следующим образом: если 3х<р(х, g (а)), 
то f(a) равно некоторому х, такому, что <р(х, g(a)); в про­
тивном случае значение f (а) произвольно. Теперь мы имеем 

{а: <р (f (а), g (а))}= {а: 3х<р (х, g (а))}, 

и потому верна левая часть ( * ). 

Оп ре д е JI е н и е. Для любого х постоянная функция с~ Е ky 
определяется равенством Сх (а)= х для всех а Е k; пусть 
i (х) = [cxJ· 

Т е орем а 26. Пусть <р- формула. Для любых х1 , ••• , Xn 

<p•(i(x1), ••• , i(хп))-<р(х1 , ... , Хп) 

(i- эле;,tентарное вложение V в (Ult, е•)). 

Доказательство. Доказьувается с помощью леммьi 43. 
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Естественный вопрос: является ли ультрастепень правильно 
построенной, т. е. является ли отношение Е• на Ult правильно 
построенным? Так как {[g]: g* Е f} есть множество ЩIЯ каждой 
функции f Е kV, то (Ult, Е*) правильно построено тогда и 
только тогда, когда не существует бесконечной последователь­

ности fo ::э* ft ::э* f2 ::э* · · · · 

Определен и е. Ультрафильтр и называется счетно полным, 

еСJТИ ДЛЯ каждого под~.шожества (Sп: п Е ro} <;;;и, n Sn Е и. 
nero 

Т е орем а 27. Ультрастепень (Ultu, Е*) правильно постраена 
тогда и только тогда, когда и- счетно полный ультрафильтр. 

Доказательство. (а) Пустьи-счетно полный ультрафиJiьтр, 
и предположим, что существует бесконечная последователь­
ностьfа::э*ft::э*f2::э• .... Пусть Sп={aEk: fп(a)::эfn+J(a)}. Так 

как SnEи для каждого п, то n Sn Е и. Если а Е n Sn, тогда 
n~ro nero 

f0 (а)::эf 1 (а)::эf2 (а)::э ... ;противоречие. 
(Ь) Предположим, что ультрафи.пьтр и не является счетно 

полным. В этом случае существует семейство {Хп: п Е ro} по­
парно непересекающихся подмножеств k, таких, что Xn фи 

для любого п и U Х n = k. Для п Е ro пусть f n - следующая 
neoo 

функция: 

fп(а) = { 
о, 

т-п, 

если аЕХт и 

если а Е Хт и 

Очевидно, fo ::э• ft ::э* f2 ::э* · · · · 

т~п; 

т >п. 

Пусть и- ультрафильтр на ro, содержащий все мно­
жества вида {п Е ro: п ~ п0} (существование и обеспечивается 
леммой 44 (iv)). Ультрафильтр и не является счетно полным; 
следовательно, соответствующая ультрастепень не является 

правильно построенной. 
Если и= {Х <;;; k: а0 Е Х}, г де а0 - некоторый эдемепт k, 

то и называется тривиальным ультрафильтром на k. Если 
ультрафи.1ьтр и тривиален, то ультрастепень (Ultu, Е*) изо­
морфна V. 

Нетривиальные счетно полные ультрафильтры существуют 
далеко не для каждого k. Наименьший кардинал, для которого 
такой ультрафильтр существует, очень большой; в частности, 
недостижимый. Один из основных результатов об ультрасте­
пенях состоит в следующем 8). 

Т е орем а 28 (Скотт [37] ). Если V = L, то ни для какого 
кардинала k не существует нетривиального счетно полного 
ультрафильтра на k. 



16 Заме•юнил о полных булевых алгебрах 51 

Доказательство. Пусть V = L и k- наименьший кардинал, 
на котором существует нетривиальный счетно полный ультра­
фильтр и. Тогда д.пя любого v < k и:vrеем уф и; в противном 
случае семейство {Х n v: х Е и} было бы нетривиальньш счетно 
полным ультрафильтром на у. 

У.пьтрастепснь (Uitu, Е.) правильно. построена и, следова­
тельно, изоморфна транзитивной :vюде.пи М; пусть n - изомор­
физм между (Uitu, Е*) и М. Так как V = L, то L =М= V. 
Функция j, определенная равенство:vr j (х) =л (сх), является 
элементарным вложением V в V; т. е. q; (х1 , ••• , Хп) выпол­
ннется тогда и только тогда, когда q;(j(x1), ••• , j(хп)) выпо.п­
няется, где <р- произвольная формула. Ограничение j на On 
есть, очевидно, сохраняющая порядок функция из On в On; 
СJiедовательно, j (а)~ а д.пя Jiюбого а. 

Пусть id Е ky- функция, определенная равенством id (а)= а, 
где а< k. Тогда j (v) < n (id) д•lЯ v < k, потому что {а Е k: v < 
< id (а)}= k- v Е и. Так как n (id) < j (k), то получаем j (k) > k. 
Используем тот факт, что j- элементарное в.1ожение: k-наи­
меньший кардинал, на котором существует нетривиальный 
счетно ПОJlНЫЙ ультрафильтр, поэтому j (k) также паименьший 
кардинал, на котором существует нетривиальпый счетно nолный 
ультрафильтр; противоречие. 

Закончим этот раздел следующим за:\Iечанием. Пусть 
М - моде.1ь ZFC; рассмотрим функции f Е М, область опре­
деления которых равна кардина.'!у k Е М. Пусть и- ультра­
фильтр на k (необязательно принадлежащий М). Положим 

jE*g~{aEk: f(a)Eg(a)}Eи, 

f =· g ~{а Е k: f (а)= g (а)} Е U. 

Определим множества [f] и Ultu (М)-класс всех [f], где f Е М, 
f: k- М. Теперь имеем 

~ 

(Ult (М) Е*) 1= <р (f) тогда и только тогда, 
~ 

когда {aEk: Ml=q;(f(a))}Eи. 

Модель (Uit (М), Ei') элементарно эквивалентна М, i-эле­
ментарное вложение М в (Uit (М), Е*). 

16. Замечания о полных булевых алгебрах 
В этом разделе сформулированы некоторые основные nонятия 

теории булевых алгебр, детальное изложение которой имеется 
в [42]. Теорема 29, доказанная Мак-Нейлом [26], представляет 
собой обобщение мето,ца. сечений Де,цекин,ца (теорема 8). 
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Булевой алгеброй (б. а.) назьтается алгебра (В,+. , -, 1, О) 
с бинарными операт.~,иями + и ·, унарной операцией -, кон­
стантами 1 и О, д.'IЯ элементов которой выполняются равенства 

и+ и= и; и · u =и; 

и+ v = v + и; и · v = v · и; 

и+ (v + w) =(и+ v) + w; и· (v · w) =(и· v) · w; 

(и+ v) · w =(и· w) + (v · w); 

(и· v) + w =(и+ w) · (v + w); 

и+(- и)= 1; и·(- и)= О; 

и· 1 =и· 
' 

и+ О=и; 

-(и+ v) = -и · - v; -(и · v) = -и+ - v; 
--и=и. 

Если положить 
и~v~и=v ·и, 

тогда отношение ~ является части•шы:vi упорядочением В и 
+. ·, -, 1, О определимы посредством ~: 

а+ Ь =н. в. г. {а, Ь}, а· Ь =н. н. г. {а, Ь}, 

1 =наибольший элемент В, О= наименьший элемент В, 

-и= единственное v, такое, что и+ v = 1 и и· v =О. 

В этом случае (В, ~) также называем булевой аJIГеброй. 
Б у лева алгебра В является полной (п. б. а.), ес.1и каждое 

непустое подмножество Х f; В имеет н. в. г. ~Х и н. н. г. ПХ. 
Для о пр еделениости положим ~О =О и ПО= 1. 

Пусть (Р, <)-частично упорядоченное множество. Назовем 
элементы р и q сов.местимыми, ес.1и существует r, такое, что 

r ~ р и r ~ q. Частичное упорядочение < называется отде­
лимым, если для всех р и q, таких, что р 4 q, существует r ~ р, 
песовместимое с q. 

Т е орем а 29А. Для каждого частично упорядоченного 
множества (Р, <) существует единственное (с точностью до изо­
морфизма) отделимое ч. у. множество (Q, <) и такой гомомор­
физм h, отображающий Р на Q, что для всех р, q ЕР 

р, q совместимы в Р ~ hp, hq совместимы в Q. 
Доказательство. Пусть для р, q ЕР 

р ~ q ~ (V х ~ р) [х, q совместимы]. 

Отношение ~ рефлексявно и транзитивно, так что р ~ q Л q ~ р 
есть отношение эквпва,1ентности. Пусть Q- множество всех 
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классов эквивалентности р и р ~ q, если р ~ q. Пусть h-функ­
ция из Р в Q и hp = р для всех рЕ Р. Отношение ~ на Q 
является отделимым частичным упорядочением и h - гомомор­
физм; р, q совместимы в Р тогда и только тогда, когда hp, 
!щ совместимы в Q. 

Для доказательства единственности- заметим, что отноше­
ние~ в отделимом ч. у. множестве (Q, ~)определяется в тер­
минах совместимости: 

х ~у- V z (z, х совместимы- z, у совместимы). 

Следовательно, если g- отображение отделимого множества Q1 

на отделимое Q~, такое, что 

х, у- совместимы в Q1 - gx, gy совместимы в Q2, 

тогда g- изоморфизм. Используя этот факт, получаем един­
ственность. 

Определен и е. Множество А s;; Р плотно в ч. у. множе­
стве (Р, ~), если для каждого рЕ Р существует такое а Е А, 
что а~ р. 

Пусть (В, ~)- по"1ная булева алгебра и Р =В- {0}. Неиу­
левые элементы и, v Е В назовем совместимыми в В, если они 
совместимы в (Р, ~). т. е. если и· v =1= О. Аналогично, А s;; В 
плотно в В, когда О~ А и А плотно в (Р, ~). Заметим, что 
(Р, ~)-отделимое ч. у. множество. 

Т е орем а 29В. Если (Q, ~)-отделимое ч. у. множество, 
то существует единственная (с точностью до изоморфизма) 
полная булева алгебра (.В,~), для которой 

(1) ~ и ~ совпадают на Q, 
(2) Q плотно в в. 

Доказательство. Множество А <= Q является сечением Q, 
если у~ х Е А влечет у Е А. Пусть [z] = {х Е Q: х ~ z} для всех 
z Е Q. Назовем элемент х Е Q близким к. А s;; Q, есди [у] nА =1= о 
для каждого у~ х, и пусть А= {х Е Q: х- элемент, близкий 
к А}. Сечение и регулярно, если каждое хЕР, близкое к и, 
принадлежит и. 

Справедливы утверждения: 

(1) [r]- регулярное сечение для каждого r Е Q; 

(2) пересечение любого семейства регулярных сечений есть 
регулярное сечение; 

(3) А- регудярное сечение для каждогоА s;; Q; 

(4) ecJIИ и 2 А- регулярное сечение, то и 2 А. 
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Пусть теперь В-множество регулярных сечений, и для и, v Е В 
определим 

и. v =и n v, 

и+v=иUv, 

- и= {х Е Q: [х] n и= О}. 
Предоставляем читателю проверить, что (В, s;;;)- полная б. а. 
с операциями +. · , -и что Q, О являются единичным и нуле­
вым элементами В. Функция е на Q, определенная равенством 
е (z) = [z], является вложением (Q, ~) в (В, ~) и e"Q плотно в В. 

Для доказате.пьства единственности предположим, что Q 
плотно в п. б. а. В 1 , а также в п. б. а. В2 • Тогда функция 

g (и)= ~в, {х Е Q: х ~и} 

есть изоморфизм между В1 и В2 • 

С л е д с т в и е. Если n. 6. а. В 1 и В2 имеют изоморфные плот­
ные подмножества, то В1 и В2 изоморфны. 

Для частично упорядоченного множества (Р, ~) можно, 
используя теоремы 29А и 29В, построить единственную п. б. а. 
В и гомоморфизм е, такие, что 

(1} р, q совместимы в Р тогда и только тогда, когда 
ер, eq совместимы в В; 

(2) е"Р плотно в В. 

Обозначим указанную п. б. а. через RO (Р) и назовем е есте­
ственным гомоморфизмом Р в RO (Р). Другое возможное по­
строение RO (Р) состоит в опреде.1ении топологии на Р, в кото­
рой за базисные открытые множества принимаются множества 
[р] = {х б: Р: х ~ р}, и тогда п. б. а. регулярных открытых мно­
жеств будет RO (Р). 

Определен и е. Пусть В- б. а. Множество F s;;; В есть 
фильтр на В, если 

(а) и, v Е F- и· v Е F, 
(Ь) и~v еР-и Е F, 
(с) 1 Е F, О$ F. 

(Если S- множество и F- фильтр на б. а. (!1 (S), ~). то F 
называется фильтром на S.) 

Фильтр F называется ультрафильтром (у. ф.), если 

(d) и Е F или -и Е F для каждого и Е В. 
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Множество 1 =В есть идеал на В, если 

(а) и, vEI--и+vE!, 

(Ь) и ~ V Е [ -- и Е [, 
{с)ОЕ/, lф/. 

Идеал 1 называется главным идеалом, если 

(d) и Е 1 или -и Е 1 для каждого и Е В. 
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Л е м м а 44. (i) Фильтр F на В является ультрафильтром 
тогда и только тогда, когда F является =-Nдксимальным 
фильтром на В. Идеал является главным идеалом тогда и только 
тогда, когда является яаксимальным идеалом. 

(ii) Если F- фильтр, то {-и: и Е F}- идеал; если /-идеал, 
то {-и: и Е/}- фильтр. 

(iii) Если F-y. ф., то В- F есть главный идеал; если /-глав­
ный идеал, то В- 1 есть у. ф. 

(iv) Для каждого фильтра F на В существует у. ф. F1, 

такой, что F = F1• 

Доказательство. (iv) Нужно применить (i) и принцип макси­
мальности. 

17. Метод форсинга 
и булевозначные модели 

Метод форсинга, излагаемый в этом разделе, является основ­
ным для многих результатов о непротиворечивости. Этот метод 
был предложен П. Коэ"НОМ [2, 3] для доказательства независи­
мости континуум-гипотезы и аксиомы выбора. Излагаемый здесь 
обобщеi Н<,IЙ вариант метода форсинга, в котором используются 
булевозначные модели, принадлежит Скотту, Соловею [38] и 
Вопенке [54]. 

В этом разделе через ~ обозначается транзитивная мо­
дель ZFC, исходная модель. 

Пусть (В, ~)-полная буJ1ева алгебра в ~. т. е. В- б. а., 
В Е ~ и ~ 1= В - по.1ная алгебра. Для такой ащебры ~А и ПА 
сущестl\уют при условии, что А= В и А Е~. 

Определение. Ультрафильтр G на В называется ~-гене­
рическим у. ф. на В, если 

(*) AsG и АЕ~ влечет ПАе::G. 

Генерический у. ф. в общем CJlyчae не принад.1ежит модели ЭЛ. 
(Упражнение. Если G Е :т, то ПG- aтo:vt В.) 

Подмножество А= В является разбиение.tt В, когда ~А= l 
и и· v =О для и=/= v Е А. Условие (*) может бьtть з~менено 
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условием 

(**) если А Е WC- разбиение В, то существует такое 
(единственное) и Е А, что и Е G. 

Рассмотрим частично упорядоченное множество (Р, <)Е WC. 
Назовем элементы Р вынуждающи.чи условиями и будем гово· 
рить, что р сильнее q, когда р ~ q. 

Определен и е. Множество G s; Р называется WС-генери· 
ческuм множеством условий, если 

(а) у ;;;::. х Е G- у Е G, 

(Ь) элементы G попарно совместимы, 

(с) если D плотно вРи D EWl, то DnG ~О. 

Л е м м а 45. В WC пусть (Р, <)- ч. у. множество и В= RO (Р) 
с естественным гомоморфизмом е. Тогда 

(1) если G есть WС·генерический у. ф. на В, то е_ 1 (G) есть 
WС-генерическое подмножество Р, 

(2) если G1 есть WС-генерическое подмножество Р, то 
{иЕВ: (3рЕG 1)[е(р)~и]} есть WС-генерический у. ф. на В, 

(3) операции в (1) и (2) взаимно обратны. 

Доказательство. Нужно проверить свойства в определении 
генеричности. Заметим, что G определимо через G1 и элементы WC, 
и наоборот. 

Пр и мер г е н ер и чес к о г о м н о ж е с т в а у с л о в и й. 

Пусть Р состоит из всех конечных последовательностей 
ординалов а< ro'f!; р сильнее q, если р ~ q. Пусть G- генери-

ческое множество условий. Тогда 

(1) если р, q Е G, то р ~ q или q ~ р (в силу (Ь)), 

(2) (Va < rof) (3р Е G) [а Е rng (р)]. 

Действите.1JЬНО, пусть Da = {р: а Е rng (р)}. Для каждого q суще­
ствует рЕ Da, которое сильнее q; следовательно, Da плотно 
в Р (также Da Е WC). В силу (с), Da n G ~О. Ана.1огичное рас­
суждение дает 

(3) Vп (3р Е G) [п Е dom (р)]. 

Полагаем f = U G; петрудно видеть, что f отображает 
ro на rof. Следовательно, в каждой транзитивной модели 'Л~ ':И, 
содержащей генерическое множество опреде.пенных выше вы­
нуждающих условий, ординал ror будет счетным. 
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Булевозначные модели 

В применепиях метода форсинга используются произволь· 
u 

ные множества вынуждающих условии, но для развития тео-

рии можно ограничиться, в виду теоремы 29 и леммы 45, пол­
нымИ булевыми алгебрами. 

До окончания доказательства теоремы 31 все построения 
будут происходить в модели ~. 

Определен и е. Б улевозначный универсу.м. 

iJ.Лg =О, 

~~ = U ~:. сели а- предельный ординал, 
ll<a 

~~+1 = {х: х- функция, dom (х) s;; ~~ и rпg (х) s;;;; В}*), 
~в= U ~~. 

aeOn 

Существует естественное вложение ..... универсума (~) в булево­
значный универсум. 
Определим ..... по Е-рекурсии: 

(а) О= О, 
(Ь) х есть элемент ~в с областью {у: у Е х} и х (у) =-1 для 

всех у Е х. 

О п р е д е л е н и е. Б у левы значения 11 х Ei у 11, 11 х = у 11 для 
Х, у Е ~в. 

Определение дается рекурсией по (р (х), р (у)) при канони­
ческом вполне-упорядочении Оп Х Оп, где р (х) есть наимень-

шее а, такое, что х Е ~~+1· 
Для и, v Е В пусть и 9 v = - и + v (сравните с ер~ 'Ф ~ 

~ lcpV'IjJ). Полагаем 

llxEyll= ~ (y(z)·llz=xll), 
ze dom (U) 

llx=yll= П (x(z)911zEyll)· П (y(z)911ZEXII). 
zedom (х) zedom (у) 

(Сравните с хЕ y~(3z Е у) [z = х] их= у~ (Vz Е х) [zEy] Л 
Л (Vz Е у) [z Е х].) 

Доказательства следующих двух лемм нетрудны, но длин­
ные и малоинтересные, и предоставляются читателю 9). 

Л е м м а 46. 
(i) llx=xll= 1, 
(ii) Х (у)~~~ У Е Х 11, 
(iii) 11 х =у 11 = 11 у= х 11, 

(iv) 11 х =у 11·11 у= zll~ll х== zll, 
(v) 11 Х = Z 11·11 Х Е У 11 ~ 11 Z Е У 11, 
(vi) 11 Х = Z 11·11 У Е Х IJ ~ 11 У Е Z 11. 

*) Заметим, что 9'Лf = {0}, так как пустое множество есть функция, 

dom (О) =О~ 9'.Лf и rng (О)= О~ В. - П рим. ред. 
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Для любой формулы <р с переменными, область изменения 
которых ~в. определим булево значение <р следующим образом: 

11 l <р 11 = - 11 <р 11. 
11 <rЛ 1\J 11 = 11 <р 11·111\J 11. 
11 <р v 1\J 11 = 11 <р 11 + 111\J 11. 

11 <р -> 1\J 11 = 11 ер 119111\J 11. 

11 V х<р 11 = П 11 <р (х) 11, 
Х Е !)ЛВ 

113х<р 11 = ~ 11 <р (х) 11. 
ХЕ !)ЛВ 

Л е м м а 47. (а) 11 х =у 11·11 <р (х) 11 ~ 11 <р (у) 11. 

(Ь) 11 (3у Е х) <р (у) 11 = ~ (х (у) ·11 <р (у) 11 ), 
gEdom(x) 

II(VyEx)<p(x)ll= П (x(y)~ll<p(y)ID. 
gEdom (х) 

Доказательство. Применить .тrемму 46. 10). 

Пусть <р- форму.тrа. Если х1 , •.. , Xn Е ~в. то ~в 1= 
F= <р (х 1 , ••• , Хп) (<р значима в тв) означает, что 11 <р (х 1 , ••• , Xn)il = 1. 

Т е орем а 30. Если <р (х1 , ••• , хп) доказуема в исчислении пре­
дикатов, то <р (х 1 , ••• , Хп) значима в ~в при любых х1 , ••• , Xn Е тв. 

Доказательство теоремы, во всяком случае довольно техни­
ческое, не связано с темой этих лекций и потому не приводит­
ся; см. [35] 11). 

Т е о р е м а 31. Все аксиомы ZFC значимы в ~в. 

Доказательство. 

(At) Аксиома экстенсиональности. Аксиома значима в силу 
леммы 46. 

Чтобы проверить значимость (А2) - (А8) в ~в. докажем 
предварительно следующую лемму. 

Л е м м а 48. Если S ~тв, то существует У Е ~в. такое, 
что 11 и Е У 11 :::z:: 1 для каждого и Е S. 

Доказательство. Положим dom (У)= S и У (и) = 1 для всех 
иЕS. 

(А2) Аксиома пары. Докажем 

(V Х, у Е ~В) (3У Е ~В) 11 Х Е У Л у Е У 11 = 1. 

Для этого положим S = {х, у} и применнм лемму 48. 
(АЗ) Аксиома выделения. Докажем 

(V Х Е~В) (3У Е ~В) ( 11 (Vz Е У) (z Е Х Л <р (z)) 11 = 1 Л 

Л 11 (Vz Е Х) (<р (z) ~ z Е У) 11 = 1). 
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Для этого ПОJlОЖИМ dom (У) = dom (Х) и У (z) = Х (z) ·11 <р (z) 11 
для всех z Е dom (Х). 

(А4) Аксиома суммы. Докажем 

(VX Е Wl8 ) (3У Е Wl8 )il (Vu Е Х) (Vv Е и) (и Е У] 11 = 1. 

Для этого положим S = U {dom (и): и Е dom (Х)} и применим 
лемму 48. 

(А5) Аксио:-.1а множества подмножеств. Докажем 

(V Х Е ЭЛ8) (3У Е ЭЛ8) 11 Vи (и с: Х ~и Е У) 11 = 1. 

Полагаем S ={и: dom (и)= dom (Х) Л (Vt Е dom (Х)) (11 t Е и 11::;;:;; 
::;;:;; 11 t Е Х 11 )}, тог да 11 v с: Х 11 = ~ 11 v =и 11*) для каждого v Е 

ues 
Е wсв. Теперь применим лемму 48. 

(А6) Аксиома подстановки. Заметим сначала, что в ZF схема 
аксиом подстановки (А6) может быть заменена следующими 
аксиомами: 

V Х3У (Vи Е Х) [3v<p (и, v) ~ (3v Е У) <р (и, v)]. 
Поэтому докажем 

(V Х Е W{8 ) (3У Е W(B) 11 (Vи Е Х) [3v<p (и, v) ~ (3v Е У) qJ (и, v)) 11= 1. 

Для каждого и Е dom (Х) существует такое Su с: Wl8 , что 

~ 11 QJ (и, v) 11 = ~ 11 <р (и, v) 11. 
ve!!JIB veSu 

Положим S = U {Su: и Е dom (Х)} и применим лемму 48. 
(А7) Аксиома бесконечности. Докажем 

(3У Е Wl8)J13и (и Е У) Л (Vv Е Y)(3w Е У) (w ={v}] 11= 1. 

Пусть Sa = {0}, и, применяя лемму 48, получим Уа. Теперь 
пусть S 1 ={Уа} и по .1емме 48 получим У 1 • Пусть S2 ={Y 1} и 
т. д. Наконец, положим S ={Уа. У 1 , У2, ••• } и применим 
лемму 48, чтобы получить искомое У. 

(А8) Аксиома регулярности. Докажем 

(VX Е ЭЛ8)113и (и Е Х) Л (Vy Е Х) (3z Е у) [z Е Х] 11= О. 
Предположим противное, т. с. что 11 ... 11 = Ь ::f= О для некото­
рого Х Е WC 8 . Пусть у- элемент WC8 наименьшего ранга р (у), 
такой, что 11 у Е Х 11 · Ь =1= О. Тогда 11 у Е Х 11· Ь::;;:;; 11 (3z Е у) [z Е Х] 11 
и существует z Е dom (у), д.IJЯ которого 11 z Е Х 11·11 у Е Х 11· Ь =1= О. 
Так как р (z) < р (у), ПОJiучаем противоречие. 

Прежде чем закончить доказательство теоремы 31 проверкоИ 
значимости АС в элв, докажем две леммы. 

" 
*) Бодее того, если и Е Wl8 , dom (и)= dom (Х) и и (t) = il t Е vлt Е Xil. 

то и Е S и 11 v s;; Х 11 = 11 t1 =и 11.- Прим. перев. 
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Л е м м а 49. Пусть и - ненулевой элемент В. Для любого 

разбиения {и 1 : i Е/} элемента и (т. е. ~ щ =и, и1 • щ =О при 
/ G / 

i =1= i) и любого .множества {t1: i Е/} элементов элв существует 

такое t Е элв, что для всех i Е 1 

и1 :::;;;; 11 f = f 1 11. 

J(оказательство. Пусть а= sup р {t1) и 
/Е/ 

t(z) = ~ щ · t1 (z) ДЛЯ каждого Z Е ЭЛ~+I· 
i Е/ 

Тогда щ · t (z) = щ · t1 (z) для всех i Е/, z Е элв, и получаем 
утверждение леммы. 

Л е м м а 50. Пусть <р- формула. Существует t Е элв, такое, 
что 11 3х<р (х) 11= 11 <р (t) 11. 

С л е д с т в и е. (1) Если элв f= 3х<р (х), то элв 1= <р (t) для не­
которого t Е элв. 

(2) Для каждого z Е элв существует t Е элв, для которого 
l!z=FO-+iEZII=l. 

J(оказательство. Пусть и= !13х<р (х) 11 =F О. Существует t0 Е ЭЛ~ 
для которого 

ио = 11 <р {to) 11 =1= О. 

По рекурсии, если и · - 1: и" =F О, полагаем t, Е элв таким, 
ТJ<~ 

что 

О =1= и, = 11 <р (t-д 11 • - ~ и". 
ТJ<s 

Существует ординал а, для которого ~ щ =и. Теперь 
'<а 

применим лемму 49, чтобы получить такое t Е ~в. что и,:::;;;; 
:::;;;; 11 t = t~ 11 для каждого 6 < а. Очевидно, 11 <р (t) 11 =и. 

(А9) Аксиома выбора. Докажем 

(V Х Е !JЛВ) (3У Е ~В) li У- функция выбора на Х 11 = 1. 

Нам потребуется понятие булевозначной пары. ДJiя х, у Е !JЛВ 
полагаем {х, у}в = s, где dom (s) = {х, у} и s (х) = s (у)= 1 i 
(Х, у)В = {{х}В {Х, у}В}В. 

Чтобы найти фунющю выбора на Х, пересчитаем множества 
dom (Х): z0, z1, •• , , Za, .•. , И ПОJ!ОЖИМ 

• 

иq = 11 Za Е Х 11 • - ~ 11 Z~ = Za 11. 
fl<a 
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В силу леммы 50 существует ta, такое, что 

11 Za =1= О -J> la Е Za 11 = 1. 
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Теперь положим Ра = (zao ta)B и У (Ра) = иа для каждого а 12). 

Таким образом, нее аксиомы ZFC ·значимы в Wl8 • Факти­
чески, используя теорему 30, можно доказать, что каждая выво­
димая в ZFC формула значима в Wl8 • 

До сих пор наши рассмотрения относились только к мо­
де.1И Wl. Теперь предположим, что G есть Wl-генерический у. ф. 
на В. Определим с помощью G (рекурсией по р (х)) интерпре­
тацию i0 универсума Wl8 : 

(а) i (О)= О, 

(Ь) i (х) = {i (у): х (у) Е G}. 

Определен и е. Wl [G] = rng (i0 ) называется генерическим 
расширением Wl посредством G. 

Лемма 51. Для каждого xEWl, i(x)=x; следовательно, 
9R <= 9R [G]. 

~ 

Доказательство. По Е-индукции: i (О)= О, l (х) = {i (i/): х (if) Е 
Е G}= х. 

Л е м м а 52. о Е Юс [G]. 

Доказатедьство. Определим канонический генерический у. ф. 
G Е Wl8 следующим образом: 

dom (G) = {й: и Е В}, G (й) =и для каждого и Е В. 

Очевидно, i (G) = {i (х): G (х) Е G} = {i (й): и Е G} = G. 

Ес.'!и х Е Wl [G], х Е Wl8 и i (х) = х, то х называется именем х. 

Л е м м а 53. Если х, у- имена х, у, то 

ХЕ у ~11 XEJ!II Е G, 

х=у ~11 x=y/IE G. 

Доказательство. Индукцией по (р (х), р (у)). Докажем l!xE у!! Е 
Е G-+ хЕ у, предоставляя остальное читателю. Если 11 хЕу IIE G, 
то 

~ (у (z) ·11 z = х 11) Е а. 
ZEdOm(j/) - -

В силу генеричности существует z Е dom (у), такое, что 

у (z) · 11 z = х 11 Е G; 
'"" -
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т. t:>. у (z) Е G и 11 z = х /1 Е G. Следовательно, i (z) Е у и, по 
индуктивному предположению, i (z) = х; поэтому х Е у. 

Т е орем а 32. Пусть <р- формула. Если х, ... , у- имена 

х, ... ' у Е !И [G], то 

!m[G]f=<p(x, ... , y)~ll<p(x, ... , y)IIE G. 

Доказательство. Индукцией по сложности <р, используя 
лемму 53 и генеричность G. Например: 

!И [ G] F= l <р- l (!И [ G] F= <р) ~ l ( 11 <р 11 Е G) ~- 11 <р 11 Е 

Е G ~ 11 l <р 11 Е G. 

Следствие. (l) !т[G]-модель ZFC. 
(2) !И [ G] есть наименьшая модель т для ZF, такая, что 

!И с: т и G Е т. 

Доказательство. Было доказано, что !И с: !И [G] и G Е !И [G]. 
Если т= !И сеть модель ZF и G Е т, то !И~ Е т и i0 1 !т~ Е т 
для всех а Е !И (определение i0 1 !И~ абсолютно для каждой 
модели т, содержащей G и !И~). Следовательно, !И [G] с: т. 

Определен и е. Пусть В- булева алгебра и F- семейство 
подмножеств В. Фильтр G на В называется F-палным, если 
ПА Е G при условии, что А<;: G, А Е F и ПА существует. 

Генеричность у. ф. G зависит пе от всей модсди !И, а то.1ько 
от подмножеств В, принадлежащих !И. Следовате.1ьно, сели 
В- п. б. а. в !И, то у. ф. G па В яв.'!ястся !И-генерическим 

тогда и только тогда, когда G является g>IJJI (В)-полным. 

Лемма 54. Пусть B-n. б. а. в!т, F=fP'111(B) и О-кано­
нический генерический у. ф. в !тв. Тогда 

/1 G есть F-полный у. ф. на В 11 = 1. 

Доказательство. Легко проверить, что !тВ 1= (G есть у. ф. 
~ ~ 

на В). Для проверки F-полноты достаточно доказать, что 
~ 

11 А с: G- (ПА)~ Е G 11 = 1 для всех А Е F. Последнее следуст 
из равенств: 

11 А s;;; G 11 = 11 (V х Е А) (х Е G) /1=11 {11 й Е G /1: и Е А}= 
- - -

=ПА =/1 (ПА( Е G /1. 
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П р и м е н е н и е б улевоз н а ч н ы х м о д е л ей и г е н ер и­
ч е с к и х р а с ш и р е н и й в д о к а з а т е л ь с т в а х н е п р о­
т и в о р е ч и в о с т и. 

Объясним доказательства непротиворечивости на примере. 
Предположим, мы хотим установить сонм.естимость утверждения 

w1· - счетно" 
" 1 

I. Булевозначные модеди 

Можно считать, что V = L, и пусть ЮС= V. Пусть Р- мно· 
жество всех конечных последовательностей счетных ординалов, 
частично упорядоченное отношением =, и В= RO (Р). 

В этом случае можно доказать, что 

11 U G есть функция из ro на ro 1 11 = 1 
и 

11 ro 1 счетно 11 = 1. 

Кроме того, если формула 'ljJ имеет только ограниченные 
кванторы*), то 

11 'Ф (х, ... , У) 11 = 1 ~ 'Ф (х, ... , у) 

(упражнение). Эта эквивалентность верна и для многих других 
абсолютных формул: 

11 х- ординал 11 = 1 ~ х Е On, 
или 

11 х конструктивно 11 = 1 ~ х Е L. 

В нашем примере таким образом получаем 

11 конструктивное ro1 счетно 11 = 1. 

Так как каждое утверждение, которое опровержимо в ZFC, 
имеет булево значение О, то отсюда мы можем заключить, что 

wL счетно" 
" 1 

совместимо с ZFC. 

II. Второй способ 
Снова предположим, что V = L =ЮС и В- алгебра, опре­

деленная выше. Пусть F = fl (В). По лемме 54, 
~ ~ 

[)СВ f= существует F·полный у. ф. на В. 
Определения В и F абсо.1ютны для ЮС8 , т. е. 

*) т. е. кванторы вида (3х Е у) и (V х Е у). (Заметим, что в силу 
ле~1мы 27 формулы, имеющие только ограш~<Iепные кванторы, абсолютны.) -
При.м. nepeo. 
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~ 

11 В есть конструктивная RО-алгебра для ч. у. множества 

конечных последовательностей конструктивных счетных 
~ ~ 

ординалов и F-конструктивное множество подмножеств В 11 = 1. 
Таким образом, следующее утверждение совместимо с ZFC: 

"существует L-генерический у. ф. на В". 

Предполагая существование L-генерического у, ф. на В, 
можно доказать (см. пример, следующий за леммой 45), что 

L [ G] f= ror счетно. 

111. Третий способ 
Допустим можно показать, что для произвольной модели ~ 

теории ZFC существует алгебра В Е~. такая, что~ [G] F= <р для 
любого ~-генерического у. ф. G на В. Тогда l<p обычно 
не доказуемо в ZFC. Действительно, если l <р доказуемо, то 
~ [G] F= l <р, т. е. можно показать, что для произвольной мо­
дели ~ теории ZFC существует алгебра В Е~. такая, что 
~ [G] F= <р Л l <р, для каждого ~-генерического у. ф. G на В. 
Вообще говоря, мы воспользовались тем, что ~- модель ZFC. 
Фактически требуется только конечная часть этого утвержде­
ния; а именно, что ~удовлетворяет векоторому конечному числу 
аксиом ZFC 13). В силу принципа отражения существует счетное 
множество М, удовлетворяющее этим аксиомам. Как следует из 
леммы 55, для любой алгебры В Е М существует М-генериче­
ский у. ф. G на В. Таким образом, М [G] F= <р Л l <р, что невоз­
можно, и, следовательно, l <р недоказуемо. 

Л е м м а 55. Пусть (Р, <)- ч. у. множество в ~ и предпо· 
ложим, что ;J'111 (Р) счетно. Тогда для каждого рЕ Р сущест­
вует генерическое множество G = Р, для которого рЕ G. В част­
ности, утверждение верно, если ~ счетно. 

Доказательство. Пусть {Dп: п Е ro}- семейство всех плот· 
ных подмножеств Р, принадлежащих ~. Пусть Ро = р и Pn+l 
есть элемент из Dn, который сильнее Рп· Множество {qEP: 
3п(q~pn)}- генеричсское. 

Таким же методом доказывается следующая теорема, см. [34]. 
Теорем а 33. (Расёва, Сикорский). Если В- булева алге· 

бра и F- счетное семейство подмножеств В, то существует 
F·полный у. ф. на В. 

По н я т и е вы н у ж д е н и я (фор с и н г а). 

Пусть (Р, <)Е~ и В= R.0'111 (Р); пусть <р- формула с пере· 
менными, область изменения которых ~в. Будем говорить, что 

~ -> ~ 

условие р вынуждает <р (х), р \\- <р (х), если р ~ 11 <р (х) 1\, т. е . 
. '> -'> 

р 11- <р (х) ~ р ~11 <р (х) jj. 
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(Здесь р отождествлено со своим образом при естественном 
гомоморфиз:vrе Р в В.) 

Следующие утверждения о вынуждении получены из опре­
деления булевых значений: 

р 11- l <р ~никакое q ~ р не вынуждает <р, 

Р ~- <р Л 11' ~ Р 11- <р Л PII-1JJ, 
Р 11- <р V 11' ~ (Vq ~ р) (3r ~ q)[r 11- <р V r 11-11'], 
р 11- V Х<р ~ (V Х Е 9JlB) р 11- <р (х), 

р 11- 3х<р ~ (V q < р) (3r ~ q) (3х Е 9JlB) [r 11- <р (х)]. 

Для любой формулы <р также имеем 

Vp(3q~p)(q разрешает <р), 

г де "q разрешает <р" означает q 11- <р V q 11- l <р. 
Если G1 - генерическое подмножество Р, полагаем Wl [G1] = 

= Wl [G], где G есть Wl-генерический у. ф. на RO (Р), указанный 
в лемме 45. В силу этой леммы, Wl [G1] есть наименьшая 
модель !n, для которой m ~ Wl и Gl Е m. Теперь, в соответ­
ствии с теоремой 32, между выполнимостью и вынуждением 
имеет место соотношение 
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и смещение кардинальных чисел 

В этом разделе приводятся некоторые важнейшие резуль­
таты о непротиворечивости, полученные методом форсинга. 
В дальнейшем мы употребляем выражение "существует гене­
рическое расширение Wl [ G] для Wl, удовлетворяющее с:р", кото­
рое следует понимать как утверждение о существовании такой 
п. б. а. В в Wl, что Wl [G] удовлетворяет <р для любого Wl-гене­
ричсского у. ф. G на В. Соответствующие результаты о не­
противоречивости могут быть получены одним из способов, 
указанных в разделе 17. 

Т е орем а 34 {1\оэн [2]). Ес.ли Con (ZFC), то Con (ZFC + 
+ v * L). 

Т е о ре м а 35 (1\оэн [2]). Если Con (ZFC), то Con (ZFC + 
+ 2No > NJ 

Следующая теорема является обобщением теоремы 35 (см. 
Соловей [43], Вопенка [53)). 
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Т е о р е м а 36. Предположим, что 

9Л F== GCH Л k -регулярный кардинал Л 'А- кардинал Л cf ('А)> k. 

Тогда существует генерическое расширение Wl [G], в котором 
(i) кардиналы абсолютны, т. е. каждый кардинал в Wl 

является кардиналом в ~щ [G], 
(ii) конфинальность ординалов абсолютна, т. е. cf 911 (а)= 

= cf 911 lйl (а) для всех а, 
(iii) 2k =Л; кроме того, в Wl [G] верно 

(а) 2а =а+, если а< k; 

(Ь) 2а ='А, если k ~а< cf ('А); 

(с) 2а='А+, если cf('A)~a<'A; 
(d) 2а-= а+, если 'А~а. 

Теорем а 37 (Истон [4]). Предположим, что Wlf=GСНЛF­
функция, определенная на регулярных кардиналах и значениями 
которой являются такие кардиналы, что 

(а) k~'A-F(k)~F('A), 
(Ь) cf (F (k)) > k. 

Тогда существует генерическое расширение Wl [G], в котором 

2k = F (k) для всех k Е dom (F). 

Ввиду теоремы I(ёнига (теорема 9), по которой cf (2k) > k, 
этот результат- наилучший для кардиналов из dom (F). Вида· 
изменяя метод форсинга (а именно, используя собственные 
классы вынуждающих условий), Истон доказал такой же 
результат для любой функции F, определенной на всех регу· 
лярных кардиналах и удовлетворяющей условиям (а) и (Ь). 
Однако для сингулярных кардиналов никакого аналогичного 
утверждения не доказано. В силу результатов раздела 8, функ· 
ция 2k определяется функцией G (k) = kcf(k>, обладающей свой· 
ствами 

(а) G (k) > k, 
(Ь) cf (G (k)) > cf (k), 
(с) если 'А регулярно и k ~'А, то G (k) ~ G ('А). 

Нерешенная проблема. (Проблема сингулярных кар· 
дина-!IОВ.) Определить, для каких функций G (k) существует 

модель ZFC, в которой kc1 
(k) = G (k) для всех кардиналов k. 

Т е о ре м а 38 (Коэн, Леви). Предположим, что 

Wl F= GCH Л 'А, k - регулярн.оtе кардиналы Л 'А > k Л если 
Л= JL\ то cf (JL) ~k. 
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Тогда существует 9Л [G], так'Jе, что 

(а) 1 а 1\JJI[GJ = 1 а 1\JJI, если а~ k или а ~Л.; 

(Ь) 1 а 1\JJI 101 = k, есЛи k ~а < ')... 

67 

Для доказательства теорем 34-38 .построим соответствую­
щие генерические расширения. Исходная модель обозначается 
через 9Л. 

М о д е ль 1 (Коэн). 
Множество (Р, <) вынуждающих условий определяется как 

множество всех конечных последовательностей, состоящих из О 
и 1, частично упорядоченное отношением 2 (т. е. р сильнее q, 
если р => q). 

Пусть G есть 9Л-генерическое множество условий. Легко 

видеть, что для каждого n множество {рЕ Р: p(n) = 1 V p(n) =О} 
плотно; поэтому существует рЕ G, для которого n Е dom (р). 
Если р и q совместимы, то либо р 2 q, либо q => р. Таким 
образом, 

(А) U G есть функция из ro в {0, 1}. 

Пусть z Е 9Лв и dom (z) = {n: n Е ro}, z (n) = !.{рЕР: р (n) = 1}. 
Очевидно, z есть имя множества z = {n Е ro: ( U G) (n) = 1}. Дока­
жем утверждение 

(В) G ф. 9Л, 

в силу которого 

(С) существует z s;;;; ro, такое, что z Е 9Л [G] и z ф. 9Л. 
Отсюда следует теорема 34. 

Доказательство (В). Предположим G Е 9Л. Для каждого 
q Е G либо q'"'O *), либо q'"'l не принадлежит G. Следовательно, 
{р: р ф. G} плотно в Р. Однако это противоречит генеричности G. 

М о д е ль 11 (Коэн). Модель, в которой 211
• > ~ 1• 

Множество вынуждающих условий (Р, <) определяется 
(в 9Л) следующим образом: 

рЕ Р +-+ р- функция, dom (р) - конечное под-
множество ro Х ro2 и rng (р) s;;;; {0, 1}; р ~ q +-+ р 2 q. 

Пусть G есть 9Л-генерическое подмножество Р. 
Так как {рЕ Р: (n, а) Е dom (р)} плотно для каждого (n, а), 

мы имеем 

(А) U G есть функция из ro Х ro2 в {0, 1}. 

"') Есди q есть а-nоследозатмъцость, то q'"'a= qU{(a, а)}.-При.м.. nepe/1. 
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Для а < Ф2 пусть Za Е !Ив и dom (za) = {n: п Е Ф}, Za (n) = 
= ~ {р Е Р: р (n, а) - 1}. Очевидно,- Za- имя для Za == 
= {п Е Ф: ( U G) (п, а)= 1}. Имеем также 

(В) если а:#=~. то Za :#= z~. 
Для доказательства (В) покажем, что 11 Za = z~ll =О. Действи· 

тельно, предположим существует такое р ЕР, что р 1\- za = z~. 
Существует п Е Ф, для которого ни (п, а), ни (п, ~) не при· 
надлежат dom (р); пусть q ~ р, такое, что q (п, а)= 1 и 
q (п, ~)=О. Тогда 

Q 1\- n Е Za И Q 1\- n ф :~; 
следовательно, q 11- Za :#= zf\' но q ~ р; противоречие. 

Семейство {za: а< Фr} состоит из различных подмножеств Ф; 
доказательство теоремы 35 было бы закончено, если бы мы 

знали, что ( ~ 2)\lJ! [G] = N r. т. е. что и ФjJl, и (t)r- карди­
налы в !И [G]. Последнее является следствием леммы 56. 

Определен и е. Пусть k- бесконечный кардинал. Ч. у. 
множество (Р, <) удовлетворяет k-цепному условию (k-ц. у.), 
если каждое множество попарно несовместимых элементов Р 
имеет мощность, меньшую k. 

Условием счетности цепей (у. с. ц.) называется Ф1 -цепное 
условие. 

Заметим, что (Р, <) удовлетворяет k-ц. у. тогда и только 
тогда, когда RO (Р) удовлетворяет k-ц. у. 

Л е м м а 56. Пусть k- регулярный кардинал, и предполо­
жим, что п. б. а. В удовлетворяет k·ц. у. (в !И). Тогда k - регу· 
лярный кардинал в !И [ G]. 

Доказательство. Предположим cfW! [OI (k) < k. Тог да суще· 
ствуют Л< k и h Е !Ив, для которых 
(>~<) w = 11 h- функция л dom (h) == Ллrng (h) с ilЛsup (rng (h)) = 

= Jl 11 *о. 
Пусть w (а, ~) = w ·!! h (а)=~ 11 для а< Л, ~ < k. Из (*) следует 

w (а, М· w (а, ~ 1 ) =О, если ~ * ~ 1 , 
и 

(V~ < k) (3~1 > ~) 3а [w (а, ~ 1 ) =F 0]. 
Таким образом, 1 {~ < k: 3а (w (а, ~)*О)} 1 = k и, так как Л< k, 
существует а0 < Л, для которого 

1{~ < k: w (ао, М =F О} 1 = k. 
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Отсюда в противоречии с предположением получаем, что {w (а0, ~): 
~ < k Л w (aJ,~) =1= О} есть множество попарно несовместимых 
элементов В мощности k. 

Если В удовлетворяет у. с. ц., то В удовлетворяет k-ц. у. 
для каждого k. 

С л е д с т в и е. Если В удовлетворяет у. с. ц., то каждый 
кардинал в ~ является кардиналом. в ~ [ G]. 

Теперь вернемся к модели II. Чтобы показать абсолютность 
кардиналов, проверим у. с. ц. для (Р, <). 

Сначала заметю1, что если р, q ЕР несовместимы, то суще­
ствует х Е dom (р) n dom (q), д.1Я которого р (х) =1= q (х). Если 
W- множество попарно несовместимых условий, тогда пусть 
Wп={pEW: ldom(p)l=п} для пЕrо. Легко видеть, что 

каждое W n конечно; следовательно, W = U W n счетно. 
nero 

Доказательство теоремы 35 теперь закончено. 

Л е м м а 57. Пусть k- кардинал, и предположим., что (Р, <) 
обладает следующим свойством (в~): если р0 ~р1 ~- •• ~ р~ ~- .. 
(s < k)- убывающая последовательность условий, то существует 
такое рЕ Р, что р~ ~ р для всех s < k. Тогда ~ [G] и ~ имеют 
одни и те же подмножества k. Следователыю, если а~ k есть 
кардинал в ~. то а - кардинал в ~ [ G]; также cf!l1! (а) = 
= cf[!l !GJ (а). 

Доказательство. Подмножество D !;;;; Р называется от-
крыто-плотным, если D плотно и р1 ~ р2 Е D ~ р1 Е D. Легко 
проверить, что условие (с) в определении генерического мно­
жества может быть заменено условием 

(с') если D!;;;; Р, D Е~ и D- открыто-плотное, то D П G =!= О. 
Для доказательства леммы покажем, что пересечение любого 
семейства {Da: а< k} е~ открыто-плотных множеств является 
открыто-плотным. Если ре Р, в качестве Ра по рекурсии пола­
гаем элемент Da, который сильнее каждого р~, ~ <а. Тогда 

пусть q сильнее каждого Ра• а< k. Ясно, что q ~ р и q Е n Da. 
a<k 

Пусть f: k ~~. f Е ~[G) и f- имя для f. Пусть А е~. 
rng (f)!;;;; А и предположим, что 

и =111- Функция из fг в А 11= 1; 

предположение несуществеюю, так таJ< в противном случае МЪl 

использовал11 бъJ Р' = {р Е Р: р ~и}. 
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Для каждого а < k множество 

Da = {р: (3Х Е А) Р 11- [(а)= х} 

открыто-плотное. Следовательно, D = n Da плотно и суще-
а<k 

ствует рЕ D n G. Это означает, что для каждого а< k суще­
ствует Ха, такое, что р 11- f (а)= Ха. Если g- функция, опре­
деленная равенством g (а) - Ха (очевидно, g Е ~). то получаем 
р 11-l = g и, таким образом, f = g. 

С у м~ а час т и ч н о упор я д о ч е н н ы х м н о ж е с т в. 

Пусть (Р1 , < 1), i Е/, -семейство частично упорядоченных 
множеств, каждое из которых имеет наибольший элемент 1. 
Для каждого х из декартова произведения П Р1 поло ким 

/EJ 

s(x)={iE/: х1 =1= 1} 
и определим 

х~ у-. (Vi Е/) Xt ~~ Yl· 

Если 

Р={хЕПР1 : s(x) конечно}, 
/Е/ 

тогда (Р, <) назьrзается сум.юй {(Р1 , <1): l Е!} 
В общем случае, пусть k -кардинал и 

Р = {х Е П Pt: 1 s (х) 1 < k}; 
/Е/ 

(Р, <) называется k-суммой {(Р1 , < 1): i Е/}. 

Понятия суммы и k-суммы ч. у. множеств близки к понятиям 
произведения и k-произведения топологических пространств. 
С.r.едующая теорема представляет собой переформулировку тео· 
ремы Энгелькинга и Карловича [5]. 

Т е орем а 39. Пусть (Р, <) есть k+·сумма (Pi, <1), i Е/, 
и предположим, что /Р 1 /~Л. для каждого iEl. ТогдаР удовле· 
творяет (Л.k)+·цепному условию. 

Доказательство. Пусть W = Р состоит из попарно несовме­
стимых элементов. Докажем, что 1 W /~Л.k. Определим по 
рекурсии Wa=W и Sa=l для всех a<k+: 

(а) W0 = {х0}, где х0 - произвольный элемент W; 
(Ь) Sa = U {S (х): Х Е Wa}; 

(с) Wa = U W ~· ~слц а- предельный ординал; 
fl<a 
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(d) чтобы определить Wa+l• рассмотрим отношение экви-
валентности 

на W и положим Wa+l = Wa U {элемент из каждого клаrса экви­
валентности}. Провер им, что 1 W а 1 ~Л k и 1 Sa 1 ~Л k для каждого 
a<k+: если IWai~Лk, тогда ISai~Лk; если ISai~Лk, тогда 
1 Wa+l 1 ~ Лk В силу ТОГО, ЧТО 

1 Wa+l - W а 1 =(число классов эквивалентности)~ 

~\{хЕ П Pt: s(x)~k}\~ 
tesa 

~l{s~Sa: lsl~k}l·j П Pt~~ 
i < k 

~19\(Лk)I·Лkz= 
= (Лk)k. лk = лk. 

Докажем теперь, что W = U Wa; из этого следует 1 W I~Лk. 
a<k+ 

Пусть х Е W; докажем, что х Е Wa для некоторого а< k+. 
Если положить S = U Sa, то s (х) П S = s (х) П Sa для некото· 

a<k+ 
рого а< k+ (1 s (х) 1 ~ k). Существует такое у Е Wa+l• что 
у 1 Sa = х 1 Sa. Так как s (у) s:;; S, мы имеем s (х) n s (у)= 
= s (х) П Sa; поэтому х, у совпадают на s (х) n s (у) и совме· 
стимы. Следовательно, х =у и х Е Wa+t· 

С л е д с т в и е 1. Сумма любого семейства счетных ч. у. 
множеств удовлетворяет у. с. ц. 

С л е д с т в и е 2. Пусть k -предельный кардинал. Если (Р, <) 
есть k-сумма (Р1 , < 1), i Е/, и 1 Р 1 1 ~Л для каждого i Е/, то 
(Р, <) удовлетворяет (Л!)+·ц. у. 

Доказательство. Для любого w s;;;;; р положим w а = 
={xEW: ls(x)l~a} при a<k; тогда W= UWa и можно 

a<k 
применить теорему. 

С л е д с т в и е 3. Если Л - недостижимый кардинал и k <Л, 
то k-сумма (Р1 , < 1), где каждое слагаемое мощности .мень· 
шей Л, удовлетворяет Л·ц. у. 

Доказательство. Такое же, как доказательство теоремы. 

Л е м м а 58. Если полная булева алгебра В удовлетворяет 
k-ц. у. и Р плотно в В, то для каждого и Е В существует 

k 
А s;;;;; Р, такое, что и= !А и 1 А 1 < k. Следовательно, 1 В 1 ~1 Р 1-· 
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Доказательство. По рекурсии построим трансфинитную после· 
довательность Ра• Ра ~и, попарно несовместимых элементов Р: 

если ~ р~ <и, то за Ра принимаем такое р, что р~и ·- ~ р1. 
s<a '<а 

В качестве А возьмем множество всех Ра· 

Л е м м а 59. Если а есть 'JЛ-генерический у. ф. на В, то 

(2k)SJJl [О]~ ( 1 В lk)SJJl. 

Доказательство. Каждое подмножество А s;;;;; k в 9Л [а] имеет 
имя А Е 9Л8 ; каждое такое имя А определяется функцией 
а t---? 1Га Е А 11 из k в В. Разным подмножествам соответствуют 
разные функции, поэтому число всех подмножеств k в 9Л [а] 
не больше, чем число всех функций в 9Л, отображающих k в В. 

Модель 111. 
Предположим, что k - регулярный кардинал в Шl и 

9Л1=2~ =k. 
Множество (Р, <) определяется (в 9Л) следующим образом: 

рЕ Р- р- функция на некотором а< k и rng (р) s;;;;; {0, 1}; 

p~q -p;;;J.q. 

(Р, <) обладает свойствами: 
(l) для а< k каждая убывающая а-последовате.1ьность уело· 

вий имеет нижю-:~ю грань, 

(2) (Р, <) удовлетворяет k+-ц. у. 
Для доказательства (1) воспользуемся тем, что р ~ q- р ;;;;2 q 
и U Р, есть условие более сильное, чем любое Р, из s;;;;;-воз· 

'<а 
растающей а-последовательности. Для доказательства (2) заме-
тим, что (Р, <) плотно в k-сумме k ч. у. множеств, соrтоящих 
из двух несравнимых элементов (и наибольшего элемента). По 

теореме 39, Р удовлетворяет (2!)+-ц. у., т. е. k+·ц. у. Пусть 
а есть 9Л-генерическое подмножество Р. Генерическое рас­
ширение 9Л [а] обладает свойствами: 
(А) существует z s;;;;; k, такое, что z Е 9Л [а] и z ф 9R; 
(В) ЭЛ [а] имеет те же подмножества а, что и wt для каждого 
а< k; 
(С) кардиналы абсо.1ютны и конфинальность кардиналов абсо· 
лют на. 

Свойство (А) доказывается так же, как для модели 1; 
(В) следует из леммы 57 и (l). Свойство (С) следует частично 
из леммы 57 и (2), д•1Я кардиналов больших или равных k\ 
и из леммы 57 и (1), для кардиналов меньших или равных k. 
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М о д е л ь IV (В опенка). 
Предположим, что 
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ffRF GCH Л k-реrулярный кардинал Л Л-кардинал Л cf(Л)>k. 

Множество (Р, <) определяется (в 9Л) следующим образом: 

рЕ Р ~ р - функция Л dom (р) с: k Х Л Л 1 dom (р) 1 < 
< k Л rng(p) ~{0, 1}; 

p<q~p:dq. 

Замечание. Так как 1 k Х Л/= Л, то можно было бы опре· 
делить множество вынуждающих условий, изоморфное (Р, <), 
так, чтобы dom (р) ~Л. 

(Р, <) обладает свойствами: 
(1) для а < k каждая убывающая а-последовательность имеет 

нижнюю грань, 

(2) (Р, <) удовлетворяет k+-ц. у., 
(3) 1 RO (Р) 1 =Л. 
Свойства (l) и (2) доказываются так же, как при построении 

модели III. Третье свойство следует из леммы 58, (2) и 

GCH: /RO(P)/~/P/k=Л.k=Л.. 
Пусть G есть 9Л-генерическое подмножество Р. Генерическое 

расширение 9Л [G] обладает следующими свойствами: 

(А) кардиналы абсолютны и конфинальность кардиналов 
абсолютна; 

(В) семейство {za: а< Л}, где Za = {~ < k: ( U G) (~. а)= 1} 
состоит из Л различных подмножеств k; 

(С) для каждого кардинала а 

(i) 2а = а+, если а < k или а~ Л; 

(ii) 2а. =Л, если k ~а < cf (Л); 

(iii) 2а = Л+, если cf (Л)~ а~ Л. 

Свойство (А) следует из (1) и (2); (В) доказывается так же, 
как для модели II. Свойство (С) следует из (В), леммы 59, 
(3) и теоремы К:ёнига. 

Доказательство теоремы 36 закончено. 

М о д е ль V (Коэн, Леви). 
Предположим, что 

9JtF GCH Л k-регулярный кардинал Л 11-кардинал Л cf (J.L)~k. 

(Р <) определяется следующим образом: 
рЕ Р ~ р есть функция на некотором а< k и rng (р) с: J.L; 

p<;.q~p::::Jq. 
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(Р, <) обладает свойствами: 
(1) для а< k каждая убывающая а-последовательность имеет 

нижнюю грань, 

(2) Р удовлетворяет J.t+-ц. у. 
Длн доказате.1ьства (2) с1едует рассматривать Р как k-сумму 

ч. у. множеств мощности J.t и воспользоваться тем, что J.l.! = Jl 
в силу GCH. 

Пусть G есть ЭЛ-генерическое подмножество условий. Гене­
рическое расширение ЭЛ [G] обладает следующими свойствами: 
(А) сели а- кардинал в 9Jt и либо а~ k, либо а~ J.t +, тогда 
а-кардинал в Юl[G], • 
(В) U G есть отображение k на J.t; следовательно, 1 J.ti\D!IOJ = k, 
(С) ЭЛ [G] 1= GCH. 

Свойства (А)- (С) проверяются непосредственно; (А) сле­
дует из (1) и (2), а (С)- по Jlемме 59. 

Таким образом, мы доказали часть теоремы 38: случай, 
когда Л= м+ и cf(J.t)~k. П. б. а. RO(P)=B, где ?-опреде­
ленное выше множество условий, называется (k, J.t)-алгеброй 
с.мещения. 

М о д е ль VI (Леви). 
Предположим, что 

ЭЛ F= k- регулярный кардина.11 Л Л- недостижимый 

кардинал Л k <Л. 

Пусть (Р, <) будет k-суммой {(Р11 , < 11): J.1. Е/}, где 1 = {J.t<Л: Jl­
кардинал Л cf (J.t) ~ k} и для каждого J.1. Е/, (PI-I, <1-1)- ч. у. 
множество, указанное для модели V (т. е. RO (PI-I) есть (k, J.t) 
а,1гебра смещения). 

(Р, <) обладает свойствами: 
(1) для а< k каждая убывающая а-последовательность усло­

вий имеет нижнюю грань, 
(2) Р удовлетворяет Л-ц. у. 

Для доказате.1ьства (1) заметим, что каждое Pl-l обладает этим 
свойством, и испо.льзуем тот факт, что Р есть k-сумма; (2) сле­
дует из теоремы 39, следствие 3. 

Пусть G есть ЭЛ-генерическое множество вынуждающих ус­
ловий. Тогда 
(А) ес,1И а- кардинал в ЭЛ и а~ k или а~ Л, то а- карди­
нал в 9Jl [G]; 
(В) G nорождает семейство {f 11 : J.1. Е/} отображений k на J.t; 
следовате.1ьно, 1 J.ti\D?IGJ = k для каждого J.1. <Л. 

До!\азательство теоремы 38 закончено. 
П. б. а. RO (Р), где Р- указанное выше множество вьщу­

ж.цающих условий, называется (k, Л)-алгеброй Леви. 
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М о д е ль VII (Истон). 
Предположим, что 
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9Л f= GCH Л F- функция, отображающая регулярные кар­
д!~ н ады в кардиналы и такая, что 

(а) а~~- F (а)~ f' (~). 
(Ь) cf (F (а)) > а. 

Вынуждающие условия рЕ Р являются функциями, опре-
деленными следующим образом: 

(i) dom (р) с:: {(а, ~): аЕ dom (F) Л ~ < F (а)}; 
(ii) rng (р) с:: {0, 1}; 
(iii) для каждого регулярного кардинала k 

1 Pk 1 < k, 
где Pk=P l{(a, ~): a~k}; 

(iv) р ~ q +-+- р =:1 q. 

Если положить pk = р- Pk• Pk = {pk: рЕ Р} и pk = {pk: рЕР}, 
то Р изоморфно Pk ffi Р1\ сумме {Pk, pk}*). Если k регулярно, то 

(1) каждая убывающая k-последовательность усдовий в pk 
имеет нижнюю грань, 

(2) Pk удовлетворяет k+-ц. у., 
(3) 1 Pk 1 = F (k), когда k Е dom (F). 
Свойство (2) следует из (доказательства) теоремы 39 и GCH; 

(1) и (3) очевидны. 
Основным средством доказательства теоремы Истона является 

лемма 60. Пусть Р 1 и Р2 - ч. у. множества (с наибольшим 
элементом 1) и Р = Р 1 ffi Р2 • Если G есть 9Л-генерическое под­
множество Р, тогда G1 ={рЕ Р1 : (р, 1) Е G} и G2 = {q Е Р2: 
(1, q) Е G} являются 9Л-генерическими подмножествами Р 1 и Р2 
соответственно и G = 0 1 Х 0 2• 

Л е м м а 60. В 9Л пусть Р = Р1 ffi Р2 , k -кардинал и 
предположим, что Р 1 удовлетворяет k+-ц. у. и каждая убы­
вающая k-псследовательность условий из Р2 имеет нижнюю грань. 
Пусть G = 0 1 Х G2 - генерическое подмножество Р. Если f Е 9Л [G] 
является функцией из k в 9R, то f Е 9Л [G1]. 

Доказате.1ьство. Пусть f- имя f. Для а< k определим 
(в 9Л) Da с:: Р2 следующим образом: 

q Е Da +-+-существует разбиение {р~: i Е /а} множества Р1 и 

семейство {af: i Е /а}• такие, что 

(*) (Prr, q) 11- f(<'i) =а~ для каждого i Е l а· 

•) Сумму Pk ffi pk можно определить, так как в Pk и Р~ Ийlеется на и· 
больший элемент (пустое множество).- При.м. перев. 



76 18. Независимость континуум-гипотезы 

(Разбиение Р 1 есть максимальное множество попарно несовме­
стимых условий в Р 1; это разбиение является разбиением RO (Р 1 ).) 
Мы утверждаем, что каждое Du. является открыто-плотным 

в Р2• Ясно, что если q' ~ q Е Da, то q' Е Da. Пусть q0 - про­
извольный элемент Р2; найдем q Е Da, такое, что q ~ q0• Можно 

предполагать, что lll есть функция из k в А 11 = 1 для некото­
рого А. Существуют q1 ~ q0, р1 Е Р1 и а 1 Е А, такие, что 
(pl, ql) 11·-1 (а)= al. По рекурсии определяем qy Е Р2, Ру Е pl и 
ау Е А, такие, что q0 ~ q1 ~ ••• ~ qy ~ ••. , Ру попарно несов­
местимы и 

(Ру• qy) 11- L<a) =ау; 
если ~ Pi < 1, такие Ру• qy и ау можно найти. Существует 

'<У 
f3 < k+, для которого ~ Ру= 1. Пусть q сильнее каждого qy, 

Y<il 
'У< j3; тогда (Ру• q) 11-1. (а)= ау для 'У< f3. Отсюда q Е Da и, 
следовательно, Da плотно. 

Пусть D = n Da. Из условий на Р2 следует, что D плотно. 
a<k 

Так как G2 есть ~-генерическое подмножество Р2 , существует 

такое q Е G2, что q Е Da для каждого а. Выберем {pf: i Е /и.} 
и { af: i Е 1 а}, для которых ( *) выполняется. В ~ [ G 1] опреде­
лим функцию g: k- А следующим образом: g (а)= а~, где 
i- единственный элемент/, для которого pf Е G1. Отсюда сле­
дует, что f = g и поэтому f Е~ [G1]. 

Вернемся к модели VII. Пусть G есть ~-генерическое под­
множество Р. Генерическое расширение ~ [ G] обладает сле­
дующими свойствами: 

(А) кардиналы абсолютны и конфинальность кардиналов 
абсолютна; 

(В) (2а)'1Л lGJ = F (а) для каждого а Е dom (F). 

Доказательство. (А) Достаточно доказать, что каждый ре­
гулярный кардинал в ~ является регулярным кардиналом 
в 9Jt[G). Пусть 'А- регулярный кардинал в ~. и предположим, 
что cf\1)1101 ('А)= k < 'А. Существует функция f Е~ [G], такая, 
что dom (f) = k, rng (f) с:: 'А и sup f (а)= 'А. Пусть G = G1 Х G2, 

a<k 
где G1 есть ~-генерическое подмножество Pk и G2 есть 
~-генерическое подмножество pk, В силу (0. (2) и леммы 60, 
f Е~ LG1]. Однако, поско.1ьку k+ ~'А и Pk удовлетворяет 
'А-ц. у., то, по лемме 56, 'А-регу.1ярный кардинал в Wl[G1]; 
противоречие. 
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(В) Так же, как при построении модели IV, условия с пер­
вым аргументом а порождают семейство F (а) различных подмно­
жеств а, Для доказательства того, что существует самое большое 
F(a.) подмножеств а,~используем лемму 59. Каждое подмножество 
а в силу леммы 60 принадлежит ~щ [G1], где 0 1 есть Wl-генсри­
ческое подмножество Р а· В Wl выполнЯются равенства 1 Р а 1 = 

а С ( a)IJJ! [GJ _.., = F (а) и 1 RO (Р u) 1 = 1 F (а) 1 = F (а), ледовате.'!ьно, 2 о::::.. 

< ( 1 F (а) la)IJJ! = F(a), 

19. Применения булевозначных моделей 
в теории булевых алгебр 

Отображение h б. а. В1 в б. а. В2 является гомоморфизJ.tо/•t, 
если h сохраняет булевы операции, т. е. если h (и+ v) = h (и)+ 
+ h (v) и т. д. Гомоморфизм h называется полным гомомор­
физмом, если h сохраняет также бесконечные операции, т. е. 
h (1:А) = ~ (h" А) при условии, что ~А существует, Взаимно 
однозначный полный гомоморфизм называется вложением. Изо· 
морфизм между В 1 и В2 является взаимно однозначным гомо· 
морфизмом В1 на В2 и, следовательно, полным гомоморфизмом. 
Изоморфизм алгебры В на себя называется автоморфизмом В. 
Если тождественное отображение В1 является вложением В 1 
в В2 , то алгебра В1 является подалгеброй В2 • 

Т е орем а 40 (К.рипке [18]). Для каfJ/Сдой булевой алгебры В 
существует такой кардинал J.t, что В может быть вложена 
в ( ~ 0, f.L)-алгебру смещения. 

3 а м е чан и е. Б. а. В называется счетно порожденной, ес.'!и 
существует счетное множество Z s;; В, такое, что В есть на­
именьшая подалгебра В, содержащая Z. Соловей доказал в [44), 
что каждая ( N 0, f.L)·aJIГeбpa смещения является счетно порожден­
ной. Этот результат дает новое доказательство теоремы Гейф­
мана и Хейлеса о существовании счетно порожденной алгебры 
произвольно большой мощности. В силу теоремы 40 получаем, 
что каждая булева алгебра может быть вложена в счетно по­
рожденную алгебру 14). 

Доказательство. Наnомним (вариант) теорему 33: для каж­
дого счетного семейства F подмножеств б. а. В и иенулевого 
а Е В существует Р-полный у. ф. G на В, такой, что а Е G. 

Пусть В -данная б. а. и F = 9 (В). Пусть k = 1 В l, f.L = 2k = 
=1 F 1 и В1 есть (N 0, f.L)·алгебра смещения. Построим вложе-

в ~ в 
ние h алгебры В в В1 • Так как V 1 1 F счетно, а также V 1 l= 
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1= теорема 33, то отсюда следует, что существует G Е V8
', такое, 

в ~ ~ 

что V ' 1= G есть F-полный у. ф. на В (здесь мы примени.1и 
лемму 50). Положим 

(*) h(b)=llbEGII для всех ЬЕВ. 

Легко видеть, что h- полный гомоморфизм; т. е. если Ь =~А 
в В, то 

h (Ь) = 11 Б Е G 11 = 11 (3х Е А) х Е G 11 = ~ 11 х Е G 11 = ~ h (х). 
ХЕА ХЕА 

Однако, чтобы обеспечить взаимную однозначность h, мы 
должны специальным образом выбрать G. Покажем сначала, 
что существует а Е vв•, такое, что 11 а= Б 11 *О для каждого 
Ь *О в В. Пусть {Ь,: 6 < k}- множество всех иенулевых 
элементов В. Так как В1 есть ( N 0, 2k)·алгебра смещения, то в 
В1 имеется k попарно несовместимых элементов и,, 6 < k. По 

лемме 49 существует такое а Е V8
', что 11 а= Б; 11 ;э: и, для каж­

дого 6 < k. Теперь выберем G Е V8 так, чтобы 
в ~ ~ 

V '1= а Е G Л G есть F-полный у. ф. на В. 
Для доказательства взаимной однозначности гомоморфизма h, 
определенного посредством ( * ), достаточно проверить, что 

h (Ь) *О при О* Ь Е В. Если Ь *О, то 

h (Ь) = 11 Б Е G 11 ;э: 11 а Е G 11·11 а= Б 11 = 11 а =Б 11 * О. 
Вторая теорема этого раздела касается алгебры Леви. Пусть 

k - недостижимый кардинал. Пусть Р - множество таких ко­
нечных множеств р, состоящих из троек (а, п, ~). что 

(i) ~ < а < k, п Е ю; 
(ii) если (а, п, ~ 1) Ер и (а, п, ~2) Ер, то ~1 = ~2• 

Пусть р ~ q....,. р ;;;;2 q для р, q ЕР. 
В разделе 18 мы определили ( N 0, k)-алгебру Леви как В= 

= R.O (Р) и доказали, что 

V8 1= k- первый несчетный кардинал. 
Следующая теорема, как указано в [28], принадлежит Енсенv. 

Т е орем а 41. Пусть k- недостижимый кардинал и В есть 
( N 0, k)-алгебра Леви. Если В1 и В2 - п. б. а., мощности мень­
шей k, и В1 - подалгебра В, а также В1 - подалгебра В2, то су­
ществует вложение h: В2 -+ В, такое, что h IB1 - тождественное 
отображение. 

П. б. а. В называется однородной, если для любой под­
алгебры В 1 , такой, что 1 В1 1 < 1 В l, каждый автоморфизм В1 
может быть продолжен до автоморфизма В. Следующая тео-
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рема фактически доказана в статье Соловея [44]: ( N 0, k)-алгебра 
Леви является однородной. Теорема 41 представляет собой 
усиление этой теоремы. Доказательство теоремы 41 аналогично 
доказательству теоремы 40. Нам потребуется следующая лемма. 

Л е м м а 61. Пусть S- множество .ненулевых эле.ментов В, 
1 S 1 < k и Л.< k. Тогда в В существует Л. попарно несовме­
стимых элементов и,, 6 < Л., такuх, что и, · а =1= О для любого 
6 <Л. и любого а Е S. 

Доказательство. В= RO (Р), где Р- указаннОе выше 
жество конечных множеств, состоящих из троек (а, п, ~). 

Для ~ < а < k пусть 

Для а Е S поJiагаем 
иа11 ={(а, О, ~)}. 

la={a < k: (3~ < а)[а · иа11 =0]}. 

м но-

Существует Xar;;;P, для которого а=~{р: рЕХа} и 

la ={а< k: (3~ < a)(Vp Е Ха) [р · иа11 =О]}= 
={а< k: (3~ < a)(Vp Е Ха)(3~ 1 =1= ~)[(а, О, ~ 1 ) Ер]}. 

Последнее множество конечно, так как конечно каждое рЕ Р. 
Следовательно, 

1 {а < k: (3а Е S) (3~ < а) [а · иа11 =О]} 1 < k 
и поэтому существует а0 ~Л., такое, что 

(Va Е S) (V~ < ао) [а· иа,l! =1= 0]. 
Теперь полагаем и~= иа,~ для 6 <Л.. 

Доказательство теоремы 41. В доказательстве используется 
следующий усиJ1енный вариант теоремы 33: для любого счет­
ного семейства F подмножеств б. а. В и F-полного фильтра а0 
на В существует F-полный у. ф. а на В, такой, что а0 r;;; а 
(упражнение). 

Пусть В есть (N 0, k)-алгебра Леви. Пустьа-канонический 

генерический у. ф. в vв. Существует а1 Е vв;- такое, что 
vвl= al =а n BI. 

(Здесь и дальше мы применяем лемму 50.) Очевидно, 
11 а Е GI 11 =а для а Е в( и 

~ ~ 

vв F= а1 есть F1 -полный у. ф. на В 1 , 

где F1 =;1(В1 ). Существует G2 E vв, такое, что 
~ 

vв 1= G2 есть фильтр на В2, порожденный G1, 

т. е. 
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Нетрудно проверить, что для каждого ь Е в2 

11 Б Е G211 = 11 (Ь)~ Е Gtll =Б, 
где 

Б=I{аЕВ1 : а~б}. 

Очевидно, Б~ Ь и Б Е В1 . Пусть F2 = fP (В2); мы имеем 
~ 

vв 1= G2 есть F2-полный фильтр на В2 , 

потому что ПА= П {Б: Ь Е А} для каждого А s;;;;; В2 и 
11 А~ G211 = 11 {Ь: ь Е А}~ s;;;;; Gl 11 = 11 (liA)~ Е Gl 11 = 11 (ПА)~ Е G211· 
Так как 

~ 

vв 1= теорема 33 Л Р2 счетно, 

существует такое Н Е V8 , что 
~ ~ 

v~ F н есть F2-ПОЛНЫЙ у. ф. на в]. и н;;:! G2. 

ОпреДелим теперь отображение h алгебры В2 в В: 

h(b)==IIБEHII ДЛЯ всех Ь Е В2. 

Так же, как при доказательстве теоремы 40, получаем, что h -
полный гомоморфизм В2 в В. Если а Е В1 , то 

h (а)= 11 а а Н 11 = 11 а Е Gt 11 =а. 
Снова, чтобы обеспечить взаимную однозначность h, выберем Н 
специальным образом. В силу леммы 61 существует такое се­
мейство {иь: Ь Е В2 Л Ь =1= О} попарно несовместимых элемен­
тов В, что иь ·а =1= О для каждого иь и О =1= а Е В1 . По лемме 49 
существует t Е V8 , такое, что 11 t =Б 11 ~ иь для каждого О =1= 

~ 

=1= Ь Е В2• Пусть - t Е vв является дополнением t в Bz. (т. е. 
~ 

V8 1=- t есть дополнение t в В2). 
Выберем теперь Н Е vв так, чтобы 

~ ~ 

V8 f= Н есть F2-полный у. ф. на В2 Л Н;;:! G2 Л 

Л если - t ф. 02, то t Е Н. 
Получаем 

11 t Е Н 11 = !1 - t ф. G2ll· 

Докажем взаиvrную однозначность lz. Пусть ь Е в2 и ь =1= о. 
Тогда 

h (Ь) = 11 Б Е н 11 ~ 11 Б= t 11 ·11 t Е н 11 = 11 Б = t 11· 11 - t ф. G 211 ~ 
~11 Ь =t 11·11- (Б) ф. G~ll=ll Ь =tll·ll(- Ь)~ ф. G2 1J;;;:: иь ·- (- Ь). 
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Пусть а=- (- Ь). Так как - Ь < 1, имеем - Ь < 1 и по­
этому а =1= О. Так как а Е 8 1, то иь ·а =1= О и h (Ь) =1= О. Таким 
образом, отображение h взаимно однозначно. 

20. Измеримость по Лебегу 
В этом разделе мы изложим резу ль тат Соловея [ 45] об изме­

римости по Лебегу множеств действительных чисел. 
К.rJассический пример Витали показывает, что существуют 

множества действительных чисел, неизмеримые по Лебегу 
(не LМ-множества). Построение этого примера существенно 
испо.1ьзует аксиому выбора. Естествённый вопрос: можно ли до­
казать существование неизмеримых множеств без помощи АС? 
А также: существуют ли опреде.'!имые, но неизмерю1ые множе­
ства~ Теоремы 42 и 43 отвечают на эти вопросы. 
Мы не можем совсем отказаться от АС, если хотим, чтобы 

мера Лебега обладала хорошими свойствами; множество дей­
ствительных чисел без АС может оказаться суммой счетного 
числа счетных множеств. Однако все нужные свойства сохра­
няются при следующей слабой форме АС. 

Пр и н ц и п з а в и с и м о г о в ы б о р а (DC). Пусть R - би­
нарное отношениенанепустом множестве Х, и предположим, что 

(Vx Е Х) (3у Е Х) xRy *). 

Тогда существует последовательность х0 , х1 , ••• , Xm • • • эле­
ментов Х, такая, что для всех п 

XnRXn+l• 

В числе следствий DC имеются следующие (упражнение): 
(1) для каждого счетного семейства непустых множеств су­

ществует функция выбора, 
(2) каждое бесконечное множество имеет счетное подмно­

жество, 

(3) ffi 1 регулярно. 

Т е о ре м а 42 (Соловей). Если Con (ZFC + "существует не­
достижимый кардинал"), то Con (ZF + DC + ,.каждое множество 
действительных чисел есть LМ-множество"). 

Н ер еше н н а я пр о б .rr е м а. Можно ли в теореме 42 (и 43) 
устранить предположение о существовании недостижимого кар­
динала? 15) 

*) xR.y означает (х, у) Е R..- П рим. перед. 
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В отношении определимых множеств действительных чисел 
заметим, что если V = L, то существует определимое вполне­
упорядочение < действительных чисел по типу Ф1 • Применяя 
теорему Фубини, получаем, что множество 

{(х, у): х <у} 

неизмеримо по Лебегу на плоскости. 
С другой стороны, некоторые определимые множества дей­

ствительных чисел всегда измеримы по Лебегу. Например, все 
борелевекие множества, аналитические множества и их допол­
нения (эти множества определимы с помощью параметра ре: (i)Ф) 
измеримы, что доказуемо в ZF + DC. 

Рассмотрим семейство всех множеств действительных чисел, 
• 

которые определимы с помощью счетнон последовательности 

ординалов, т. е. рассмотрим 

f1 (R) П U OD (s), 
ses 

г де S = (i)Оп есть класс счетных последовательностей ординалов. 
Это семейство содержит все определимые множества действи­
тельных чисел, а также все проективные множества. 

Т е орем а 43 (Соловей). Если Соп (ZFC +"существует не­
достижимый кардинал"), то Con (ZFC +"каждое множество 
действительных чисел, определимое с помощью счетной после­
довательности ординалов, есть LМ-множество" ). 

Докажем сначала теорему 43. 
Предполагается, что читатель знаком с определением боре­

левских множеств; однако, так как нам потребуется некото­
рый способ кодирования борелевских множеств, приведем 
здесь соответствующие определения. 

Коды борелевских множеств. 

Определим по рекурсии множество кодов С s;; (i)(J) и боре­
левекие множества Ас, с Е С. Пусть r1, i Е Ф,- каноническая 
нумерация рациональных чисел и n- каноническое взаимно 

однозначное отображение Ф Х Ф на Ф. 
Если с Е (i)Ф, пусть <р (с) = d, где 

d (п) = с(п + 1) для всех п Е Ф. 

Для каждого i Е Ф пусть 'Ф 1 (с)= d, где 

d (п) =с (n (i, п) + 1). 

Определим Са, а<Ф1 , следующим образом. 

( 1) С0 = {сЕ(i)Ф: с (О)= О}. 
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Для с Е С0 полагаем 
Ас= (открытый интервал (r1, r1)), 

где i=c(l) и j=c(2). 

(2) а-- нечетный ординал. 

с Е Са~ с (О)= 1 Л (3~ <а) qJ (с) Е С~. 

Для с Е Са полагаем 

Ас = R. - Aq> (с)· 
(3) а - четный ординал. 

с Е Са- с (О)= 2 л (Vi Е ro) (3~ <а) 'Фi (с) Е с~. 

Для с Е Са 

Ас= u A~l(c). 
1 еш 

83 

Положим С= U Са и борелевскими множествами назовем 
" а<ш, 

множества Ас (мы говорим, что Ас кодируется посредством с). 
Заметим, что "с есть код" -абсолютное понятие для транзитив­
ных моделей ZF. Если WC- модель ZF + DC и с Е СП WC, то 

через А;}'! обозначим борелевекое множество в WC, кодируемое 
посредством с. 

Опреде.'Iим следующие свойства кодов: 

(а) с кодирует открытое множество+-+ с Е С2 Л (Vi Е 
Е ro) -ф1 (с) Е С0, 

(Ь) с кодирует дополнение Ad +-+ d = qJ (с), 
(с) с кодирует замкнутое множество+-+ qJ (с) кодирует откры­

тое множество, 

и аналогично определяется 

( d) с кодирует пересечение Ad n Ае, 
разность Ad - Ае, 
симметрическую разность Ad ,6, Ае. 

Все эти свойства абсолютны. (Заметим, что "Ас- открытое 
множество" не означает, что с кодирует открытое множество.) 

Нам будут нужны более сильные утверждения об абсолют­
ности. В частности, мы используем следующую лемму, дока­
зательство которой не связано с темой этих лекций и здесь 
не приводится. 

Л е м м а. Пусть W(с=Э'/ и !n- транзитивные модели ZF + DC 
и с - код в Wl. В этом случае 

~ ~ WC 1= Ас = О тогда и только тогда, когда 911= Ас =О. 
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Доказательство леммы основано на том факте, что утвер· 
ждение Ас= О может быть выражено в виде 

(*) (Vx Е (j)w) <р(х, с), 

где <р- формула, содержащая только ограниченные кванторы 
vn Е (1) или 3n Е (1), Имеется теорема (см. [40]) о том, что 
формулы вида(*) абсолютны для любой транзитивной моде­
ли ZF 16). 

Нулевым множеством назовем множество действительных 
чисел лебеговой меры нуль. 

Л е м м а 62. Пусть Юls;91 и !Jl-транзитивные модели ZF + DC 
и с- код в Юl. 

Wl f= (А~- нулевое множество) тогда и только тогда, когда 

91 f= (А~- нулевое множество). 

Доказательство. Из предыдущей леммы следует, что 
Ас s; Ad- абсолютное свойство, потому что 

Ас s; Ad- Ае =О, где е кодирует Ас- Ad. 

Так как "с кодирует открытое множество" - абсолютное свой· 
ство, то мера Ас также абсолютна как сумма длин открытых 
интервалов. Поэтому, чтобы доказать 

IOl F (А~- нулевое множество)-+ 91 f= (А~ -нулевое множество) 
воспользуемся тем, что 

Ас- нулевое- Vn3e (е кор.ирует открытое множество Л 

Л Acs; АеЛ мера Ае~ ~). 

С другой стороны, чтобы доказать !ni==(A~- нулевое мно­
жество)-+ Юll= (А~- нулевое множество), используем эквива­
лентность 

Ас- нулевое- Ve [(е кодирует замкнутое множество Л 

Л Ае s; Ас)-+ мера Ае равна О]. 

Ф о р с и н г С о л о в е я. 
Если А и А' - борелевекие множества и симметрическая 

разность А 1::::. А'- нулевое множество, тогда ПОJlагаем А~ А'. 
Отношение R> есть отношение эквивалентности; пусть [А] 
обозначает класс эквивалентности множества А. Ясно, что если 
А R> А', то (R- А) ~ (R- А'), и если А11 ~ А~ для каждого n, то 
U All ~ U А~. 

11 е ffi 11 Е ffi 
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Полагаем [А]~ [А'], если А- А' есть нулевое множество. 
Пусть В - множество классов эквива.rrентности. Покажем, что 
(В, ~)- по"1ная булева алгебра. 

(а) В- б. а., 
(Ь) В- счетно полная алгебра (т. е. F-полная, где F есть 

множество счетных подмножеств В). · 

Доказательство. ~ [Ап] = [ U Ап]· 
nEoo nE(J) 

(с) В удовлетворяет у. с. ц. 

Доказательство. [А 1 ] • [А2] =О тогда и только тогда, 
когда А 1 П А2 - нулевое множество. Предположим, что множе­
ства Аа, а < ro1, имеют положительную меру и Аа П А~ -
нулевое множество при а =F ~· Пусть А~= Аа- U А~= 

tl<a 
= Аа- U <Аа n А11), тогда каждое А~ имеет положительную 

i3<a 
меру и А~ П А~ =О при а =F ~; противоречие. 

Из леммы 63 следует, что В- п. б. а. 

Л е м м а 63. Если булева алгебра В удовлетворяет у. с. ц. 
и счетно полная, то В- полная алгебра. 

ДоказатеJiьство. По трапсфинитной индукции. Предполо­
жим, что сумма существует для каждого подмножества В 

мощности, меньшей k. Пусть А= {Ьа: а< k}; покажем, что 

~А существует. Пусть аа = ~ Ь11 для каждого а< k. Тогда 
tl<a 

k-последовательность {аа: а < k} имеет только счетное число раз­
Личных элементов; в противном случае семейство {Ьа • -аа: а< k} 
было бы несчетно, что невозможно, так как элементы семей-

ства попарно несовместимы. Следовательно, ~ аа существует. 
a<k 

Легко проверить, что ~ аа =н. в. г. (А). 
a<k 

Определенная выше п. б. а. В называется алгеброй боре­
левских множеств по .модулю нулевых множеств. 

О пр е д е л е н и е. Пусть ffiC- модель ZFC и В Е ffiC- алгебра 
борелевских множеств по модулю нулевых множеств (в ffil). 
Если О есть Wt-генерический у. ф. на В, полагаем 

х0 = sup {r: r- рациональное число и [(r, + оо)] Е G}. 

Здесь [(r, + оо)]- класс эквивалентности открытого интервала 
(r. + оо) (в ffil). Действительное чисдо х называется числом 
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Соловея над Юl, если х =Ха для некоторого Юl-генерического 
у. ф. G на В 17). 

Заметим, что Ха ф. Юl. в противном случае {ха}= n 1 n• где 
neoo 

{/ n: n Е ro} Е Юl- семейство интервалов с рациональными кон­
цами. В силу Юl-генеричности G, мы получили бы [{ха}] Е G, 
но [{ха}]= О. В частности, Ха - иррациональное число. 

В следующих трех леммах будем писать Ас вместо А~ 
и А; вместо А~, также (г 1, r 1) обозначает интервал в IOl и 
(r1, rj)"- интервал в универсуме; В- алгебра бореленских мно­
жеств по модулю нулевых множеств (в Юl). 

Л е м м а 64. Пусть с- код в IOl и G есть Юl-генерuческий 
у. ф. на В. Тогда 

Доказательство. Индукцией по построению кодов в Юl. 
(1) Если с Е С0, то Ас= (r 1, r2) и А~= (r 1, r2)•. Мы имеем 

Ха Е А~_,. r 1 <Ха< r2 _,. r 1 < sup {r: [(r, + оо)] Е G} < r2 _,. 
_,. [(r 1, + оо )] Е G Л [(r2, + оо )] ф. G _,. [(r 1, r2)] Е G _,. 
_,.[Ас] Е G. 

(2) Если с (О)= 2, то Ас= U АФ1 (с) и А~= U Аф1 (с)· Мы 
leoo /ЕОО 

имеем 

Ха Е А~_,. Ха Е U Аф1 (с)_,. 3i(xo Е Аф1 (с))_,. 
{ E(J) 

_,. 3i([АФ1 (с)) Е G) _,. [ U АФi (с>1 Е G _,.[Ас] Е G. 
l е оо 

(3) Аналогично для с (О) = 1. 
Обозначим через Wl [х] наименьшую транзитивную модель 9? 

теории ZF, для которой WL s;; 9? и х Е 9?. Мы не доказали 
существования такого минимального расширения в общем слу­
чае и употребляем введенное обозначение, когда существова­
ние IOl [х] установлено. 

Л е м м а 65. (а) Действительное число х является числом 
С олове я над Wl тогда и только тогда, когда х не принадлежит 
ни одному нулевому борелевекому множеству с кодом в Юl. 

(Ь) Пусть х- число Соловея и 

G ={[Ас]: Х Е А~}, 

тогда х=ха и Юl[G]=Wl[x]. 

Доказательство. (а) Пусть х- число Соловея и G -такое, 
что х =ха. Для каждого кода с в Юl, если А;- нулевое мно-
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жество, тогда, по лемме 62, Ас- ну.т.евое в ~- Таким образом, 
[Ас] ф. G и, по .пемме 64, х ф. А;. 

Предполо'Ки\1 теперь, что х не принадлежит ни одному 
нулевому боре.1евскому множеству А; с кодом с Е ЭЛ и 

G ={[Ас]: х Е А~}. 

За:-.1етим, что если Ас = Ad, то х Е А;++ х Е Ad. Действительно, 
Ас D. Ad- нулевое множество; если е кодирует Ас D. Ad в :т, 
то А;= А; D. Ad и А;- нулевое множество по лемме 62. Следо­
вате.1ьно, х ф. А; D. Ad. Ана.1огично доказывается, что G- ультра­
фильтр на В. 

Чтобы доказать ЭЛ-генеричность G, предположим Х с:: В, 
Х Е ЭЛ и LX Е G. Докажем, что Х П G =1= О. Так как В удовле­
творяет у. с. ц., то существует (в ЭЛ) такое счетное семейство 
{Асо• Acl' ... ' Асп• ... }. что [ Асп) Е х для каждого п и 

~ [ Аrп] = }.;Х. Пусть с Е~- код для U Acn; так как [Ас] Е G, 
nEW nsw 

то х Е А~. Однако А;= U A;n, и поэто\1у существует такое п, 
nEW 

что х Е A;n; следовательно, [ Acn] Е G и х n G =1= О. 
(Ь) Легко проверить, что сели х- число Соловея и G = 

={[Ас]: ХЕА;}, т.о х =Ха. Очевидно, хаЕЭЛ [G]. Если !Jl =ЭЛ­
транзитивная модель и ха Е !n, то G Е!)? и ЭЛ [G] с:: 9~. Сле­
довательно, ЭЛ [ G] есть наименьшая модель !Jl = ':Dt, д.1я кото­
рой ха Е !n. 

Л е м м а 66. Пусть <р- формула, U - множеств~ действи­
тельных чисел, и предположим, что 

1) множество чисел, не являющихся числами Соловея над Wl, 
есть нулевое множество; 

2) и= {у Е R: ЭЛ [у] F= <р (у)}. 
Тогда И есть LМ-множество. 

Доказательство. Пусть И'= {у Е R.: у есть число Соловея 
над !JЛ и Wi[y]f=<p(y)}. В си:лу 1умножество И' Ь.И-нулевое, 
и, следовательно, достаточно П<'казать, что И' есть LМ-мно­
жество. Если у- число СоJ1овея, то существует G = Gy, такое, 
что у=Уа и ЭЯ[у]=9Л[Gу]. Существует ХЕ~в, ямяющееся 
каноническим числом Соловея (х определяется в элв с по~ю­

щью канонического генерического у. ф.); р.ля каждого 9Л-гене­
рического у. ф. G интерпретацией х в ЭЛ [G] является ха. Та­
ким образом, у Е И' -11 <р {х) 11 Е Gy.- Пусть теперь с- код в 
Wl и ll<p{x)II=[Acl· Тогда мы имеем 

!f Е И'_.. [Ас] Е Gy -~у Е А~ 
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для каждого у, которое является числом Соловея над Wl. 
Таким образом, множество И' Ь. А~- нулевое; так как борелев· 
ское множество А; измеримо по Лебегу, то И' есть LМ-мно· 
жество. 

Прежде чем доказывать теорему 43, установим некоторые 
свойства автоморфизмов булевозначных моделей. Пусть ,..; -
автоморфизм ащебры В. Можно определить автоморфизм ,..; 
на V8 рекурсией по р(~: 

(i) зt (О)= О, 
(ii) предположим, что n определено для всех у Е dom (х); 

определим nx, полагая dom (nx) = n" dom (х), (nx) (ny) = n (х(у)) 
для ny Е dom (n х). 

Ясно, что n- взаимно однозначная функция, отображаю­
щая V8 на себя, и nx = х для каждого х. 

Лемма 67. 1/q>{;tx, ... , ny)l/=nl/q>(x, ... , у)/1. 

Доказательство. Нужно сначала по индукции доказать ра­
венство для х Е у и х= у. 

Л е м м а 68. Допустим, что для каждого Ь Е В, если Ь =1= О 
и Ь =1= l, существует автоморфизм n алгебры В, такой, что 
nb=/=b. Пусть q>-предложен.ие, тогда 1/q>/1 есть либо О, либо 1. 
В общем случае, для любых х, ... , у 

1/ q> (х, .•. , iJ) 1/ есть либо О, либо 1 
при условии, что только х, ... , у являются свободными пере· 
мен.н.ы.ии q>. 

Доказательство тривиально. 

Если В- п. б. а и Z с= В, то подалгеброй В, порожден.н.ой 
множеством Z, называется наименьшая п. б. а. В 1 , такая, что 
В 1 является подалгеброй В и Z s;;;; В 1 • Порожденная подалгебра 
всегда существует как пересечение подалгебр, содержащих Z. 

Л е м м а 69. Пусть В- п. б. а. в тран.зитивн.ой модели Wl 
и G есть Wl-ген.ерический у. ф. н.а В. Пусть s Е Wl [G], s s;;;; Wl, 
и s Е Wl 8 - произвольн.ое имя для s. Если Bs- подалгебра В, 

по{южден.н.ая { 1/ х Е ~ 1/: х Е Wl}, то -

Wl [G П В2:] = Wl [s]. 

Кроме того, G n Bs определи.ио через s и s равн.омерн.о ОТН.О· 

сительн.о G, s, s: т. е. существует такаЯ операция % (воз-
- + 

можн.о зависящая от параметра рЕ Wl), что Wl [s] F= G n в§.= 
='б (s, s) для всех G, s, s. - -

Доказательство. Очевидно, G П В5.. есть Wl-генерический у. ф. 
на Bs, так что QбОЗ!iачение Wl [G n Bs] имеет СМЬ!СЛ. Докажем, 

v -
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что модель ЮС [G П В3] является наименьшим расширением ЮС, 
содержащим s. 

(а) Для доказательства s Е ЮС [G П В!) заметим, что ДJIЯ всех 
Х Е !IJ?: 

х Е s -11 х Е s 11 Е G -11 х Е s 11 Е G n Bs. - - ~ 

(Ь) Пусть 91 ~юс и s Е 91; докажем G n в! Е 91. Заметим, 

что Bs = U {Аа: а < 1 В J+}, где А0 = { 11 х Е s 11: Х Е ЮС}, Аа = 
= {- ь: Ь Е А~ для некоторого ~ < а}, есЛи а нечетное, и 
Аа = { ~Х: Х ~ U А~}, если а четное. Теперь имеем G0 = 

Р<а 
=GПА0 е::91, так как GПA0 ={11.XE~II: XES}. Если G13 = 
= G n All Е 91 для ~<а, тогда Ga = G n Аа Е 91, так как при 
нечетнам а 

G П Аа = {- Ь: (3~ <а) [Ь Е А11 ЛЬ ф G11]} 

и при четном а 

G П Аа == { ~Х: Х ~ U А11 иХ П G11 =1= О для некоторого ~<а}. 
ll<a 

Наконец, G П В!.= U Ga Е 91. 
а 

Построение G U Bs в (Ь) определяет оnерацию ~ (параметром 
операции служит, например, в Е ЮС). 

Пусть ЮС- исходная модель и k - недостижимый кардинал 
в ЮС. Пусть В есть ( N 0, k)-алrебра Леви. Алгебра В удовле­
творяет k-ц. у. и однородна. Напомним, что В= RO (Р), где 
Р- множество конечных множеств р, состоящих из троек 
(а, n, ~). таких, что ~<а< k, n Е ro и если (а, n, ~ 1 ) Ер и 
(а, n, ~2) Е р, то ~ 1 = ~2 • Пусть G есть ЮС-rенерический у. ф. 
на В. Множества !D?:, В, Р остаются фиксированными до окон· 
чания доказательства теоремы 43. 

Л е м м а 70. П редположи.м, что t Е ЮС8, dom (t) ~ {х: х Е ЮС} 
и 1 rng (t) 1 < k. Пусть Bt- подалгебра В, порожденная rng (t). 
Тогда для любой формулы q:J 

11 q:J (t) 11 Е Bt. 
Лемма представляет собой усиление леммы 68, основанное 

на однородности В (теорема 41). 

Доказате.1ьство. Пусть Ь = 11 q:J (t) 11. Если n- автоморфизм В, 
такой, что n 1 В1 -тождественное отображение, тог да лt = t и 
поэтому nb = Ь. Докажем, что для любого и ф. В1 существует 
автоморфизм л алгебры В, такой, что ли =F и и отобраJКение 
n 1 В1 тождественно. 
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Докажем сначала, что 1 Bt 1 < k. Так как Р п.1отно в В и В 
удовдетворяет k-ц. у., то для каждого а Е В существует Sa еР, 
такое, что 1 Sa 1 < k и а= ~Sa. Пусть S = U {Sa: а Е rng (t)}; 
очевидно, 1 S 1 < k. Для Л< k и рЕ Р положим Рл={(а, n, ~):а< 
<Л Л (а, n, ~)Ер} и Рл = {рл: рЕ Р}. Заметим, что ес.1и q Е P'J.., 
рЕ Р и р, q несовместимы, то Рм q несовместимы. Так как 
1 S 1 < k, то существует Л, для которого S с P'J... Пусть B'J.. = 
= {~Х: Х с PJ. Мы утверждаем, что B'J.. является подалгеброй В, 
порожденной P'J... Достаточно показать, что -и Е В'А, если 
и Е B'J... Пусть и Е B'J.., и= ~Х. где Х с P'J.., и пусть - и =~У. 
где У с Р. Для q Е Х, рЕ У имеем р · q =О и поэтому 
Рл · q =О; сдедовательно, -и=~ {p'J..: рЕ У} Е B'J... Очевидно, 
1 B'J..I < к, и так как S с B'J.., то Bt с B'J... Таким образом, 1 Bt 1 < k. 

Пусть и ф Bt· Положим В'= {а · и+ Ь · -и: а, Ь Е Bt}. Так 
как v Е В' вдечет - v Е В' и Х с В' вдечет ~Х Е В', полу­
чаем, что В' является подашеброй В, порожденной Bt U {и}. 
Пусть v =~{а Е Bt: а ~и} и w =~{а Е Bt : а ~- и}. Каж­
дый элемент х Е В' представим единственным образом в виде 
х =а · и+ Ь · -и+ с, где а, Ь, с Е Bt, с~ v + w и а, Ь ~ 
~- (v + w). Пусть :rt- автоморфизм В', определяемый равен­
ством :rt (а ·и+ Ь · - и+с) = Ь ·и+ а · -и+ с. Очевидно, na=a 
для всех а Е Bt и :rt (и)= - w · - и + v =1= и. В силу однород­
ности В (теорема 41) автоморфизм :rt может быть прододжен 
до автоморфизма на В. 

Закончим теперь доказательство теоремы 43. Отметим сле­
дующее: если s Е Wl [G)- счетная последовательность ордина­
лов, то s имеет имя s Е Wl8 , такое, что 11 s есть счетная после-- -
довательность ординалов 11 = 1; используя k-ц. у., для каждо-
го n Е ro получаем 1 {а: 11 (n, а)~ Е sll =/=0} 1 < k, и поэтому 
1 rng (s) 1 < k. 

Пусть и Е Wl [G]- множество действительных чисел, опре­
делимое (в Wl [ G]) с помощью последовательности ординалов. 
Докажем, что и есть LМ-множество в Wl [G]. 

Существует формула <р и последовательность ординалов s, 
такие, что Wl[G)I=(yEV~<p(y, s)). 

Пусть s Е Wl8 - имя для s и 1 rng (s) 1 < k. 
ПредпоЛожим ддя простоты, что- действительные числа 

отождествлены с подмножествами ro. Тогда имеем 

у Е и_,. Wl [G] F= <р (у, s) _,. 

_,. (3у) [у есть имя для у Л 11 <р (у, !) 11 Е G] _,. 

_,. (3y)[dom (у)= {n; n Е ro} Л rng (у)~ В Л 

Л Vn [n Е у_,. у (n) Е G] Л 11 <р (у, s) 11 Е GJ. 

vk
Машинописный текст
QED (Лемма 70)
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Пусть В!!·!. - пода.пгебра В, порожденная rng (s) U rng (у). Ясно, 

что у (n) Е G ~у (n) Е G n Ву. s И, по лемме 70, 11 <р (у, s) 11 Е 
- - -- - -

Е G ~11 <р(у, s) 11 Е G n в!!·~- По лемме 69, WC[G n B!f.·~] = wc [у, s] 
и G П Ву. s определимо через у, s, у, s. (возможно, с помощью 
парамет-ров из WC) равномерно относительно G, у, s, у, s. Сле· 
довательно, существует формула <р 1 , такая, что для некоторого 
pEWl 

у Е и~ WC [у, s] F= 3у<р 1 (у, у, s, р). 

Пусть 91 = WC [s]. Существует формула -ф, такая, что для неко· 
торого q Е 91 

Теперь применим лемму 66 (которая справедлива также для 
формул, содержащих параметр q Е~)- Для этого, однако, мы 
должны показать, что действительные числа в WC [G], за исклю­
чением нулевого множества, являются числами Соловея над 91. 

Лемма 71. (RП91)ro~[GJ= N 0• 

Доказательство. ~ = WC [s] = WC [G П ~s],где 1 В.! 1 < k. В силу 

леммы 59, (211 >) 91 ~ ( 1 Bs 1
11

• )W! =Л< k = ( N 1)W! [GJ. 

Действительное число х не является числом Соловея над 91 
тогда и только тогда, когда х принадлежит некоторому нуле­

вому множеству А~ [GJ с кодом с Е 91. Так как существует 
только счетное число таких множеств в WC [G], то их сумма 
есть нулевое множество. Таким образом, все действительные 
числа в WC [ G], за исключением нулевого множества, являются 

числами Соловея над 91 и, следовательно, и измеримо по Ле­
бегу. 

Теорема 43 доказана. 

Доказательство теоремы 42. 
Если Con (ZFC + "существует недостижимый кардинал"), 

тогда, по теореме 43, Con (ZFC + "каждое множество действи· 
тельных чисел, определимое с помощью счетной последователь­
ности ординалов, есть LМ-множество"). Таким образом, можно 
предполагать, что последнее утверждение в скобках выпол­
няется в универсуме V. Определим такую транзитивную мо­
дель М, что 
М F= DC 1\ каждое множество действительных чисел есть 

LМ·множество. 
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------------------------------------------------
Пусть М - класс множеств, наследственно ординальна опре-­

делимых с помощью счетных последовательностей ординалов, 
т. е. 

и Е м·~ (Vz Е те ({и})) (3s E(J) Оп) [z Е OD (s)]. 

Тот факт, что М есть транзитивная модель ZF, доказывается 
так же, как для класса HOD. 

Л е м м а 72. Если f- функция на ro со значениями в М, то 
f Е М. В частности, каждое действительное число принадле­
жит м. 

Доказательство. Существует определимая функция F (а, s) 
на Оп Х (J)Оп, такая, что F (а, s) является взаимно однозначным 
отображением Оп на OD (s) для каждого s (см. разд. 14). Пусть 
f: ro ~М. Выберем an и Sn, п Е ro, для которых f (п) = F (ап, sп). 
Ясно, что f- функция, определимая с помощью (ап: п Е ro) и 
(sп: п Е ro). Легко найти единственную последовательность ор­
дина,1ов и, с помощью которой определимы и (ап: п Е ro), 
и (sп: пЕrо). Следовательно, функция f определима с помощью 
и И ПОЭТОМУ f Е М. 

Л е м м а 73. DC выполняется в М. 
Доказательство. Пусть Х - непустое множество в М, R -

отношение на Х и 
(Vx е Х) (3у Е Х) xRy. 

Так как DC выполняется в V, то существует функция f: ro~x. 
такая, что f (п) Rf (п + 1) для каждого п. По лемме 72, f Е М. 

Л е м м а 74. В М каждое множество действительных чисел 
есть LМ-множество. 

Доказательство. Заметим, что М и V имеют одни и те же 
борелевекие множества: действительные числа в М и V одни 
и те же, интервалы с рациональными концами также одинако-

вые и А~= Ас для каждого кода с. Если и- множество дей· 
ствительных чисел в М, то и есть LМ-множество (в V), потому 
что и определимо с помощью счетной последовательности 
ординалов. Следовательно, и отличается от борелевекого мно· 
жества на нулевое множество, т. е. 

V !=(3A)(3N) (А-борелевское множество, N-нулевое бореле· 
вское множество и А 6. и с:: N). 

По .rrемме 62, множество N- нулевое тогда и только тогда, 
когда М 1= N- нулевое. Таким образом, мы имеем 

Mf=(3A)(3N)(A- борелевекое множество, N- нулевое боре· 
левекое множество и А 6. и с:: N). 

Следовательно, М f= и есть LМ-множество 18), 
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21. Проблема Сусли на 
В разделе 6 приведена следующая проблема, поставленная 

Суслиным [48]. Пусть (Р, <)-упорядоченное множество, 
такое, что 

(i) упорядочение Р плотное и полное, 
(ii) Р не имеет ни первого, ни последнего элементов, 

(iii) каждое семейство попарно непересекающихся интерва­
лов в Р не более чем счетно. 
Изоморфно ли (Р, <) множеству всех действительных чисел? 

Гипотеза Суслина (SH) предполагает, что ответ положитель­
ный. Контрпример для SH называется континуумом Суслина. 
Очевидно, что проблема сводится к следующему вопросу: ка­
ждое ли упорядоченное множество, обладающее свойством (iii), 
содержит счетное плотное подмножество? 

Имеется другая формулировка проблемы. 

Определен и е. Частично упорядоченное множество (Т, ~) 
называется деревом, если для каждого х Е Т множество 

~={у Е Т: у < х} 
вполне упорядочено отношением <. Порядок элемента х, обо­
значаемый о (х), есть порядковый тип (ординал) множества ~. 
)1лина дерева Т определяется как 

l(Т)=sup{o(x)+l: хе:Т}. 

Дерево длины а называется а-деревом. Множество 

иа={ХЕ Т: о(х)=а} 

называется а-ым уровнем Т. Полагаем Т ia = U и r,· Дерево 
r,<a 

(Т2 , ~2) является продолжением (Т1 , ~1 ), если Т1 = T2l а для 
некоторого а и отношения ~ 1, < 2 совпадают на Т1 • Макси­
мальное (линейно) упорядоченное подмножество дерева назы­
вается ветвью; а-ветвь есть ветвь длины а. 

Л е м м а 75. Если Т есть rо-дерево и каждый уровень Т ко­
нечен, то Т содержит rо-ветвь. 

ДоказатеJ1ЬСТВО. Построим rо-ветвь по рекурсии: пусть XnE и n 

выбрано; полагаем Xn+I Е и n+I таким, что Xn+l > Xn и множе­
ство {у Е Т: у~ Xn+I} бесконечно. 

Определен и е. rо 1 -дерево Т называется деревом Арон­
шайна, если каждый уровень Т счетен и Т не содержит 
rо 1 -ветвей. 

Существованце таких деревьев бьщо доказано Ароншайном, 
см. [20). 
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Т е орем а 44. Деревья Ар1ншайна существуют. 
Доказате.1ьство. Построим дерево Т, элементами которого 

будут некоторые возрастающие, трансфинитные последователь­
ности рациональных чисел. Для 

x=(q;: 6<а)ЕТ, y=(r;: 6<~)ЕТ 
полагаем 

х:::;;;, у-х s; у. 

Пусть Q-множество рациональных чисел. Так как 1 Q I=N 0, 

Т не будет содержать (1) 1-ветвей. Чтобы обеспечить счетность 
уровней, построим Т по рекурсии, выбирая для каждого а < (1)1 
только некоторые а-последовательности рациональных чисел. 

Построим и а• а < ro1, так, чтобы 1 и а 1 = N 0 и 

(а) (Vx Е Т la) (Vq > sup х) (3у Е и а) [у~ х Л sup у< q]. 

Случай 1. Уровни и0, ••• , и а• удовлетворяющие условиям 
(0), ... , (а), построены. Пусть и a+I- множество всех х-q = 
=xU{(a, q)}, где хЕиа, qEQ и q>supx. Ясно, что иа+J 
счетно и условие (а+ 1) выполняется. 

Случай 2. Пусть а- предельное число, Т 1 а построено и 
условия (~) выполняются для ~ < а. Докажем, что 
(V х Е Т 1 а) (V q > sup х) 3у [у есть возрастающая а-последова· 

тельность Л х с у Л {у 1 ~: ~ < а} s; Т 1 а Л sup у:::;;;, q]. 
Другими словами, а-последовательность у, существование ко· 
торой утверждается, дает представление а-ветви в Т 1 а. Пусть 
(ап: n Е ro)- возрастающая последовательность ординалов, для 
которой lirn an =а, и (qп: n Е ro)- возрастающая последова­
тельность рациональных чисел, для которой sup х < q0 и 
lirn qn:::;;;, q. В силу (ап) можно построить (уп: n Е ro) так, чтобы 
Уп Е и ап• х s; У о s;; Yl s;; •.. s; Уп s= . . . и sup Уп:::;;;, qn для ка· 

ждого n. Теперь положим у= U Уп· 
nEOO 

Для определения и а выберем по одной из построенных 
а-последовательностей у для каждого х Е Т 1 а и каждого 
q > sup х. Пусть и а состоит из выбранных у, тогда и а счетно 
и ус.повие (а) выполняется. 

Отсюда следует, что Т = U и а является деревом Арон­
а< оо, 

шайна. 
Подмножество А дерева Т называется антицепью в Т, если 

э.пементы А попарно несравнимы. 

Определен и е. rо 1 -дерево Т называется дерево.ч Суслина 
(S-дереnом), если Т не содержит (1) 1-ветвей и каждая щпицепь в 
Т не более че!'4 счетна. 
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Л е м м а 76 (Миллер [30] ). SH выполняется тогда и только 
тогда, когда не существует S-дерева. 

Доказательство. (а) Пусть Т есть S-дерево; определим упо­
рядоченное множество Р, которое удовлетворяет условию (iii) 
и не содержит счетного плотного подмножества. Возьмем 
в качестве Р множество всех ветвей Т. Линейно упорядочим 
каждый уровень Т и положим Ь 1 < Ь2 , где Ь 1 , Ь2 Е Р, ес.пи для 
наименьшего уровня и а• на котором ветвь Ь 1 отлична от Ь2, а.-й 
член Ь 1 предшествует а.-му члену Ь2 в упорядочении и а· Очевидно, 
~ линейно упорядочивает Р. Каждый интервал в Р содержит 
подинтервал вида {Ь Е Р: х Е Ь} для некоторого х Е Т; если два 
таких подинтервала не пересекаются, то определяющие их 

элементы несравнимы. Следовательно, (iii) выполняется для Р. 
Остается покаэать, что Р не содержит счетного плотного под· 
множества. Предположим, что S- счетное плотное подмно· 
жество Р и а.- верхняя грань длин всех Ь Е S. Пусть ХЕ Т 
имеет порядок > а. и существует не менее трех различных 

ветвей Ь1 < Ь2 < Ь3 , содержащих х. Ясно, что открытый интер· 
вал (Ь 1 , Ь3) не пересекается с S. 

(Ь) Пусть Р- упорядоченное множество, удовлетворя· 
ющее (iii), но не имеющее счетного плотного подмножества; 
построим S·дерево. Определяем по рекурсии: пусть 1 а• 
а< ro 1,- открьттый непустой интервал (аа, Ьа) в Р, который 
не пересекается со счетным множеством {а~: ~ < а.} U {Ь~: ~ < а.}. 
Множество Т всех 1 а• а. < ro 1, частично упорядоченное отноше· 
нием ;;;;;2, является rо 1 -деревом. Элементы Ia, /~ дерева Т не· 

сравнимы тогда и только тогда, когда не пересекаются в Р, 
так что Т не содержит несчетных антицепей. Дерево Т не со­
держит также rо 1 -ветвей; действительно, ес.1И (аа0 , Ьа0) ~ ••• 

. . . ~ (аа~· ьа~) ~ .... ~ < (i)lt есть (!))·ветвь, тогда либо 

{(аа~· aa~+J ~ < ro 1}. либо {(ba~+l' Ьа~): ~ < ro 1} будет несчетным 
семейством попарно непересекающихся интервалов в Р. 

Определен и е. rо 1 -дерево Т называется нормальным де· 
ревом Суслина (NS-деревом), если 

(а) каждое х Е Т разветвляется, т. е. существуют такие 
у, zEиa+l• где а.=о(х), что у>х. z>x и y=f=z; 

(Ь) для каждого х Е Т и а.> о (х) существует у Е и а• такое, 
что у> х; 

(с) Т не содержит несчетных антицепей. 
Заметим, что NS-дерево является S-деревом. Действительно, 
если Ь есть rо 1 -ветвь в Т, то для каждого х Е Ь выберем такой 
э.'lемент Ух· что Ух> х и Ух ф. Ь; тогда множество {ух: ХЕ Ь} 
- антиr~епь. 
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Независимость гипотезы Суслина от аксиом ZFC была уста­
нов.'!ена с использованием переформулировки проблемы в тер­
минах деревьев. Совместимость l SH была доказана независимо 
Тенненбаумом [50] и йехом [12], а совместимость SH доказана 
Соловеем и Тенненбаумом [ 46]. Позднее Енсен [ 16] доказал, что 
V=L~ l SH. 

Прежде чем излагать эти результаты, мы дадим описание 
нормальных деревьев с помощью трансфинитных последова­

оо1 U а тельностей. Пусть -2 = 2- множество а-последовательно-
а< 001 

. о 1 0012 ~ стеи, состоящих из и , где а< ro1. Длина s Е- , ооозначаемая 
l (s), равна dom (s). Если l (s)=a, то s-e (е=О, 1) есть (а+ 1)-после-

а 

довательность s U {(а, е)}. Пусть а~ ro1; множество Т s;:; -2 назы-
вается нормальным двоичным а-деревом, если 

(1) для каждого s Е Т, при l (s) < ~ < а, s-OE Т и s-1 Е Т; 
(2) для каждого s Е Т и 6 < а существует t Е Т, такое, что 

l (t) = 6 и либо t s;;;; s, либо s s;;;; t; 
(3) для каждого 6 < а множество Т П ~2 не бо.пее чем счетно. 

Нормальное двоичное rо 1-дерево Т, частично упорядоченное 
отношением s;:;, является нормальным rо 1 -деревом. Порядок 

элемента s Е т равен l (s). Каждый а-й уровень т равен т n а2 
и Tl а= Т П ~2. Если а < ro1 - предельный ординал и Ь есть 
а-ветвь в Т !а, то s = lim Ь = U {i: i Е Ь} принадлежит а2; мы 
будем отождествлять ветвь Ь с последовательностью lim Ь Е а2. 

Есди а< ro1 и Т- нормальное двоичное а-дерево, тогда (2) 
влечет следующее усдовие: 

(2') для каждого s Е Т существует а-ветвь Ь в Т, такая, 
что s с: ь. 
Чтобы получить (2') из (2) для предельного а, положим 
а= lim 6n. где (6п: n Е ro)- возрастающая последовательность, 

n-+oo 
so = l (s), и применим (2) бесконечное число раз. 

Т е о ре м а 45 (Тенненбаум, йех). Если Con (ZFC), то 
Con (ZFC + l SH). 

Для доказательства построим генерическое расширение, 
в котором существует дерево Суслина. 

Модель VIII (йех [12]). 
Пусть WC- модель ZFC. Множество (Р, <) вынуждающих 

условий состоит из нормальных двоичных а-деревьев, где а< ro1• 

Условие Т1 сильнее Т2 , если Т1 является продолжением Т2 • 
Пусть G есть WС·генерическое множество условий. Пусть 

fr = U {Т: Т Е G}. Докажем, что fГ является нормальным дере­
вом Сусли на в 9Л [ G]. 
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Заметим снача.1а, что вынуждающие ус"1овия Т1 и Т2 
яв.1яются несовместимыми, eCJlИ Т1 и Т2 несравнимы. С.'!едующая 
лемма утверждает, что каждая счетная убывающая последова­
тельность условий имеет нижнюю грань. 

Л е м м а 77. Если Tn ЕР для всех п и Т0 ~ Т1 ~ ••• ~ Tn ~ ... 
(т. е. Tn+I есть продолжение Т л), то Т= U Tn является выну-

ждающим условием. 
Доказательство. Непосредственная проверка. 

Применяя лемму 57, получаем, что Wl [GJ и Wl имеют одни 
и те же счетные подмножества ординалов, и ffijRIGJ = ffi~~. 

Л е м м а 78. ~Щ [G] 1=- fГ есть норJtальное двоичное ffi 1 -дepeвo. 

Доказат~льство. Так как любые два элемента G совместимы 
и потому сравнимы, то, очевидно, fГ является нopмaJIЫJJ,I:\1 
двоичным деревом. Д.'Iя доказательства равенства l (fr) = ffi 1 
достаточно показать, что для каждого а< ffi 1 у. ф. G содержит 
неi<оторое дерево Т длины, не меньшей а. Это справедJIИво, 
если множество {Т ЕР: l (Т)~ а} плотно в Р при а< ffi 1 и.ш, 
другими словами, если для каждого Т 0 ЕР и а< ffi 1 существует 
продолжение Т0 , длина которого ~а. Последнее является след­
ствием леммы 77 и утверждения: для каждого Т0 ЕР суще­
ствует продолжение Т, такое, что l (Т)= l (Т0) + 1. Если l (Т0)­
последующий ординал, то продолжение Т0 нетрудно построить; 
если l (Т0) = 6- предельный ординал, то выберем 6-ветвь Ь3 
для каждого s Е Т 0 и положим Т= Т 0 U {bs: s Е Т о}. 

Остается доказать, что fГ не содержит несчетных антицепей. 
Доказательство состав.1яют следующие леммы. 

Антицепь А дерева Т называется максимальной антицепью, 
если для каждого s Е Т существует t Е А, такое, что s и t 
сравнимы; другими словами, если А'~ А- антицепь, то А'= А. 

Л е м м а 79. Пусть Т- нормальное двоичное (а+ 1)-дерево, 
А- максиJtальная антицепь в Т и Т'- продолжение Т. Тогда А 
является максимальной антицепью в Т'. 

Доказательство. Каждое s Е Т'- Т больше элемента s' = 
= s l(a + 1) уровня (а+ 1) в Т; существует t Е А, такое, что 
s ~ s' ~ t. 

Л е м м а 80. Пусть а < ffi 1 - предельный ординал, Т - нор­
.мальное двоичное а-дерево и А- максимальная антицепь в Т. 
Тогда существует пр:Jдолжение Т' для Т, такое, ttтo l (Т')= а+ 1 
и А является максимальной антицепью в Т'. 
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Доказательство. Для !(аждого s Е Т существуст такое t Е А, 
что s ~ t или t с: s. В любом случае существует а-ветвь Ь5 , 
для которой s ~ Ьs и t = Ь5 • Пусть Т'= Т U {bs: s Е Т}. Так как 
каждая ветвь bs сравнима с некоторы:~-1 t Е А, то антицепь А 
является максимальной в Т'. 

Л е м м а 81. 'JЯ [ G] F= каждая ан.тицепь в fТ счетн.а. 

Дока-зательство. Так как любая антицепь может быть про­
должена до максимальной антицепи, достаточно показать, что 
каждая максимальная антицепь счетна. Пусть fТ -каноническое 

ю, 

имя fТ и d- имя подмножества из -2; пусть Т0 - произво.1ь-

ное условие, для которого верно 

(1) T0 1\-.st есть максимальная антицепь в fТ. 

Найдем Т~ Т0 , такое, что 

Т 11- d счетно; 

тогда лемма будет доказана. 
Прежде всего заметим, что поскольку fТ- каноническое 

имя для fТ = U {Т: Т Е G}, то для каждого Т имеем 

T\1-fТil(T)~=T. 

Используя (1), получаем, что для s Е Т0 существуют Т'~ Т0 
и /5 Е Т', такие, что 

(2) s, /5 сравнимы в Т' и Т'\~ t5 Е d. 

Так как Т0 счетно, построим через бесконечное число шагов 
Т1 ~ Т0, для которого (2) верно при каждом s Е Т0 • Вообще, если 
для nEro построено Т n• пусть Т n+! - такое продол кение Т n. что 

v 

(3) (Vs Е Tn)(3ts Е Tn+1)[s, ls сравнимы и Tn+ 1 1\-ls Е d]. 

Положим Т'= U Tn. Для каждого s Е Т' существует /5 Е Т', 
пею 

для которого (2) верно. 
Таким образом, если 

то А является максимальной антицепью в Т' и 

(4) Т'\1- А с: d. 

Применим теперь лемму 80 и получим продолжение Т для Т', 
такое, что l (Т)= l (Т')+ 1 и А - максимальная антицепь в Т. 
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По .'1емме 79, антицепь А остается максимальной в любом 
продолжении Т, и мы получаем 

(5) Т\1- А есть максимальная антицепь в fТ. 

Отсюда следует 

и поэтому 

Т\\- d счетно. 

3 а меч а н и е. Существует взаимно однозначное отображе­
ние е множества указанных выше вынуждающих условий Р 
в множество функций, значенинми которых являются эле­
менты 2~', а областями определения- счетные ординалы; кроме 
того, Т1 ~ Т2 +4- е (Т1 ) :::J е (Т2). Отображение е может быть по­
строено следующим образом (по рекурсии): 

если l (Т);;;:::: 1, тогда Т имеет ровно 2к, попарно несов~ести­
мых продолжений Т1 , i < 2ко, длины l (Т)+ 1; положим е (Т1 ) = 
=(е (Т) Г i. Образы деревьев Т составляют плотное множество 

оо, 

в (Q, :::J ), где Q = - (2К•); следовательно, RO (Р) = RO (Q). 
Од 1ако (Q, ~) уже использовалось как множество вынуждаюших 
условий в разделе 18 (модель V). Из ранее доказанного следует, 
что IOl [G] f= 2к, = N 1 независимо от величины 2к, в Юl; карди­
налы Юl, большие 2к,, сохраняются 19). 

Т е о р е м а 46 (Енсен [ 16] ). Гиnотеза С услина не выпол­
няется в L. 

Доказательство. Предположим V = L и построим нормальное 
двоичное rо 1 -дерево, которое не содержит несчетных антицепей. 

По рекурсии построим нормальные двоичные а-деревья Т а• 
такие, что для всех а ~ ~ дерево Т~ являетС'Я продолжением Т а; 

тогда положим fТ = U Та. 
а< оо, 

Рассмотрим три случая. 
I. Если а - предельный ординал, положим 

Ta=UT~. 
1\<а 

II. Если а- последующий ординал, а= ~ + 1, положим 

Tu+ 1 =T~+z=T~+ 1 U{s-e: sET~+ 1,e=0, 1}. 

III. Чтобы построить Ta+t для предельного а, используем 
следующую лемму. 

Л е м м а 82. Пусть а< ro1 -предельный ординал u Т- нор­
мальное двоичное а-дерево; пусть {Ап: n Е ro}- счетное семейство 
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максимальных антицепей в Т. Тогда существует продолжение Т' 
для Т, такое, что l (Т')= а.+ 1 и каждая антицепь An является 
максимальной в Т'. 

Доказате.1ьство аналогично доказательству леммы 80. Для 
s Е т вьтберем такую а-ветвь bs, что bs n An -=1= о при то бом n Е с:о: 
пусть a.n- возрастающая последовательность с пределом а. 

и s = Ь0 с Ь 1 с ... с bn с ... , bn Е Т, -последовательность 
а.п-ветвей, таких, что Ьп П Ап -=1= О для каждого n; bs = U Ьп. 

Если а. < с:о 1 , то существует функция f, отображающая с:о 
на а; из аксиомы конструктивноста следует, что f Е Lv для 
некоторого v < с:о 1 (см. доказательство теоремы 20). Пусть 
а...---;. v (а.) - фиксированная функция из с:о 1 в с:о1 , удовлетворяю­
щая для каждого а. < с:о 1 условию 

(а) существует функция f Е Lv <а>• отображающая с:о на а.. 
Пусть а- предельный ординал. Определим Т a+I как продол­

жение Та, такое, что 
(Ь) каждая антицепь А Е Lv <а>• максима.1ьная в Та, является 

максимальной в Т a+l· 
Существование Ta+l следует из леммы 82, потому что Lv (а) 
счетно. 

Положим fГ = U Т а· Очевидно, fГ - норма.1ьное двоичное 
а< оо, 

с:о 1 -дерево. Остается показать, что fГ не содержит несчетных 
антицепей. 

Используем такие же рассуждения, как при доказательстве 
теоремы 20, и предложение е- такое же, как в теореме 18. 
Пусть .s4- максимальная антицепь в fr. В силу принципа отра­
жения существует S, для которого 

( 1) S F= (А 1) Л Е>; 

(2) с:о Е S, C:OJ Е S, fГ Е S, d Е S; 

(3) 1 S 1= No; 

(4) Sf=Vx3y(xELy); 

(5) S F= l3f (f отображает с:о на с:о 1 ); 
(6) если 6 < с:о 1 и 6 Е S, то 6 с:: S и Т~ с:: S; 
(7) если s Е fГ и s Е S, то существует t Е .st/-, такое, что 

t Е S и t, s сравнимы. 

По теореме об изоморфизме существует транзитивное множе­
ство М и Е-изоморфизм n между S и М. Из (4) следует, что 
М= U {Lv: v Е М} и поэтому М= L~ для некоторого ~ < с:о 1 • 

В силу (6) имеем, что n (c:oJ) =а< с:о 1 , где а= с:о 1 П S, и n (fr) =Та, 
о. 

n (.st/-) = А = .s4 n-2 s .stl-. В силу (7) антицепь А является мак си· 
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мальной в Та. Используя (5) и условие (а), получаем, что ro 
может быть отображено на а пекоторой функцией из Lv (а)• но 

не из Ltl; отсюда ~ < v (а) и L 11 с Lv (а)· Последнее влечет 
А Е М= L 11 = Lv (а)· Таким образом, согласно (Ь), А-макси­

мальная антицепь в Ta+I· По лемме 79, А- максимальная анти­
цень в Т. Следовательно, А= d и поэтому антицепь st счетна. 

Т е орем а 47 (Соловей, Тенненбаум [46] ). Соп (ZFC) ~ 
- Соп (ZFC + SH). 

Мы докажем эту теорему в следующем разделе с помощью 
аксиомы Мартина. Совместимость аксиомы Мартина доказы­
Rается методом Соловея и Тенненбаума. 

22. Аксиома Мартина 
А к с и о м а Мар т и н а (МА). Если В- булева алгебра, 

удовлетворяющая у. с. ц., и F- семейство подмножеств В, такое, 
что 1 F 1 < 2Но, то существует F-полный ультрафильтр G на В. 

В силу теоремы 33 аксиома Мартина является следствием 
континуум-гипотезы. Этот раздел посвящен доказательству 

Con (МА + 211 • > N 1). 
МА может быть сформулирована в терминах ч. у. множеств. 

Пусть (Р, <)-частично упорядоченное множество и F~ff(P). 
Множество G = Р называется F-генерическим, если 

(а) y>xEG~yEG; 
(Ь) х, у Е G ~ (3z Е G) (z ~ х Л z ~у); 
(с) если D = Р плотно в Р и D Е F, то D П G =/= О. 

Следующая лемма аналогична лемме 45. 

Л е м м а 83. МА эквивалентна утверждению: если (Р, <) -
частично упорядоченное множество, удовлетворяющее у. с. ц., 
и если F = fiJ (Р), 1 F 1 < 2н•, то существует F-генерическое 
подмножество Р. 

Предположение о том, что В удовлетворяет у. с. ц., сущест­

венно. Ч. у. множество (Р, <)={ U nro1, =>) не удовлетворяет 
пею 

у. с. ц., и если мы возьмем F = {Da: а< ro 1}, где Da = 
={рЕ Р: а Е rпg (р)}, тогда любое F-генерическое подмноже­
ство Р порождает отображение ro на ro 1• Так как 1 F 1 = N 1• то 
МА без предположения об у. с. ц. была бы несовм:естима 
с 2Н > N 1· 

I<ак упомянуто в предыдущем разделе, совместимость SH 
может быть доказана с цомощQю МА. 
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Л е м м а 84. Гипотеза Суслина следует из МА и 2111 • > N 1• 

Доказательство. Предположим, что SH неверна. Пусть 
(Т, ~)-дерево Суслина. Положим (Р, <)=(Т, >); ясно, что Р 
удовлетворяет у. с. ц. Возьмем F = {Da: а < rод, где Da = 
= {х Е Т: о (х) ~а}; каждое Da плотно в Р. В силу МА суще· 
ствует F-генерическое подмножество G на Р. Однако, как не· 
трудно проверить, G яв"1яется (1) 1 -ветвью в Т; противоречие 20). 

Т е орем а 48 (Со.ilовей, Тенненбаум [46]; Мартин, Соло· 
вей [27]). Если 9Л- модель ZFC + 2~е, = N 2, то существует 
генерическое расширение 9Л [GJ, в котором выполняются МА и 
21fo = N 2• 

Доказательство разобьем на ряд лемм. 

Л е м м а 85. Пусть 9Л- модель ZFC. Если В- п. б. а. в 9Л, 
D Е 9)18 и 9Л8 1= D есть п. б. а., то существует п. б. а. С Е 9Л, 
для которой 

(а) В есть подалгебра С; 
(Ь) если G1 есть 9Л-генерический у. ф. на В и G2 есть 9Л [G1]· 

генерический у. ф. на ia, (D), то существует 9Л-генеричес1Шй 
у. ф. G на С, такой, что 

(ia, - интерпретация 9Л8 посредством G1); 

(с) если G есть 9Л-генерический у. ф. на С, то существует 
9Л [G П В]-генерический у. ф. G2 на iапв (D), такой, что 9Л [G] = 
= 9Л [G П В] [G2]. 
(Мораль: двойной форсинг не лучше однократного.) Будем обо· 
значать указанную алгебру С через С= D *В. 

Доказательство. Пусть В Е 9Л и D Е 9Л8 ; без ограничения 
общности можно предположить, что существуют D Е 9Л и 
~D Е wzв, такие, что ~лв 1= D = ф, ~D). Рассмотрим класс С0, 

~ 

состоящий из таких с Е9Л8 , что 11 с Е D 11 = 1, и пусть С содержит 
no одному элементу с из каждого класса =-эквивалентност.rr 

на С0, где с~ с' определяется как 11 с= с' 11 = 1. Для с 1 , с2 Е С 
положим 

(1) (С, ~с)- полная булева алгебра. 
Предоставляем читателю nроверить, что С -булева алгебра. 

Для доказательства полноты С предположим, что А- произ· 

вольное nодмножество С. Если А Е 9R8 и dom (А)= А, А (с)= 1 
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- ~ 

для всех с Е А, то мы имеем 11 А с D 11 = 1 и поэтому 

\\3t(t=~A)//=I. 

По лемме 50 существует с Е Wl 8 , для которого 

Можно предполагать, что с Е С, и тогда с=~ А. 
с 

(2) Существует вложение В в С. 

103 

Для каждого Ь Е В существует единственное с Е С, такое, что 
~ ~ 

11 с= lo 11 = Ь и 11 с= Оо 11 = - Ь 21
); 

положим с= е (Ь). Функция е: В- С является вложением. 
(3) Рассмотрим множество Р = {(Ь, d): b=i=08 Л d=i=Oo}. Для 

каждой пары (Ь, d) существует единственное с Е С, такое, что 

llc=dii=b и llc=Ooll=-b. 
Множество таких с плотно в С. Отождествим (Ь, d) ЕР и со­
ответствующее с; заметим, что 

(Ь1, d~)~c(b2, d2) -ь~ ~вЬ2 л Ь1 ~lld1 ~vd211. 

(4) Доказательство (Ь). Пусть 0 1, 0 2 удовлетворяют усло­
виям леммы. Положим О= 0 1 Х 0 2 и докажем, что О есть 
Wl-генерическое подмножество Р. Так как О Е Wl [0 1] [02], то 
Wl [О]= Wl [0 1] [02]. Для доказательства Wl-генеричности О пред­
положим, что А Е Wl- открыто-плотное множество в Р. Тогда 
А 1 = {ЬЕВ: (Ь, lo) Е А} плотно в В 22) и А2 = {d Е D: (1 8 , d) Е А} 
плотно в ia, (D). Следовательно, существуют Ь Е 0 1 и d Е 0 2, 

такие, что (Ь, lo) Е А и (1 8 , d) Е А; так как А- открытое мно­
жество, то (Ь, d) Е А nо. 

(5) Доказательство (с). Пусть О удовлетворяет условиям 
леммы. Положим 01 =оn в и 02 = {d Е D: О в. d) Е 0}. Легко 
видеть, что 0 1 есть Wl-генерический у. ф. на В. Докажем, что 0 2 

есть Wl [ 0 1 ]-генерическш"I на ia, (D). Равенство Wl [0 1] [02] = Wl [О] 
следует из того, что ОП Р = 0 1 Х 0 2 и Wl [О]= Wl [ОП Р]. Для 
доказательства Wl [0 1 ]-генеричности 0 2 предположим, что 
А Е Wl [0 1]- плотное подмножество D. Существует имя А Е wzв 

~ -
для А, такое, что 11 А плотно в D 11 = Ь0 Е 0 1• Положuм 

А 1 = {(Ь, d) ЕР: Ь ~ Ь0 Л Ь ~ 11 d Е А 11}. 

Мы утверждаем, что А 1 плотно в Р ниже (Ь0 , lo), т. е. для 
(Ь, d)~c(bo, 10 ) существует (Ь'. d')EA 1, такое, что (b',d')~c 
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<.с (Ь, d). Пусть (Ь, d) <.с (Ь0 , lo). Так как Ь0 = 11 /~ плотно в Dll, 
то существуют Ь' <,_ Ь и d' Е D, такие, что 

v v v 

Ь' <.11 d' Е!'. л d' ~D d 11; 

поэто:v~у (Ь', d') Е L\ 1 и (Ь', d') <.с(Ь, d). Следоватс"1ьно, !'.1 rтотно 
в Р ниже эле:v~ента (Ь0 , lo), который принадлежит G; в сиду 
генеричности G по.1учаем !'. 1 П G =1= О. Таким образом, в !'. 1 

v 

существует (Ь, d) Е G, т. е. Ь ~ 11 d Е !'.11; отсюда следует, что 

ь Е Gl, d Е G2 и d Е!'.. Поэтому !'. n G2 =1= о и G2 является 
~ [ 0 1 ]-генерическим. 

Л е :v1 м а 86. Пусть С= D *В. Если В удовлетворяет у. с. ц. 
(в ~) и Wl- 8 F= (D удовлетворяет у. с. ц.), то С удовлетворяет 
у. с. ц. (в ~). 

Доказательство. Предположим С не удовлетворяет у. с. ц.; 
докажем, что 

11 D не удовлетворяет у. с. ц.ll >О. 

Пусть Р- плотное подмножество С, определенное в лемме 85, (3). 
Р не удовлетворяет у. с. ц., и, следовательно, существуют 
попарно С-несовместимые элементы 

( Ьа, da), а < w1• 

Если (Ь, d) и (Ь', d) являются С-несовмсстимыми, то Ь и Ь' 
также В-несовмести:v~ы; так как В удовлетворяет у. с. ц., только 
счетно:v~у числу Ьа мщкет соответствовать одно и то же da, 
и поэтому можно предполагать, что da попарно различны. Рас-
смотрим W, являющееся ~в-подмножеством D: 

dom (W) = {da: а< w1}, W (da) = Ьа для каждого а< w1• 

v ~ 

Ясно, что 11 da Е W 11 = Ьа и 11 W s;;;; D 11 = l. Докажем 
(1) 11 W состоит из попарно D-несовместимых элементов 11 = l, 
(2) 11 W несчетно 11 > О. 
Чтобы доказать (l), предположим противное; тогда суще­

ствуют Ь =1= О, d =1= О, d 1 = da, и d2 = da,, такие, что 

Ь <.11 d1 Е W Л d2 Е W Л d ~D Jt Л d ~ vd2 ll. 

Мы имеем Ь ~ 11 Jt Е W 11 = Ь 1 = Ьа. для i = 1, 2. По определе-
t 

нию ~с. (Ь, d) ~с (Ь 1 , d1
); однако это противоречит С-несовме-

стимости (Ь 1 , d 1) и (Ь2, .cf2). 
Чтобы доказать (2), предположим противное, т. е. 

11 W счетно 11 = 1. 
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Так как В удовлетворяет у. с. ц., то ro1 абсолютно и поэтому 

113а < rol) <р (а) 11 = 1, 

где <р(а)- формула ('v'~ >а) [d13 ф W]. Мы хотим найти а< ro 1, 

для которого ll<p(a)ll=1. Существуют b0 =t=0, a 0 <ro1, такие, 
что Ь0 11- <р (0.0); определяем Ь~ и а~ так,· чтобы Ь~ были попарно 
несовместнмы, а~;< ro

1 
и либо Ь = ~ {Ь~: ~ < 6} = 1, либо 

br, <- Ь, а~< ro1 и Ь~ 1\- <р (а~). Так как В удовлетворяет 
v. с. ц., то существует счетный ординал v, для которого 

~{bs: s < v} = 1. Пусть а< ro1 есть верхняя грань а~, s < v. 
Тогда ll<p(a)11=1, т. е. 

11 ('v'~ > а) d
13 
ф W 11 = 1. 

Следовательно, для каждого ~ > а имеем 11 J f:\ ф W 11 = 1, 
v 

и ь/3 = 11 d /3 Е w 11 =О; противоречие. 

Л е м м а 87. Предположим 2N, = N 2; пусть С= D *В, и пусть 
алгебры В и С удовлетворяют у. с. ц. Если 1 В 1~ N 2 и 
9Jl8f=-: (1 D 1~ N2), то 1 С 1~ N2. 

Доказательство. Так как В удовлетворяет у. с. ц., то 9Jl8 

имеет те же кардиналы, что и 9Jl. Можно предполагать, что 

9Jl8 f= поле (D)= D, где D Е ~l и 1 D 1~ N 2• Алгебра С имеет 
плотное подмножество Р f;; В Х D; так как 1 Р 1 ~ N2 и С удо­
влетворяет у. с. ц., то 1 С 1~1 Р llfn~ N 2 по лемме 58. 

Л е м м а 88. Пусть В- п. б. а. в 9Jl; пусть 

9JlBI=(P, <)- ч. у. множество 

и F Е 9Jl8 - множество подмножеств Р в 9Jl8 • Если 9Jl8 f= 
f= (D = RO (Р)) и С= D *В, то 

9JlC f= существует F-генерическое подмножество Р. 
Доказательство. В 9JlC пусть О - канонический генери­

ческий у. ф. на С, 0 1 =ВПО и 02 есть 9Л8 [0 1 ]-генерический 
у. ф. на D (см .. пемму 85). Тогда ffitC f= 02 ПР есть F-гене­
рическое подмножество Р. 

Л е м м а 89. МА эквивалентна следующему утверждению: 
если (Р, <)- произвольное частично упорядоченное множество, 
удовлетворяющее у. с. ц., 1 Р 1 < 2N'. и если F с fJ (Р), 1 F 1 < 2No, 
то существует F-генерuческое подмножество Р. 

Доказательство. Приведеиная формулировка МА отличается 
от формулировки в лемме 8З ограничением 1 Р 1 < 2N'. Пред­
по.тюжим, что при 1 Р 1 < 21fo утверждение аксиомы выnолняется. 
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Пусть Р' уДовлетворяет у. с. ц. и 1 F' 1 < 2"', найдем F'-генери­
ческое подмножество G' = Р'. Можно считать, что каждое 

D ЕР' плотно в Р'. Пусть р0 - произвольвый элемент Р' и 
Р0 ={р0}. Для каждого п положим Pn+1=PnUQm где Qn по­
лучено следующим образом: для рЕ Pn и D Е F' выбирается 
такое q, что q ~ р; Qn состоит из выбранных q. Пусть Р = U Pn. 

new 
Ясно, что 1 Р 1 < 2"• и D ПР плотно в Р. Пусть F ={D ПР: DEF'}. 
По предположению существует F-генерическое G = Р. Теперь 
G' = {р' Е Р': (3q Е G) [q ~ р]} есть F'-генерическое подмноже­
ство Р'. 

Л е м м а 90. Предположим, что 
(*) если (Р, <)-частично упорядоченное множество, удо­

влетворяющее у. с. ц., 1 Р 1 ~ N 1, и если F ~ 9 (Р), 1 F 1 ~ N 1, 

то существует F-генерическое подмножество Р. 
Тогда 2"• > N 1• Следовательно, если выполняется (*) и 

2"• ~ N 2, то выполняется МА и 2"· = N 2• 

Доказательство. Пусть S = w2, 1 S 1 ~ N 1; найдем последов а, 
тельность s Е w2, которая не принадлежит S. Пусть (Р, <) = 
= ( u п2, =>). Для s Е s положим Ds ={рЕ Р: р r;:;;: s}. Kaж-

new 
дое Ds плотно в Р. Пусть F = {D5 : s Е S} и G есть F-генери-

ческое подмножество Р. Тогда U G Е w2 и U G ф. S. 

'Оп р е д е л е н и е. Пусть а- предельный ординал; пусть 
в,, 6 < а, - п. б. а. и в, является подалгеброй В11 при 

s < 1} < а. Полагаем В= U в,; В - булева алгебра. П. б. а. 
'Е,<а 

В= RO (В) называется прямым пределом в,, 

В= lim в,. 
'Е,~а 

Т е орем а 49 (Соловей, Тенненбаум [46]). Пусть а- предель­

ный ординал; пусть В0 = В1 = ... =в,= ... (s <а)- п. б. а.· 
удовлетворяющие у. с. ц,, и Bv = lim в, для каждого предель­

'Е.~v 
ного ординала v <а. Тогда Iim в, удовлетворяет у. с. ц. 

'Е,~а 

Докажем комбинаторную лемму. 

Л е м м а 91. Пусть W - несчетное семейство конечных под­
множеств ю1 • Существуют несчетное Z = W и конечное множе­
ство S = Ю1, такие, ЧТО Х n У= S для ЛЮбЫХ не равНЫХ Х 1 У Е Z. 

Доказательство. Для Х Е W пусть Xn есть п-й элемент Х. 
Существует п, для которого {Хп: Х Е W} несчетно; пусть п0 -
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наименьшее такое п. Можно построить несчетное W1 ~ W, та­
кое, что для любых неравнLIХ Х, У Е W1 элемент Xn, больше 
всех элементов У (или наоборот). Семейство {{Х0 , ••• , Xno- 1}: Х е 
Е Wд не более чем счетно; следовательно, существует несчет­
ное Z ~ W1, такое, что S ={Х0, ••• , Xn,- 1} одно и то же для 
каждого Х Е Z. -

Доказательство теоремы 49. Допустим lim В; не удовлетво­
;-+а 

ряет у. с. ц., так что существует W ~ U В;, состоящее из 
;<а 

попарно несовместимых элементов, и 1 W 1 = N 1• Отсюда сле­
дует cf (а)= ro1 и можно предполагать, что а= ro1• Для каждого 

х Е U В а пусть р (х) есть наименьшее 6, такое, что х Е В;. 
а< оо, 

Для х =/:= О при условии, что р (х) > О, определим j (х) =/:= О сле­
дующим образом: если р (х) = s + 1, то j(x) = П {r Е В;: r;;;:::: х}; 
если р (х) = s- предельный ординал, то полагаем j (х) равным 
такому г =/:= О, r Е U Bv, что r < х. 

ve; 
Теперь мы утверждаем, что если р (у)< р (х) и х · у= О, 

то j(x) ·у= О. Так как х ·у= О означает, что- у;;;:::: х, и 
-у Е В а, то при р (х) =а+ 1 мы имеем - у;;;:::: j (х) по опре­
делению j. Если р (х)- предельный ординал, утверждение 
тривиально. 

Для каждого х =/:= О последовательность х, j (х), j (j (х)), .•. 
конечна, поскольку р (х) > р (j (х)) > р (j2 (х)) . . . Пусть s (х) = 
= {р (х), р (j (х)), р (j2 (х)), ... }; s (х)- конечное подмножество ro 1 
для каждого х =/:=О. По лемме 91 существуют несчетное Z ~ W и 
конечное s ~ (1}1• такие, что s (х) n s (у)= s для неравных 
х, у Е Z. Пусть v = max S (S непусто, так как О Е s (х) для каж-
дого х); если х Е Z, пусть xv- элемент множества {х, j (х), 
j2 (х), ••• }, для которого р ( ху) = v. 

Используя повторно равенство j (х) ·у= О, справедливое 
при х · у= О и р (у) < р (х), получаем ху · У у= О для любых 
нtравных х, у Е Z. Таким образом, {ху: xv Е Z}- несчетное 

множество попарно несовместимых элементов Ву; это противо­

речит предположению о том, что Ву удовлетворяет у. с. ц. 

М о д е ль IX. (Доказательство теоремы 48). 

Пусть Юl- модель ZFC и Юll= 2N' = N 2• Построим п. б. а. 
В Е Юl, для которой 
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Алгебра В будет определена как прямой предел rоl-последова­
тельности п. б. а. Ва, а < ro2; мы построим Ва по рекурсии так, 
чтобы каждая алгебра В а удовлетворяла у. с. ц. и 1 В а 1 ~ ~ 2· 

Пусть а~ (ua, va)- каноническое, взаимно однозначное отобра­
жение ro2 на ro2 Х ro2• Так как 1 В а 1 ~ ~ 2 и В а удовлетворяет 
у. с. ц., то ffЛ.Ba имеет только ~ 2 подмножеств (ro1 Х ro,)~. 

В частности, существует только N 2 отношений R Е ffЛ.Ba, та-
ких, что 

ffnвa 1= R есть частично упорядоченное 
отношение на ro 1, удовлетворяющее у. с. ц.; 

в 
пусть <а является Uа-ЫМ таким отношением в Wl. va. 

Если а - предельный ординал, полагаем Ва = lim В~. Для 
6-+а 

а< ro2 построим Ba+I с помощью Ва, как в лемме 88: <а есть 
в в 

частичное упорядочение ro 1 в Wl. а~ Wl. va; пусть F- множество 

подмножеств ro 1 в ffnвa, тог да существует алгебра В а+ 1 ;::::) В а, 
такая, что Ba+l удовлетворяет у. с. ц., 1 Ba+l 1 ~ N 2 и 

Wl_
8

a+l F существует F-генерическое подмножество (ro 1, <а). 

Пусть В= lim Ва; докажем, что 
а -+ro2 

Wl-8 f=(2w. ~ N 2 и для любого частично упорядоченного отноше­
ния;< на ro 1, удовлетворяющего у. с. ц., и для любого F с fJ (ro 1), 

1 F 1~ N 1, существует F-генерическое подмножество (ro 1, <)). 

Последнее по лемме 90 влечет Wl-8 f= МА Л 2w" = N 2• 

Так как В удовлетворяет у. с. ц. и 1 В 1 ~ N 2, то кардиналы 

абсолютны и Wl.в 1= 2м' ~ N 2. Пусть <. F Е ffnB такие, что 
Wl.8 f=(ro 1, <)удовлетворяет у. с. ц., FcfJ(ro1) и IFI~ N 1• 

Заметим, что если Х Е Wl-8 и Wl-8 f= Х с <1> 1, то можно считать, 
что Х Е ffЛ.вУ д.пя некоторого v < ro2. Действительно, Х опре­
деляется значениями Ь~ = 1/ ~Е Х IJ, 6 < ro,, И каждое Ь~ равно 
~ Ь;, n• где ь~. n Е Ву (следствие у. с. ц.); поэтому существует 

n Elro 
v < (1)2• такое, что ь~. n Е Ву для всех 6 < ro,, n Е (J), 

Аналогично, если fll- семейство, мощности N 1, подмно­
жеств ro 1 в Wl-8 , то fll кодируется некоторым подмножеством 
(ro1 Х ro,)~, и снова можно считать, что fll Е ffЛ.вУ для некото­
рого v < ro2. 

Таким образом, мы можем предполагать, что <. F Е ffЛ.вУ для 
некоторого у< ro2• Существует такое а ~у. что < = <q.· Если 
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F'- множество подмножеств ro 1 в ЭJС
8а, то 

~8а+1 F= существует F'-генерическое подмножество (ro1, <а>· 

Так как ~щв => ЭJC8a+l и ЭЛ.8 f= F' => F, мы имеем 

эл.в F= существует F-генерическое подмножество ( ro1, <>· 
Теорема 48 доказана. 

В качестве примера применения метода Мартина и Соловея 
докажем следующую теорему, одно из многочliсленных след­

ствий МА. 

Т е орем а 50 (Мартин, Соловей [27]). Если выполняется МА, 
то для каждого k < 2N' 

(а) объединение k нулевых множеств действительных чисел 
является нулевым множеством, 

(Ь) объединение k измеримых по Лебегу множеств действи­
тельных чисел является измеримым по Лебегу множеством, 

(с) если Аа, а< k, попарно непересекающиеся LМ-множе­
ства действительных чисел, то 

где J.t обозначает меру Лебега и 

~ St = sup 
/Е/ er=l 

е-конечно 

~ St 
l Е е 

для любых неотрицательных действительных чисел s1, i Е/. 

Доказательство. Заметим сначала, что (Ь) и (с) следуют 
из (а). Если Аа, а< k, являются LМ-множествами, положим 
А~= Аа- U А11. В силу принцила индукции каждое А~ является 

ll<a 
LМ-множеством и U А11 = U А~ есть объединение попарно 

ll<a ll<a 
непересекающихся LМ-множеств; из этих множеств только 
счетное число имеет положительную меру, остальные- нулевые 

множества. 

Чтобы доказать (а), предположим Аа, а< k,- нулевые 

множества и А= U Аа. Докажем, что для каждого е> О 
a<k 

существует открытое множество U => А меры ~е. Пусть е> О. 
Пусть Р- множество всех открытых множеств действительных 
чисел меры < е; множества рЕ Р частично упорядочены отно· 
шением :J. Докажем теперь, что (Р, :J) удовлетворяет у. с. ц. 
ЭJiементы р, q ЕР несовместимы тогда и только тогда, когд<\ 
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1.1. (р U q) ~е. Предположим, существует несчетное множество 
W с:: Р попарно несов~естимых элементов. Существует б > О, 
такое, что множество Z ={рЕ W: 1.1. (р) < 8- б} несчетно. Для 
каждого рЕ Z пусть Qp s;; р- конечное объединение открытых 

интервалов с рациональными концами и 1.1. (р- qp) ~ ~ • По· 
скольку {qp: рЕ Z} счетно, достаточно показать, что qp =I=Qp' 
для неравных р, р' Е Z; тогда получим противоречие. Если 

p=Fp', то 1.1. (р U р') ~8 и 1.1. (qp U Qp•) ~ 1.1. (р U р')- ~ - ~ ~е- б; 
так как 1.1. (qp) <е- б для рЕ Z, мы имеем Qp=I=Qp'• что доказы· 
вает у. с. ц. 

Теперь для а < k положим Da ={рЕ Р: Аа с:: р}. Докажем, 
что Da плотно. Пусть рЕ Р. Так как Аа- нулевое множество, 
то существует открытое множество q = Аа, для которого 1.1. (q) + 
+ 1.1. (р) < е; следовательно, р U q Е Da и р U q = р. 

Пусть F = {Da: а< k}. В силу МА существует F-генериче· 
ское а с:: Р. Множество и= U а открчто и, в силу F-генерич­
ности а, и= Аа для каждого а< k; отсюда и 2 А. Остается 
показать, что 1.1. (и)~ е. Если 1.1. (и)> е, то существуют 
Р1 • ••• , Рп Е а, для которых 1.1. (pl U ••• U Рп) > 8. Но, в силу 
свойств F-генерического множества, р1 U ••• U Рп принадлежит а 
и поэтому р1 U ... U Рп ЕР, т. е. 1.1. (р1 U ... U Рп) < е; противо· 
речие. 

23. Совершенный форсинг 
В этом разделе мы изложим результат Сакса о форсинге, 

в котором вынуждающими условиями являются совершенные 
u 

множества деиствительных чисел. 

Начнем с общей леммы о форсинге. Пусть Р1 и Р2 - частично 
упорядоченные множества (с наибольшим элементом 1) и Р = 
= Р1 Е9 Р2 • Как установлено выше (разд. 18), если а есть !И-ге­
нерическое подмножество Р, то а= а1 Х а2, где а 1 ={рЕ 
ЕР1 : (р, 1)Еа} и a 2 ={qEP2: (1,q)Ea} и al есть !И1 -гене­
рическое подмножество Р1 (i = 1, 2). Следующая лемма дает 
дополнительную информацию. 

Л е м м а 92. Пусть Р 1 , Р2 Е !И- tt. у. множества (с наиболь· 
шим элементом 1). Если а= а1 Х а2 есть !т-генерическое под­
множество P=P1ffiP2, то а1 s;;P2 является ЭЛ[а1]-генерическим 
(и а1 с:: Р 1 является !И [а2]-генерuческим). 

Доказательство. Нужно доказать только, что D П а2 =1= О, 
если D Е !И [а1 ] плотно в Р2 • Пусть D- имя D; существует 

некоторое р0 Е а1 , для которого 
~ 

Ро 11- D плотно в Р2, 
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т. е. 

(Vp ~ р0) ('Vq Е Р2) (3р' ~ р) (3q' ~ q) [р' 11- q' Е D]. 

Другими словами, f'.. = {(р', q'): р' 11- q' Е D} плотно в Р 1 Ef) Р2 
ниже (р0 , 1). Так как (р0 , 1) Е G и G_- генерическое, имеем 
('.. n G =1= о. Поэтому существуют р' Е Gt и q Е G2, такие, что 
р' 11- q' Е D. Отсюда следует D П G2 =1= О. 

Рассмотри\! вынуждающие условия Коэна: Р = U n2. Bмe-
ne(J) 

сто этих условий можно использовать открыто-замкнутые мно­

жества Ар= {и Е (J)2: р с и} в кантороном пространстве (J)2, 
частично упорядоченные отношением с, т. е. р < q ~Ар с Aq. 
Если G с Р есть Юl-генерическое подмножество Р, определим 
в 9Л[G]: 

А~= {и Е (J)2: р с и} для каждого рЕ Р. 

Если Ха= U G- генерический элемент (J)2, тогда легко видеть, 
что 

Ха Е А~~рЕ G, 

и мы имеем !И [ G] =!И [ха], а также 

n А~={ха}. 
ре а 

Для каждого р ЕР пусть ре, р0 - ограничения р на четных 
и не четных числах; пусть ре= {ре: р Е Р} и Р0 = {р0 : р Е Р}. 
Можно отождествить Р с PeEf)P0 и тогда G = ае Х 0°, ае с ре 
является !И [ G 0]-генерическим и G0 с Р0 является 9JC [ Gе]-гене­
ричсским; также Ха= Хае U Хао· Но множества ре и Р0 изо­
морфны Р, и в исходной модели нет генерического G с Р; 
таким образом, мы имеем 

!И [ха]= !И [хае] [ Хао) 
и 

Хао ф. !И [хае]. 

Вывод: существует у Е !И [ха], у Е (J)2, такое, что 

!И~ !И [у]~ !И [ха]. 

Полученное утверждение не имеет места, когда вынуждаю­
щими условия'vfи являются совершенные множества. 

Т е орем а 51 (Сакс [36]). Если !И- модель ZFC, то суще­
ствует генерическое расширение !И [G], такое, что !И [G] =!И [х] 
для некоторого х с ffi и если у Е !И [х] -множество ордuналов, 
тогда либо у Е !И, либо !И [у]= !И [х]. 
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Рассмотрим замкнутый интервал [0, l] действительных чисел. 
Множество Р s;;;; [0, l] называется совершенным, если Р непусто, 
замкнуто и не содержит изолированных точек. 

Л е м м а 93. Пусть для каждого s Е U п2, Ps - совершен-

ное множество, такое, что 

(а) диаметр Ps стремится к О с увеличением длины s, 
(Ь) Р8-0 ПР5-1 =0и Ps-es;;;;p

8
(8=0, 1). 

Тогда множество р= n U р5= U n Ptin совершенное. 
n е ro sen2 fe ro2 n е ro 

Доказательство. Очевидно, что р непусто и замкнуто. Для 

каждой функции f Е (J)2 пересечение n Pt 1 n является еди-
пеrо 

ничным множесТВОМJ пусть n Pt 1 n = { xf}· Покажем, что точка 
nero 

х1 не изолирована. Пусть 8 >О. Существует n, для которого 

диаметр Pt\n меньше 8. Пусть g Е ro2- такая функция, что 
g 1 n = f 1 n и g (п) =1= f (п). Тогда Xg =1= х1 и 1 Xg - х1 1 < 8. Следо­
вательно, Xt - неизолированная точка. 

М о д е ль Х (Сакс [36] ). 
Пусть 9Л- модель ZFC. Рассмотрим множество вынуждаю­

щих условий (Р, с:), где Р- множество совершенных подмно­
жеств отрезка [О, 1]. Пусть G s;;;; Р является 9Л-генерическим. 

Каждое рЕ Р- замкнутое множество действительных чисел 
(в 9Л), и поэтому р является дополнением некоторой суммы 
открытых интервалов с рациональными концами. Если рассмо­
треть допо.1Нение этой суммы в 9Л [G], мы получим замкнутое мно-
жество р' Е 9Л [G]. Пересечение n р' непусто и, так как G 

ре а 

содержит множества произвольно малого диаметра, n р' = 
peG 

={ха} для векоторого действительного числа Ха. Ясно, что 
рЕ G влечет Ха Ер'. С другой стороны, если р ф G, то суще­
ствует q Е G, несовместимое с р, и, следовательно, q nр= о 
для некоторого q s;;;; q'. Так как расстояние между р и q поло­
жительно (в 9Л), то расстояние между р' и q' также положи­
тельно (в 9Л [G]) и поэтому р' n q' =О; следовательно, Ха ф р'. 
Таким образом, имеем 

рЕ G~XaEP' 
и 

Wl [G] = 9Л [ха]. 
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Для доказательства теоремы 51 предположим, что у Е !JЛ [G]­
множество ординалов и у с:: у. Пусть у- имя для у. 

Если рЕ Р, тогда либо 

(1) (3q ~ р) (Va <у) [q разрешает а Е у], 
либо 

(II) (Vq ~ р) (3а <у) (3qt, q2 ~ q) [qtll- l (а Е у) л q2ll- (а Е д)]. 

Если верно (1), тогда пусть r (р)- одно из q, существующих 
в силу (1). EcJIИ верно (11), тогда для каждого q ~ р можно найти 
непересекающиеся q1, q2; для s Е U n2 определим Ps с.тrедую· 

щим образом: 

(l)po=p, 

nero 

(2) если р5 определено, то существуют as <у, р8-0, Ps-1' 

такие, что 

(а) Ps-e с:: Р (е= О, 1), Ps-o П Ps-t =О; 
1 

(Ь) диаметр р8-е меньше 2
n, где n- длина s, е= О, 1; 

(с) Ps - 0 11- (as Е !L), Ps -~ 11- (as Ф У)· 

Положим r (р) = n U р5; по лемме 93, r (р) является совер· 
n е ro s е n2 

шенным множеством. 

Множество D = {r (р): рЕ Р} плотно в Р и поэтому суще· 
ствует q Е D n G. 

1. Если q разрешает а Е у для каждого а< у, то 

у= {а < у: q 11- а Е у} 
и, следовательно, у Е !JЛ. 

11. Пусть q = n u Ps для пекоторога рЕ Р; докажем, что 
nero sen2 

Хо Е !1Jl (у]. 
В !1Л [у] определим f Е ro2 по рекурсии: 

{ 

О, если af 1 n Е у; 
f(n) = 

1, если afl nф у. 

Для каждого n, U Ps => q Е G. По опреде.'Iению f, имеем 
sen2 

Ps Е G ~ S с:: f ДЛЯ S Е U n2. 
ne=ro 
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Отсюда следует, что Ха Ер; для s s;;; f. Так как Ps = (Ps)>JJ' r;;;. 

с (Ps)'JR lul с (Ps)'JRiaJ = р: и диаметр р; стремится к О с увеличе­
нием длины s, то n (Р s)'JR (aJ = n Р; ={ха}· 

ss;f ss;f 

Таким образом, х0 Е ЭЛ [у], что доказывает теорему 51. 

3 а меч а н и е. EcJIИ ЭЛ F= 211• = N 1, тогда кардиналы в !И [G] 
абсолютны. Действительно, число совершенных множеств 
2н• = N 1; следовательно, выпо.пняется w2-ц. у. и кардиналы ~ N 2 
сохраняются. Тот факт, что w1 сохраняется, может быть 
доказан (даже без ЭЛ 1= СН) с помощью .пеммы 93. Если СН 
выполняется в ЭЛ, можно рассуждать с.1едующим образом: 

если wjR счетно в ЭЛ [ G}, то (211')'111 счетно в ЭЛ [ G} и, применяя 
лемму 55, найдем G' Е ЭЛ [G], которое является ЭЛ-генерическим 
множеством коэновских вынуждающих ус.1овий; но, как дока­
зано в начале этого раздела, тогда существует у с (t), такое, что 

ЭЛ; ЭЛ [у]; ЭЛ [G'] с: ЭЛ [G]; 
противоречие. 

24. Об ординальной определимости 
Докажем один из результатов о непротиворечивости, при­

ведеиных в разделе 14. 

Т е орем а 52 (Леви [24} ). Если Con (ZFC), то Con (L=HOD =1= 
=1= V). 

Доказательство. Рассмотрим вынуждающие условия Коэна: 

(Р, <) =( u п2, ::J) • 
nero 

Пусть В= RO (Р) в L. Докажем, что если и Е В и и =1= О, 1, 
то существует автоморфизм n на В, такой, что ли =1= и. Это 
влечет по лемме 68, что 11 <р (х) 11 равно О или 1 для любой фор­
мулы <р. 

Пусть G есть L-генерический у. ф. на В. Докажем 

L[G]f=L=HOD; 

для этого достаточно доказать, что каждое множество ордина­

лов L [GJ, являющееся ОD-множеством в L [G], конструктивно. 
Пусть у Е L [G]- множество ординалов и для некоторых орди­
налов а1 , ••• , an 

aEy~L[G]f=<p(a, а1 , ••• , ап) д•1Я всех а. 



Тогда 

25 Независимость АС 

а Е у- 11 <р (а, al, ••• ' ап) /1 Е G -
-ll<p(a, al, ••. , an)ll= l 

и поэтому у Е L. 
Таким образо\f, достаточно доказать_ следующую лемму. 
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Лемма 94. Пусть B=RO(P), где (Р, <)=( U п2, =>). 
пею 

Для любой пары и, v Е В, если и, v =Р О, l, существует авто­
морфuзм :rt алгебры В, такой, что :rtи = v. 

Доказательство. Заметим, что если :rt- взаимно однозначное 
отображение В на В, сохраняющее порядок (с. п. отображение), 
то :rt является автоморфизмом. 

Пусть q, рЕ Р- произвольные вынуждающие усJ10вия. Су­
ществует взаимно однозначное с. п. отображение :rtp, q множе­
ства Pp={rE Р: r~p} на Pq: 

:rtpq (p-ele2 ... -еп) = q-ele2 ... -en. 
Это отображение может быть продолжено до взаимно одно­
значного с. п. отображения Вр = {х Е В: х ~ р} на Вq-

Пусть и, v Е В и и, v =Р О, l. Существуют счетные множе­
ства {р;: n Е оо}, {р;: n Е оо}, (q;: n Е оо}, {q;: n Е оо} попарно 

несовместимых элементов Р, такие, что 

и = ~ р;' - и = ~ р;' v = ~ q;' - v = ~ q;. 
пею пею пею пею 

Пусть n;, n;- взаимно однозначные с. п. отображения Вр+ 
n 

на В + и В _ на В _ соответственно. Определим :rt следующим 
qn Pn qn 

образом: для всех х Е В 

n(x)= ~ n;(x-p;)+ ~ n;(x·p;). 
пею пею 

Отображение :rt является автоморфизмом на В и :rtи = v. 

С л е д с т в и е. В L [G] не существует OD вполне-уn?рядоче­
нuя действительных чисел 23). (Если существует взаимно однознач­
ное ОD-отображение действительных чисел. в ординалы, тог да 
каждое цействительное число является ОD-множеством.) 

25. Независимость АС 
Т е о р е м а 53 (Коэн). Если Con (ZF), то Con (ZF + l АС). 
Мы воспользуемся обобщением доказательства К:оэна 

(см. [38], [56] и [ 13] ). Введем понятие симметрического расши­
рения, являющегося подмодель:о генерического расширения. 
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Пусть !И- мо.дель ZFC. Пусть В - п. б. а. в !И и !Ив - соот­
ветствующая булевозначная модель. Каждый автоморфизм n 
на В может быть продолжен до автоморфизма n на !Ив (см. 
разд. 20). 

Пусть С§- группа автоморфизмов В. Для каждого х Е !Ив 
положим 

sym"- (х) ={л; Е CS: n (х) = х}; 
sym ;r(x) является подгруппой CS. Множество fТ подгрупп С§ 
называется нормальным фильтром на CS, если для всех под· 
групп Н, К группы CS 

(i) С§ Е fТ; 

(ii) если Н = К Е fТ, то Н Е fТ; 
(iii) еСЛИ Н Е fТ И К Е fТ, ТО Н n К Е .о/"; 
(iv) если n Е CS и Н Е fТ, то nHn- 1 Е fТ. 

Пусть В, CS, fТ Е !И фиксированы. Мы говорим, что эле­
мент х Е !ИВ симметрический, если sym :r(x) Е fТ. Класс HS =!Ив 
наследственно симметрических элементов !Ив определяется по 
рекурсии: 

(а) О Е HS, 
(Ь) если dom (х) s;;;; HS и х- симметрический элемент, то 

ХЕ HS. 
Так как n (.Х) = х для любых nЕС§ и х Е !И, то HS содержит 
каждое х. 

Пусть теперь G есть !И-генерический у. ф. на В. Пусть 
i0 - интерпретация !Ив посредством G. Положим 

91= i~ нs. 
Очевидно, !И s;;;; 91 s;;;; !И [ G]. 

Л е м м а 95. 91 является моделью ZF. 
Доказательство. Предполагая, что !И- собственный класс, 

докажем транзитивность, замкнутость относительно гёделев· 
ских операций и почти универсальность !Л. Если !И- множе­
ство, доказательство может быть соответствующим обраЗом 
изменено. 

Транзитивность ~ следует из того факта, что dom (х) с= HS, 
если х Е HS. 

Предоставляем читателю в качестве упражнения доказать 
замкнутость 91 относительно гёделевских операций (д"1я каждых 
х, у Е !Ив можно определить канонические z 1, ... , z8 Е !Ив, 
Такие_, ЧТО 11 Zt = ~~ (х, у) 11 = 1 при i = 1, ... , 8 И sym (Zt) 2 sym (х) n n sym (у), Zt Е HS при х, у Е HS). 

Класс 91 почти универсален. Ес,тrи Х s;;;; 91, то Х = i~X 1 для 
иекоторого Х 1 s= HS. Существует а, для которого Х 1 с HS n 



25. Независи.кость АС 117 

n ~~. Докажем, что у= i~ (нs n ~~)Е! 91. Пусть у Е ~в' 
dom (У)= HS П ~~ и У (х) = 1 для каждого х Е dom (У). Мы 
имеем У= i0 (У) и dom (У)= HS. Докажем, что sym (У)=<§. 
Если х Е~~.-то nx Е~~ для любого n Е 1§. Также если 
х Е HS и n Е 1§, то nx Е HS; эт~ верно потому, что 
sym (пх) = n sym (х) п- 1 для всех n Е<§ и х Е ~в. Следова­
тельно, n"(HSП~:)=HSП~~ для nEI§, и sym(Y)=I§Eg-. 
Таким образом, существует У Е 91, такое, что У;;;;;;! Х. 

Назовем модель 91 симметрическим расширением ~. Так же, 
как в разделе 18, выражение "существует симметрическое рас­
ширение 91 для ~. удовлетворяющее <р" означает существова­
ние В, <§, g- в ~. таких, что если G есть ~-генерический у. ф. 
на В, то 91 = i~ HS удовлетворяет <р. Построение симметричес­

кого расширения может быть преобразовано в доказательство 
непротиворечивости (см. разд. 17). 

Докажем теперь теорему 53. 

Моде ль XI. 

Пусть ~ - модель ZFC. Рассмотрим вынуждающие условия 
Коэна (модель 1); удобнее, однако, считать, что Р состоит из 
конечных функций р со значениями О, 1 и dom (р) = ro Х ro; 
полагаем < = :::::>. Пусть В= RO (Р) в ~. 

Пусть G есть ~-генерический у. ф. на В. Для каждого nEro 
пусть Xn- действительное число (подмножество ro) и 

Xп={mEro: (3pEG)[p(n, m)=1]}. 

Мы хотим построить 91 g ~ [ G] так, чтобы множество 

А== {хп: n Е ro} 

принадлежало 91, но отображение n ~--+ Xn не принадлежало 
бы 91, и чтобы 

91 F= А конечное по Дедекинду множество. 
Действительные числа Xn. n Е ro, имеют канонические 

имена Xn: 

~п(rh)=ипт=~{рЕР: р(п, m)=l} для всех n, mEro. 

Для множества А каноническим именем является А: 

dom (А)= {хп: n Е ro}, А (хп) = 1 для всех n Е ro. - - --
Пусть n- перестановка на ro *); n индуцирует взаимно 

"') т. е. ~-взаимно однозначное отображение ro на (t),- При.к. перев. 
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однозначное, сохраняющее порядок отображение (Р, <): 

dom (np) = {(nn, т): (п, т) Е dom (р)}, 

np (nn, т)= р (n, т). 

В результате n ~;шдуцирует автоморфизм алгебры В: 
nи = ~{np: р ~и}. 

Пусть rJ- группа автоморфизмов В, индуцируемых пере­
становками на ro. Для каждого конечного е~ ro положим 

Не= {n Е rl: nn = n для n Е е}. 

Пусть f!Г- фильтр на rl, порожденный подгруппами Не, где 
е-конечное, т. е. 

Н Е f!Г- 3е(Н ~Не). 

Предоставляем читателю проверить, что f!Г- нормальный 
фильтр на ~-

Теперь, когда ~ и f!Г определены, пусть НS-класс наслед­
ственно симметрических элементов тв. Пусть G есть т-гене­
рический у. ф. на В и i0 - интерпретация тв посредством G. 

Л е м м а 96. 9? 1= (существует бесконечное, D-конечное .мно­
жество действительных чисел). 

Доказательство. Так же, как для модели 11, имеем 11 xn хп' ~=0 
для n =1= n'; следовательно, А -бесконечное множество действи­
тельных чисел в т [G]. Докажем, что А Е 9? и !Yll= (А есть 
D-конечное множество). 

Заметим сначала, что n (ипт) = ипп. т для n Е r1 и т, n Е ro. 
Отсюда n (хп) = Хлп для n Е ri, n Е ro. Следовательно, 5ym (хп) = 

= Н{п} Е~ и х-;; Е 9? для всех n Е ro. Также n (А) = А-для 
n esrl и поэтому А Е 9?. - -

Предположим, что существует функция f Е 9?, взаимно одно­
значно отображающая ro на А. Тогда f имеет имя l Е HS и 

для векоторого Ро Е G 

р0 \1-l есть взаимно однозначное отображение Ф на А. 

Найдем такое q ~ Ри. что 

q \\-j не есть функция; 
тогда получим противоречие. 

Пусть е- конечное подмножество ro и sym (f) ~ Н8• Суще-

ствуют l Е ro, р ~ р0, nф е, для которых верно 

Р \\- [_(i} = Xn. 
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Найдем такое л Е~. что 

(i) пр и р совместимы, 

(ii) пЕНе, 

(iii) лп =1= n. 
~ ~ 

Тогда будем И.\fеть nf f в силу (ii), л (i) = i, и, так как 

пр 11- (лf) (лi) = лхп, 
получим 

~ ~ 

q = Р ·пр 11- (f (i) = Хп Л 1 (i) = !пп); 

так как 11 Хп = Хnп 11 = О в си.1у (iii), то 

q 11-[ не есть функция. 
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Чтобы получить искомое л, положим п' таким, что n' ф. е 
и (п', т) ф. dom (р) для любого т. Пусть л- перестановка ro, 
меняющая n на n', и л (i) = i для i =1= n', n. Тогда л индуци­
рует автоморфизм пЕНе, такой, что nn=l=n и пр совместимо с р. 

Доказательство теоремы 53 закончено. Аналогичные рассуж­
дения используются при доказательстве следующей теоремы. 

Т е о р е м а 54 (1\оэн). С ZF совместимо утверждение 
( *) существует счетное множество А= {Сп: n Е ro}, где 

каждое Сп состоит из двух элементов, являющихся множествами 
действительных чисел, и не существует функции выбора на А. 

С л е д с т в и е у т в ер ж д е н и я ( * ). Семейство множеств дей­
ствительных чисел U Сп не может быть линейно упорядочено. 

Моде ль XII. 
Пусть 9Л- модель ZFC. Снова используем коэнавекие выну· 

ждающие условия; на этот раз Р состоит из конечных функ· 
ций р со значениями О, 1 и dom (р) с:: (ro Х 2 Х ro) Х ro; как обычно, 
< = ~. Пусть В= RO (Р) в Wl. 

Пусть G есть Wl-генерический у. ф. на В. Определим еле· 
дующие элементы 9Л [G] и их канонические имена: 

Хпеi = {j Е ro: (3р Е G) [р (nвi, j) = 1]}, 
~ 

fпвl (j) = ипеl, 1 = L {рЕ Р: Р (nвi, j) = 1} (n, i, j Е ro, 8 =О, 1), 

Хпв = {Хпеi: i Е ro}, 
dom (Хп8) = {Хпвi: i Е ro}, Хпв (Хпвi) = 1 для i Е ro, 

Сп= {Хпо• Хпд, 
dотСп={Хпо1 Хпд, Сп(Хпе)= 1 (в=О, 1), 
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А= {Сп: n Е ro), 
dom(A)={Cп: nEro}, А(Сп)=l для nEro; 

Таким образом, Хпеi -действительные числа, 
действительных чисел, Сп- пары множеств 
чисел. I(ак и раньше, 

Хпе- множества 
действительных 

11 xnei = Xп'e'i'll =О 

при (п, е, i) =F (n', е', i'). 
I(аждая перестановка л: на ro Х 2 Х ro индуцирует взаимно 

однозначное, сохраняющее порядок отображение на Р: 

np (л: (nei), j) = р (nei, j), 

и в результате индуцирует автоморфизм л: на В. Ясно, что 

Л: (Uпei, j) = Un (пеi),/ 
и 

Л: (Хпеi) = !п (nei)• 

Пусть теперь :J- группа автоморфизмов алгебры В, инду­
цируемых перестановками л: на ro Х 2 Х ro, которые удовлетво­
ряют условию: если л: (nei) = (iiёi), то 

(l) ii=n, 
(2) для каждого n либо Vi{ё =е), либо Vi (ё =F е). 

Отсюда непосредственно следует, что для каждого л: Е~ 

(а) л: (Xne) = Хпё, 
- -

(Ь) л: (Сп)= Сп, 

(с) n(A)=A. 
- -

Для конечного е s;;; ro Х 2 Х ro положим 

Не={л:Е~: (VsEe)[ns=s]}. 

Пусть !Т- фильтр, порожденный множеством 

{Не: е с:: ro Х 2 Х ro, е- конечное}; 

!Т- нормальный фильтр на ~. 
Пусть 91- интерпретация посредством G элементов HS c:9Jl8 • 

Л е м м а 97. Множества Хпеi, Хпе• Сп, А принадлежат 91 для 
всех n, i Е ro, е= О, 1. 
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Доказательство. sym (Хпед == Ннпеt)}• 
sym (Хпе) = Н{(п8{)} (i es ro- произвольное), 

sym (Сп)= fll, 
sym (А)= fll. 

Л е м м а 98. Множество А счетно в 91. 

Доказательство. сп =1= сп' при n =1= п', потому что хпеi =1= хп'е'{' 
при (п, е, i) =1= (п', е', i'). Докажем, что отображение n .--Сп 
принадлежит 91. Пусть gEIOl-8 , dom (g) = {(n, Сп)8 : n Е ro} 
и g (х) = 1 для х Е dom (~). Так как n (n)=n и n (Сп)= Сп для 
n Е fll, n Е ro, то n (g) ~ g для n Е fll, и поэтому g Е HS. 
Следовательно, g -l0 (g)- взаимно однозначная функция, 
отображающая ro на А, g (п) ==Сп для n б ro и g б !Я. 

Л е м м а 99. Не существует фующии f е;;:; 91, такой, что 
dom (f) =А и f (Сп) б Сп для всех n. 

Доказательство. Предположим, что f Е 91 есть функция 
выбора на А; пусть 1 Е HS- имя f и для некоторого р0 Е G 

р0 11-1 есть функция, определенная на А, и Vn (f (Сп) Е Сп). 

Найдем такое q ~ р0, что 

q 11-1 не есть функция; 
тогда получим противоречие. 

Пусть е- конечное подмножество ro Х 2 Х ro и sym (f);;;;;;! Не. 
Существуют n Ero, е0 (предположим, что е0 ==О) и р ~ р0, для 
которых верно 

р 11-1 (Сп)= Хпо и (n, е, k) ф. е для всех k Е ro; е= 0,1. 

Найдем такое n Е fll, что 

(!) np и р совместимы, 
(11) nE!!H,, 
(ill) n (Хпо) = Хпl• 

Тогда будем иметь nf = 1 в силу (ii), nСп =С т и, так как 

np 11- (nf) (nСп) = nХпз• 
nолучим 

q=p · nр11-(f(Сп)=Хпо 1\[(Сп)=Хпl); 

так как 11 Хпо = Хп 1 11 =О, то 

q 11-L не есть функция, 
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Чтобы получить искомое л:, возьмем k, такое, что 

(Vi ~ k) (Ve) [(nei) ф dom (р)]. 

Пусть л:- перестановка Ф Х 2 Х Ф, определенная следующим 
образом: 

1 
(п, l, i + k), если l < k; 

л: (n, О, i) = (n, 1, i- k), если k ~ i < 2k; 

(n, 1, i), если 2k ~ i; 
л: (n, 1, i) . • • аналогично 

л: (n'ei) = n'ei для n' =1= п. 
Ясно, что автоморфизм л: Е cg удовлетворяет указанным выше 
условиям (i), (ii), (iii). 

26. Модели Френкеля-Мостовского 

Метод симметризации в коэновских результатах о независи­
мости, изложенных в предыдущем разделе, использует идеи, 

применеиные значительно раньше Френке:лем [6], развитые и 
формализованные затем Мостовским [31]. 

Рассмотрим вместо ZF теорию, допускающую также атомы, 
т. е. объекты, отличные от множеств и не содержащие элемен­
тов. Метод симметризаuии позволяет построить модели, в кото­
рых множество атомов не может быть вполне упорядочено. 

Т е о р и я м н о ж е с т в с а т о м а м и (ZF А). 

Язык ZFA содержит Е,= и два константных символа О н А 
(пустое множество и множество атомов). 

Аксиомы ZF А: 

(О) l3x(xE О); 
(А) Vz (z Е А.- z + О Л l3x (х е z)); 

атомами называются элементы А, множестваJ.tи- объекты, не 
являющиеся атомами. 

(Al) Аксиома экстенсиональности: 

(V множеств S 1) (V множеств S2) [S1 = 82 .- Vи (и Е S 1.- и Е S2)]. 

Остальные аксиомы ZF А такие же, как в ZF. 

Предупреждение. Утверждения "Х- непусто" и "Х +О" 
эквивалентны только, если Х - множество. 

Аксиома регулярности. 

(V непустых Х) (3у Е Х) [у n х = 0]. 
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Одни операции имеет смысл рассматривать только для мно· 

жеств, например U Х, 9 (х); другие -также и для атомов, 
например {х, у}. 

Заметим, что ZF А + (А= О) = ZF. 

Построения в ZF А во многом такие- же, как в ZF. Получим 
сначала равенство, аналогичное V = U V а. Для любого мно­

аеоn 

жества S определим 9а (S): 

f10 (S) = S; 

9а (S) = U 9~ (S), если а - предельный ординал; 
fl<a 

9a+t (S) = 9а (S) U 9 (9а (S)); 

9 00 

(S) = U 9а (S). 
aeOn 

В ZF А мы имеем V == 9оо (А). Класс 9 00 (О) является м о· 
делью ZF и называется ядром. 

Если класс М транзитивен, почти универсален и замкнут 
относительно гёделевских операций, то М- модель ZFA. 

Опишем теперь модели Френкеля- Моставекого (FМ-мо· 
дели) для ZF А. Построение, которое мы при водим, является 
более общим, чем у Мостовскоrо, и принадлежит Шпеккеру [47]. 

Пусть W- группа перестановак А. Будем называть теперь 
нормальным фильтром на W множество f!Т подгрупп W, такое, 
что для всех подгрупп Н, К группы W 

(i) fY Е f!Т; 
(ii) если Н 2 К Е f!Т, то Н Е f!Т; 

(iii) если Н Е f!Т И К Е f!Т, ТО Н n К Е f!Т; 
(iv) еС.1И Л: Е fY И Н Е f!Т, ТО л:Нл:- 1 Е f!Т; 

(v) если е- конечное подмножество А, то Не Е f!Т, где 
Не= {л: Е W: (Va Е е)[л: (а)= а]}. 

Каждая псрестановка л: на А индуцирует Е-автоморфизм 
универсума: рекурсией по рангу (rank (х) = (наименьщее а, для 

которого х Е 9a+t (А)) определим 
л: (х) =л:" х ={л: (у): у Е х}. 

Для любых х, у имеем х Е у- л: (х) Е л: (у), и если х при· 
надлежит ядру, то nx = х. 

Пусть W, f!Т фиксированы. Для каждого х положим 

sym8' (х) ={л: Е W: л: (х) = х}; 

sym8'(x) является подгруппой С§. Назовем объект х симметриче­
ским, если sym (х) Е fl". Класс HS наследственно симметрических 
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объектов состоит из всех х, для которых каждый элемент 
множества ТС ({х}) симметрический. 

Лемма 100. НS-модель ZFA, 900

(0)~HS и AEHS. 

Доказательство. (а) Очевидно, что HS- транзитивный класс. 
(Ь) Класс HS замкнут относительно гёделевских операций, 

потому что для всех х, у 

sym (~1 (х, у));;;;;;! sym (х) n sym (у) (l = 1' ... ' 8). 

(с) Класс HS почти универсальный; достаточно доказать, что 
sym (g;a (А) n HS) Е HS для всех а. Для любых х и 3t Е'!} имеем 
rank (nx) = rank (х) и sym (nx) = n sym (х) п- 1 ; таким образом, 
если элемент х- симметрический элемент, то nx также сим­
метрический и, по индукции, если ХЕ HS, то nxEHS. Отсюда 
n(9a(A)ПHS)=9a(A)ПHS для каждого nE'!J. 

(d) 9оо (О) s; HS. Для каждого х из ядра, sym (х) = '!J. 
(е) А Е HS. Каждый атом а- симметрический, потому что 

sym (а)= Hra} Е 81"; множество А является симметрическим, 
потому чт.., sym (А)= '!J. 

В качестве примера применения FМ-моделей докажем неза­
висимость АС относительно ZF А. 

Т е орем а 55(Френкель). EcлuCon(ZFA), тoCon(ZFA+ lAC). 

Доказательство. Предположим, что А- бесконечное мно­
жество, и построим FМ-модель, в которой АС не выполняется. 
Совместимость предположения о том, что существует беско­
нечно много атомов, мы докажем в лемме 101. 

Модель XIII. 

Пусть А - бесконечное множество. Пусть '1J - группа всех 
перестановак на А и 81"- фильтр, порожденный 

{Не: е с: А, е- конечное}. 
Докажем, что 

HS f=: А- конечное по Дедекинду множество. 

Предположим, что существует функция f Е HS, взаимно одно­
значно отображающая с:о на А. Пусть е- конечное подмно­
жество А и sym (f) ;;;;;;2 Н8• Существуют n Е с:о и а 1 , а2 Е А, такие, 
что 

Пусть n- перестановка, меняющая а 1 на а2 , и n (х) = х для 
х =F al, а2. Ясно, что 3t Е н~, и поэтому 3t (f) = f. Так ка,к 
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n (n) = n, мы имеем 
а2 = n (а,)= n (f (n)) = (nf) (пп) = f (п) = а 1 ; 

противоречие. 

Л е м м а 101. Система аксиом (ZFA +"А- бесконечное мно· 
жество") непротиворечива относительно ZF. 

Доказательство. Пусть С - бесконечное множество беско­
нечных подмножеств ro. Определим 

П0 =С, 
Па= U 1113 , если а - предеJiьный ординал, 

j3<a 

Па+!= Па U (9 (Па)- {0}), 

П= U Па. 
aEOn 

Выберем а0 Е С и положим А =С - {а0}. Легко проверить, 
что П является моделью ZF А, если А интерпретировать как 
множество всех атомов, а а0 - как пустое множество. 

3 а меч а н и е. Аналогично можно построить модель ZFC 
с произвольно большим числом атомов. 

27. Вложение F М-моделей в модели ZF 
Существует соответствие между FМ-моделями для ZF А 

и симметрическими расширениями ZF. Многие результаты о не­
противоречивости относительно ZF А, полученные с помощью 
FМ-моделей, верны для ZF, что является следствием тео· 
ремы 56. 

Теорема 56. Теорема о вложении (йех, Сохор [14]). 
Пусть !!В - модель ZF А +АС, А - множество атомов в !!В, ~ -
ядро !!В и а- ор!Эинал в !!В. Для каждой FМ-модели !В с: !!В 
(модели ZF А) существуют симметрическое расширение 91 ===> ~ 

(модель ZF) и множество А Е 91, такие, что 

(9а (11))~ Е-изоморфно (9а {A))'n. 

Доказательство. Пусть а- ординал в !!В; пусть CS, fiТ Е !!В­
группа перестановак множества А атомов в !!В и соответственно 
нормальный фильтр на r:Y. Пусть !В- класс НS-элементов !!В и 
~-ядро !!В. Построим сначала генерическое расширение ~ [G] 
для !Pl. 

Пусть k- регулярный кардинал и k > 1 9а (А) 1 (в !!В). Мно· 
жество вынуждающих условий Р состоит из функций р со зна· 
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чениями О, 1 и таких, что 1 dom (р) 1 < k, dom (р) с: (АХ k) Х k; 
как обычно, (Р, <)=(Р, ::>).(Точнее, чтобы (Р, <)Е Wl, следует 
положить dom (p)<=(A'Xk)Xk, где А' Е Wl имеет ту же мощ· 
ность, что и А.) 

Пусть G есть Wl-генерический у. ф. на В= RO (Р). Опреде­
лим следующие элементы Wl [G] вместе с их каноническими 
именами в Wl8 : 

Хае с: k, 'I'J Е Ха~~ (3р Е G)[p (а, 6, '1'}) = 1] (а Е А, 6 < k), 
dom (Ха&)= {i}: '1'} < k}, Ха~ (i}) = Ua~" =~{рЕ Р: р (а, 6, '1'}) = 1}, 

ii ={Ха~: 6 < k} (а Е А), 
ii (Ха~)= 1 ДЛЯ 6 < k, 

А ={ii: а Е А}, 
А (а)= 1 для а Е А. 

Для каждого х Е !!В определим х Е Wl [G] и каноническое 
имя х Е gпв по Е-рекурсии: 

если х- множество из m и у, у определены для каждого 

у е х, положим 

х ={У: у Е х}, 

dom (х) ={у: у Е х}, х (у)= 1 для у Е х. 

Так как ii и ii определены для всех а Е А, то мы можем 

опредеЛИТЬ Х И-Х ДЛЯ всех Х Е !!В. 

Лемма 102. Если х, yE!ill, то 

ХЕу++хЕу, 

х=у++х=у. 

Доказательство. Ясно, что если х Е у, то 11 х Е у 11 = 1 и 
- -

Х Е у. 
Чтобы доказать х Е у-х Е у и х =у-х= у, используем 

индукцию по рангу одновременно для Е и = (аналогично тому, 
как доказывается, например, лемма 46). Заметим, что 11 Ха~= 

=Хат 11 =о при (а, 6) =1= (а', 6') и 11 Ха~= х 11 =о для х Е Wl. -Сле­
довательно, iit =1= ii2 при at=l=azEA. Мы утверждаем, что x=I=Xae 
для любых а, 6 и х Е !!В. Если х Е Wl, то х = х и поэтому 
х =1= Ха~· Если х Е m- Wl, то х имеет больший ранг, чем Ха,: 
Xas - множество ординалов, в то время как ТС ({х}) содержит 
некоторые Ха~· 

Теперь мы можем доказать лемму. 
(а) Если х Е у, то у не может быть атомом, так как мы 

имели бы тогда х =Ха; для некоторых а, 6, что невозможно. 
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Следовательно, х = z для некоторого z Е у и, по индуктивному 
предположению, х = z; таким образом, х Е у. 

(Ь) Если х =1= у, то либо х, у- атомы и тогда х =1= у, либо 
х, например, содержит некоторое z, не принадлежащее у, и 

тогда, по индуктивному предположению, z Е х и z фу; таким 
образом, х =1= у. -

Построим симметрическое расширение т модели ~; опре-

делим группу ~автоморфизмов алгебры В и нормальный фильтр 

f!Т на ~. 
Для каждой перестановки р на А пусть р - группа таких 

перестановок n на А Х k, что при всех а, s 
"'(а, s) == (р (а), ~'). 

Положим 

~= U{p: ре~}; 

аналогично, пусть Н= U {р: р Е Н} для подгрупп Н группы ~. 
Так как каждая перестановка n на А Х k индуцирует авто­
морфизм n на В: 

(пр) (n (а, s), 1')) = р (а, s. 1')) для всех а, s, 11 (р еР) 
и 

n (и)= :E{n (р): рЕ Р Л р::;;;;, и} (и е В), 

то ~ будем рассматривать как группу автоморфизмов на В. 
Для конечного множества е~ А Х k положим 

Не =={n Е~: (Vs Е e)[ns-= s]}. 

Пусть f!Т- фильтр, порожденный 

{Н: Н Е f!Т} U {Н11 : е~ АХ k, е- конечное}. 

Читатель без труда проверит, что f!Т- нормальный фильтр. 
Пусть т s;;; ~в- класс НS-элементов ~в и т- интерпре­

тация т посредством а. 
Тогда имеем 

(а) Ха~ Е т для а Е А, ~ < k, потому что 
sym ~ (Ха~) = Н на. ~>>; 

(Ь)а Е т для а Е А, потому что sym~ (а)= sym~ (а); 

(с) АЕт, потому что sym(A)=~. 

Л е м м а 103. Если х Е~. то 

Х Е~+-+ Х Е !11. - -
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Доказательство. Достаточно доказать, что 

sym." (х) Е fF ~ sуш." (х) Е~. 
,-..". 

Если р Е ;9 и л: Е р, то р (х) =л: (х) и поэтому sym."(x) = sym." (х); 

таким образом, если sym".(x) Е fr, то sym." (х) Е fr. С другой 
сторапы при sym." (.Х) Е fr, имеем sym." (х) ::::> Н П Не ДЛЯ векото­

рого Н Е fF и конечного е s;; А Х k. Если е' - проекция е 
в А (е'= {а Е А: 36 [(а, s) Е е]}), то sym." (х) ::::> н n н е' и, сле­
доватеJlЬНО, sym." (х) Е fr. 

Лемма 104. Если ХЕ~, то 

ХЕ ~~Х Е 91. 

Доказательство. В силу леммы 103 достаточно доказать, 
что х Е !В, если х Е 91. Предположим, что х Е~ имеет наи­
меньший ранг, для которого х Е 91 и х ф. ~. Поэтому х с::~; 
так как х Е 91, существуют z Е 91 и рЕ G, такие, что р 11-~ =х. 
Мы имеем sym." (~)Е fr, и поэтому существуют Н Е fF и ко­

нечное е s;; АХ k, для которых sym (z);;;;;;;;! Н П Н11 • Найдем такие 

р Е ;§' И :rt Е р, ЧТО -

(i) :rtp и р совместимы, 

(ii) 1С Е Н П Н е• 
(iii) р (х) =1= х. 

Тогда будем иметь nz = ~ в силу (ii), Jlл: (х) = х 11 =О в силу (iii), 
и, так как 

np 11- 1CZ = 1СХ, - -
получим 

q == р · np 11- z = х Л z =л: (Х)! 
- - - :....&.. 

противоречие. 

Чтобы получить л:, заметим, что х не является симметри­
ческим; поэтому существует рЕ;§', для которого р (х) =1= х и 
рЕ Н П Не', где е'- проекция е на А. Так как 1 р 1 < k, суще­
ствует 'У < k, такое, что (а, s) ф. do т (р) и (а, s) ф. е для любых 
аЕА и s~'Y· 

Определим л: Е р следующим образом: 

если а 6 е', то 1С (а, s) =(а, s) при ~ < k: 
если а ф. е', то 1С (а, s) = (ра, 'У+ s) при s < 'У 

и 1С (а, 'У+ s) = (ра, €,), 
1С (а, s) = (ра, s) при s ~ 2у. 

Отсюда следует, что л: Ei Н П Н, и р, np совместимы. 
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Следующая лемма завершает доказательство теоремы 56. 

Л е м м а 105. 
(.9'а (А)!!!)-= .9'а (A)!R. 

Доказательство. Достаточно доказать 9'а (А)91 ~ (9'а(А)!!!)-. 
Доказательство проводится индукцией. Докажем, что если 

х Е .9'а (A)m и у s= х, у Е 91, то существует z Е ~. такое, что 
у =z. Пусть у- имя для у. Заметим, что каждая убывающая 
последовательность вынуждающих условий, мощности мень­
шей k, имеет нижнюю грань. Так как 1 х 1 < k, можно с по­
мощью тех же рассуждений, что и в доказательстве леммы 57, 
получить рЕ G, которое разрешает t Е у для всех t Е х. 
Отсюда следует, что у= z, где z = {t Е х: р 1\-l Е у}. По 
лемме 104, так как z е:; 91, имеем z Е~. - -

П р и м е н е н и я т е о р е м ы 56 

Рассмотрим формулу <р, такую, что 

<р++3Х~(Х, v), 

где кванторы 'Ф имеют вид 3и Е .9'v (Х) и Vu Е .9'v (Х). Пусть 
®-модель ZFA +АС, и предположим, что существует 
FМ-модель ~с®, такая, что ~ F= <р. Пусть Х Е~ и ~ f=з ~ (Х, v); 
пусть а- такое, что .9'v (Х) ~ 9'а (А). По теореме 56 существует 
91 ;;;;2 Wl, такое, что .9''\А)!!! ~ .9'а (А)91 • Таким образом, имеем 
91 F= 'Ф(Х, v) и поэтому 91 F= <р. 

С.11едовательно, если для некоторой формулы <р построена 
FМ-моде.пь ~. удов.петворяющая <р, то можно построить 
модель ZF, удовлетворяющую <р. Существует много примеров 
утверждений, которые могут быть выражены указанным выше 
образом и совместимость которых с ZFA установлена, см. [15]. 

Среди них имеются следующие: 

(1) существует множество Х, которое не может быть впо.11не 
упорядочено (это утверждение можно выразить формулой 
3Х<р(Х, v), где v= 1); 

(2) существует Х, которое не может быть линейно упорядо­
чено; 

(3) существует бесконечное Х, которое D-конечно и множе­
ство подмножеств которого явJIЯется (не является) D-конечным; 

(4) 3Х, У несравнимые по :.ющности, но Х может быть 
отображено на У и У на Х; 

(5) существует векторное пространство, не имеющее базиса 
(iiмеющее базщ:ы разной мощности). 
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Мы закончим этот раздел теоремой о структуре кардиналов 
nри отсутствии аксиомы выбора. Оказывается, что каждое 
частичное упорядочение может быть представлено как упорядо­
ченное множество кардиналов в некоторой модели ZF. 

Теорема 57 (йех [11]). Пусть :И-модель ZFC. Пусть 
(1, ~)-частично упорядоченное .множество в ffll. Тогда суще­
ствует симметрическое расширение !n ~ ~. удовлетворяющее 
следующему условию: 

(*)существует индексированное семейство .множеств (St: iEI), 
такое, что для всех i, j Е 1 

i ~ j -1 St 1 ~ 1 S 1/· 

Доказательство. Утверждение (*) может быть выражено 
в форме, указанной в замечаниях, предшествующих теореме 57, 
та'!{ что теорема 56 применима, и достаточно построить соответ· 
ствующую FМ-модель. Предnоложим, что 2В- модель ZFA+AC 
с достаточно большим множеством атомов, и предположим, что 
(!, ~) принадлежит ядру; найдем FМ-модель !8 с:: 2В, для кото­
рой !8 F= (*). 

Так как (!, ~) может быть вложено в (9 (1), s;;) отображе-
нием i .-{j Е 1: j ~ i}, мы будем рассматривать (fJD (!), с::), 
а не (!, ~). 

М о д е ль XIV. 

Пусть 2В- модель ZF А+ АС, 1 принадлежит ядру 2В и 
предположим, что / А / = 1 1 /· N 0. Пусть {a1n: i Е 1, n Е ro}- пере­
счет атомов. Для каждого р с:: 1 положи:vr Sp = {a1n: i Е Х, n Ero}. 
Построим FМ-модель !8 с:: 2В таким образом, чтобы {Sp: р s;;l} Е~, 
отображение h: р ~ Sp принадлежало !8 и 

р с:: q - !8 F= 1 s р 1 ~ 1 s q /. 

Пусть с.9- группа перестановок л на А, таких, что л (S{l)) = Slil 
для каждого i Е 1, т. е. если л (а 1п) = а 1т, то i = j. Пусть 
g:-- фильтр на с.9, порожденный {Не: е с:: А, е конечное}, где 
Не= {л Е с.9: (Va Е е) [ла =а]}. Пусть !8- класс всех НS-эле­
ментов 2В. 

Из определения с.9 следует, что sym (S р) = с.9 для р с:: J и 
sym (h) = с.9. Если р s;; q, то SP s;; Sq, и поэтому !8 F= 1 Sp 1 ~ 1 Sq /; 
следовательно, остается показать, что !8 f=l SP /~/ Sq /, если 
p$q. 

Пусть р $ q, i Ер- q и предположим, что существует 

взаимно однозначное отображение g Е !8 из SP в Sq. Суще­
ствует конечное е с:: А, такое, что sym (g) => Н,. Пусть n, n', 
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такие, '!ТО aln ф е и aln'f#=e. Пусть л:- перестановка А, меняю­
щая aln на atn', и л: (а)= а в остальных случаях. Ясно, что 
л; Е Н, и поэтому л: (g) = g. Так как ain ф Sq, то g (atJ=Fa 1n, и 
поэтому g (а 1 п) = а/т• где j =F i; более того, л: (а/т)= а/т· Теперь 
мы имеем 

g (atn) =а/т= 1t (аJт) = 1t (g (аtп)) = л:g (:rtatn) = g (aln') 

в противоречии с предположением о взаимной однозначности g 24). 
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Примечаимя 

1) Испо"1ьзованис классов в теории множеств не является 
необходимым, и по"1учаемые результаты удастся переформули­
ровать без привлечения понятия класса. Примеры такой пере­
форму"lировки приведены в примечаниях 4) и 6). 

2) Аксиома (АО) выводима в исчислении предикатов с ра­
венством из аксиомы V х (х = х) и теоремы исчисления преди­
катов Vx(x = х) ~ 3х (х= х). 

З) Аксиома (А2) выводима из остальных аксиом теории мно­
жеств. Доказательство этого факта, а также другие резуль­
таты о взаимосвязи аксиом имеются в [3]. 

4) Теорему 2 можно сформу"1ировать как схему теорем ZF. 
~ 

Именно, для всякой формулы ер (х, р) в ZF доказуемо: 
если 

-> 
(1) ер(О, р), 

~ ~ 

(2) ер(а, р)~ер(а+ 1, р) для всех ординалов а, 
-> ~ 

(3) va (а Е S ~ер (а, р))-ер (lim S, р) для каждого множества S 
ординальных чисел, то 

-> 
vх(х-ординал~ер(х, р)). 

5) Таким образом, выражение (М, Е) l=ep(x1, .•• , Хп) обозна-
~ 

чает формулу ZF. Пусть, например, М= {и: 'Ф (и, р)}; тогда 
через (М, s) 1= (А1) обозначается формула 

-:>-
vи('Ф(и, p)->(uGX~ueY))~X=Y. 

6) В доказатеJ1ьстве теоремы 22 предположение о том, что 
М и N яв.'Iяются моделями ZF, не используется в по.1Ной мере. 
Достаточно предположить, что М и N являются моделями 
для искотарого конечного чис.'lа ер 1 , ••• , epk аксиом ZF; эти 
аксиомы можно выписать, проанализировав доказательстао. 

Таким образом, в теореме можно заменить условие "М и N-
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модели ZF" условием 

м F CJJJ л ... л CJ!k и N 1= CJ!I л ... л CJ!k• 

и тогда можно сформулировать теорему 22 как схему теорем 
теории ZF. 

7) См. Godel К., Remarks before the Princeton Bicentennial 
Conference on ProЬ!ems in Mathematics (1946); The Undeci­
daЬie, New York, 1965, 84-87. 

8) Заключение теоремы 28 может быть доказано также 
в предположении, что множество конструктивных поюшо­

жеств ro несчетно (см. Gaifman Н., MeasuraЬie cardinals and 
constrнctiЬle sets, Amer. Math. Soc. Notices, 11 (1964), 771; 
Rowbottom F., Some strong axioms of infinity incompatiЬle 
with the axiom of constrнctibllity Annals of М ath. Logic, 3 
(1971), 1-44). 

9) Доказательство леммы 46. Пусть 

Класс D вполне упорядочен каноническим отношением <. кото­
рое совпадает на D с лексикографическим упорядочением. 
Пусть n1, 1 ~ i ~ 6, - перестановки упорядоченных троек; поло­
жим F (х, у, z) =(а, ~. у), если (а, ~. у) Е D и существует 
перестапоnка n1, такая, что (а, ~. у)= n1 (р (х), р (у), р (z)). 

Докажем лемму индукцией по F (х, у, z). 
Индукционный шаг. 

(ii) Так как у Е dom(x), то р(у) < р(х), F(y, у, z)<F(x, у, z) 
и по индуктивному предположению, пункт (i), 11 у= у 11 = 1. 

Теперь имеем 

x(y)=x(y)·lly=yll~ ~ x(z)·llz=yll=llyexll. 
z F- dom (х) 

(i) Пусть z Е dom (х). В силу (ii), х (z) < 11 z Е х 11 и 
x(z)=ФIIzexll=l. Отсюда следует 

П (x(z)911zExll)=1, т. e.llx=xll=l. 
ze dom (х) 

(iii) Неnосредственно из определения булевых значений 
получаем 11 х =у 11 = 11 у.= х 11; индуктивное предположение це 
используется. 
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(iv) Пусть t Е dom (х). Так как 11 х =у 11 ~ х (t) 911 t Е у 11, то 
Х (t) · Н Х = У 11 ~ 11 t Е У 11, 

Х (t) ·Н Х = У Н ' Н У = Z Н~ 11 t Е У Н ' 11 У = Z н. 

Так как F(t, у, z) < F(x, у, z), то по индуктивному предполо­
жению, пункт (vi), 

11 t Е У 11 ·Н У = Z 11 ~ 11 t Е Z 11, 
Х (t) · 11 У = Х 11 ·Н У = Z 11 ~ 11 t Е Z н. 

В силу эквивалентности а · Ь ~ с ~а ~ (Ь 9 с), имеем 

Н х =у 11 ·Н у= z Н~ (х (t) 911 t Е z 10. 
11 х =У Н·Н у= z 11 ~ П (х (t) 911 t Е z 11). 

t е dom (х) 

Аналогично доказывается 

Н х =у II·H у= z 11 ~ П (z (t) 911 t Е хН). 
tedom (z) 

Таким образом, 

н х = у н . н у = z н ~ н х = z 11· 
(v) Пусть t Е dom (у). Так как F (t, х, z) < F (у, х, z), то по 

индуктивному предположению, пункт (iv), имеем 

у (t) ·11 t = Х 11 ·Н Х = Z Н~ У (t) ·11 t = Z 11 ~Н Z Е У н. 

Отсюда следует 

Н х = z 11· ~ у (t) ·11 t =хН~ 11 z Е у Н. т. е. 
te dom (у) 

Н Х = Z Н ·11 Х Е У Н~ 11 Z Е У н. 

(vi) Пусть t Е dom (х), тогда 

Х (t) • Н Х = Z 11 ~ 11 t Е Z 11, 
Н t =У 11· Х (t) ·11 Х = Z 11 ~ 11 t =У Н·Н t Е Z н. 

Так как F((t, у, z)) < F((x, у, z)), то по индуктивному пред· 
положению, пункт (v), имеем 

Н t =У Н ' 11 t Е Z 11 ~ 11 У Е Z н. 

Отсюда следует 

11 Х = Z 11 ' Х (t) ' 11 t =У Н~ 11 У Е Z Н, 

Hx=zll· ~ x(t)·llt=yll~llyEzll, т. е. 
t е dom (х) 

11 Х = Z Н • 11 у Е Х 11 ~ 11 У Е Z lj. 
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10) Доказательство леммы 47. 
(а) Доказывается индукцией по сл-ожности <р. 
(Ь) Так как х(у)~//уЕх/1, то 

1/ (3У Е х)<р(у) //~ ~ х(у) · 1/ <р(у) 1/. 
у е dom (х) 

139 

С другой стороны, 11 (3У Е х) <р (у) 11 = ~ 11 У Е х 11·11 <р (у) 11 = 
У е !Ив 

= ~ ~ x(z) ·11 у==- z 11· 11 q>(y) 11. 
ye!JnB zedom(x) 

В силу пункта (а) леммы, 11 у= z 11· 1/ <р (у) 11 ~ 1/ <р (z) 1/ и поэтому 

11 (3У Е х) <р (у) 11 ~ ~ ~ х (z) ·11 <р (z) 11 ===о ~ х (zН/ q> (z) 11. 
ge~zedom(x) zedom(x) 

Аналогично доказывается второе равенство 

1/(Vyex)~(y)ll= П (x(y)911<J>(Y)II). 
ge dom (.11:) 

11 ) Теорема доказывается вычислением булевых значений 
аксиом исчисления предикатов и проверкой того факта, что 
правила вывода сохраняют значимость, т. е. если формула 'JG 

получена из q> или <р, 'ljJ по одному из правил вывода и <р, 

'ljJ- формулы, значимые в 9JlB при всех значениях свободных 
переменных, то формула 'JG также значима в 9Л8 при всех зна­
чениях свободных переменных; далее применяется индукция 
по сложности вывода. Отметим, что если <р выводима в исчи­
слении предикатов из 'ljJ и некоторых значимых в 9Л8 формул, 
то 11 "" 11 ~ 11 <р 1/. 

12) Докажем, что 11 У - функция выбора на Х 11 = 1. Так 
как dom (У)= {р0, Р1, ••• , Ра• ••• }, то 

11 У - функция 11 = il (У (Ра) · У (ptJ) ~ 
Ра• Pf> 

=9 n 11 Ра =(и, vl) л р/3 =(и, v2) ~ vl = v211). 
и, ~'1· v, е !Ив 

Если для любых Ра• р13 , и, v1, v2 Е 9Л8 

(*) У (Ра) ·У (р13) ·11 Ра =(и, v1) Л р13 =(и, V2) 1/ ~11 V1 = V2ll, 

то 1/ У - функция 11 = 1. В силу определения Ра имеем 

11 Ра = (za, ta) 11 = 1. 



140 П рuмечания 

Из форму"1ы Ра = (za, ta), аксиом экстенсиональности и пары 
в исчислении предикатов выводимо 

Ра =(и, v1)-и= Za Л v1 = ta. 

В силу теоремы 30, 11 Ра =(и, v1) 11 ~ 11 и= Za Л v1 = ta 11. Отсюда 
следует 

У (Ра) · У (р11) • 11 Ра =(и, V1) Л р13 =(и, V2) 11 ~ 

~у (ра) ' у (pi3) ' 11 Za = .6fl Л V1 = ta Л V2 = tfl 11. 

Если а =1= ~. то У (Ра) · У (pf!) · 11 Za = z13 11 =О; если а=~. то 
11 V 1 = ta Л V2 == t 13 11 ~ llv1 = V2ll· 

Таким образом, неравенство ( *) верно и 11 У - функция 11= 1. 
Используя 11 Ра = (za, ta) 11 = 1 и 11 Za =1= О- ta Е Za 11 = 1, по­

лучаем для любых Ра• и, v Е ~в 

11 Ра = (и, V) Л и =1= О 11 ~ 11 и = Za Л V = ta Л Za =1= О 1/ ~ 

~ /1 и = Za Л V = ta Л ta Е Za // ~ 1/ V Е и 1/. 

Отсюда следует 

1/ (Vx Е У) vи, v (х==(и,v) Л и=/= 0- v Е и)/1= l, 
11 У- функция выбора на Х 11 = 1. 

13) Таким образом, можно указать конечное число <р1 , ••• , Cl'k 
аксиом, Для которых в ZFC доказуема формула 

(*) VX(X l=<p1 Л ... Л <pk-(3 п. б. а. В Е X)VG 

(G есть Х-генерический у. ф. на в-х[G] j=<рЛ l<p)). 

Тогда в силу принципа отражения существует множество М, 
такое, что 

м 1= <pl л ... л <pk, 

и в силу ( *) и леммы 55 существует п. б. а. В Е М и М-гене­
рический у. ф. G на В, д•1Я которого 

М [ G] 1= <р Л l <р. 

Следовательно, в ZFC оказывается доказуема противоречивая 
формула 

3Х (3 п. б. а. вЕХ) эа (G есть Х-rенерический у. ф. 

на В Л Х [G] F= <р Л l Х [G] 1- <р). 

14) Мартин и Соловей [27] доказали также, что любая п. б. 
алгебра, мощности ~ 211

• и удовлетворяющая у. с. ц., может 
быть вложена в счетно порождснную п. б. алгебру, удовлет­
ворнющую у. с. ц. 
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15) Без прсдпо.пожения о существовании недостижимого 
кардинала Со.повсй доказа.п совместимость с ZF + DC утвер­
ждения "существует инвариантная относитс.пьно сдвигов, 

счетно аддитивная мера, определенная на всех множествах 

Действительных чисел и явюiющаяся продо.пжением меры 
Лебега" (см. Saks G., Measure-theoretic.a1 uniformity in recur­
sion theory and set theory, Trans. Атеr. Math. Soc., 142 (1969), 
381-420). 

16) Доказательство леммы. Пусть с Е 00оо и S - множество 
всех конечных последовательностей натура.ТJЬных чисел. Опре­

делим на S Х Ф функцию Ре по рекурсии: 

Рс(О, т)= т, 

если 

Pc(sf"\j, т)= Pc(s,n.(j, т)+1), если 

с(ре (s, О))= 1; 
с (Ре (s, О))= 2; 

1 
Pc(s, т+ 1), 

Ре (s, т) В OCTa.'IbHЬIX случаях. 

Если с кодирует борелевекое множество А, то функции 
СsЕ 00Ф, cs(т)=c(pc(s, т)), являются кодами бореленских 
множеств, возникающих в процессе построения множества А 
но коду с. Для этих функций выпоJIНяются соотношения: 

csf"\i=<p(cs), если cs(0)=1; csf"\i='Ф1 (cs)• если cs(0)=2; csf"\f=c: 

в остальных случаях. Нетрудно проверить индукцией по по­
строению множеств Са., что 

с-код бореJiевского множества~(VХЕ00Ф)(3тЕФ) [cxl т( О)= 0] . 

.Кодируя пос.педовательности из S натуральными числами, 
можно опредс.пить функции Ре и Cs арифметическими форму­
лами и выразить утверждение "с есть код" в виде 

где <р- арифметическая формула. 
Если с - код, то д.пя каждого х Е 00Ф функция 

{ 
1' 

у (s) = О 
если х Е Ас; s 

в противном случае 

является единственной функцией, удовлетворяющей арифмети­
ческой формуле х. (с, х, у): 

(Vs ES)[[y(s)= 1 ~((cs(O)=O Л Cs(1)=Гt Л Cs(2)= 

=r1 Л Гt < х < rf) V (cs(O)= 1 Л y(sf'"\0)=0) V (cs(0)=2 Л 

Л (3k Е Ф)(у (s"k) = 1)))1 Л (у (s) = 1 V у (s) = 0)]. 
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Таким образо~1. 

хЕАс -с-кодЛ(VУЕ 00rо)(х(с, х, у)~у(8)=1), s 

х Е Ас- с- код Л (VY Е 00ro)(x(c, х, у)~ у (О)= 1), 

хФАс-с-кодЛ('fуЕо>rо)(х(с, х, у)~у(О)=О). 

Приводя правые части эквивалентностей к предваренной 
форме и пользуясь правилами сокращения кванторов (см. 
Х. Роджерс, Теория рекурсивных функций и эффективная 
вычислимость, М., 1972, гл. 16), получаем, что утверждение 
(VXEo>ro)[xФAc], т. е. Ас=О, выразимо в виде(*). 

Докажем абсолютность формул вида (*). Пусть S 0 состоит 
из последовательностей 8 Е S, для которых l <р(с, 81 т) при 
любом т Е dош (8). Для 81, 82 Е S0 положим 

81-< 82-82 с: s1• 

Теперь имеем 

отношение -< на S 0 правильно построено~ 

+7(V х Е 00rо)(3т Е ro) <р (с, х! т). 

Правильная построенность отношений является по лемме 35 
абсолютным свойством для транзитивных моделей ZF, поэтому 
утверждения вида ( *) абсолютны. 

17) В (45] Соловей называет такие числа случайными отно­
сительно ~. объясняя выбор названия тем, что ввиду леммы 
65 (а) эти числа удовлетворяют интуитивным требованиям, 
предъявляемым к "случайным" числам. 

18) В построенной модели М каждое множество действи­
тельных чисел обладает свойством Бэра и либо счетно, либо 
содержит совершенное ядро (см. [45]). В модели ~[G] указан­
ными свойствами обладают множества, определимые с помо­
щью счетной последовательности ординалов. Аналогично можно 
построить модель ZFC, в которой, кроме того, 2No -=!= N 1 и 
каждое множество действительных чисел, определимое с по­
мощью счетной последовательности ординалов, является сум­
мой N 1 борелевских множеств (см. u~vy А., Solovay R., On 
decoшposition of sets of reals to Borel sets, Annal8 of Matll. 
Logic, 5 (1972), 1-19). 

Совместимость утверждения "каждое несчетное множество 
действительных чисел содержит совершенное ядро" с аксио­
мами ZF + DC не может быть доказана без предположения 
о существовании недостижимого числ,t (см. Mycielsky У., On 
the ахiош determinateness, Fund. Math., 53 ( 1964), 205 -224). 
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19) В [50] Тенненбаум построил модель ZFC, в которой 
выполняются и l SH, и l СН. 

20) Как указано в [46], Енсен построил модель ZFC, в кото· 
рой выполняются SH, и СН. 

21 ) Без ограничения общности можно предполагать суще· 
~ 

ствование элементов 1о, Оо Е D, таких, что 111о- единичный 
~ 

элемент в D 11 = 1 и 11 Оо- нулевой элемент в D 11 = 1. 

22) Утверждение ошибочно, !И-генеричность множества 
G1 Х G2 можно доказать следующим образом. Пусть 11 Е !И -
плотное подмножество в Р. Достаточно показать, что множество 

/11 = {d Е D: (3Ь Е G1) ((Ь, d) Е /1)} 

плотно в п. б. а. i0 , (D). Пусть d' Е D и 

/12= {Ь Е В: (3d Е D)(b <11 d <Dd'll Л (Ь, d) Е 11)}. 

Множество /12 плотно в В; это следует из плотности 11 в Р. 
В силу генеричности G1, 112 П G1 =1= О, т. е. 

(*) (3Ь Е G1)(3d Е D)(b < ld <D d' 11 Л (Ь, d) Е /1). 

Из ( *) следует 

(3d Е D) ( 11 d <D d' 11 Е G1 Л (3Ь Е G1) ((Ь, d) Е 11)). 

Таким образом, 

(Vd' Е D) (3d Е D) (d <t G,(D) d' Л d Е /11). 

23) Леви доказал, что Con (ZFC)- Con (ZFC + GCH + "ка ж· 
дое OD вполне уnорядоченное множество действительных чи· 
сел счетно"). (Levy А., Definability in axiomatic set theory II, 
Mathematica1 Logic and Foundations of Set Theory, Amsterdam­
London, 1970, 129-145.) 

24) Многие результаты о совместимости теоретико-множест­
венных утверждений с ZF + l АС приведены в обзоре Мати­
аса "А survey of recent results in set theory", Proc. of Symp. 
in Pure Math., 13, II (в печяти) п книге йехе "The axiom of 
choice", Amsterdam- Ne\v Jork, 1973. 
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