
К.Куратовский 
ТОПОЛОГИЯ 

том 1 
ИЗДАТЕЛЬСТВО «МИР» Москва 1966 

Монография известного ученого, вице-президента Академии наук Польской 
Народной Республики, академика Казимира Куратовского — выдающееся 
явление в математической литературе. Она представляет собой наиболее полное и 
легко читаемое сочинение, охватывающее большинство разделов современной 
топологии. 

Монография выдержала три издания на французском языке (третье издание — 
Варшава, 1961). Текст первого тома значительно переработан автором и 
подготовлен для одновременного издания на русском и английском языках. В 
настоящее время автор работает над рукописью второго тома. 

Книга заинтересует всех математиков, начиная от студентов и кончая 
специалистами, так как в последние годы топологические методы проникли почти 
во все отрасли математики. 

ОГЛАВЛЕНИЕ 
Предисловие к русскому изданию 5 
Предисловие к первому тому  7 
ВВЕДЕНИЕ 9 
§ 1. Операции логики и теории множеств  9 

I. Алгебра логики. II. Алгебра множеств. III. Функции высказываний. 
IV. Операция Е. V. Бесконечные операции на множествах. VI. 
Семейство всех подмножеств данного множества. VII. Идеалы. 
Фильтры. 

 

§ 2. Прямое произведение множеств  14 
I. Определение. II. Свойства прямого произведения. III. Оси, 
координаты, проекции. IV. Функции высказываний многих 
переменных. V. Связь между операторами Е и V VI. Умножение на 
ось. VII. Отношения. Факторсемейство. VIII. Конгруэнтность по 
модулю идеала. 

 

§ 3. Отображения. Упорядочения. Кардинальные и порядковые числа 20 
I. Терминология и обозначения. II. Образы и прообразы. III. Операции 
над образами и прообразами. IV. Коммутативные диаграммы. V. 
Многозначные отображения. VI. Множества одинаковой мощности. 
Кардинальные числа. VII. Характеристические функции. VIII. 
Обобщенное прямое произведение. IX. Примеры счетных 
произведений. X. Упорядочение. XI. Вполне упорядоченные 
множества. Порядковые числа. XII. Множество αℵX . XIII. Обратные 
спектры и их пределы. XIV. (A)-oneрация. XV. Решето Лузина. XVI. 
Применение к канторову дисконтинууму C 

 

ГЛАВА 1. ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА 44 
§ 4. Определения. Операция замыкания  44 

I. Определения. II. Геометрическая интерпретация. III. Правила  
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топологического исчисления. IV. Относительное замыкание. V. 
Логический анализ системы аксиом. 

§ 5. Замкнутые и открытые множества 49 
I. Определения. II. Операции. III. Свойства. IV. Относительно 
замкнутые и относительно открытые множества. V. Множества типа 
Fσ и Gδ VI. Борелевские множества. VII. Покрытие пространства. 
Измельчение. VIII. Хаусдорфовы пространства. IX. T0-пространства. 
X. Регулярные пространства. XI. База и подбаза. 

 

§ 6. Граница и внутренность множества  60 
I. Определения. II. Некоторые формулы. III. Связь с замкнутыми it 
открытыми множествами. IV. Теорема аддитивности. V. Отделимые 
множества. VI. Двойственность между операциями замыкания и 
взятия внутренности множества. 

 

§ 7. Окрестность точки. Локализация свойств  66 
I. Определение. II. Необходимые и достаточные условия. III. 
Сходящиеся фильтры. IV. Локализация. V. Локально замкнутые 
множества. 

 

§ 8. Всюду плотные, граничные и нигде не плотные множества 71 
I. Определения. II. Необходимые и достаточные условия. III. 
Операции. IV. Разложение границы. V. Множества, открытые по 
модулю нигде не плотных множеств. VI. Относительные свойства. 
VII. Локализация. VIII. Замкнутые области. IX. Открытые области. 

 

§ 9. Точки накопления 81 
I. Определения. П. Необходимые и достаточные условия. III. 
Некоторые формулы. IV. Дискретные множества. V. Множества, 
плотные в себе. VI. Разреженные множества. 

 

§ 10. Множества первой категории 86 
I. Определение. II. Свойства. III. Теорема единственности. IV. 
Относительные свойства. V. Локализация. VI. Формулы разложения. 

 

§ 11. Множества, открытые относительно множеств первой категории. 
Свойства Бэра 

92 

I. Определение, II. Общие замечания. III. Операции. IV. Необходимые 
и достаточные условия. IV а. Теорема существования. V. 
Относительные свойства. VI. Свойство Бэра в узком смысле. VII. (A) -
операция. 

 

§ 12. Знакочередующиеся ряды замкнутых множеств  101 
I. Формулы общей теории множеств. П. Определение. III. Теоремы 
отделимости. Разложение в знакочередующийся ряд. IV. Свойства 
остатка. V. Необходимые и достаточные условия. VI. Свойства 
разложимых множеств. VII. Вычеты. VIII. Вычеты трансфинитного 
порядка. 

 

§ 13. Непрерывность. Гомеоморфизм  108 
I. Определение. П. Необходимые и достаточные условия. III.  



Множество D(f) точек разрыва. IV. Непрерывные отображения. V. 
Относительные свойства. Сужение. Ретракция. VI. 
Вещественнозиачные функции. Характеристические функции. VII. 
Взаимно однозначные непрерывные отображения Сравнение 
топологий. VIII. Гомеоморфизм. IX. Топологические свойства. X. 
Топологический ранг. XI. Однородные множества. XII. Приложения к 
топологическим группам. XIII. Открытые отображения. Замкнутые 
отображения. XIV. Отображения, открытые и замкнутые в данной 
точке. XV. ВЗЛНУМ непрерывные отображения 

§ 14. Вполне регулярные пространства. Нормальные пространства 126 
I. Вполне регулярные пространства. II, Нормальные пространства. III. 
Системы множеств, подобные в комбинаторном смысле, в 
нормальных пространствах. IV. Действительные функции, 
определенные на нормальных пространствах. V. Наследственно 
нормальные пространства. VI. Совершенно нормальные пространства. 

 

§ 15. Прямое произведение XxY топологических пространств 143 
I. Определение. II. Проекции и непрерывные отображения. III. 
Действия над прямыми произведениями. IV. Диагональ. V. Свойства 
отображения f, рассматриваемого как подмножество пространства 
XxY. VI. Горизонтальные и вертикальные сечения. Цилиндр на 
множестве A⊂X. VII. Инварианты прямого произведения. 

 

§ 16. Обобщенные прямые произведения  154 
I. Определение. II. Проекции и непрерывные отображения. III. 
Действия над прямыми произведениями. IV. Диагональ. V. 
Инварианты прямого произведения. VI. Пределы обратных спектров. 

 

§ 17. Пространство 2x. Экспоненциальная топология  168 
I. Определение. II. Основные свойства. III. Непрерывные 
многозначные отображения. IV. Случаи, когда пространство X 
регулярно. V. Случай, когда пространство X нормально. VI. Связь 
пространства 2x со структурами и брауэровскими алгебрами. 

 

§ 18. Полунепрерывные функции  181 
I. Определения. II. Примеры. Связь с действительными 
полунепрерывными функциями. Замечания. III. Основные свойства. 
IV. Объединение полунепрерывных отображений. V. Пересечение 
полунепрерывных отображений. VI. Разность полунепрерывных 
отображений. 

 

§ 19. Пространство разбиения. Фактортопология  192 
I. Определение. II. Проекции. Связь с взаимно непрерывными 
отображениями. III. Примеры и замечания. IV. Связь фактортопологии 
с экспоненциальной топологией. 

 

ГЛАВ А 2 МЕТРИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА  197 
А. Связь с топологическими пространствами. L*-пространства 147 
§ 20. L*-пространства (в которых определено понятие предела) 197 



I. Определение. II. Связь с топологическими пространствами. III. 
Понятие непрерывности. IV. Прямое произведение L*-пространств. 
V. Счетно-компактные L*-пространства. VI. Непрерывная 
сходимость. Множество Yx как L*-пространство. VII. Операции над 
пространствами Yx с L*-топологией. VIII. Непрерывная сходимость в 
узком смысле. IX. Сходимость Мура — Смита (основные 
определения). 

 

§ 21. Метрические пространства. Общие свойства  213 
I. Определения. II. Топология в метрических пространствах. III. 
Диаметр. Непрерывность. Колебание. IV. Число ρ (A, B). Обобщенный 
шар. Нормальность метрических пространств. V. Ограничивающее 
отображение. VI. Метризация прямого произведения. VII. Расстояние 
между двумя множествами. Пространство (2X)m. VIII. Вполне 
ограниченные пространства. IX. Эквивалентность между счетно-
компактными и компактными метрическими пространствами. X. 
Равномерная сходимость. Метризация пространства Yx. XI. 
Продолжение относительно замкнутых и относительно открытых 
множеств. XII. Измельчение бесконечных покрытий. XIII. Gδ -
множества в метрических пространствах. XIV. Пространства 
близости. Равномерные пространства (основные определения). XV. 
Псевдометрические пространства. XVI. Паракомпактность 
метрических пространств. XVII. Проблемы метризации. 

 

§ 22. Пространства со счетной базой  247 
I. Общие свойства. II. Метризация и введение координат. III. 
Сепарабельность пространства Yx. IV. Отождествление замкнутых 
множеств. V. Произведение пространств со счетной базой. Множества 
первой категории, VI. Произведения пространств со счетной базой. 
Свойство Бэра. 

 

Б. Проблемы мощности 259 
§ 23. Мощность пространства. Точки конденсации 259 

I. Мощность пространства. II. Плотное подмножество. III. Точки 
конденсации. IV. Основные свойства операции О. V. Разреженные 
множества. VI. Объединения разреженных множеств. VII. Точки 
порядка lit. VIII. Понятие эффективности. 

 

§ 24. Мощность различных семейств множеств 263 
I. Семейства открытых множеств. Семейства множеств, обладающих 
свойством Бэра. II. Вполне упорядоченные монотонные семейства. III. 
Разложимые множества. IV. Производные множества порядка α. V. 
Логический анализ. VI. Семейства непрерывных функций. VII. 
Структура монотонных семейств замкнутых множеств. VIII. Строго 
монотонные семейства. IX. Связь строго монотонных семейств с 
непрерывными функциями. X. Строго монотонные семейства 
замкнутого порядкового типа. 

 



В. Проблемы размерности 282 
§ 25. Определения. Общие свойства 282 

I. Определение размерности. II. Размерность подмножеств. III. 
Множество E(n). 

 

§ 26. Нульмерные пространства 286 
I. База пространства. II. Теоремы редукции и отделимости. III. 
Теоремы об объединении нульмерных множеств. IV. Продолжение 
нульмерных множеств. V. Счетные пространства. 

 

§ 27. Пространства размерности п 297 
I. Теоремы об объединении. II. Отделимость замкнутых множеств. III. 
Разложение n-мерного пространства. Условие Dn . IV. Продолжение n-
мерных множеств. V. Размерностное ядро. VI. Слабо n-мерное 
пространство. VII. Семейства, определяющие размерность. VIII. 
Размерность прямого произведения. IX. Непрерывные и взаимно 
однозначные отображения n-мерных пространств. X. Замечания по 
поводу теории размерности в применении к произвольным 
метрическим пространствам. 

 

§ 28. Симплексы, комплексы, полиэдры 314 
I. Определения. II. Топологическая размерность симплекса, III. 
Приложения к задаче о неподвижных точках. IV. Приложения к кубам 

nT  и 0ℵT . Нерв системы множеств. VI. Отображения метрических 
пространств в полиэдры. VII. Аппроксимация непрерывных 
отображений отображениями κ. VIII. Бесконечные комплексы и 
полиэдры. IX. Продолжение непрерывных функций. 

 

Г. Счетные операции. Борелевские множества. Β-измеримые функции 343 
§ 29. Нижний и верхний пределы  343 

I. Нижний предел. II. Правила действий. III. Верхний предел. IV. 
Правила действий. V. Связь между пределами Li и Ls. VI. Предел. VII. 
Относительные свойства. VIII. Обобщенная теорема Больцано — 
Вейерштрасса. IX. Пространство (2X)L. 

 

§ 30. Борелевские множества 352 
I. Эквивалентность. II. Классификация борелевских множеств. III. 
Свойства классов Fα и Gα. IV. Двусторонние борелевские множества. 
V. Разложение борелевских множеств на непересекающиеся 
множества. VI. Знакочередующиеся ряды борелевских множеств. VII. 
Теоремы редукции и отделимости. VIII. Относительно двусторонние 
множества. IX. Предельное множество двусторонних множеств. X. 
Локально борелевские множества. M-операция Монтгомери. XI. 
Вычисление классов с помощью логических символов. XII. 
Приложения. XIII. Универсальные функции. XIV. Существование 
множеств класса Gα не являющихся множествами класса Fα. XV. 
Проблема эффективности. 

 



§ 31. B-измеримые отображения  382 
I. Классификация. П. Необходимые и достаточные условия. III. 

Суперпозиция функций. IV. Сужения функций. V. Функции многих 
переменных. VI. Сложные функции. VII. График отображения 

YX →:f . VIII. Предел функций. IX. Аналитическое 
представление. X. Теоремы Бэра о функциях первого класса. 

 

§ 32. Функции, обладающие свойством Бэра 408 
I. Определение. II, Необходимые и достаточные условия. III. 
Операции над функциями, обладающими свойством Бэра. IV. 
Функции, обладающие свойством Бэра в узком смысле. V. Связь с 
мерой Лебега. 

 

ГЛАВА 3. ПОЛНЫЕ ПРОСТРАНСТВА  415 
§ 33. Определения. Общие свойства 415 

I. Определения. II. Сходимость и фундаментальные 
последовательности. III. Прямое произведение IV. Пространство 
(2X)m. V. Функциональное пространство. VI. Полная метризация Gδ-
множеств. VII. Пополнение метрического пространства. 

 

§ 34. Последовательности множеств. Теорема Бэра 422 
I. Коэффициент α(А). II. Теорема Кантора. III. Приложение к 
непрерывным функциям. IV. Теорема Бэра [1]. V. Приложения к 
множествам типа Gδ. VI. Приложения к множествам типа Fσ и Gδ. VII. 
Приложения к функциям первого класса. VIII. Приложения к 
теоремам существования. 

 

§ 35. Продолжение функций  432 
I. Продолжение непрерывных функций. II. Продолжение 
гомеоморфизмов. III. Топологическая характеризация полных 
пространств. IV. Внутренняя инвариантность различных семейств 
множеств. V. Приложения к топологическим рангам. VI. 
Продолжение B-измеримых функций. VII. Продолжение 
гомеоморфизма класса (α, β). 

 

§ 36. Связь полных сепарабельных пространств с пространством Л" 
иррациональных чисел  

448 

I. (A)-операция. II. Отображения множества N в полные 
пространства. III. Взаимно однозначные отображения IV. Теоремы 
разложения. V. Связь с канторовским множеством C. 

 

§ 37. Борелевские множества в полных сепарабельных пространствах 458 
I. Связь борелевских множеств с пространством N. II. 
Характеризация борелевских классов множеств с помощью 
обобщенных гомеоморфизмов. III. Разложение двусторонних 
множеств в знакочередующиеся ряды. IV. Малые классы Бореля. 

 

§ 38. Проективные множества  464 
I. Определения. II. Соотношения между проективными классами. III. 
Свойства проективных множеств. IV. Проекции. V. Универсальные 
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функции. VI. Теорема существования. VII. Инвариантность. VIII. 
Проективные функции высказываний. IX. Инвариантность 
проективных классов относительно просеивания через решето и 
относительно (A) -операции. X. Трансфинитная индукция. XI. 
Операции Хаусдорфа. 

§ 39. Аналитические множества 489 
I. Общие теоремы. II. Аналитическое множество как результат (A) -
операции. III. Первая теорема отделимости. IV. Приложения к 
борелевскпм множествам. V. Приложения к B-измеримым функциям. 
VI. Вторая теорема отделимости. VII. Порядок значения B -измеримой 
функции. VIII. Составляющие, или конституанты. CA-множества. IX. 
Проективные классы функций высказываний, включающих 
переменные порядковые типы. X. Теоремы редукции. XI. Функции 
классов A и CA. 

 

§ 40. Вполне несовершенные и другие сингулярные пространства 523 
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ПРЕДИСЛОВИЕ 

К РУССКОМУ ИЗДАНИЮ 

Двухтомная книга выдающегося польского математика К. Кура

товекого "Топология" занимает в математической литературе особое 

положение. Это- исключительный по богатству материала трактат 
по теоретика-множественной топологии, включающий в себя и деск
риптивную теорию множеств, написанный одним из крупнейших 

мировых специалистов в этой области, написанный с исключительной 
тщательностью, точностью и безукоризненной обработкой всех дета
лей, словом, со всеми теми особенностями изложения, которые так 

характерны для работ, вышедщих из польской теоретика-множе

ственной школы, особенностей, которые делают книгу, вышедшую 

из этой школы, я бы сказал, верным другом ее читателя. 
Замечательная книга Куратонекого и является таким именно дру

гом, на которого можно положиться, который никогда не подведет 

и всегда поможет и начинающему математику, пажелающему, не 

испугавшись ее объема, перейти от начального знакомства с пред

метом к систематическому доскональному изучению всех его раз

ветвлений, и математику, уже давно работающему в данной области, 
которому необходима какая-нибудь справка или который нуждается 

в самом отшлифованном доказательстве какой-нибудь даже довольно 

специальной теоремы,- каждый найдет в этой книге то, что он 

в ней ищет. 

Топология Куратовского- это книга, имеющая большую исто
рию. Первое издание ее первого тома вышло более тридцати лет 
тому назад. Первый том состоит из трех больших частей (автор 

скромно называет их главами). Первая г лава содержит изложение 
теории топологических пространств на основе давно уже ставшей 

классической аксиоматики операции замыкания, предложенной Кура

товским еще в 1922 году. Во второй главе автор строит топологию 
метрических пространств преимущественно со второй аксиомой 

счетности. Третья г лава первого тома посвящена полным метрическим 

пространствам; она, в частности, содержит чрезвычайно полное изло

жение дескриптивной теории множеств (начатое уже в конце второй 

г лавы). Рукопись второго тома была закончена (в первом издании) 
непосредственно перед началом войны- в 1939 году и, к счастью, 
уцелела от ужасов войны. Невозможно без волнения читать отно
сящиеся сюда строки предисловия автора ко второму тому. 

Первая г лава второго тома посвящена компактным метрическим 

пространствам. Вторая и третья г лавы второго тома (связные и ло

кально связные пространства) посвящены вопросам, так или иначе 

группирующимся вокруг понятия связности. Эти вопросы составляют 
центральную часть той топологической дисциплины, которая обычно 

не совсем правильно называется "топологией континуумов". Польская 

математика может гордиться тонкими и г лубокими результатами, 
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полученны~ш в этой области польскими учеными, среди которых 
результаты автора данной книги занимают одно из самых первых 

мест. Изложение всего этого круга вопросов с той полнотой, с ко

торой оно сделано в "Топологии" Куратовского, совершенно уникально. 
Следующие две главы второго тома посвящены гомотопическим 

вопросам общей топологии (ретракты, отображения в сферу, стяги
ваемые и уникагерентные пространства, когомотопические группы и др.). 

Наконец, последняя глава занимается топологией плоскости. 
Заметим, что вопросы теории размерности трактуются как в первом, 

так и во втором томе-· во второй г лаве первого и в первой г лаве 

второго тома. 

Двухтомная книга Куратонекого пережила несколько изданий. 
Настоящее издание является пятым для первого и четвертым для 
второго тома. Оно одновременно выходит на русском языке 
и на английском. Во всех изданиях общий план и дух книги 
остались неизменными, но произошло большое пополнение ее содер

жания, приведеиного в соответствие с современным развитием той 

области мате~>iатики, которой книга посвящена. В частности, значи
тельно расширена трактовка вопросов теории топологических про

странств. Однако nри этом расширении содержания книга Куратоnекого 

сохранила свое лицо: это лицо польской топологической школы. 

Традиции этой школы, заложенные еще ее основателями-· Яни

шевским, Мазуркеnичем и Серnинским, затем так г лубоко и блестяще 
продолженные круnнейшими польскими учеными следующих поколе

ний- Куратовским, Кнаст€ром, Борсуком и, наконец, саnременными 
молодыми польскими математиками, жиnы в трактате Куратовского. 

Этот трактат, при всей своей полноте, не является энцикло
педией, регистрирующей без nропуска все, что сделано в теоре

тика-множественной топологии,- напротив, он отражает nкус автора 

и вкус школы, из которой он nышел и J(Оторую ов таr( блестяще 

предстаnляет. Разные направления теоретика-множественной тоnоло

гии отражены с неодинаковой полнотой, но это разнообразие всегда 
яnляется внутренне мотивированным и тnорчески оправданным. В част

ности, ни в одной книге по топологии, кроме этой, мы не найдем 

дескриптивной теории множеств, рассматриваемой как часть топо

логии, и это составляет одну из очень ценных особенностей заме

чательного труда, предлагаемого ныне вниманию советского читателя. 

Можно не сомнеnаться n том, что эта книга будет иметь такой же 

огромный успех, как тот, который она имеет у себя на родине 

и среди математикоn других стран. Несомненно, для очень многих 
советских ученых, работающих в самых разлиС~ных областях матема

тики, "Топология" Куратоnекого n ее русском переnоде станет на

стольной книгой. 

Болшево- Комаровка, 
4 октября 19б5 г. 

П. Алексюtдров 



ПРЕДИСЛОВИЕ 

К ПЕРВОМУ ТОМУ 

Этот том состоит из трех глав. 
Первая г лава посвящена в основном общим топологическим прО• 

странствам. Однако в ней рассматриваются также более специальные 
топологические пространства, такие, как с11 -пространства, регулярные 
пространства, впо.1не регулярные и нормальные пространства. Кроме 

того, в этой г лаве рассмотрен ряд фундаментальных понятий, таких, 

как база, подбаза, покрытие, непрерывное отображение, и ряд 

операций, таких, как прямое произведение .%'Х:У. операции 2Х и .%'/р 
( фактортопология). 

В этой и следующих главах мы существенно используем алгебру 

с замыканием. А именно мы старались выразить- там, где это 

было возможно и удобно,- наши определения, теоремы и дока
зательства в терминах алгебры Буля с операцией замыкания. Таким 
образом, в частности, выражены аксиомы топологического про

странства. 

Вторая глава посвящена изучению метрических пространств. Она 
начинается с изучения более общих пространств, в основе определения 

которых лежит понятие предела. В разделах Б и В пространство 

предполагается сепарабельным ыетрическим. Здесь же изучаются 

проблемы мощности и размерности. Часть раздела, посвященного 

теории размерности, имеет коыбинаторный характер (с такими поня

тиями, как симнлекс, комплекс, полиэдр и т. д.). Однако мы не 

используем алгебраических методов (группы гомологий и когомо
логий и т. д.), которые потребовали бы специальных гассыотрений, 
ВЫХОДЯЩИХ за рамки ЭТОЙ КНИГИ. 

Последний параграф второй главы посвящен теории борелевских 

множеств, функциям Бэра и связанныы с ними вопросам. Их изу

чение мотивируется необходимостью построения общей теории ото

бражений, которые не предпо,1агаются непрерывными. Поэтому этот 

раздел весьма отличается от предыдущих, которые носят более 

геометрический характер. Читатель, не интересующийся общей тео

рией функций, может опустить этот раздел. 

В г лаве 3 изучаются полные пространства. Значительная часть 
этой г лавы посвящена проблс:мам общей теории функций, которые 

можно сформулировать JJ топологических терминах. Здесь мы 
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рассматриваем аналитические и проективные множества, а также свя

занные с ни:чи вопросы. Стоит заметить, что недавно эти понятия 
получили интересные приложения в математической логике. 

В конце тома имеется добавление, состоящее из двух частей. 

Первая часть, посвященная Приложениям топологии в математической 

логике, любезно написана профессором Мостовским. Вторая часть, 

написанная профессором Сикорским, посвящена приложениям топо
логии к функциональному анализу. 

Второй том этой книги будет посвящен (как и во французском 

издании) понятиям компактности, связности, локальной связности, 

а также некоторым проблемам ретракции, теории гомотопий и кого

мотопий, проблемам п-мерных евклидовых пространств, особенно 

в применении к комплексной числовой плоскости. 

Читатель, знакомый с французским изданием этой книги, безусловно 
заметит, что значительная часть материала, касающегося метрических 

пространств, обобщена на случай топологических щ)остранств и по
мещена в первой г лаве (поэтому первая г лава выросла до 153 стр .). 

Автор понимает, что этот процесс обобщения теорем о метри

ческих пространстпах на случай топологических пространств не за

кончен. Однако, чтобы полностью завершить такое обобщение, при

шлось бы отложить опубликование этой монографии на нсопределенное 
время, а это неудобно как для автора, так и для издателей. 

Заметим, что значите.т1ьная часть материала _главы 1 не содер

жится во французском издании этой книги. Многие теоремы § 17 
и 18 были получены совсем недавно (некоторые из них - сами"! 
автором). 

В конце книги приводится обширный список литературы, содер

жащий наиболее известные монографии и учебники по топологии. 
На некоторые из них автор часто ссылаетсн в тексте. 

Считаю своим приятным долгом выразить г лубокую благодарность 
издательству ,J\·1ир" и профессору М. Я. Антоновскому за помощь 

в подго1овке нового издания этого тома на русском языке, а также 

доктору Энге,lькингу и пани .Карлович за многочисленные ценные 
замечания. 

Выражаю свою приэвательность многим коллегам, которые помо

гли мне в подготовке прежних французских изданий этой книги, 

впервые изданной в 1933 !'оду. Особенно я обязан Чеху, Гуревичу, 

Кнастеру, Отто, Позаменту, Марчевскому, Зигмунду, Сикорскому, 
Расёвой, Чассару, Катетаву, Мазуру и Мрувке. 

Варшава, 

декабрь, 1963 г. 

К. Курапювский 



ВВЕДЕНИЕ 

Здесь мы напомним некоторые обозначения и элементарные тео
ремы общ~й теории множеств и алгебры логики (см. Куратовский [45]). 

Понятия теории множеств постоянно используются в этой книге 

(за исключением (иi)-операции, которая является более специальной), 
а обозначения алгебры логики применяются там, где это ведет к упро

щению рассуждений (например, в § 31 и в § 37 -40). 

§ l. Операции логики и теории множеств 

1. Алгебра логики. Пусть а и ~-два tJьtсказывания (предло
жения). Обозначим через 1 а, или а', отрицание а (т. е. "не а"), 
через а V ~-дизъюнкцию ("а или ~"), через а 1\ ~- 1(0/iЪЮНIЩUю 
("а и ~"). Отношение а:::?~ означает, что а влечет за собой ~. 
а отношение а=~ означает, что а эквивалентно ~-

Справедливы следующие теоремы: 

11 а= а (закон двойного отрицания); 

(а:::?~)= [(1 ~):::? (1 а)] (закон ложного положения); 

1 (а 1\ ~)=(1 а) V (1 ~). 
l(a V M=Cia) А CIM 

(законы Моргана); 

(а=?~)= 1(1 а) V ~]. [а 1\ Ф V V)] =[(а А~) V (а 1\ V)]. 

Каждое высказывание имеет или значение 1 ("истинное"), или 
значение О ("ложное"). Мы имеем 

а 1\ Cl а)~ О (закон противоречия); 
а V (1 а)= 1 (закон исключенного третьего). 

11. Алгебра множеств. Обозначим через 1 некоторое заданное 
множество (рассматриваемое далее как пространство). Элементы этого 
множества обозначаются строчными буквами а, Ь, х, у, ... , под
множестnа-ааглавными буквами А, В, Х, ... , семейства 
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множеств--- жирным шрифто~1: А, В, Х, .... Запись х Е А означает, 
что х есть элемент множества А (принадлежит множеству А); А U В 
обозначает объединение множеств А и В, т. с. множество элементов, 
принадлежащих либо множеству А, либо множеству В; А n В- ne ре
сечение множеств А и В, т. е. множсстuо элементов, принадлежащих 
одновременно и множеству А, и множеству В; А- В есть разность 
множеств А и В, т. е. множество элементов, принадлежащих мно
жеству А, но не принадлежащих множеству В. Пустое множество 
обозначается через О. Запись А с В означает, что множество А есть 
подмножество множества В (содержится в множестве В). Дополне
нием к множеству А называется множество --А= 1- А (обозна
чаемое также через Ас). Отношение А :В, по определению, равно 
А U (-В). Наконец, си.~tяе т ричн а я разность определяется равен

ством А_,__ В= (А-- В) U (В-- А) 1). 
Имеют место следующие тождестnа (устанавливающие двойс твеп

пос ть между алгеброй логики и алгеброй ~1ножеств): 

х Е (-А)= 1 (х Е А); х Е (А U В)= (х Е А) V (х Е В); 
хЕ(АПВ)=(хЕА);\(хЕВ); (xEl)=l; (хЕО)=О; 

(А сВ) =:=:[(х Е А):::::} (х Е В)]; (А= В)= [(х Е А)= (х Е В)]. 

Отметим следующие формулы: 

AU(-A)=l, АП(--А)=О, -(-А)=А, 

А=(АПВ)U(А-В), (АПВ)сАс(АUВ), 

- (А U В) = ( -- А) П (- В) } 

(А в ( А ( в -формулы Моргана, - n )=- )U- ) 

- (А : В)= В- А, А : 1 =А, А : О= 1, 

(А --В) U В = А U В, (А : В) П В= А П В, 

А -'--(В_,__ С)= (А_,__ В)___,___ С, А П (В__,____ С)= (А П В)_._ (А П С), 

(Ас В)= [(А U В)= В)= [(А П В)= А) =(А --В= 0), 

(А с С);\ (BcD):::::} [(А U В)с(С U D)] ;\[(А П В)с(С П D)], 

(АсС);\ (ВсС)=-(А U В)сС, 

(СсА) ;\ (СсВ)=Сс(А П В). 

Множества А и В называются непе ресеtшющи.мися. если А n В= О. 
Множество. состоящее из одного элемента а, обозначается (а). 

1) В советской математической литературе употребляются следующие 
обозначения: вместо А- В пишут А"'-. В, вместо -А пишут СА и вместо 
А _,__ В пишут А6.В.- П рим. ne рев. 
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III. Функции высказываний. Пусть ер (х)- функция выс!<азы
ваний, переменная которой х изменяется на пространстве 1 (непустом). 
Выражение ер (х) обозначает некоторое условие: если х у довлетво
ряет этому условию, то ер (х) становится истинным высказыванием; 
в противном случае оно становится ложным высказыванием. Так, 

например, х >О есть функция высказывания (в пространстве дей
ствительных чисел). 

Запись V ер (х) означает: существует эле~1ент х, такой, что ер (х) 
х 

(т. е. элемент х, удовлетворяющий рассматриваемому условию). 

Запись Л ер (х) означает: для каждого элемента х мы имеем ер (х) 
х 

(т. е. каждый элемент х удовлетворяет рассматриваемому условию) 1). 
Например: Л (х + 1 > х), V (х2 = 1). 

х х 

Легко доказать следующие формулы: 

1 [У ер (x)J = 1) Гl ер (х)], ) 
} (обобщенные формулы Моргана), 

1 [1) ер (x)J- у fl ср(х)] J 

[ 1) ер (x)J =:}[У ер (x)J. [У ер (x)J V [У 1~ (x)J =у [ер (х) V ~ (х)], 

[1) ep(x)J 1\ [1) 1Hx)J- 1) [ср(х) 1\ ~(х)), 

у [ер (х) 1\ ~ (х)] =?[У ер (х)] 1\ [У ч) (х)]. 

[ 1) ер (х) V 1) ~ (х)] =:} 1) [ер (х) V ~ (х)]. 

Кванторы V и Л являются обобщениями связок V и 1\. А именно, 
если пространство 1 конечно, скажем 1 = (а 0 , а 1 , •.• , ап), то 

V ер (х) =ер (ас) V ер (а 1 ) V ... V ер (ап), 
х 

Л ер (х) =ер (а0) 1\ ер (а 1 ) 1\ ... 1\ ер (ап). 
х 

Очевидно, любое высказывание а можно рассматривать как функцию 
высказывания (которая тождественно истинна или тождественно ложна). 
Таким образом, мы имеем 

Vа=а=Ла, Vfa/\ep(x)J=a/\ Vep(x), 
х х х х 

а V Л ер(х)=Л [а V ер (х)]. 
х х 

') Вместо символов V и Л употребляются также символы Зх и ух. 
х х 
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IV. Операция Е. Символ Е ер (х) означает множество всех х, 
х х 

таких, что ер (х) 1). Например, множество Е (х >О) есть множество 
х 

положительных чисел. Множество Е (х2 = х) состоит из двух чи
х 

сел О и 1. 
Легко доказать следующие формулы: 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

t Е Е ер (х) ==ер (t), 
х 

~ Гl ер (х)] ==-[~ер (х)], 

Е (ер (х) V 1)J(x)] =Е ер (х) U Е 1jJ (х), 
х х х 

Е !ер (х) 1\ 1J!(x)J =Е ер(х) n Е 1J!(x). 
х х х 

V. Бесконечные операции на множествах. Пусть задано мно
жество Т. Поставим в соответствие каждому t Е Т множество А 1 
(подмножество пространства 1). Множества U А 1 и П А 1 опреде-

t t 
ляются следующйм образом: 

Очевидно, что если множество Т-- конечное, скажем Т= (1, 2, 
n), то мы имеем 

UAt=A1UA2U ... U An, ПА1=А1ПА2n ... ПАп· 
1 1 

В случае, когдаТ-множество положительных целых чисел, вместо t 
можно использовать переменную n и писать 

00 со 

U Ап вместо U А1 и П Ап вместо П А 1 • 
n=l t n=l t 

Существуют две важные счетные операции: 

со со со со 

Lim inf Ап = U П Ап+k и Lim sup Ап = П U An+k' 
n~oo n=O k=D п~сю n=O k=O 

Если Lim inf An = Lim sup An, то последовательность А0 , А 1 , ••. назы-
п~с:о n-+c:o 

вают сходящейся и пишут 

Limes An = Lim inf An = Lim sup An. 
n-+oo n-+oo n-+c:o 

1) Вместо символа Е <р (х) часто употребляется символ {х: q> (х)}. 
А 
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В силу соотношений (1), мы получаем дuойственные формулы к фор

мулам п. III, заменяя ер (х) на А 1 , симuол V- на символ U и т. д. 
х t 

Например, обобщенные формулы Моргана приобретают следующиn 

вид: 

(2) -UAt=ПC-At), 
t t 

(3) - n At= uc-At)· 
t t 

Добавим еще следующие формулы: 

(4) ~(А1 сВ)=[(УА 1)сВ], 

(5) 

Наряду с операциями U А 1 и П А 1 рассмотрим операции 8 (R) и 
t t 

р (R) на семействах подмножеств данного множества 1. А именно 
S (R) есть объединение и Р (R)- пересечение всех множеств, при
надлежащих семейству R. т. е. 

[х Е SCR)J=V (х Е Х Е R); 
х 

[х Е Р (R)J = [ 1) (Х Е R) =} (х Е Х)]. 

Итак, если семейство R конечное: R = (А 1 , ••• , Ап), то 

8 (R) = А 1 U ... U Ап и Р (R) = А 1 П ... ПАп. 

Если семейство R пустое, то 

8 (R) = О и р (R) = 1. 

Если элементами семейства R являются множества А 1, г де t Е Т, то 
S(R)=UAt и PCR)=ПAt. 

t t 

Vl. Семейство всех подмножеств данного множества. Это семей
ство будет обозначаться через (2X)set или просто через 2х там, где 

не может возникнуть путаницы (индекс используется для того, чтобы 

отличить это семеfiспзо от пространства всех замкнутых подмножеств 

множества Х, которое будет изучено позже). Таким образом, 

(1) А Е2Х=Ас:Х. 

Из V (4) следует, что 

(2) (УАt)Е2в=~(АtЕ2в). 

Согласно V (5), имеем 

(3) 2AnB = 2А П 28 И вообще 2nA 1 = n 2At, 

где t Е Т. Очевидно, что S (2х) = Х. 
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Vll. Идеалы. Фильтры. Непустое семейство R подмножеств дан
ного множества Х называется идеалом, если оно наеледе твенtlое 
и аддитивное, т. е. если 

(1) 

(2) 

из А ER и 

из А ER и 

ВсА следует, что В Е R; 

В Е R следует, что (А U В) Е R. 

Идеал называется со б с т венным, если Х ~ R. Собственный идеал 
называется .макси-иальны.м, если он не содержится ни в каком 

другом собственном идеале; это эквива.1ентно тому, что 

(3) либо А Е R, либо(- А) Е R для l<аждого лtножества АсХ. 

Можно показать (с помощью аксиомы выбора), что /Саждый 

со б с твенtlый идеал соде ржите я в некото ром ;,щ/Сси.мальном 
идеале. 

Понятие фильтра двойственно понятию идеала. А именно (непустое) 

семейство S подмножеств из Х называется фильтром 1) (см. Бур
баки (1], гл. !, § 6, П0 1), если 

(4) из А Е S и А сВ следует, что В Е S; 

(5) из А Е s и в Е s следует, что (А n В) Е s. 
Фильтр называется собственным, если О~ S. Собственный фильтр 

называется .макси.мальным (или ультрафильтром), если он не со

держится ни в каком другом собственном фильтре; это эквива

лентно тому, что 

(6) либо AES, либо (-A)ES для ~Саждого .множества АсХ. 

Очевидно, что се.мейство S является фильтро-и тогда и только 
тогда, когда семейство R .множеств (-А), где А Е S, является 
идеалом. 

Семейство множеств В назьшаетса центрированным, если 

В1 с В~ Р (R1) =1= О 

для любого конечного подсемейства В1 . 
Двойственное понятие можно ввести для идеалов. 

§ 2. Прямое произведение множеств 

1. Определение. П ря;,tое произведение множеств Х и У есть 
множество всех упорядоченных пар (х, у). где х Е Х и у Е У. Это 
множество обозначается через Х Х У. Таким образом, мы имеем 

(!) [(х, у) Е (Х Х У)]=:== (х Е Х) А (у Е У). 

1) Это лонятие ввел А. Картаи. 
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Более общо, пусть задана конечная система множестп Х1 , Х2 , ••• , Х п· 
Их прямое произпедение Х 1 Х Х 2 Х . . . Х Х n есть м но жест по всех 
последовательностей (х 1 ,х2 , •• • , хп)• где хkЕХkпри k= 1,2, ... , n. 

Если все множества Х1 , ... , Xn совпадают, т. е. Xk=.X. то 
их прямое произведение обозначим через хп. 

Пр и меры 1). Множеспю f/ 2 есть квадрат, множество gз- куб. Мно
жество jf2 - плоскость, множество gn есть п-мерное евклидово пространство. 

Цилиндр можно рассматривать как прямое произведение окружности 
(основания) на замкнутый интервал (высоту). Поверхность тора есть прямое 
произведение двух окружнnстей. 

11. Свойства прямого произведения. Следующие формулы легко 
доказываются с помощью I (1 ): 

(!) (XI U Х2) Х (YI U У2) = 
= (XI Х У1) U (XI Х У2) U (Х2 Х У1) U (Х2 Х У2), 

(2) (Х 1 П Х2) Х (YI П У2) = (XI Х У!) П (Х2 Х У2), 

(3) (Х 1 -Х2)ХУ=(Х 1 ХУ) -(Х2 ХУ). 
(4) (Х 1 сХ2 и У 1 сУ2)=(Х 1 Х У 1 сХ2 Х У2) (если X 1+0=t=Y1), 

(5) АХ В=(А Х У)П(Х Х В) (где АсХ и ВсУ), 

(б) -(АХ В)=((-А) Х Y)U(X Х (-В)), 

(7) [(Х 1 ХУ1)=(Х2 ХУ2)]~[Х1 =Х2 и У1 =У2], 

если все множители непустые. 

Отметим следующие свойстпа бесконечных объединений и пере-

сечений: 

(8) U А8 Х U В1 = U As Х В1 , 
S t S, t 

(9) 

111. Оси, ноординаты, проенции. Пусть заданы два пространства Х 
и У; мы называем их, как п аналитической геометрии, осями про

изпедения Х Х У. Каждый элемент z множества Х Х У имеет пид 
z=(x, у); элементы х и у назьшаются координатами элемента z 
(абсцисса и ордината); элементы х и у также называются n роеi<
ция~ии элемента z на оси. Более общо, проекцией .иножества 

А с Х Х У на ось Х является множестпо абсцисс элементов мно
жества А, т. е. множестпо 

EVrCx. y)EAJ. 
х у 

IV. Фуннции высказываний многих переменных. Функцию 
высказываний <р (х, у) двух переменных х Е Х и у Е У можно рас-

1) Через g обозначается отрезок [0, 1] действительной прямой g.- Прим. 
перев. 
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сматривать как функuию высказываний одной переменной z = (х, у) Е 
Е (Х Х У). Формулы § l, III остаются верными для функций двух 
(или более) nеременных, если х заменить на (х, у) (или на (х, у, z) 
и т. д.). Кроме того, 

V cr(x, y)===VVep(x, y)==VVep(x,y). 
х, у х у у х 

Л ер(х, у)= Л Л ер(х, У)=Л Л ер(х, у), 
х, у х у у х 

V ер (х) 1\ V 'Ф (х) = V [ер (х) 1\ 'Ф (х*)), 
х х х,х* 

Л ер(х) V Л 'ljJ(x)= Л [ер(х) V 'ljJ(x*)), 
х х х, х* 

V ер (х) V Л 1/J (х) := V Л [ер (х) V ·ф (x*)l ==Л V [ер (х) V 1/J (х*)], 
х х х х* х~ х 

V ер (х) 1\ Л 'Ф (х) = V Л [ер (х) 1\ 'Ф (х*)]:= Л V [ер (х) 1\ 1jJ (х*)), 
х х х х* х* х 

V Лер(х. у)=; Л Vep(x, у). 
х у у х 

Если х и у пробегают одно и то же пространство Х =У, то 
мы имеем 

/

v 1\ с;(х,у) х 1\ v с;(х,у)' 
х у у х ~ 

1\ с;(х,у) ==>/\ с;(х,х) V с;(х,х) V с;(х,у) 
х,у х хх х,у 

'V 1\ ~(х,у) 1\ V ~(х,у)/ 
у х >: у 

Пр и мер. Непрерывность функции в каждой точке х выра

жается следующим условием: 

Л Л V Л ( 1 h 1 < Ь) =; ( 1 1 (х + h)- 1 (х) / <е), 
е х Ь h 

г де область изменения е и Ь- множество положительных чисел, 
а область изменения х и h- множество (3 (прямая). 

Поменяв местами кванторы Л и V, мы получим условие равно-
х 6 

.мерной непрерывности функции 1· 
3 а меч а н и е. Легко видеть, что знак импликации в формуле 

V Лер(х, у)gЛ Vep(x, у) 
у х х у 

нельзя заменить знаком эквивалентности. 
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Однако имеет место следующая форму л а: 

Л V rtJ (х, у)= V Л rtJ [х, f(x)], 
х у f х 

где f есть отображение множества Х в множество У (см. § 3, 1). 

V. Связь между операторами Е и у. 

(!) EVrtJ(X,y)=UErtJ(X,y). 
х у у х 

Доказательство. Согласно§ 1, IV (!),мы имеем 

tEEVrtJ(x, y)=VrtJ(t, у). 
х у у 

Положим Ay=Erp(x, у). Тогда rtJ(f, y)=:=tEErtJ(X, y)=tEAy. 
х х 

Со г лас но § 1 , V ( 1), отсюд:з следует, что 

VrtJ(f, y)=VUEAy)==tEUAy=tEU ErtJ(X, у). 
)' у у у х 

Аналогично имеем 

(2) Е Л rp (х. у)= n Е rtJ Сх, у). 
х у у х 

Теорема 1). Множество Е VrtJ(X, у) является прое!<Цией 
х у 

множества Е ер (х, у) на ось Х. 
х, у 

Пусть А= Е ер (х, у). Тогда 

ер(х, у)=((х, У)ЕА) и Е Vep(x. у)= Е VC(x, у)ЕА). 
х у х у 

Это заоершает доказательство (см. IJI). 

Vl. Умножение на ось. Отметим следующие формулы: 

(!) Е rtJ(Y) = Х Х Е rtJ (у), 
~ у у 

(2) х~у [rtJ (х) V ф(у)] = [~ qJ (х) Х У] U [ Х Х ~ ф (у)] 

(ер.§ 1, IV(3)), 

3) Е [cr(x)/\ Ф(У)J =[Е rtJ(x) Х У] n [Х х Е 1\'(У)] = 
х, у х у 

=Е cr (х) Х Е 1\J(y) 

(ер. II (5) ). 
х у 

1
) См. Шрёдер [1], етр. 52, а также Тарекий и Куратонекий [1], стр. 243. 

2 Топология, т. 1 
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Пр и мер 1. Пусть о'7'- множество целых чисел и РЛ- множество рацио-
нальных чисел. Тогда мы имеем · 

РЛ =Е V V ((у Е o'!l') 1\ (z Е o'!l') 1\ (xz =у) 1\ (z + 0)]. 
х у z 

По.~ожим 

А= Е [(у Е o'!l') 1\ (z Е o'!l') 1\ (xz =у) 1\ (z + 0)]. 
х, у, z 

На основании § 1, IV (4) множество А представляет собой пересечение сле
дующих четырех множеств: 

1 о множества Е (у Е o'!l') = Х Х Е (у Е o'!l') Х Z, являющегося объедине-
х, у, z у 

нием плоскостей, пара.1Лельных множеству Х Х Z и пересекающих ось У 
в целочисленных точках; 

2° множества Е (z Е 3'), являющегося объединеннем плоскостей, парал
х, у, z 

лельных множеству Х Х У и пересекающих ось Z в целочисленных точках; 
зо гиперболического параболоида у = xz; 
4° пространства Х Х УХ Z без плоскости z =О. 
Согласно теореме п. V, мы получим множество РЛ, проектируя сначала 

множество А на плоскость Х Х У, а затем проектируя полученное в ре
зультате множество на ось Х. 

Пр и мер 2. Пусть f 1, / 2, ••• - последовательность непрерывных 
функций действительного переменнога х. Множество С точек сходи
мости этой последовательности есть, по определению, 

С= Е Л V Л [ 1 f n+т (х)- f n (х) 1 <;: ~ J · 
х k n т 

Положим 

An, т, k = ~ [ 1 fнт (х) - f n (х) / <:} J; 
тогда 

со со o:J 

С = П U П Ап, т, k· 
k=ln=lm=l 

Из этой последней формулы следует, что С- множество типа Fa6 
(ер. § 30, XII). 

Vll. Отношения. Факторсемейство. Функция высказываний двух 
переменных qJ (х, у) называется также отношениеJt; она часто запи

сывается в виде хру. 

Если множество Х есть область изменения переменной х и мно

жество У есть область изменения переменной у, то отношение р можно 

отождествить с подмножеством Е хру множества Х Х У. 
х, у 

Отношение р называется рефлексивным, если хрх для каждого 

х Е Х; отношение р симметрично, если хру влечет за собой урх; 
отношение р транзитивно, если хру и ypz влекут за собой xpz. 
Отношение, которое является рефлексивным, симметричным и тран

витивным, называется отношением эквивалентнос т и. 
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Пусть р- отношение эквивалентности между переменными х и у, 

имеющими одну и ту же область изменения Х =У. Легко видеть, 
что отношение р приводит к разбиению множества Х (.индуциро
ванному отношением р") на непересекающиеся множества (называемые 

классами ЭJ<вивалентности), такие, что два элемента х1 и х2 при
надлежат одному и тому же классу тог да и только тог да, ко г да х1рх2 • 

СемеАство всех классов эквивалентности называется факта рее .м ей

ство.и Xjp. 
Обратно, каждое разбиение D множества Х (т. е. каждое семей

ство D непересекающихся множеств, такое, что S (D) = Х) приво
дит к векоторому отношению эквивалентности р ("индуцированному 
разбиением D"). А именно 

хру = V (D Е D) (\ (х Е D) (\ (у Е D). 
D 

VIII. Конгруэнтность по модулю идеала. Пусть /- некоторый 
идеал. Мы скажем, что множество А конгруэнтно В по модулю 1 
(A~Bmodl), если (A--'--B)EI, т. е. если (A-B)EI и (B-A)El. 

Легко доказать следующие два утверждения (см. Сикорский [7], 
стр. 27); 

(1) отношение А~ В mod 1 является отношением эквива
лентности; 

(2) если А 1 ~ В1 и А2 ~ В2 , то (А 1 U А2) ~ (В1 U В2), 
(А 1 n А2) ,.._,(В 1 n В2) и (А 1 - А2) ,.._, (В 1 - В2). 

Докажем еще два предложения. 

(3) А,.._, В mod 1 тогда и толы<о тогда, когда А и.иеет вид 

(а) A=(B-P)UQ, где РЕ! и QEI. 

Предположим сначала, что условие (а) выполнено. Тогда А- BcQ 
и В- А с Р. Отсюда следует, что А~ В mod /. 

С другой стороны, пусть (А- В) Е 1 и (В- А) Е/. Положим 
Р =В -А и Q =А- В. Тогда выполняется условие (а). 

(4) Пусть 1 является а-идеалом (т. е. обмдинение любого 
счетного семейства .множеств, принадлежащих /, принадле
жит /). Тогда 

(~)если An~Bnmodl, то (YAп)~(YBп)modl. 

Это следует из очевидных формул 
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§ 3. Отображения. Упорядочения. Кардинальные 
и порядковые числа 

1. Терминология и обозначения. Пусть !-отображение (функ
ция), определенное отношением у= f (х), где персменная х изменяется 
на множестве Х (область определения отображения f) и у Е У. Таким 
образом, 

(1) !=Е [y=f(x)]cX Х У, 
х. у 

и мы говорим, что f есть отображение Х в У, и записываем 
это так: 

(2) f: х ~у или х __L+ У. 

Множество всех отображений Х в У обозначается через ( У)~1 , 
или просто ух в тех случаях, когда исключается путаница (индекс 
используется для того, чтобы отличать это множество от множества 

непрерывных отображений, которое будет рассмотрено позже). 

Очевидно, что 

ух с 2х х v. 

Если каждый элемент множества У есть значение отображения f, 
то говорят, что f есть отображение множества Х на множество У. 

Если для данного отображения f : Х -+ У мы ограничим область 
изменения переменной х множеством Е с Х, то мы получим сужен
ную функцию g = fl Е. Таким образом, 

(3) g (х) = f (х) для х Е Е и g с f. 
Ввиду последнего включения мы называем отображение f nродал

женаем отображения g. 
Пусть Х, У и Z- три множества и f, g- два отображения, 

такие, что f: Х ~У и g: У~ Z. Тогда композиция этих отобра
жений h : Х ~ Z записывается в виде h = g о f (или сокращенно 
h = g f) и определяется форму л ой 

(4) h (х) = g [f (х)] для х Е Х. 

Композиция отображений ассоциативна, т. е. 

(5) 

Таким образом, композиция f 2f 1f 0 определяется корректно при усло

вии, что fп: Хп->Хп+l для п=О, 1, 2. 
Отображение f : Х ~ У называется взаимно однозначным, если 

[/ (xi) = f (x2)l ~ (xl = Х2), 
т. е. если 
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Очевидно, что если отображения f : Х ~У и g : У~ Z взаимно 
однозначны, то и отображение h = g о f взаимно однозначно. 

11. Образы и прообразы. Пусть f: Х ~У. Назовем образом 
множества А с Х множество 

(1) j1 (А)= Е V [(х Е А) 1\ (у=! (х) )] 
у х 

(если невозможна путаница, мы пишем f (А) вместо j1 (А)). 
Обратно, если множество В с У, то прообразом множества В 

назовем множестnо 

(2) Г1 (В)= Е [f(x) EBJ. 
х 

Итак (см. § 2, III), f (А) есть проекция на ось У множества 
Е [(х Е А) 1\ (у=! (х) )J 

х, у 

и f- 1 (В) есть проекция на ось Х множества 

Е [Cf(x)EB)/\(y=f(x))J= Е [(yEB)/\(y=f(x))J. 
х, у х, у 

Легко видеть, что 

(3) f(A) =Е [А n /- 1 (у)+ о]. 
у 

По определению, имеем 

(4) 

в / -1 б 
частности, определено для лю ого одноэлементного множе-

стnа (у), где уЕУ. 
-1 

В дальнейшем мы условимся писать f (у)= j- 1 ((у)). Тогда 
-1 -1 

(5) f: У~ 2х и [х Е! (у)]== [у= f (х)]. 
-1 

Очевидно, что если у Е У - f (Х), то f (у)= О. 
Рассмотрим теперь разбиение D1 (или сокращенно D), индуциро

-1 
ванное отображением f; D 1 есть семейство всех множестn f (у), г де у 
пробегает множество f (Х). Тогда 

-1 -1 -1 

(6) X=Uf(y) и /(y)n/(y')=O для у+у'. 
у 

1 

Определим f для D Е D формулой 
1 1 

(7) (/ (D)) = j1 (D); следовательно, f : D ~У. 
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1 

Очевидно, что f- взаимно однозначное отображение, и если У= f (Х), 
-1 1 

то отображение f является обратным к f: 
1 -1 -1 1 -1 

(8) f f =тождественное= f f и f: У~ D. 

111. Операции над образами и прообразам и. Пусть f : Х ~ У, 
А 1 с Х и В1 с У, где t Е Т. Легко установить следующие 12 форму л: 

(1) f (А1 U А2) = f (А1) U f (А2), 
(1 а) !(У А1)= у f(At), 

(2) f (А1 П А2) с f (А1) П f (А2), 

(2а) f (Q А 1) с Q f (At), 

(3) f (А1)- f (А2) с f (А1- А2), 

(4) (А 1 с А2):::::} (f (А 1 ) с f (А2 ) ), 

(11) (f(A)= О)=(А = 0), 

(б) Г 1 (В1 U В2) = f-
1 (В1) U /- 1 (В2), 

(ба) Г 1 (У Bt) =у /- 1 
(Bt), 

(7) г\в1 n в2) = J-
1 (В1) n /-1 (В2). 

(7а) Г\QBt)=Qf- 1 (Bt), 

(8) f- 1 (В1- В2) = (f-
1 (В1)- Г1 (В2) ), 

(9) (В1 с В2)=}(Г 1 (В1) с /- 1 (В2)). 
(1 О) (J- 1 (В)= О)==(В П f (Х) = 0), 

(11) А с f- 1 j(A), 

(12) jf- 1 (B)=BПJ(X). 

(1 3) f(A)ПB=J[A n/-1 (B)]. 

откуда 

( 1 3') [/(А) П В= О]=[А П /- 1 (В)= О] 

и (что эквивалентно) 

(13") [f(A) с Bj=[A с f- 1(B)j; 
следовательно, 
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Для того чтобы доказать формулу (13), предположим, что 

у Е f (А) n В. Тогда существует элемент х Е А, такой, что y=f (х) Е В, 
следовательно, х Е f- 1 (В) и у Е f [А n f- 1 (В)]. Обратно, согласно 
форму лам (2) и (12), 

f [А n f -I (В)] с f (А) n f f -! (В) = f (А) n В. 
Формулы (14) и (15) относятся к сужению.!: 

(14) пусть g=JIA. тогда g- 1 (B)=AnГ 1 (B), 

(15) пусть X=UA 1 и g 1=/IA1, тогда j- 1 (B)=Ug- 1 (B). 
1 1 t 

Эти формулы могут быть установлены следующим образом: 

[х Е g- 1 (В)]= [g(x) EBJ = [х Е А и f(x) EBJ -[х Е А n/-1 (B)], 

/-
1 (В)= U/-1 (В) n А1 = u g; 1 (В). 

t 1 

Далее, имеем 

(16) 

В самом деле, 

отсюда следуст, что 

Имеет место формула 

(17) 

Действительно, 

[(А Е D1) А (А с /- 1 (В))]- V ((у Е В) А (А= /\у))]= [А Ef
1

(B)]. 
у 

Заметим, что если f- взаимно однозначное отображение, то вклю
чения (2), (2а) и (3) превращаются в равенства. А именно в этом 
случае мы имеем 

(2') 

(2' а) 

(3') 

f (AI n А2) = f (AI) n f (А2), 
f (Q At)= Q f(At), 

f(Al- А2) = f (AI)- f(A~. 
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Кроме того, если f- взаимно однозначное отображение, то 

(18) (х Е А)== [f (х) Е f (А)]. 
Легко могут быть установлены следующие правила алгебры 

фунлций: 

(18') (f = g) =? (jl = g1), 

т. е. если f(x)=g(x) для каждого хЕХ. то f(A)=g(A) для 
каждого А с: Х. 

Обозначим через id тождественное отображение (для соответ
ствующей области изменения переменноt\); тогда (см. (11) и п. V) 

id с /-1
/. 

(19) ( 1 1 ) f- f = id == (f --взаимно однозначное отображение). 

Со г лас но форму л е (12), мы имеем 

(20) /J- 1 с: id, 

(21) (//-1 = id)==U есть отоб раженае на). 

Рассмотрим теперь составное отображение f = (/0, / 1), где 
fo: Х ~ У0 и / 1 : Х ~ У1 ; отображение f определяется условием: 

j(x)=(f0 (x), j 1 (x)), следовательно, j:X~Y0 XY1 • 

Имеют место следующие формулы: 

(22) j(A)c:j0 (A)X/1 (A), где АсХ, 

(23) j- 1 (B0 XB)=f~
1 (B0)nJ;

1 (B1), где В0 сУ0 и В1 сУ 1 • 

Действительно, 

(Уа• У1) Е f (А)== V (х Е А) 1\ (Уо = fo (х)) А (у!= !1 (х)) =? 
х 

=? [Уо Е /о (А)] А !У1 Е /1 (А)]; 

[ х Е Г 1 (Во х В!)];;::: [f (х) Е (Во х В!)]== 

==[!0 (х) ЕВ0] А [!1 (х) ЕВ1] == [х Е/0-
1 (В0) П f 1-

1(B1)]. 

Рассмотрим, наконец, отображение-произведение g = fo Х / 1• 

где / 0 : Х0 -> У0 и / 1 : Х1 -- У1 ; отображение g определяется сле
дующим образом: 

таким образом, 
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Легко видеть, что 

(24) g(A0 XA1)=/0 (A0)X/1 (A 1), где А1 сХ1; 

(25) g-
1 (В0 Х В1) = /~ 1 (В0) Х /;

1 (В1). где В1 с У1 • 

IV. Коммутативные диаграммы. Пусть f: Х ~У, g: У~ Z 
и h : Х ~ Z. Если h = g о f, то говорят, что (треугольная) диа
г ра.м.ма 

ко.и.му тат ив н а. 

Очевидно, что 

(1) h -1 ~-1 -1 = • og ' т. е. 

Здесь g- 1
: 2z ~ 2У и f- 1

: 2У -> 2х. Более общо, (прямоугольная) 
диаzрам.ма 

х _!_..".у 

lzl 1 g 
t t 
т -т). z 

называется ко.м.иутативной, если 

(2) gof=koh, т. е. g[f(x)]=k[h(x)]. 

Треугольная диаграмма, очевидно, есть частный случай прямоуrоль
ной, а именно когда Т= Z и отображение k тождественно. 

Из соотношения (1) следует, что 

(3) 

Теорема 1. Фор.иула (2) Э!(ВUвалентна фор.иуле 

(4) fh- 1 с g·-lk 

и фор.иуле 

(5) 

Д о к аз а т е ль с т в о. (2) ~ ( 4). Действительно (см. J (5), 
ш (19), (20) ). 

/h- 1 с g- 1gfh- 1 = g- 1khh-! с g- 1k. 

( 4) ~ (2). В самом деле, 

gj с gfh- 1h с gg- 1klz с:: kh, 
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следовательно. g f (х) с kh (х), и поэтому g f (х) = kh (х). Так ка!{ 
формулы ( 4) и (5) симметричны (относительно диагонали Х Z), то 
доказательство эквивалентности (2)==(5) аналогично. 

Определен и е. Диаграмма называется бико.м.мутативной 1), 
если 

(б) 
или (симметрично) если 

(7) 

Другими словами (в соответствии с теоремой 1 ), диаг ра.м.ма 
бико.м.мутативна, если она ко;u,tутативна и удовлетворяет 

Вlслючению, об ратно.иу включению (4) (или (5) ), т. е. 

(8) g- 1k cfh- 1 или, симметрично, k- 1g с hf- 1
• 

Т е орем а 2. Ко.и.мутативная диаzра.нNа является бuком
мутативной тогда и только тогда, 1согда выполняется сле
дующая импликация: 

(9) если g(y)=k(t), то существует элеJ.tент х, 

такой, что у= f (х) и t = h (х). 

Д о к аз а т с ль с т в о. Достаточно показать, что (8) == (9). 
--1 

(8)::::.) (9). Предположим, что g (у)= k (t). Тогда у Е gk (t), и 
-1 

поэтому, согласно форму л е (8), у Е f lz (t). Следовательно, существует 
элемент х, такой, что y=f(x) и h(x)=t. 

-1 

(9)::::.) (8). Пусть у Е g-k (t). Тог да g (у)= k (t). Из утверждения (9) 
~1 -1 

следует, что (х) Е h (t) и (у)= f (х) Е flz (t); это завершает дока-
зательство. 

3 а меч а н и е 1. Коммугативнан диаграмма не всегда явля.стся 
бикоммутативrrой. Приыер: Х =У= Т= (а, Ь), Z =(а), f = lz
тождественные отображения и {[ = k = coпst. 

3 а меч а н и с 2. Если f = id, то бикоммутативность (треугольной) 
диаграммы означает, что 

(1 О) -1 -lk lz =g ; 

следовательно, в случае, когда h ее ть отображение на, k ее ть 
взаа.l.lно однозначное о т об ражение. В самом деле, со г лас но равен-

10 -1 -1 -1 -1 1 -1k-1 с 
ству ( ), hh = hg k, но hh = id и g = z . ледова-

тельно, k - 1 k = id, а это означает, что k есть взаимно однозначное 
отображение (см. IIl (19) ). 

1) Или то~ной, см. Хи.пон [1], § 6, стр. 32. 
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V. Многозначные отображения. Мы называем функцию .много
значной. _если ее значениями являются множества (подмножества 

данного множества). Так. например, отображения J1 : 2х--+ 2У и 
1 у '( f- : 2 ~ '2', рассмотренные в п. II, являются многозначными. 
Пусть F 1: У--+ 2х --многозначные отображения, причем t Е Т; 

таким образом, F1 (у) с Х. 
Мы условимся писать 

F 0 с* F 1, если F0 (y) с F 1 (у) для любого у Е У, 

(или просто F 0 с F 1, если исключается путаница в связи с обозна

чением g с f, использованным в 1 (3)); 

F=F0 UF1• если F(y)=F0 (y)UF1(y) для любого YEV; 

F=F0 ПF1 , если F(y)=F0 (y)ПF 1 (y) для любого уЕУ 

и т. д. 

Таким образом, множество (2Х)У можно рассматривать как 
алгебру Буля. 

Т е· орем а 1. Пусть А с Х; иJtеют .место следующие фор
Jtульt: 

(1) (FocF1)=}(F!1(2A)cF0
1(2A)); 

(2) если F=F0 UF1, то F- 1 (2A)=F0 1 (2A)ПF! 1 (2A), 

и вообще 

(2а) (YF~)-1(2A)=QF11(2A); 

(3) если F=FoПFJ, то [F01 (2A)UF! 1(2A)]cF-1(2A). 

и вообще 

(За) 

д о к аз а т е ль с т в о. Чтобы доказать справедливость соотноше

ния (1), предположим, что yEFi- 1(2A). Тогда F1(y)E2A. т. е. 
F1 (у) сА. Так как F0cF1, то отсюда следует, что F 0 (y)cF1 (у)с:А, 
и поэтому у Е Fa 1 (2А). 

Равенство (2а) следует из соотношений (см. § 1, VI (2)) 

у Е(У Ft/
1 (2А) =(У Ft(Y)) Е 2А= '! [Ft (у) Е 2AJ= 

=л [у Е F;
1
(2A)J= у Е n F/ 1 (2А). 

t 1 
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Соотношение (За) следует из соотношения (1) в силу включения 

(f) PJ) с: PJ 

и§ 1, V(4). -1 

Теорема 2. Пусть j:X~Y. Положим P=f. Тогда мы 
имеем 

для любого А с: Х. 
В самом деле, согласно 11 (3 ), мы имеем 

lY Е У- 1 (A)I ==[А nР (у)= 01 
и 

VI. Множества одинаковой мощности. Кардинальные числа. 
Два множества Х и У называются множествами одина1<овой мощ
ности (или эквивалентными в смысле теории множеств), если 

существует взаимно однозначное отображение множества Х на мно
жество У. В этом случае пишут Х ~ У. 

Легко видеть, что отношение Х ~У является отношением ЭКIJИ· 
валентности. Это приiJодит к введению понятия кардинального числа. 
А именно каждому множеству Х мы ставим в соотв~тствие объект, 

называемый кардинальным числом и обозначаемый Х, причем двум 
множествам Х и У сопоставляется одно и то же кардинальное число 
тогда и только тогда, когда Х ~У. Заметим, что класс эквива

лентности, соответствующий этому отношению, не есть множество 

в смысле теории множеств; однако если переменвые множестiJа Х 
и У являются подмножествами данного множества А- как в боль
шинстiJе проблем топологии, то классы эквивалентности - множества 
и могут рассматриваться, по определению, как кардинальные числа 

(относительно А). 
Как обычно, через N 0 обозначается кардинальное число множе

ства целых чисел, а через с- кардинальное число множества дей

ствите,1ьных чисел. 

Имеют место следующие соотношения, аналогичные хорошо 
известным арифметическим правилам: 

(1) уХ u т,_, уХ х ут при условии, что х n т= О, 
(2) (У х Z)X,....., (УХ) х (ZX), 

(З) ух х т,....., (уху. 

Докажем соотношение ( 1 ). Положим а(/)=(// Х, f / Т) для 

f Е уХ u т. Легко видеть, что а есть взаимно однозначное отобра
жение левой части соотношения (1) на правую. 
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Аналогично мы поступаем в случае соотношений (2) и (3). 
Докажем соотношение (2). Пусть f (х) = (/1 (х), / 2 (х)) для 

/Е(У Х Z)x. Положим ~(/)=(/1 • / 2). 

Докажем соотношение (3). Пусть f Е ух х т. Положим 
( 4) g t ( х) . f ( х' t). 

Следовательно, g1 Е ух, и поэтому g Е (УХ)Т. Наконец, положим 
v (/) = g. Отображение v и есть требуемое отображение. 

Vil. Характеристические функции. Ха pat< те рис т аrtеской 
функt{ией множестiJа А (содержащегося IJ данном пространстве Х) 
мы назьшаем функцию f А• определенную следующим образом: 

l ДЛЯ х Е А, 

о д.'! Я х Е х -·- А. 

Таким образом, определено отображение f: 2х -+ (0, l )х. Легко 
пидеть, что отображение f взаимно однозначно и является отобра
жением на. Итак, 

(это показывает, что обозначения Ух и 2х согласованы). 
Имеют место следующие формульr: 

(l) 

(2) 
(3) 

(4) 

(5) 

(б) 

(7) 

(8) 

fx=:::.l, 
fo=:::.O, 

f -А (х) = 1- f А (х), 
f А n в= f А · f в· 

fA_в=fA-·-!Anв• 
если А= U А1 , то f А (х) = max f А (х), 

t 1 1 

если А= nА/, то f А (х) = miп f А (х), 
t 1 1 

(А= Limes Ап):::::: (f А (х) = lim f А (х)). 
n~oo п...:;.со n 

Понятие характеристической ф)щщии множества можно распро
странить на последовательность мнт~ или, более общ!.\\ обра
зом, на многозначную функцию. А именно пусть F: Т-+ 2х. т. е. 

F (t) с Х при t Е Т. Тогда характеристическая функция f F отобра
жения F ставит в соответствие каждомухЕ Х функцию f р(х) Е (0, 1 )Т, 
определенную следующим обра:>ом: 

(9) 1 { 1, если х Е F1, 

fp(x) = О, если х Е Х- F1. 
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Таким образом, характеристическая функция последовательности 

F1, F 2, ••• , Fn• ... принимает в качестве значений последоватеш,
Iюсти чисел x(I), х(2), ••• , такие, что x!n) = 1, если х Е F п• и 
x(n)=0, если хЕ(-Рп)· 

VIII. Обобщенное прямое произведение. Понятие многозначной 
функции приводит к обобщению прямого произведения. А именно 

пусть F : Т~ 2х, т. е. F (t) с Х. Тог да прямое произведение 

П F(t) 
tET 

есть, по определению, множество всех функциИ z Е хт, таких, что 
z (t) ЕР (t) при t Е Т. Таким образом, мы имеем 

(О) ( z Е~ F (t))= '! (z (t) ЕР (t)). 

Заметим, что если F (t) = Х для любого t Е Т, то П F (t) = хт. 
t 

Приведенное выше определение обобщенного прямого произведе

ния совпадает в случае конечного Т с определением, данным в § 2, 1 . 
.М.ы будем часто писать Х 1 вместо F (t) и z1 вместо z (t). Как и 

в конечном случае, мы будем называть множества Х1 ося.ми произ
ведения П Х1 ; z (t) будем называть t-t\ !(Оордина:пой точки z (или 

t 
ее проекцией на множество Х1 ; мы также будем писать pr1 z вме-

сто z1
). 

Пусть множество А 1 с Х1 . Следующие формулы являются обоб
щениями формул § 2, 11 (5), § 2, 11 (6), § 2, II (2), VI (1) и VI (2) 
(см. Бурбаки [3]): 

(1) ПА 1 =ППАt,t'• где At,t=At и At,t•=Xt' для t'=l=f; 
t t t' 

(2) - П А1 = U П Bt, t'• где В,, t= -А 1 и В1 , 1• = Xt• для t' =l=f; 
t t t' 

(2') П П As, t = П П As, t; 
s t t s 

(3) yUXt ~ П yxt при условии, что Xt П Х1 , =О для t' =1= t; 
t 

(4) (~ У1)х ~~(У:). 

Следующая форму л а выражает ассоциативность прямого произве

дения: 

(5) если T=T'UT", Т'ПТ"=О, 

то П У1 ,_, [ П Yt• Х П Yt"]· 
tET t' ЕТ' t"ET" 
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Отметим теперь следующее обобщение формулы, данной в заме

чании в § 2, IV. 
Пусть ср1 (х)-функция высказьшаниtt, где tET и хЕХ1 . Тогда 

(б) Л V Ч't (х) == V Л GJt (Z1), 
t х~Х1 z t 

г де переменная z изменяется на множестве П Х 1. 
t 

Рассмотрим теперь составное отображение f : Х ~ П У1 , г де 
t 

f = (/1) и / 1 : Х ~ V1. Тогда имеем 

(7) [у= f (х)] __::Л [у 1 = ft (х)]. 
t 

Формульi 111 (22) и 111 (23) легко могут быть обобщены следую
щим образом: 

(8) /(А) сП /1 (А), где А с: Х; 
( 

(9) Г 1 (~ В1) = Q j,-r (Bt), где В1 с У1 ; 

в частности, если Bt = V1 для всех t, кроме t0 , то 

(10) /- 1 (ПВ1)= /1;, 1
(BtJ 

\ t 

Наконец, рассмотрим отображение-произведение g = П f 1, где 
t 

/ 1 : Х 1 ~ У1 • Это означает, что 

(11) [у= g (z)] =Л [yt = ft (zl)]. 
t 

Имеют место следующие обобщения форму л 111 (24) и 111 (25): 
(12) g· ( ~ At) = Q ft (At), где А 1 с Х1 , 

(13) g-
1 (~ Bt) = ~/t 1 

(Bt), где В1 с У1 , 

и, n частности, 

(14) g- 1 (у)= П /t- 1 
(/), где У Е П r't· 

t t 

Д о к аз а т е ль с т в о. Применяя соотношения (11), (О) и (6), мы 
получаем 

= V Л lY 1 = ft (z1
)] (Z

1 Е At) ==Л V [.)'1 == ft (х)] (х Е At)== 
z t t х 

==л yl Е ft (At) =у Е п ft (At); 
t t 

z Е g-l (П Bt)=g (z) Е П Bt =Л !t (Z1) EBt= 
t t t 

=-:.Л z 1 E/t- 1 
(Bt)==z Е П /1 1 (В.t)· 

t t 
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IX. Примеры счетных произведений. Обозначим через 95 мно

жество всех положительных целых чисел; тог да произведение хш 
есть множество всех бесконечных последовательностей 

(1) z=(z1, z2, ... , z", ... ], где znEX для n=l, 2, 

В этом случае удобнее писать Х~' вместо X9J (подобно тому как 
мы писали хп вместо х<о, 1' · .. , n-l); это обозначение б у дет расши

Nа 
рено в п. XII до Х для произвольнаго а). 

Следующие примеры стали классическими. 

1. Элементами множества (5 111
' (так назьшаемого простране тв а 

Фреше) являются бесконечные последовательности действительных 

чисел. Если эти действительные числа лежат в интервале [J: 0-<,:х<;: 1, 

то мы получаем гальбертов куб [J 111
'. 

2. Множество 95 1110 может быть отождествлено с множеством e/V 
всех иррациональных чисел между О и 1. А именно каждый эле-

мент z Е 95111
' определяет единственным образом иррациональное число 

(разложенное в непрерывную дробь) 

(2) 1 1 1 1 1 1 

-1 -~ +1-2 + · · · +-п + ... · z z 1 z 

3. Если множество А состоит из двух элементов, то множество 

А 111' может быть отождеств.1ено с канторовы.м дuсконтинуу.мо.м 'б', 
определенным следующим образом (здесь мы положим А= {0, 2), 
см. Кантор [5], стр. 590): оно состоит из чисел вида 

(3) 

где zn равно О либо 2, т. е. 'б' есть множество всех чисел интер
вала [J, которые могут быть зJписаны в троичной системе счисления 

без использования цифры 1. 
Другое (геометрическое) определение 'б' заключается в следующем. 

Разделим интервал [О, 1] на три равных интервала и выбросим 
средний открытый интервал. Далее, разделим каждый из оставшихся 

двух интервJлов [О, j J и [ {, 1 J на три равных интервала и вы
бросим (открытые) средние ивтерва.1ы. Продолжая этот процесс, мы 

получим бесконечную последовJтельность вычеркнутых открытых ин
тервалов. Выбрасывая из интервала (0, 1) их объединение, мы полу
чим множество 'б' (которое было получено выше арифметически). 

Канторов днеконтинуум применяется во многих рассуждениях. 
Здесь мы отметим следующий факт. Пусть А 1 , А 2 , ••• , А 11 , ••• -

бесконечная последовательность подмножеств множества Х и f-
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характеристическая функция этой последовательности (см. п. VII); 
тог да 2/ есть отображение множества Х в множество '6' и 1) 

{ 
2, если х Е An, 

2/11 (х)= 
О, если хЕХ -Ап. 

Х. Уnорядочение. Пусть задано мtюжество Х и некоторое отно
шение между его элементами, записанное в в·иде х-< у. Рассмотрим 
следующие четыре условия (рефлексивности, антисимметрии, транзи

тивности и связности): 

1. Для всех х а.меем х-< х. 
2. Если х-< у и у-< х, то х =у. 
3. Если х-< у и у-< z, то х-< z. 
4. Для каждой пары х, у либо х <у, либо у< х. 

Если выполняются условия 1-3, то мы говорим, что отношение 
х-< у есть упорядочеliие множества Х (или что множество Х упо
рядочеliо); отношение х-< у называется частичliьtМ упорядоче/iием, 
если оно удовлетворяет только условиям 1 и 3. Если выполняются 

все условия 1-4, то говорят, что множество Х ли/iейliо упо ряда-
чelio. 

Например, множество 

Х с У =!= Х. Если семейство 
2х упорядочено отношением включения 

Rc2x линейно упорядочено отношением 
включения, то мы говорим, что оно моното/iНО. 

Частично упорндоченное множество называется liаnравленным, 

если для любой пары его элементов х, у существует такой эле

мент z, что х-< z и у-< z. Таково, н;шример, множество 2х (так 
как А с А U В и В с А U В). 

Упорядоченное множество Х называется коliфинальliЫМ с мно
жеством У с Х, если каждому элементу х Е Х соответствует эле
мент у Е}-', такой, что х-< у. 

Например, множество всех действительных чисел конфинально 
с множеством положительных целых чисел. 

Очевидно, что если множество Х содержит последliий элемент а, 
то оно конфинально с (а). 

Мы говорим, что отношение -<. которое упорядочивает множе
ство Х, и отношение -< *, которое упорядочивает множество У, 
устанавливают noдoбliЬte упорядочения, если существует взаимно 

однозначное отображение f (называемое отображение.\! подобия) 
множества Х на множество У, такое, что 

(xi-< Х2) = (f (xl)-< * f (х2)). 
Отношение подобия двух упорядоченных множеств является отно

шением эквивалентности. Следовательно, упорядоченным множествам 
можно поставить в соответствие по рядковые типы так, чтобы два 

1
) См. Шпильрайн-Марчевский [6], стр. 302, и [8], стр. 207. 
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упорядоченных множества им~ли один и тот же порядковый тип 

тогда и только тогда, когда они подобны (этот процесс вполне ана
логичен процессу сопоставления множествам их кардинальных чисел). 

XI. Вполне упорядоченные множества. Порядковые числа. 
Линейно упорядоченное множество Х называется вполне у поря
доченны.м, если любое непустое подмножество в Х имеет первый эле
мент. Порядковые типы вполне упорядоченных множеств называются 
порядковьцщ числа.ми (таковы, в частности, О, 1, ... , п, ... ; 
w есть порядковое число множества всех неотрицательных целых 

чисел в их естественном порядке). 

Согласно теоре.ме Цер.мело, любое множество может быть вполне 
упорядочено. Эта теорема является следствием аксио.мы выбора, ко
торая может быть сформулирована следующим образом: 

Для каждого .множества Х существует отоб раженае 
f: 2Х->-Х, такое, что f(A)EA, каково бы ни было А =1= О. 

Для дальнейших приложений отметим следующее утверждение 

(называемое ле.м.мой Цорна): 

Пусть Х- упорядоченное .множество, такое, что для каж
дого линейно упорядоченного .множества А с Х в Jrtножестве Х 
существует эле.мент, следующий за все.ми эле.мента.м:t ,иноже
ства А (или равный последне.му эле.менту из А, если он и.иеется); 
тогда в .множестве Х существует .ма1<еи.мальный эле.иент 1). 

Порядковые числа находят различные приложения в построениях, 

где используется трансфинитная индукция. Эти построения свя

заны со следующей теоремой. 

ОбозначаАt через Г (а) .множество всех ~ < а. Пусть 
Х- данное .множество, а- некоторое порядковое число и 
h: 2х---+ Х --некоторое отображение. Тогда существует отобра
жение f: Г (а+ 1)---+ Х, такое, что 

JШ=h [f(Г(~))] для любого ~<:а. 

Напомним, наконец, следующее понятие. Порядковый тип а вполне 

упорядоченного множества Z называется предельны.м, если он является 
наименьшим порядковым числом среди всех порядковых чисел, соот

ветствующих всем возможным упорядочениям множества Z, превра
щающим его во вполне упорЯдоченное множество. Так, w (обозна
чаемое также w0) есть предельное порядковое число. Следующее 
предельное число есть Q (= w1)- наименьшее порядковое число, со

ответствующее несчетным множествам. Вообще можно рассматри

вать wa для произвольнога ~ 

По определению N а= Г (wa)· Так, N 1 есть наименьшее карди
нальное число несчетных множеств; это следующее кардинальное 

1) По поводу других подобных утверждений см. Келли [1), стр. 33, 
а также Куратонекий [6), стр. 89. 
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число, большее чем N 0 . Гипотеза, что N 1 =с, называется гипотезой 
контин у у.ча. Она не противоречит обычной системе аксиом теории 

множеств 1). 

XII. Множество х~'~а. Мы условимся писать (как МЬI это дела.lи 
в п. IX для а = О) 

(1) 

Хорошо известная формула 

(2) 2m=m=m2 (для бесконечного 10), 

которую можно выразить в виде 

(3) 

приводит к соотношению 

~'~а 
(4) х~'~ахх~'~а_,х~'~а,_,(х~'~а) . 

Более того, если QJ: Г (wa) Х [0, 1] ~Г (wa) есть взаимно одно
значное отображение на, то отображение х. определенное условием 

Na 
Х (/) = f о QJ для каждого f Е Х , 

N 
есть требуемое взаимно однозначное отображение множества Х а на 

N N 
множество Х аХ Х а. 

Аналогично, обозначая через 1jJ взаимно однозначное отображение 
множества Г (wa) Х Г (wa) на множество Г (wa), получаем, что f о 1jJ опре

N 
деляет взаимно однозначное отображение множества Х а на множе-

N 111 а ство (х а) . 
Доказательство легко получается из формул (см. VI (1) и (3)) 

(5) X \lla х~'~а Г (Wa) Х [0, 1] ( \lla )Na Г (Wa) Х Г (Wa) 
х .-.-х и х ,__х . 

ХШ. Обратные спектры и их пределы. Пусть Т·-- некоторое 
направленное множество, и пусть Х - многозначная функция, 

Х: Т~ 2А; таким образом, Х1 с А для каждого t Е Т. Пусть f
пекоторая функция, определенная на множестве Т Х Т для пар 
(t0, t 1), где t0 -:< t 1, такая, что 

(1) ft,t,: Xt,.-Xt,· 

1) В связи с аксиомой выбора и гипотезой континуума отметим недав
ние замечательные работы П. Дж. Коэна [1 *], [2*]. (Номера со звездочкой 
относятся к списку литературы. добавленному при корректуре.)- Прим. 
nерев. 
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Доnустим, далее, что 

(2) !t,t1 о !t,t, = ft,t, nf!И t0-< t1-< t2 (транзитивность) 
и 

(3) fu -- тождестве1:1ное отображение. 

Тогда тройка (Т, Х, f) называется обратным спектром (см. 
Стинрод и Эйленберг [1], гл. VIII, и Александров [12]). 

Предел обратного спектра (Т, Х, f), который обозначается 

Хсо, или Lim (Т, Х, f), или Lim \Xt. ft,t,). 
+- t,t,.;;t, 

есть подмножество прямого произведения П Х1 , составленное из эле
tЕТ 

ментов z=(z1), таких, что 

( 4) ft,t, (Z11) = z1o. 

Другими словами, для z Е Х = мы имеем 
(5) 

Условимся далее писать 

(б) ft = pr, 1 Х оо• т. е. / 1 (z) = z1• 

Следовательно, 

7) f f f f-l f- 1 f- 1 
( t,t, о t, = lo• откуда t, = t, о t,t,· 

Рассмотрим два обратных спектра (Т, Х, f) и (Т, У, g). Пред
положим, что h ставит в соответствие каждому t отображение 

такое, что диаграмма 

(8) 

h1 :x,~Y,. 

х ft,t, х 
1' +--'--'-- 11 

ht, 1 1 ht, 

t t 
У,,+--- У,, 

gt,t, 

коммутативна (nри t0 -< t1), т. е. 

(9) ht, о !t,t, = gt,t, о ht,· 

Тогда можно определить отображение 

h=: х=~У= 
так, чтобы была J(оммутативна (при каждом t Е Т) следующая диа
грамма: 

(1 О) 
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Мы считаем, что у= ll00 (z) для z Е Х w• г де 

(11) h1 (z1
) = i. т. е. h'oo (z) = ht{z1

). 

Легко видеть, что 

(12) если каждое lz1 - взаимно однозначное отображение на, 
то таким же является и отображение h

00
• 

"XIV. (Л)-операция 1). Пусть (Ak
1 

... k
11
}- система множеств, 

определенная для каждой конечной последовательности k1, •• , , k
11 

положительных целых чисел. Множество 
00 

R= U П Ak
1 

... k
11 k 1 ... k

11 
... n=l 

называется результатоАt (Jl)-операции, применеиной к системе 

{Ak
1 

... k
11

)· 

В частности, если Ak k = Bk или Ak k = В11 , то мы имеем 1 ... 1l 1 1 ... tl 
00 00 

R = U Bk или R = П Вп соответственно. 
k=l n=1 
Обозначим через z = [z 1, z2, ••• , Z 11

, ••• ] произвольное ирра-
циональное число между О и 1 (z 11

- положительное целое число, 
см. IX (2) ); тогда мы имеем 

(О) 
00 

R = U П Az1 ... zп' 
zt!d!' n=l 

г де &11'- множество всех иррациональных чисел между О и 1. 
Система множеств (Azt ... zn} назыnается регулярной, ес,1и 

Az1 ... znzn+1 С Az1 ... zn. 

Любая система может быть регуляризована без изменения резуль
тата (Jl)-операции. А именно, положим 

(1) А* 1 п = А 1 П А 1 2 n . . . n А , 2 п. z ... z z zz zz ... z 

Отметим следующие формулы, относящиесяк регулярным системам 
(см. Лузин и Серпинекий [1], стр. 35): 

(2) 

и, более общо, 

(3) u u n А 1 l 1 k = u n А 1 1 1 k: 
т z k у • • • у mz . . . z z k у . . . у z . . . z 

1) См. Суслин и Лузин [1], стр. 88, и Хаусдорф [5], § 19. Существуют 
важные свойства, такие, как измеримость или свойство Бэра, инвариантные 
no отношению к (tЛ)-оnерации (см. § 11). (Jl)-операция, так же как и А-мно
щества, названы Сусляным в честь открывшего их П. С. Александрова. 
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(4) из включения А 1 k с В 1 k вытекает, что z ... z z ... z 

у Q А2 1 ... zk С у Q В2 1 •.. 2 k; 

(5) множество членов в объединении U U А 2 1 k счетно. 
z k ... z 

Теорема 1. Если система регулярна, то 

(6) А- у Q Az1 ... 2 k С у у ( А2 1 ... 2k- ~ А2 1 ... .;km), 

где при k =О .мы положили А2 1 ... 
2

k =А. 

Доказательство. Пусть рЕА. Предположим, что р не при
надлежит правой части соотношения (6); тог да 

л лk [(РЕ Azl ... zk)~ v (РЕ Azl ... zkm)]; 
z т 

это означает, что для каждой системы индексов т 1 , .•• , тk (k >О), 
такой, что рЕ Am1 ... mk' существует индекс т, такой, что 

рЕ Am1 ... mkm· Так как рЕ А, то существует индекс т 1 , такой, что 

рЕ А т , откуда подобным же образом вытекает, что рЕ А т т , и 
1 1 2 

т. д. Следовательно, существует бесконечная последовательность 
индексов т 1 , rn 2, ••• , такая, что 

PEQAml ... mk И PEYQAzt ... zk. 

Это доказывает, что р не принадлежит левой части соотношения (6). 

Т е орем а 2. Если систе.ча регулярна и 

(7) [(z1 
... zп) =1= (у 1 

... уп)] =? (А2 1 ... 2п П Ayt ... уп =О). 

то 

(7') 

Д о к а э а т е ль с т в о. Включение, получаемое из соотношения (7') 
заменой = на с, верно всегда (даже для нерегулярных систем; 

см. § 2, IV). 
Предположим теперь, что элемент р принадлежит правой части 

равенства (7'). Следовательно, существует один и только один 
индекс т 1 , такой, что рЕ Am,· Подобным же образом существует 

пара q" т2 , такая, что рЕ Aq,m,· Так как Aq,m, с Aq,. то рЕ Aq, и, 
следовательно, q1 = т 1 • Аналогичным образом мы докажем, что 

существует индекс т3 , такой, что рЕ Am,m,m,. и т. д. Положим 
z = ( т 1 , т2 , m.3, •• -)- Следовательно, рЕ А2 1 ... 

2
n для каждого п. 

Это значит, что элемент р принадлежит левой части равенства (7')· 
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Теорема 3 1). Пусть R удовлетворяет условию (0). Для 
любого а < Q положим 

(8) 

(9) 

(1 О) 

А~1 ... 2 n = А2 1 ..• 2n, 

A~,+·l·. 2п =А~, ... 2п П у А~, ... 2 nk, 

А\ п = П At., п для предельного Л. 
z ... z s<l,z ... z 

Далее, положим 

(11) 

(12) 

(13) 

Тогда 

(14) 

Ea=U А~. 
k 

Ta=UU(A~, ... 
2
n -A~,+l. 2п), 

z п 

Доказательство. Пусть хЕКа; тогда хЕЕа и х~Та. Из 
первого включения следует, в силу (11), что существует целое 

число k1, такое, что х Е А~,. Из второго соотношения, в силу (12), 
при z = [k1, l, l, ... J и n = l мы по,1учаем х ~(А~,- А~,+ 1 ). Отсюда 

a~l 
х Е Ak,· . Из равенства (9) следует, что существует натуральное 

число k2 , такое, что х Е A~,k,· Поэтому, подставляя в (12) z = 
= [kl, k2, l, l, ... J и n = 2, мы получим х ~ (A~,k,- A~,~n И, 

Е A a+l 
следовательно, х k,k,. 

Таким образом мы придем к бесконечной последовательности нату-

р альных чисел k 1, k2, ••• , такой, что х Е А~ k для каждого n, т. е. 
1 ... n 

(15) х Е n A~I ... zn' где z = [kl, k2' ... ]· 
n 

С другой стороны, применяя трансфинитную индукцию, легко 
показать, что 

1) См. Серпинекий [26], стр. 362; в этой работе можно найти также 
дальнейшие ссылки. 
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Чтобы получить соотношение (14), мы покажем, что 

(18) R с: П Еа 
а< Q 

и 

(19) 

Для каждого а и т мы имеем 

(20) ПА 1 п с: Аа1 т. 
z . о. :z z ... z 

n 

Это включение можно легко доказать при помощи трансфинитной 
индукции, используя соотношения (8), (10) и формулу 

А а Аа Аа U а 4a+l 
2 1 ... zп П 2 t ... 2 n2 tl+l с: 2 t .•• 2п П k А21 ... 2пk =. 2 1 ... zп, 

которая показывает, что если включение (20) верно для а (и для 

каждого т), то оно верно для а+ 1. 
Подставляя т= 1 в (20), мы получаем 

(21) П А 1 п с: А al с U А~~ ""~-= Е , 
n z ... z z k " а 

оп< у да следует включение ( 18). 
Для доказательства соотношения ( 19) предположим, что х Е Т а 

для каждого а< [J. Следовательно, каждому а соответстrзует си
стема индексов k1, •.. , kп, такая, что 

(22) х Е ( А~ 1 ... kп- А~;~~ .. kJ 

Отсюда непосредст!Jенно следует, что существуют два различных а 
и В. которым соответствует одна и та же система индексов. Итак, 

кроме соотношения (22), мы имеем 

(23) 

Пусть а< В· Из соотношений (23) и (16) следует, что х Е Af
1
+.1 

.. kп· 
а это противоречит соотношению (22). 

·Итак, соотношения (18) и (19) устано!Jлены. Остается показать, 
что выполнено соотношение ( 14). Для этого, в силу ( 18) и ( 17), мы 
должны показать, что 

Но это следует из соотношения (19), так как если х Е Е а для 
каждого а, то существует а, такое, что 

х Е (Еа- Та)= Ка с: U Ка· 
a<Q 
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*XV. Решето Лузина 1). Пусть Jf0 --множество двоичных дробей 

(1) 
1 1 

г=--+ ... +--, где 1-<т 1 < 
2ml 2mn 

Отображение W, которое каждому г Е Jf0 ставит в соответствие 
множество W, с: Х (где Х- некоторое фиксированное множество), 
называется решетом. Множество А, состоящее из всех таких эле
ментов х, для которых существует бесконечная последовательность 

удовлетворяющая условиям 

(2) г 1 <г2 < и xEWr1 ПW,,n .... 
называется n росеянны.м через решето W. 

Другими словами, если 

(3) Mx=E(xEW,) 
r 

или эквивалентно 

(4) W, =Е (г Е Мх), 
х 

то 

(5) А= Е (Мх не вполне упорядочено отношением г> s). 
х 

3 а меч а н и е. Если Х = (f, то W, можно рассматривать как 
подмножество горизонтальной линии у= г. Тог да Мх, является пере

сечением множества U W, с вертикальной линией х = х0 . 
r 

Назовем составляющими множества- А (относительно решета W) 
совокупность множеств Аа, определенных для а< Q следующим 
образом: 

(6) Аа =Е (Мх имеет порядковый тип а), 
х 

следовательно, 

(--A)=UAa. 
(1 

Чтобы установить некоторые полезные соотношения между (иi)-опе
рацией и операцией просеивания, положим 

(7) 

где двоичная дробь г задается формулой (1). 
Отображение ! есть взаимно однозначное соответствие между 

множеством Jf0 и множеством всех конечных систем положительных 

•) См. Лузин [7], стр. 9. 
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целых чисел: каждая система kp .•. , kп соответствует числу 

1 1 1 
(8) Г= -k-+-k-k-+ "' + k k k ' 

2 1 2 1 + 2 2 1 + z+ · · · + n 

Теорема 1 ). Пусть {Аk 1 ... k 11}-регулярная система .мно

жеств, и пусть W, = А 1 (г)· Пусть R определяется формулой 
XIV (О) и А- фор.мулой XV (5). Тогда R =А, а это означает, 
что результат (Jl)-one рации просеивается через решето W. 

Доказательство. Пусть xER. Тогда существует последо
вательность kl. k2 • ...• такая, что х Е Ak, n Ak, n .... Определим Гп 
по формуле (8). Тогда выполняются условия (2), т. е. х Е А. 

Обратно, предположим, что х Е А, т. е. что условия (2) выпол
нены. Положим 

со 

1im г 11 = ~ --J,-, где l <;: т 1 < т2 < 
n~::o n=l 2 n 

Положим k 1 = т 1 и k 11 = тп- тn-l для n > 1. 
Для фиксированного n обозначим через j n такой индекс, что 

Положим г. = -
1-+ ... + -1

-. где 1 <;: q1 < ... < q8 • Следо-
1 n 2q1 2qs 

вательно, q1 = т 1 , ••• , q n = т 11 • Отсюда вытекает, что первые n 
членов системы 1 (гj 11) совпадают соответственно с числами k 1, •.. , kn. 

Так как система множеств { А111 ... 11n} pery лярна, мы приходим 

к заключению, что A'('jn)cA11
1 

... k
11

, откуда xEA11
1 

... kn для 

n= 1, 2, .... Поэтому xER. 

*XVI. Применение к канторову дисконтинууму 'i5'. Пусть ,$f,0 = 
= (г 1 • г2 • ... ]. Так как каждый элемент z Е 'i5' представим в виде 

z1 z2 . 
(см. IX (3)) z = з+ -g+ .... где zn =о или 2, ТО можно опре-

делить множество Rz соотношением 

(l) (гnERz)=(z 11 =2). 

Обозначим через z порядковый тип множества Rz (по отношению 
г:)-s). 

1) См. Лузин и Серпинекий [3], стр. 65-68; Серпинекий [31], стр. 16; 
Лузин [7], стр. 20; Селивановский (1], стр. 1311. 



§ 3. Отображения. Упорядочения 43 

Все порядuовые типы счетных множеств исчерпываются по

рядuовыми тапа.ми z, когда z пробегает .множество 'б'. 
Это следует из того, что ~о имеет плотный порядковый тип, 

т. е. содержит подмножества, подобные любому наперед заданному 
счетному упорядоченному множеству. 

Итак, если мы положим 

(2) L-r =E(z='t'), то L-r=PO. 
z 

в частности, если а- порядковое число и 

(3) L= Е (z < Q), то L= u La, 
z а< Q 

т. е. мы получаем разложение множества L на непустые множества. 
Множества La являются составляЮщими множества L от

носительно решета С, определенного тождеством 

с,= Е Cr Е Rz), 
z 

ибо множество 'i5'- L просеяно решетом С согласно формуле 

(4) (zECгn)=.CrnERz)=(zn=2). 



ГЛАВА 1 

ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ 

ПРОСТРАНСТВА 

§ 4. Определения. Операция замыкания 

1. Определения. Тополоzическое прострапство- это множе
ство 1 (элементы которого называются точками) и функция (назы

ваемая замыканием), ставящая в соответствие каждому множеству 

Х с 1 множество Х с: 1 и удовлетворяющая следующим четырем 
аксиомам: 

Аксиома 1. xu Y=Xu У; 
Аксиома 2. Х с: Х; 

Аксиома 3. 0=0; 

Аксиома 4. Х=Х. 

Если, кроме того, выполняется еще следующая аксиома: 

А к с и о м а 5. (р) = (р) для любой точки рЕ 1, 
то пространство назыuается J'1 -пространством 1) (или топологическим 
в сильно.м смысле в противоположность общим топологическим 

пространствам, удовлетворяющим ЗJ(СИомам 1-4). 
В дальнейшем, если не указано противное, под "пространством" 

мы всегда будем понимать J'1 -пространство. 

Il. Геометрическая интерпретация2). В случае когда 1 является евкли
довым простр<fнством (n измерений), Х есть множество Х вместе с его 
предельными точками. Покажем, что все аксиомы выполняются. 

1) Аналогичные аксиомы были введены Ф. Риссом [1]. См. также Кура
тонекий (7]; J' 1 -пространства рассматривались также М, Фреше [5], стр. 185, 
который использовал термин .accessiЬJes". См. также Мур Э. [1 ]. 

Значительная часть топологии может быть развита в терминах алгебры 
Буля с операцией замыкания без привлечения понятия точки, т. е. в тер
минах алгебр с замыканиями, см. Сикорский [4], Расёва и Сикорский [5], 
Нёбелинг [1], МакКинси и Тарекий [1]. 

Дальнейший анализ этой системы аксиом можно найти в работах Мон
тейро [1] и Исеки [1]. См. также (некоторые обобщения) Хеммер [2], [3]. 

2) Об одной интерпретации в математической логике см. работу А. Тар
екого [3], стр. 103. 
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Пусть рЕ Х U У, т. е. р = lim Рп. где Pn Е Х U У. Тогда в множестве {Рп} 
n 

существует бесконечное подмножество, все злементы которого принадлежат 

множеству Х или множеству У; в первом случае рЕ Х, а во втором рЕ У. 
Таким образом, в обоих случаях рЕ Х UY, следовательно, XU У с XU У. 

С другой стороны, если точка р принадлежит замыканию множества Х, 
то она, очевидно, принадлежит и всякому множеству, содержащему Х, напри

мер множеству Х U У. Следовательно, Xu У с Х U У, откуда вытекает спра
ведливость аксиомы 1. 

Справедливость аксиом 2 и 3 очевидна, остается проверить аксиому 4. 
По определению, имеем Х с Х. Для доказательства обратного включе
ния Х с Х предположим, что рЕ Х, и пусть S есть п-мерный шар, содержа
щий внутри точку р. Так как точка р принадлежит замыканию множества Х, то 
внутри S существует точка r Е Х, что в свою очередь влечет за собой су
ществs:>вание точки s Е s n х. 

Таким образом, всякий шар, который содержит точку р внутри, содержит 

также некоторую точку множества Х. Но это означает, что рЕ Х. 

Ш. Правила топологического исчисления. 

(1) (Х с У):::} (Х с У); 

(2) xnYcxnY; 
(3) Х-УсХ-У; 

(За) Х: УсХ: У; 

(4) nx,cnx,; 
t l 

(5) U .\\cU Х,; 

(б) (Х - конечное множество):::} (Х = Х); 

(7) 1 = 1. 

Первые пять правил следуют из аксиомы 1. Действительно, для 
доказательства формулы (1) заметим, что (см. § 1, II) включение 
Х с У эк~ивалентно равенству У= Х U У, из которого следует, что 

У= Х U У, но, в силу аксиомы 1, имеет место равенство У= Х U У, 
что в свою очередь эквивалентно включению Х с У. 

Соотношение (2) вытекает из соотношения (1), так как включе-

ния Х n УсХ и х n УсУ влекут за собой включения х n УсХ 
и х n У с У, отк у да х n У с х n У. 

Тождество Х U У= (Х- У) U У, в силу аксиомы 1, влечет за 

собой соотношение Х U У= Х - У U У; взяв пересечение обеих ча-
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стей этого равенства с множеством 1 - У, получим соотношение 
Х- У=Х-У-УсХ- У, откуда и следует правило (3). (Пра
вило (За) легко вывести из правила (3).) 

Соотношение ( 4) является обоfiщением соотношения (2) (на произ
вольное (счетное или несчс:тное) множество сомножителей); оно до

казьшается аналогичным образом. Действительно, для любого ин-

декса х имеем nx,cxx. откуда nx,c.Xx, и, следовательно, 

nx,cnxx. 
t к 

Аналогично включение Х х с U Х, влечет за собой включение 
L 

XxcU Х,, откуда U X~cU Х,. Таким образом, соотношение (5) 
t х l 

также доказано. 

Соотношение (б) непосредственно следует из аксиом 1 и 5. Пра
вило (7) вытекает из аксиомы 2. Формулу (5) можно заменить бо
лее точной формулой 

(8) 

(оператор n распространяется на все конечные системы значений 
индексов t). 

Согласно правилам (5) и ( 1 ), правая часть формулы (8) является 
подмножеством ее левой части. Для доказательства противополож

ного включения рассмотрим систему индексов L1, ••• , Lk. В силу ак
сиомы 1, мы имеем 

следовательно, 

U X,cU Х, U U Хк. 
l L Х 

Так как эта формула справедлива для каждой системы индексов 

t1, ... , tk, отсюда следует включение левой части формулы (8) в ее 
правую часть. 

Частным случаем формулы (8) является формула 

оо со_ с0 

(9) UXn=UXnUП(XпUXn+JU · .. ). 
n=l n=l n=l 

3 а меч а н и е. Легко видеть, что все предыдущие формулы, за 

исключением (6), имеют место в произвольнам топологическом про
странстве (не обязательно J' 1 -пространстве ). 

Отметим также, что в определении J'1 -пространства аксиома 2 
может быть опущена (она следует из аксиом 1 и 5, так как прост-
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ранство Х является объединением одноэлементных множеств); ак
сиому 3 также можно опустить, если предполагать, что простран

ство состоит более чем из одной точки. 

IV. Относительное замыкание. Пусть Е- некоторое заданное 
множество точек и Х - проиавольное подмножество множества Е 

(1 ~Е~ Х). Назовем множество Е n Х замыканием Х относи
тельно Е (относительны.Jrt замыканием). Такое замыкание удов

летворяет аксиомам 1 - 5 относительно множества Е, т. е. если 

Х и У- произвольные подмножества множества Е, то 

1 Е) Е П Х U У= (Е П Х) U (Е() У); 

4Е) Е n Е n х =Е n х; 
5Е) если х пусто или состоит из одной точки, то Е n х = х. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Предложения 1 Е и 5Е- прямые следствия 
аксиом 1, 3 и 5. Что касается предложения 4Е• то из nравила (2) 
и аксиомы 4 вытекает, что 

следовательно, 

Обратное включение следует из аксиомы 2, поэтому имеет место 
тождество 4Е. 

Таким образом, установлено, что аксиомы 1- 5 справедливы, 

если рассматривать их относительно проиавольного множества Е с 1; 
то же можно сказать о всех теоремах, которые следуют из аксиом 

1-5: они сохраняются, если произвольное подмножество Е прост
ранства 1 рассматривается как пространство (с относительным замы
канием). 

Мы видели в п. 11, что аксиомы 1 -5 выполняются в евклидоном про
странстве. Из изложенного следует, что эти аксиомы справедливы, если рас
сматривать их относительно любого подмножества евклидона пространства. 

V. Логический анализ системы аксиом. Аксиомы 1, 4, 5 незави
симы. Действительно, если в качестве пространства взять множество, GО-

стоящее из двух элементов а и Ь, и положить О= О, (а)= (а), (Ь) = (Ь) и 
(а, Ь) =О, то аксиомы 4 и 5 выполняются, тогда как аксиома 1 не имеет 
места. Если в непустом пространстве 1 положить Х =О для всякого Хс1, 
то аксиомы 1 и 4 будут выполнены, но аксиома 5 не выполняется. Наконец, 
чтобы доказать независимость аксиомы 4, рассмотрим следующий очень по
учительный пример 1) (см. Фреше [1], стр. 15): пусть пространство 1 состоит 

1) Исследование пространств, не удовлетворяющих аксиоме 4, можно 
найти в работе Чеха ( 4]. 



48 Г л. 1. Топологические пространства 

из всех вещественных функций вещественного переменного, Х- некоторое 

множество из этого пространства. Элементом множества Х является, по оп
ределению, всякая предельная функция последовательности функций, при
надлежащих множеству Х. Построенное таким образом пространство функ
ций удовлетворяет аксиомам 1 и. 5, но не удовлетворяет аксиоме 4. Дейст-
вительно, обозначим через А множество непрерывных функций; тогда А=!= А, 
так как функция Дирихле, равная 1 в рациональных точках и нулю в ирра-

циональных, принадлежит множеству А, но не принадлежит множеству А. 
Каждая из аксиом 1-4 может быть выражена в виде F (Х1 , ••• , Xk) =О, 

где функция F представляет собой суперпозицию операций в алгебре Буля 
и операции замыкания. Весьма примечательно, что не существует никакой 
другой аксиомы такого вида, которая была бы независима от рассмотренной 
системы и имела бы место в п-мерном евклидоном пространстве (теорема 
МакКинси и Тарекого [1 ]). 

Решение частного случая этой проблемы поясняется на следующей схеме 
(где знак с заменен стрелкой): 

-х 

(~ 

-х- -(-r-XJ)/ )r-FXFJ}----r-x) 
~-/ . 

-(-r- >о) 
Действительно, допустим, что к множеству Х применяются две опера

ции (отображения): Х и (1- Х). Сколько различных множеств можно по
лучить таким образом? Доказано, что всего 14 различных множеств (см. Ку
ратовский [7], стр. 196) 1). Все эти 14 множеств и всевозможные их 
включения содержатся в приведеиной выше схеме. 

1) По поводу некоторых связанных с ;ной проблем см. Хеммер [1], 
Чепмен [1]. 
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3 а м е чан и е. Упомянутая выше теорема является частным случаем 
следующей теоремы об упорядоченных множествах: 

Пусть А- некоторое упорядоченное .множество (см. § 3, Х), и пусть 
f: А~ А и g: А~ А- такие отображения, что 

(х <у)~ (f (х) < f (у) и g (у)< g (х) ), 

x<f(x), ff(x)=f(x), gg(x)=x. 

Тоzда noлyzpynna, порожденная отображения,\tu f и g, состоит 
(самое большее) из 14 зле.ttентов, а и.ttенно (NЫ полагаем gfg = i): тож
дественное отображение, g, f, fg, gf, i, fgf, fi, if, gfi, fif, fgfi, gfif, ifi. 

Все отношения порядка между элементами рассматриваемой полугруппы 
можно представить при помощи схемы, аналогичной приведеиной выше. 

Доказательство совершенно элементарно (см. Хеммер [1] ). Сначала до
казывают, что отображение i обладает теми же свойствами, что lnt. Затем 
показывают, что отображения fi и if совпадают со своим квадратом, и это 
завершает доказательство. 

§ 5. Замкнутые и открытые множества 

1. Определения. Множество Х с 1 называется за.мкн у ты,и 1), если 

Х = Х. Множество Х открыто, если его дополнение замкнуто, 
т. е. 1-X=l-X, или X=I-(1-X). 

Пр и меры. В пространстве nещественных чисел целые числа 
образуют зnмкнутое множество; отрезок а<:;. х <:;. Ь замкнут; интер
nал а < х < Ь открыт (не замкнут); на плоскости последнее мно

жество не является открытым. 

В множестве целых чисел каждое подмножество одновременно 
открыто и замкнуто. 

Пусть f- векоторая ограниченная функция, определенная на 

интерnале а<:;. х <:;. Ь; ее график, т. е. множество Е [у= f (х)], 
х, у 

замкнут (на плоскости) тогда и только тогда, когда функция f не

прерывна (ер. § 20, V, теорема 8). 

11. Операции. 
Т е орем а 1. Обьединение двух за~1шнутых ~ltножеств есть 

замкнутое ~нно.жество. 

Это следует из аксиомы 1, если положить Х = Х и У = У. 
Т е о ре м а 2. Л е pecerteн а е (конечного или бесконечного числа) 

замкнутых лtножеств за3tкнуто. 

Действительно, полагая Xt = Xt, по правилу (4) получаем ВI<ЛЮ

чение n XLcn XL, а так как n XLcn XL, согласно аксиоме 2. 
L L 

то мы имеем n XL = n XL. 

1
) Это понятие принадлежит Кантору [5], стр. 51, 

4 Топология, т. I 
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При помощи формулы Моргана (см. § 1, 11 и V), согласно ко
торой имеет ыесто соотношение 1 - (Х n У)= (1 - Х) U ( 1 - У) и 
вообще 1- n XL = u (1- Xl), из двух предыдущих предложений 

L t 

можно вывести, что пересечение двух открытых мноJJсеств 
открыто и что объединение произвольнаго семейства откры
тых множеств есть открытое множество. 

Согласно аксиоме 3 и правилу (7), множества О и одновре-
менно замкнуты и открыты. 

Из аксиомы 4 следует, что множество Х замкнуто. Более того, 

Х есть наименьшее за.икнутое множество, содержащее мно

жество Х, т. е. Х является пересечением всех замкнутых мно

жеств, содержащих Х, ибо включение Х с F, где F = F, влечет 

за собой включение Х с F (см. § 4, 111 (1) ). 

3 а м е чан и е 1. Определение топологического пространства 
(см. § 4, 1) можно сформулировать эквивалентным образом, рас

сматривая в качес1;ве первоначальных понятий замкнутые множе
ства (вместо замыкания), удовлетворяющие следующим аксиомам: 

А к с и о м а 1'. Объединение конечного се.иейства замкнутых 
множеств есть замкнутое множество. 

А к с и о.м а 2'. Пересечение п роизвольного семейств а замкну
тых множеств есть замкнутое множество. 

Случай пустого семейства множеств не исключается, поэтому 
(см. ~ 1, V) пустое множество, а также все пространство замкнуты. 

Определяя в этом пространстве замыкание Х множества Х как 
пересечение всех замкнутых множеств, содержащих множество Х, 
можно легко проверить, что выполняются аксиомы 1 -- 4, § 4, 1. 

Обратно, как мы показали, аксиомы 1' и 2' выполняются в лю
бом топологическом пространстве. 

3 а меч а н и е 2. Другая эквивалентная форма определения 

топологических пространств (двойственная предыдущей) состоит в сле

дующем. В основу определения топологического пространства поло

жим понятие открытого множества (см. Александров [4], Серпин
екий [24], стр. 335, и [29], а также§ 7, 11 ниже; ер. Монтейро [2]), 
удовлетворяющего следующим аксиомам: 

Аксиома 1". Пересечение конечного семейства открытых 
.множеств есть открытое .множество. 

А к с и о м а 2". Объединение произвольнога семейства откры
тых .множеств есть открытое множество. 

Замкнутое множество определяется как дополнение к открытому. 

Рассуждая подобно тому, как в предыдущем замечании, легко уста
но вить эквивалентность этого определения топологического прост

ранства с определением, данным в п. 1, основанным на аксиомах 1 - 4. 
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Ш. Свойства. Замкнутые множества можно ОRределить I<ак мно

жества вида Х. Аналогично открытые множества совnадают с мно

жествами вида 1 -- Х. 

Теорема. Если .множество О открыто, то для любого 

.J.IНОЖества х имеет .место включение оn ХсО n Х. 
Действительно, по определению открытого множества, О= 1 -

- (1=--0), откуда 

Оn Х =Х -(1- О)сХ -(1- О)=СТПХ: 

в силу правила (3). 
~ 

Включение О П Х с О П Х влечет за собой включение ОП Х с 

сО n Х, и, так как ХсХ, мы имеем включение Оn ХсО n Х, 
откуда следует важное равенство 

(1) onx=onx. 

IV. Относительно замкнутые и относительно открытые мно
жества. В соответствии с терминологией, принятой в § 4, IV, на
зовем множество Х замкнутым относительно .множества Е 

(относительно замкнутым в Е), если Х =Е П Х. Множество Х 
относительно открыто в Е, если Х сЕ и множество Е- Х от-

носительно замкнуто в Е, т. е. Х =Е- (Е- Х). 

Теорема. Для того чтобы некоторое .множество было 
замкнутым (открытым) относительно Е, необходимо и доста

точно, чтобы оно было ne ре сечением Е с некото ры.м замкну
тым (открытым) .множеством. 

Действительно, зто условие необходимо, так как, если множе

ство Х относительно замкнуто, мы имеем Х =Е n Х, а если оно 
относительно открыто, мы имеем Х =Е-- (Е- Х) =Е n (1 -
-(Е-Х)). 

Докажем достаточность. Пусть х =Е n F, где F = F. Покажем, 
что множество Х замкнуто относительно Е, т. е. что Х =Е n Х 
или EПF=EnEnF. Согласно правилу (1), мы имеем EnFcF, 
и так как F = F, то Е П Е n F с Е П F. Обратное включение является 
прямым следствием аксиомы 2. 

Наконец, пусть Х =Е nО, где множество О открыто. Тогда 
множество Е- Х, равное Е- Е ПО= Е n (1- 0), является пере
сечением множества Е с замкнутым множеством. Таким образом, оно 
замкнуто относительно Е, и, следовательно, множество Х относи
тельно открыто, что и требовалось доказать. 

4* 
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В частности, если ~1tножество Е зайкнута (открыто), то 
всякое .множество, за.ш(лутое (открытое) относительно Е, 
является зайкнутьtJt (oтJ<pьtmЫJt) о абсолютной сйысле. Это 
предложение следует из предыдущей теоремы, так как пересечение 

двух открытых (замкнутых) множеств открыто (замкнуто) (см. п. II). 
Из той же теоремы вытеJ\ает, что свойство множества быть от

носительно замкнутым т ранзитив~tо, т. е. если множество Х замк

нуто в У, а множестно У замкнуто в Е, ы Х замкнуто в Е. 

Действительно, ПО предположению, х =у n j{ и у= Е n У; 
тогда Х =Е n Х n У, т. е. Х есть пересечение Е с замкнутым мно
жеством и, следовательно, относительно замкнуто в Е. 

Свойство множества быть относительно открытым также тран
з итивно. 

V,. Множества типа Fa и Об. Объединение счетного 1) числа 
замкнутых множеств называется йfiОЖес т во .м типа F а (F а·йно
жествой); пересечение счетного числа открытых множеств назы

вается йножествоJt типа Об (06 -йно:нсествоои)2). Очевидно, что 
дополнение к множеству типа Fa нвляется множестном типа 0 6 и 
что дополнение к множеству типа О 6 является множеством типа F 0 • 

Очевидно также, что объединение счетного числа множеств типа F а 
есть множество типа F а· Пересечение двух множеств типа F а есть 

со 

множество типа F 0 . Действительно, пусть А= U An и В= U Вт, 
n=l m=l 

тогда А n В= U (Ап n Вт)· Так как множества Ап и Вт замкнуты, 
n, rn= 1 

то их пересечение An n В111 также Rамкнуто, и потому множество 
А n В --типа F

0
. Подобно этому пересечение счетного числа мно

жеств типа 0 6 есть множество типа 0 6 , и объединение двух мно

жеств типа G0 есть множество типа Об. 

Всякое множество типа Fa является объединением возрастающей 
nоследовательности замкнутых множеств. Действительно, 

Аналогичным образом, всякое множество типа 0 0 есть пересе
чение убывающей последовательности открытых множеств. 

1) Под счетным множеством здесь понимается также и конечное мно

жество. 

2) Эти два понятия представляют собой обобщение понятий замкнутого 
и открытого множеств. Они были изучены в основном для целей теории 
функций. Однако они оказались весьма полезными и в геометрических за
дачах топологии полных метрических пространств (см. гл. III). Эти поня
тия введены Юнгом [1], стр. 287. 
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Для того чтобы некоторое множество Х было множеством ти
па F0 (типа Gr-) относительно множества Е, необходимо и доста
точно, чтобы Х было пересечением Е с множеством типа F0 (ти
па 0 6). Это вытекает из следующих тождеств: 

(FI П Е) U (F2 П Е) U ... = (FI U F2 U ... ) П Е; 

(ОIПЕ)П(02ПЕ)П ... =(О1ПО2П .. . )ПЕ. 

В частности, если Е есть множество типа F0 (06), то таким же 
является множество Х. 

Согласно аксиоме 5, всякое счетное множество есть множество 
типа F0 . 

Так, например, множество рациональных чисел в множестве действи
теJJьных чисел является множеством типа F,. Множество иррациональных 
чисел является множеством типа (]0• Ниже мы покажем, что оно не является 
множеством типа F 0 • 

VI. Борелевекие множества. Обобщая понятия замкнутого и 
открытого множеств при помощи операций теории множеств (по

добно тому, как мы сделали это в предыдущем пункте), введем в 

рассмотрение множества, которые получаются из замкнутых (или 

открытых) при помощи счетного числа операций объединения, пере

сечения и вычитания. Это отражает следующее определение (см. Бо
рель [2], стр. 46, и Хаусдорф [1], стр. 304, [5], § 18). 

Определение. Семейство F борелевских .множеств есть 
наименьшее семейство множеств, удовлетворяющее следующим ус

ловиям: 

1) всякое замкнутое множество принадлежит F; 
2) если множество Х принадлежит семейству F, то множество 

1 - Х также принадлежит семейству F; 
3) если множества Х n (п = 1, 2, ... ) принадлежат семейству F, 

то пересечение П Х п также принадлежит семейству F. 
n=l 

Очевидно, что условие 1 можно заменить уелоnием 
1') каждое открытое множество принадлежит семейству F, 

и что условие 3 можно заменить уелоnием 3', которое получится 
из 3, если вместо пересечения взять объединение. 

Более детально борелевекие множества изучаются в гл. !I и III. Боре
левекие множества наиболее часто встречаются в различных Приложениях 
топологии. Однако известны примеры не бореленских множеств. 

Что касается относительно б о релевских множеств, то для них 
справедлива следующая теорема: пусть Е~- некоторое .JdНОжество. 

Борелевекие .множества относительно .множества Е совпадают 
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с множествами вида В n Е, где В- пере-иенное борелевекое 
множество во все.м пространстве. 

Действительно, семейство тех множеств Х, для которых мно

жество Х n Е является борелевским относительно Е, удовлетворяет 
условиям 1-3, поскольку: 1 о если Х замкнуто, то Х n Е замкнуто 
в Е и, следовательно, борелевекое относительно Е; 2° если Х n Е 
является борелевским в Е, то множество (1 -- Х) n Е также боре
левекое в Е, ибо ( 1 - Х) П Е= Е- (Х П Е); зо если каждое из мно-

жеств Е n х n борелевекое в Е, ТО Е n С61 х n) также борелевекое 

в Е, так как Е n Сб! х п) = ]]1 (Е n х п)· 
Но семейство бореленских множеств является наименьшим семей

ством множеств, удовлетворяющим условиям 1-3, поэтому оно 

содержится в рассмотренном семействе множеств Х. Другими сло

вами, если множество Х борелевское, то множество Х n Е бо
релевское относительно Е. Следовательно, семейство множеств 
вида В П Е, где В- борелевекое множество во всем пространстве, 
содержится в семействе множеств, борелевских относительно Е. 

Обратно, семейство множеств вида Х =В n Е, где множество В 

борелевское, удовлетворяет условиям 1-3, рассматриваемым отно
сительно Е, так как: 1 о всякое множество, замкнутое в Е, принад
лежит этому семейству; 2° если Х =В n Е, то множество Е- Х = 
=Е П (1 -В), как пересечение Е с бореленским множеством, при
надлежит рассматриваемому семейству; 3о если Х п =Е П Вп, то 
со 00 со n х n =Е n n вп. И, следовательно, n х n также принадлежит 

n=l n=l n=l 

рассматриваемому семейству множеств. Итак, семейство множеств 

вида В П Е, где В- борелевекое множество во всем пространстве, 
содержит семейство множеств, бореленских относительно Е. Таким 
образом, если множество Х борелевекое относительно Е, то Х есть 
пересечение Е и векоторого борелевекого множества. 

VII. Покрытие пространства. Измельчение. Пусть А- некото
рое семейство открытых множеств пространства .я:;. Назовем его 
открытым покрытием пространства .я;, если каждая точка мно

жества .я:; принадлежит векоторому элементу семейства А, т. е . 
.я::= S(A). 

Семейство В назовем под по к рытие~t покрытия А, если В. есть 
покрытие пространства .%' и В с А. 

Семейство В назовем измельчением покрытия А, если В- по
крытие пространства .я:; и каждый элемент семейства В содержится 
в некотором элементе покрытия А; в этом случае мы nишем А-<: В 
(А nредшествует или равно В). 
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Очевидно, что отношение А-<. В устанавливает частичный поря
док в множестве всех покрытий пространства ,2'. Более того, это 
множество является направленным (см. § 3, Х). В самом деле, 

пусть А и В- два покрытия, обозначим через С семейство всех 
множеств вида И n V, где И Е А и V Е В. Очевидно, что С есть по
крытие и что А-<. С, В-< С. 

Семейство А назовем лакальна конечным, если каждая точка рЕ z 
содержится в некотором открытом множестве О, пересекающемся не 
более чем с конечным числом элементов покрытия А. 

Лакальна конечные семейства обладают следующим интересным 

свойством. 

Теорема. Если (Х 1 ), tET (Т-проuзвольное множество),
локально конечное семейство множеств, то 

(1) UXt=UXt. 
t 1 

Д о к аз а т е ль с т в о. Принимая во внимание формулу § 4, III (5), 
достаточно показать, что 

(2) UXtc::UX,. 
t t 

Пусть РЕUХ1 ПО. где О-открытое множество, такое, что 
t 

(3) 
ОПХ1 .+0 при 

l 

о nxt =о при 

1 -<.t -<.п. 
Xt+X 11 • 

Покажем, что существует индекс i, для которого рЕ Х1 .. Пред-
' положим противное, т. е. что 

P~(Xt 1 U ... uX,J 
Положим Н=0-(Х11 U ... UX1n). Тогда рЕН и, в силу (3), 
н n u xt =О. Но 9ТО противоречит нашему допущению, что 

t 

PEUXt. 
t 
Семейство множеств назовем а-локально конечным, если оно 

представимо в виде счетного объединения лакальна конечных се

мейств. 

Введенные выше понятия позволяют выделить большое число 

важных классов пространств, которые будут изучаться далее (а также 

во втором томе). 

Пространство% называется компактным (или бuко.мпактным), 
если каждое покрытие пространства % соде ржи т конечное подпо

крытие. Пространство !С называется счетно-компактным, если 
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каждое его счетное покрытие соде ржи т конечное подпокрытие. Про

странство .Я: называется пространством Линделёфа, если каждое 
его покрытие содержит счетное подпокрытие. 

Пространство .я; па ракомпактно, если каждое его покрытие 

имеет лакальна конечное измельчение 1). 

VШ. Хаусдорфовы пространства. Топологическое пространство 
называется хаусдорфовым 2) (или J'2-пространство.м), если для 
каждой пары его точек р =1= q существуют доа открытых множества 
О и Н, таких, что 

(1) 

Очевидно, что евклидовы пространстоа хаусдорфовы. 

Теорема 1. Каждое хаусдорфово пространство является 
J'1 -прос т ранство.и. 

Пусть р- некоторая точка. По предположению, для каждой 

точки х =1= р существует открытое множество О х• такое, что р ~Ох· 
Следооательно, 1 - (Р) = U О х• т. е. 1 - (р) есть открытое множе

х=Fр 

ство, а множество (р) замкнуто. 

Теорем а 2. Каждое под.ttножество хаусдорфова простран
ства является хаусдорфовы.и пространством. 

Пусть р, q Е Е- дое различные точки. Так как пространство 
хаусдорфово, то существуют открытые множества О и Н, удовле
творяющие услооию (1). Тогда ОП Е и Н П Е-- открытые множества 
относительно Е, содержащие соответственно точки р и q. 

3 а меч а н и е 1. Определение хаусдорфооа пространстоа можно 
выразить в терминах алгебры с замыканием следующим образом: 

если А =1= О =1= В и А П В= О, то существуют два открытых мно
жества О и Н, таких, что А ПО =1= О =1= В П Н и ОП Н= О (см. Нёбе
линг [1], стр. 79). 

3 а меч а н и е 2. Существуют J'1 -пространства, которые не 
являются хаусдорфовыми, например пространство, точки которого

числа 1/п, п = 1, 2, ... , и О, а топология вводится следующим 

образом: множество, не содержащее l, открыто тог да и только 

тогда, когда оно открыто в обычной топологии, индуцированной 
топологией вещественной прямой, множества же, содержащие эле

мент 1, открыты тогда и только тогда, когда они являются допол

нениями конечных множ6ств. Очевидно, что каждое открытое мно-

1) Другие понятия, связанные с покрытиями, см. в работе Аренса и 
Дугундьи [1]. 

2) Другие эквивалентные определения хаусдорфова пространства имеются, 
например, в книге Бурбаки [ 1). Хаусдорфовы пространства называются также 
птделимыми. См .. кроме того, Себащтиан-и-Сильва [1]. 
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жество, содержащее О,- бесконечно, и, следовательно, точки О и 1 
не могут быть отделены непересекающимися открытыми множе

ствами. (Заметим, что О и 1- единственные две точки накопле

ния в этом пространстве (см. § 9).) Если же одна из двух точек р 
или q является изолированной, то условие (1), очевидно, выпол
няется. 

IX. с1 о-пространства. Топологическое пространство называется 
J'0-npoc т ране т во .м, если для каждой пары различных точек этого 
пространства существует открытое множество, содержащее одну из 

точек и не содержащее другую 1). 
Эквивалентное требование: никакие две различные точки не имеют 

одинакового замыкания. 

Очевидно, что каждое с11 -пространство является с10-про
ст ране т во .м. 

3 а меч а н и е 1. Обратное утверждение не верно. Приведем 

один интересный пример J'0-пространства, которое не является 
J'1 -пространством (Александров и Хопф [ 1], стр. 26, 40) 2). Рассмотрим 
симплекс (р0 , .•• , Pn) (см. гл. 11, § 31). Точками нашего простран
ства служат все грани S этого симплекса (включая сам симплекс). 
Замыкание точки в рассматриваемом пространстве, т. е. симплекса S, 
определим как множество, состоящее из всех граней симплекса S; 
замыкание произвольнаго множества Е определим как объединение 

замыканий элементов множества Е. Построенное таким образом (ко
нечное) с1 0- пространство не является J'1- пространство м. 

3 а меч а н и е 2. С другой стороны, пространство, состоящее 

из двух элементов, замыкание каждого из которых совпадает со всем 

пространством, является топологическим пространством, но не яв

ляется с1 0 - п ространетвам. 

Х. Регулярные пространства. Менее широким классом, чем 
хаусдорфовы пространства, является класс регулярных nро

ст ране тв (см. Вьеторис [1], стр. 173; Титце [2], стр. 301; Бур

баки [ 1]. стр. 72). 

Определен и е. Топологическое пространство называется ре
гуля рны.м, если любая точка р и любое замкнутое множество F, 
не содержащее р, могут быть отделены открытыми множествами, 
т. е. если существуют открытые множества 0 0 и 0 1, такие, что 

(1) 

1) Понятие J'0-пространства было введено А. Н. Колмогоровым (см. 
Александров и Хопф [1], стр. 58). 

2) Более специальное исследование проведено в работе Ауля и 
Трона [1 ). 
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или, эквивалентно, если существует открытое множество О, такое, что 

(2) рЕ О и on F=O. 

Регулярное J'1 -пространство называется J'3-пространствоя. 
Т е орем а. Каждое подяножество регулярного простран

ства является регулярныя пространство;,t. 

Пусть Е- подмrюжество регулярного пространства, и пусть 
pEE--F, где множество F замкнуто относительно Е, т. е. F= 
=F n Е (см. п. IV). Так как точка р не принадлежит множеству fi, 
существуют два открытых множества 0 0 и 0 1, таких, что рЕ 0 0• 

Рс:01 и 0 0 n01 =0. Положим H0 =00nE, H 1=01 nE. Тогда 
множества Н0 и Н 1 открыты в множестве Е, рЕ Н0 , F с: Н1 и 
Н0 П Н1 =О. Следовательно, Е- регулярное пространство. 

3 а меч а н и е 1. Определение регулярного пространства можно 
выразить в терминах алгебры с замыканием следующим образом: 

если А- В=)= О, то существует открытое множество О, такое, что 
Ёс:О и А-0=)=0 (см. Нёбелинг [1]). 

3 а меч а н и е 2. Существуют хаусдорфовы пространства, не 
являющиесярегулярныяи. Пусть А=(!, 1/2, ... , 1/n, ... j. Введем 
топологию в единичном интервале [/ следующим образом: замкну
тыми будут все множества, замкнутые в естественной топологии. 
а также множество А. В такой топологии [/- хаусдорфово про

странство, не являющееся регулярным. 

Xl. База и подбаза. Семейство В открытых множеств назы
вается (открытой) базой топологического пространства, если каждое 

открытое множество может быть представлено как объединение эле

ментов векоторого подсемейства семейства В. 

Семейство S открытых множеств называется (открытой) подба
зой, если · семейство всех конечных (непустых) пересечений эле

ментов множества S является базой пространства (Келли [ 1 ], 
стр. 48). 

Пр и мер 1. Семейство всех открытых интервалов r < х < s с рацио
нальными концами r, s образует базу в пространстве ~ всех вещественных 
чисел. Семейство всех открытых кругов в ~~ с рациональными радиусами и 
рациональными центрами образует базу в ~ 2 • 

П р и м ер 2. Семейство лучей вида х > r и х < r, где r рационально, 
образует подбазу пространства ~. 

Пр и мер 3. Пусть <{- канторово совершенное множество (см. § 3, IX), 
т. е. множество всех чисел t вида t = (0, t(1J, t(2), ••• )3• где t<n) =О 
или 2, или, что то же самое, множество (0, 2).flJ. Множества Сп, а= Е (t(n) =а), 

t 
где а либо О, либо 2, образуют подбазу в <{ (в его обычной топологии). 
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Пр и мер 4. Пусть rN'- мно;жество иррациональных чисел, т. е. про

странство @9) всех последовательностей положительных целых чисел z = 
= (z(I\ z(2

), •.• ) (см. § 3, IX). Множества вида 

Nn,m=E(z(n)=m), где n=l, 2, ... , m=1, 2, ... , 
z 

образуют подбазу. 

3 а меч а н и е 1. Пусть Х -- произвольное множество и S- не
которое семейство подмножеств множества Х. Множество Х станет 
топологическим пространством, если в качестве подбазы взять се

мейство S. 

3 а меч а н и е 2. Пространства (f, (52, 75' и df/", рассмотренные 
в примерах 1-4, имеют счетные базы. То же самое справедливо 

для пространста (fn, (f~o и их подпространств. 
Мы увидим далее (гл. 11), что во всяком регулярном с11 -про

странстве со счетной базой можно ввести расе таяние между точ

ками (другими словами, такое пространство .мет ризуе.мо). 

3 а меч а н и е 3. Пространство со счетной (но не конечной) 
базой называется прост ранство.м веса ~ 0 • 

Вообще: вес пространства- это наименьшее кардинальное число m, 
такое, что пространство имеет базу мощности ш. 

3 а меч а н и е 4. 'Кроме понятий открытой базы и открытой 
подбазы, можно рассматривать двойственные понятия зайкн у той 

базы и зайкнутой подбазы. А именно семейство А замкнутых 
множеств называется за.мкнутой базой пространства, если каждое 

замкнутое множество может быть представлено как пересечение 

элементов множества А. Семейство R замкнутых множеств назы
вается за.мкнутой подбазой, если семейство всех конечных 
объединений элементов множества R образует базу этого про
странства. 

Очевидно, что (F Е А)= (1 - F Е В) и (F Е R) = (1 - F Е S). 
Наконец, рассмотрим понятие локальной (открытой) базы в не

кота рой точке р. Так называется всякое семейство открытых 

множеств, содержащих р, такое, что каждое открытое множество, 

содержащее р, содержит некоторый элемент этого семейства. 

Весьма важную роль играют пространства со счетной локальной 

базой в каждой точке (они называются пространствайи, удовле
творяЮщийи первой ш<еиойе счетностul)). Таковы, например, 
метрические пространства. 

Естественным образом вводятся понятия локальной подбазы и 
локального веса. 

Пространства со счетной открытой базой (или со счетной локаль
ной базой) б у дут изучаться более подробно в г л. 11. Здесь мы 

1) Эта аксиома была введена Ф. Хаусдорфом [1], стр. 263, 
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установим следующую важную связь этих пространста с простран

ствами Линдел~фа (см. п. VJI; Линделёф [1], стр. 697; Юнг [2], 
стр. 384). 

Теорема Линдел~фа. Каждое топологическое простран
ство со счетной открытой базой есть пространство Лин

делёфа. 
Дpyгиfitu словами. в таком пространстве каждое (не

счетное) се.ttейство открытых .множеств {01) содержит (счет
ную) последовательность 0 1,. Ot, • ... , такую, что 

Пусть множества R1• R2 , • • • образуют базу рассматриваемого 
пространства, и пусть Rk,• Rk,• ... -последовательность элементов 
базы, содержащихся в :множествах семейства {01}. Каждому индексу kn 
можно поставить в соответствие (согласно аксиоме выбора) индекс tn• 
такой, что Rk с 0 1 • Тогда 

n n 
00 со 

U Rk с U 0 1 с U 0 1• 
n=l n n=l n t 

С другой стороны, если рЕ 0 1, то существует индекс }, такой, 
что рЕ Rj с 0 1. Индекс j принадлежит последовательности k1 , k2 , ••• , 

се се 

т. е. рЕ U Rk , поэтому U 0 1 с: U Rk , что и требовалось дo-
n=I n t n=l 11 

казать. 

3 а меч а н и е. Теорему Линделёфа можно сформулировать также 
следующим эквивалентным образом: каждое (несчетное) семейство 
за.~rtкнутых .множеств (PL\ в расс.матривае.мо.м пространстве 
содержит некоторую (счетную) последовательность PL" PL,, ... , 
такую, что 

со n PL =ПРL. 
n=l n L 

Для того чтобы доказать это утверждение, достаточно обозначить 

через OL дополнение множества PL и применить закон двойственности 
Моргана (§ l, V) к теореме Линделёфа. 

§ 6. Граница и внутренность множества 

1. Определения (см. Кантор [3], стр. 128, и Жордан [1], стр. 72). 
Границей множества Х называется множество 

Fr(X)=XП(l-X). 

Внутренностью множества Х называется множество 

Int(X)= 1-1-Х. 
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Пр и меры. Пусть множество Х есть круг х2 + у 2 < 1 на енклидовой 
плоскости; тогда множество Fr (Х)- окружность круга, а множество 
Int (Х)- открытый круг. Ничто не изменится, если заменить знак < зна
ком <. 

В пространстве натуральных чисел граница каждого множества пуста. 
В пространстве действительных чисед границей множества рациональ

IIЫХ чисел является все пространство. 

Пусть Х- nроизвольнос множество в пространстве действительных 
чисел и 1- функция, определенная условиями: 1 (х) = 1 для х Е Х и 1 (х) =О 
для х Е 1 - Х; тогда граница множества Х состоит из множества точек 
разрыва функции 1 (см. § 13). 

11. Не~tоторые формулы, Мы б у де м пользоваться в дальнейшем 
следующими формулами 1): 

(1) fпt (Х П У)= Iпt (Х) П Iпt (У); 

(1') (Х с У)==} (Iпt (Х)с fпt (У)); 

(2) yrнt(X)clпt(yx,} 

(3) Iпt (Х)= Х -1- Х = Х -- Fr(X)cX; 

(4) Fr (1 -- Х) = Fr (Х); 

(5) Fr(X)c:Fr(X); 

(б) Fr(X)=(XП1-X)U(X--X); 
(7) XUFr(X)=X; 

(8) Fr (Х) U Fr (У)= Fr (Х U У) U Fr (Х n У) U (Fr (Х) П Fr (У)) 2); 

(9) fпt [fпt (Х)] = !пt (Х); 

(1 О) Iпt (Х) П Fr (Х) =О; 

(11) Fr (Iпt (Х)) с Fr (Х); 

(12) lпt (Fr (Х)) = Х П Iпt (Fr (Х)) = lпt (Fr (Х))-Х; 

(13) Fr (Fr [Fr (Х)]\ = Fr [f'r (Х)]; 

(14) fпt(X-Y)c:Iпt(X)--Iпt(Y); 

(15) Iпt (Х U У)= Iпt (Х) U Iпt (57). 

Формулы (1) - (3) можно установить следующим образом. Имеем 

1- 1 -(Х П У)= 1 -- (1- Х) U (1- У)= 1- (1- Х U 1- У)= 

=(1-1-Х)П(1-1- У); 

Uiпt(X,)= 1---П 1-X,c1-П(l-X,)=Iпt(UX,). 
l L L L 

1) Некоторые из них имеются в работе Зарицкого [1 ]. Автор изучает, 
кроме того, такие функции множеств, как .край• Х П (1- Х) и .внешность• 
1- Х. См. в этом направлении также работы Хеммера [2], [4], [5]. 

2) См. Стоун А. [2], стр. 428. 
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Далее, 1-1-Хс1-(1-Х)=Х, откуда 

Int(X)=XП (1-··1-Х)=Х -1 -Х=Х-(Х n 1- Х) = 

=Х -(Х n Х n 1- Х)= Х -(Х n 1-Х)= X-Fr(X)cX. 

Формулы (4) и (5) очевидны. Имеем 

Х n 1-Х = [(ХП 1- Х) n Х] U [Х n 1- Х n (1- X)J, 

отк у да с помощью включений Х с Х и 1 - Х с 1 - Х мы nолу
чаем (6). Далее, 

Х U Fr (Х) = Х U (Х n 1 - Х) U (Х ·- Х) = Х U (Х- Х) = Х. 

откуда следует формула (7). Докажем формулу (8): 

Fr (Х U У)= Х U У П 1- (Х U У)= Х U У n (1- Х) n (1 ·-У) с 

с сх n 1 - х n 1 -У) u cv n т=х n 1 -· У) с 

с(Х n 1 - Х) U (У n 1 · У)= Fr (Х) U Fr (У); 
Fr (Х П У)= Fr (1- (Х П У))= Fr ( (1- Х) U (1- У) )с 

с Fr (1 - Х) U Fr (1- У)= Fr (Х) U Fr (У). 

С другой стороны, Х = (Х n У) U (Х- У) и 1-Х =(У-Х) U 
U (1- (Х U У)), откуда 

Fr (Х)с(Х ПУП 1- Х) U (Х --У П У-Х) U 

U (Х- У n 1 - (Х U У)) с 

с Fr(X П У) U (Fr (Х) П Fr (У)) U Fr (Х U У). 

Это завершает доказательство формулы (8). 
Формулы (9) и (10) очевидны, а (11) следует из (4) и (5). 

В силу формул (1 1
) и (3), из включения Fr (Х)с Х следует, что 

Int (Fr (Х) )с Х. Обозначим через О (открытое) множество Int (Fr (Х) ); 
тогда О ОП Х, откуда, согласно § 5, 111, следует равенство 

о= оn х =оn Х, что ДОI<азывает nервую часть соотношения (12). 
Вторая часть этого соотношения следует из формулы ( 4), если 
вместо Х подставить 1 - Х. 

Доказательство соотношений (13) и (14) мы предоставляем чита
телю. Формула (15) будет установлена в § 8. 
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111. Связь с замкнутыми и открытыми множествами. Непосред
ственно видно, что всякая граница замкнута и что всякая внv

тренность открыта 1). Более того, внутренность .множестваХ 
есть наибольшее открытое подмножество множества Х. Дей
ствительно, если О- открытое подмножество множества Х, то мы 
имеем 

1 - Х с: 1 --О= 1- О, откуда r=-x с: 1 -О 

и, следовательно, 

Ос: 1- r.=-x = Int (Х). 
Если х -замкнутое .множество, то Fr (Х) = х n 1 - Х; если 

Х- открытое Jrtножество, то Fr (Х) = Х- Х. 
Каждое из этих равенств ха рак те ризуе т соответственно замк

нутые и открытые множества. В самом деле, из соотношения (б) 

в первом случае вытекает, что Х --· Х =О, т. е. Х = Х, а во вто

ром случае- что Х n 1-Х =О, т. е. 1 - Х = 1- Х. В част
ности, равенство Fr (Х) =О эквивалентно утверждению, что множе
стnо Х одновременно замкнуто и открыто. 

Для того чтобы .множество Х было разностью двух замк
нутых .множеств, необходимо и достаточно, чтобы .множе-

ство Х- Х было за.мкнуты.м (см. Серпинекий и Куратовский [2], 
стр. 22). 

В самом деле, пусть Х =Е - Р, г де Е и Р ·-- вамкнуты е мно
жества. Имеем 

Х =Х n (Е- Р)=(Х n Е)-(Х nР). 

Так как Х с: Е, то Х с:Е, откуда Х n Е= Х. Следовательно, 
Х = Х- (Х nР), откуда Х- Х = Х nР; следовательно, Х -Х 
есть замкнутое множество. 

Обратно, если Х -Х замкнуто, то множество Х, равное 

Х- (Х- Х), есть разность двух замкнутых множеств. 

IV. Теорема аддитивности. Сопоставим с формулой (2) следую
щую теорему (которой мы воспользуемся в § 8): 

Пусть (Х,)-некоторое семейство (произвольной .мощности) 
.множесmб, открытых относительно U Х,. Тогда 

L 

(i) Int(UX,) =Ulnt(X,); 
L L 

(ii) Int CUX':) = U Int (XJ 
L L 

1) Это утверждение эквивалентно аксиоме 4. Под названием .условия 
Хедрика• оно рассматривалось некоторыми авторами как аксиома. См. Хед
рик [1), стр. 285, и Фреше [5], стр. 201. 
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В самом деле, положим S = U Х,. тогда, по предположению, имеем 
~-~' 

Х, = S --S -- Х, с 1-S- Х,, следовательно, ScU (1-S- Х). 

Далее имеем 

Iпt (S) = S П Iпt (S)c U (1 -- S- Х,) П (1- 1 - S) = 
t 

= U [1- (S- Х,) U (1- S)J = U (1 --- 1 -S n Х,) = 
L l 

= U (1- 1- Х,) = U Iпt (Х,), 
t t 

откуда, в силу (2), следует (i). 

Согласно § 5, III, имеем Iпt (S) = Iпt (S) n Sc!пt (S) n S. Как мы 
доказали выше, S с U ( 1 - S --- Х ,); следовательно, 

t 

Iпt (S)c Iпt (S) n U (1 - S -- Х,) = U (Iпt (S) --- S Х,). 
t l 

Но Iпt(S) -S--X,cS--(S-XjcS --(S--X,)=X,, и так как 
первый член этого включения есть открытое множество, он содер-

жится во внутр_:_нности множества Х,; таким образом, Iпt (S)
- S- Х 1 с Iпt (Х J Согласно предыдущей форму л е, мы получаем 

Int(S)cU Iпt(X,), откуда 
l 

Iпt(S)c U Iпt(XJ 
l 

Остается доказать обратно.:: включение. Согласно соотноше

нию (1'), мы имеем Int(X,)c!nt(S). Следовательно, Ulnt(X,)c 
L 

с Iпt (S) и, наконец, 

U Iпt (Х ,)с Iпt (S). 
l 

V. Отделимые множества. 
Определен и е. Множества Х и У называются отделuмыми 

(см. Мазуркевич [3], стр. 66, и Кнастер и Куратонекий [1], стр. 206), 
если 

(1) 

Множество l- (Х U У) называется отделяющим множество Х 
от У; оно отделяет также любое множество UcX от любого мно
жества VcY. 
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Два отделимых множества не пересекаются, однако обратное 
утверждение, неверно, как видно из простых примеров. 

Теорема 1. Пусть Х и У-отделимые .множества и Ис.Х 
и V с У; тогда .множеств а И и V отделимы. 

Это утверждение непосредственно следует из соотношения ( 1 ). 

Т е орем а 2. Если лtножества А и В за.мJСнуты (или от
!( рыты), то .чножества А-В и В-А отделимы. 

Если А= А, то А -В с. А= А, следовательно, 

А- В n (В-- А)= О. 
Случай открытых множеств сводится к случаю замкнутых при 

помощи тождества 

А-В=(1- В)-(1-А). 

Т е орем а 3. Если .множества А и В оба за.МJ(нуты (или 

оба от1~рыты) и А П В= О, то А и В отделимы. 
Эта теорема следует из теоремы 2, так как А --В= А и 

В-А=В. 

Т е орем а 4. Если .множество Х отделимо от У и от Z, 
то Х отделимо от У U Z. 

В самом деле, Х n (У U Z) = (Х n У) U (Х n Z) =О и, с другой 

стороны, х n у u z = (Х n У) u (Х n Z) =О. 

Т е орем а 5. Множества Х и У отделимы тогда и тольJСо 
тогда, JСогда они не пересеJСаются и за.мJСнуты относительно 

своего об'Ьединения. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Если множества Х и У отделимы, то, со
гласно соотношению ( 1 ), мы имеем 

х = х u (х n У)= х n (Х u У). 

Это равенство означает, что множество Х (так же как и множе
ство У) замкнуто в множестве Х U У. 

С другой стороны, если Х n У= О и Х = Х n (Х U У), то 
ХПУс.ХПУ=О. 

Теорема б. Множество Fr(X) отделяет внутренность 
.множества Х от внутренности его дополнения. 

Действительно, 

1 -- Fr (Х) = 1- (Х n 1 -- Х) = (1- Х) U (1- 1- Х). 
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Vl. Двойственность между операциями замыкания и взятия 

внутренности множества. Формула- Х = lnt (- Х) позволяет рас
пространить двойственность алгебры Буля (основанную на правилах 

Моргана) на утверждения, выраженные с помощью операций А 

и lпt А. А именно, так как эти операции дооt!ственны, то из любого 
истiiнного выс:(азывШIШI такого рода можно получить двойствешюе 

истинное высказыоанне, заменяя псе операции двойственными (напо

мню!, что двойственныыи являются операции А U В и А П В; А- В 
и А:В; АсВ и А::::>В; О и 1, см.§ 1, 11). 

Например, таким способом можно получить соотношение 11 (1) 
из § 4, аксиомы 1; 11 (2) из § 4, 111 (4); 11 (14) из § 4, III (За) и 

т. д. 

Следует заметить, что вместо операции замыкания Х в качестве 
осно•зiюй операции при определении 1) топологического пространства 
можно рассматривать операцию взятия внутренности множества lnt (Х). 
Этому соответствуют следующие аксиомы: 

а) lnt (Х П У)= lnt (Х) П ln t (У); 

/)) lnt (Х)сХ; 

у) Int(l)=1; 

Ь) lnt [lnt (Х)] = lnt (Х). 

§ 7. Окрестность точки. Локализация свойств 

1. Определения. Множество Х назыоается окрестностью 
точки р, если рЕ lnt (Х), т. е. если точка р есть внутренняя точка 
множества Х; иначе говоря, если точка р не принадлежит множе

ству 1-Х. 
Открытое множество является окрестностью каждой из своих 

точек. Всяю1я окрестность точки р содержит открытую О!(рест
ность этой точки, а именно внутренность этой окрестности. 

]{аждое надмножество какой-либо О!(рестности точки р также 

является окрестностью точки р. Пересечение двух окрестностей 

точки р есть окрестность этой точки, ибо (см. § 6, 11 (1)) 

Int (Х П У)= lnt (Х) П lnt (У). 

Таким образом, семейство окрестностей точки р является 
фильтром, 

ПодмножестDо Х множестDа Е назьшается окрестностью точки р 
относительно множестDа Е, если точка р принадлежит внутрен

ности множества Х относительно множества Е, т. е. рЕ Е-Е- Х. 

1) Понятие границы также можно положить в основу определении 
топологического пространства. См. Зарицкий (1] и Альбукерк [1]. 
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Если .~tножество Xi есть О!(рестность тоrtки р относи
тельно Е; (i =О, 1), то .множество Х0 U Х 1 есть окрестность 
точки р Оlitносительно Е0 U Е1 • 

в самом деле, имеем рЕ Ео n Е]~-·- (Ео -- х о u Е] - х ])• Так как 

(Е0 -- Х0) U (Е1 - Х 1)~[Е0 _ .. (Х0 U Х1 )] U [Е1 -- (Х0 U Х1)] = 

= (Е0 U Е1)- (Ха U Х 1), то рЕ (Е0 U Е1) -(E0 U Е1) -(Ха U Х1 ). 

11. Необходимые и достаточные условия. 

Т е орем а 1. Для того чтобы точка р принадлежала Х, 
необходu.но и достаточно, чтобы любая окрестriость Е точr{U р 
удовлетворяла не равенству_ Х П Е=!= О. 

Действительно, пусть рЕ Х, и пусть Е- произвольная окрест
Iюсть точки р. Это означает, что точка р не принадлежит множе-

ству 1 -Е. но ТОГ дар Е х- 1 - Е с х- (1 -- Е)= х n Е. и поэтому 
Х П Е=!= О. 

С другой стороны, предположим, что каждая окрестность Е точки р 

удовлетворяет неравенству Х n Е=/= О. Отсюда вытекает, что множе
ство 1 - Х не является окрестностью этой точки и, следовательно, 

рЕ 1- (1 - Х) = х. 
Отсюда непосредственно получаем такое следствие: 

С л е д с т в и е 1а. Для того чтобы точка р принадлежала 
Fr(X), необходимо и достаточно, чтобы любая окрестность Е 
точки р удовлетворяла двойно.му неравенствуЕПХ=/=0=/=Е-Х. 

Следует заметить, что в двух предыдущих предложениях термин 
"окрестность точки р" можно заменить термином "открытое множе

ство, содержащее точку р". 

3 а меч а н и е. Определение топологического пространства (§ 4, 1) 
можно сформулировать эквивалентным образом, если в качестве исход

ного понятия взять открытую окрестность (о. о.) точки и потребо

вать выполнения следующих аксиом 1): 
А) Всякой точке р соответствует по крайней мере одна 

о. о. Наждая о. о. точки р соде ржи т точку р. 

В) Пусть И и V --две о. о. точка р; тогда существует о. о. 
тоЧJ(и р, соде ржащаяся В И П V. 

С) Пусть И- некоторая о. о. точли р и q Е И; тогда су
ществует о. о. V точки q. содержащаяся в И. 

Легко видеть, что в топологическом пространстве условия А- С 
имеют место. 

1) См. Хаусдорф [1], стр. 213. О первых работах в этом направлении 
см. Гильберт [11. Ср. также с (V)-пространствами (.окрестностными" про
странствами) Фреше [5], стр. 172. 

5• 
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Обратно, если в nространстве, удовлетооряющем условиям А -С. 

определить замыкание при помощи утверждения 1, то пространство 

станет топологическим (в смысле § 4, I) 1). 

111. Сходящиеся фильтры. Мы скажем, что (собственный) фильтр F 
(см. § 1, VII) сходится к точке р, если каждая окрестностh этой 
точки принадлежит F (т. е. если фильтр F сильнее, чем фильтр всех 
окрестностей точки р) 2). 

В хаусдорфово.м пространстве любой (собственный) фильтр F 
.может сходиться лишь к одной точке, называемой предело.м 
фильтра F. 

В самом деле, пусть а =1= Ь- предельные точки фильтра F. и 
пусть А и В- непересекающиеся окрестности точек а и Ь. Тогда 

А Е F. в Е F и, следовательно, А n в Е F. Но А n в= О, поэтому 
пустое множество О должно принадлежать F, что невозможно. 

IV. Локализация. Пусть Р- некоторое свойство множеств. Обо
значим через Р семейство множеств, обладающих этим свойством. 
Во многих случаях применяется следующая локализация. 

Определение. Множество Х обладает свойством Р 
в точке р. если существует окрестность Е этой точки, такая. что 
х n Е ЕР. Через х· обозначается множество точек р (принадлежа
щих или не принадлежащих множеству Х), в которых Х не обла

дает свойством Р. 

Например, если семейство Р состоит только из пустого множества, то, 

согласно утверждению 1 п. II, х• = Х. Локализация свойства множества 
быть конечным или счетным приводит, как мы увидим (§ 9 и 23), к понятиям 
производнаго .множества и .множества точек конденсации множества Х. 

Изучим операцию Х* в том случае, когда семейство Р является 
идеалом (см. § 1, VII), т. е. 

(i) (ХЕР и Ус:Х)=?(УЕР); 

(ii) (ХЕр и у ЕР)=? (Х u у ЕР). 
С л е д с т в и я и з у с л о в и я (i). Если выполняется условие (i). 

то в предыдущем определении окрестность Е можно считать откры
той. В самом деле, согласно п. I. каждая окрестность Е точки р 
содержит некоторую открытую окрестность О точки р; следова-

1) Эквивалентность топологий, вводимых при помощи замыкания и при 
помощи окрестностей, изучалась Деем [!] при более слабых предположе
ниях (когда выполняются не все аксиомы замыкания 1-4). См., кроме того, 
Рибейро [!]. 

2 ) Дальнейщие определения и теоремы см. в книге Бурбаки [1}. гл. 1, 
§ 6, 7. 
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тельно, если х n Е ЕР, то из включения х n ОсХ n Е вытекает, 
что х nа ЕР. Отсюда в свою очередь следует, что множество 1-Х*, 
как объединение открытых множеств, открыто. Следовательно, мно

жество Х* замкнуто. Так как Р =1=- О, то О ЕР. 
Покажем теперь, что 

(1) (Х с У)=? (Х*с У*); 

(2) Х**сХ* = Х*сХ; 
(3) если О- открытое множество, то Оn Х* =а n (Оn Х)*. 
В самом деле, пусть Х с У, рЕ Х* и О- открытое множество, 

содержащее точку р. Тогда х n а~ Р, и так как х n ас у n а. ТО 
из условия (i) вытекает, что у n а~ Р. Следовательно, рЕ У*. 

Так как (l- Х)ПХ=ОЕР. то 1-Хс1--Х*, т. е. Х*с.Х. 
Отсюда ( Х*)* с Х* = х•. 

Пусть теперь рЕ а n х·. Тогда, если н-- окрестность точки р. 

то Н n а n Х ~ Р (так как Н n а - окрестность точки р). Отсюда 
вытекает, что рЕ (а n Х)*. Таким образом, а n Х*с(а n Х)*. с дру
гой стороны. согласно ( 1)' из включения а n х с х следует. что 
(Оn Х)*сХ*, поэтому а n (а n Х)*с а n Х*. Из последнего вклю
чения вытекает справедливость равенства (3). 

В соответствии с равенством (3) тот факт, что множество Х 
обладает или не обладает некоторым свойством в точке р, связан 
лишь с окрестностью этой точки, т. е. является фактом "локальным". 

Заметим, наконец, что из предложения (l) вытекают (см. § 4, Ш) 
следующие формулы: 

(4) 

(5) 

(б) 

(Х n У)* с Х* n У*; 
(П Хt)*сП Х~; 

t t 

С л е д с т в и я из у с л о в и й (i) и (ii). 

(7) 

(8) 

(Х u У)*= х· u У*; 
Х*- У*с(Х --У)*. 

В СаМОМ деле, если р ~ Х*, ТО существует окреСТНОСТЬ Q ТОЧКИ р, 

такая, ЧТО х nа ЕР. Точно так же, если р ~У*, то существует 
окрестность н точки р. такая, что у n н ЕР. Согласно условию (i), 
XnanHEP и YnanHEP. откуда, в силу условия (ii), 

(Х u У) nаn н ЕР. Итак, р $ (Х u У)*, следовательно, (Х u У)* с 
с:: Х* U У'". Обратное включение явJiяется ча.стнь1м случаем формуJiы (6). 
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Формула (8) вытекает из равенства (7); см. § 4, 1!1, правило (3). 

V. Локально замкнутые множества. 

О пр е д е л е н и е. Множество Х (с 1) называется лоuально за.мк
нуты.м в точке рЕ Х, если существует открытое множество О, 
содержащее р, такое, что множество Оn Х замкнуто в О (см. Бур
баки [1]). 

Теорем а 1. Множество всех точек рЕ Х, в которых .мно
жество Х не является лакальна за.мкнутьt.tt, совпадает с .ttно-

жество.w Х n Х --- Х (называемым вычетом 1) множества Х). 

Доказательство. Предположим сначала, что р~ХПХ-Х~ 
Положим О= 1-Х- Х; тогда О- открытое множество, содер
жащее точку р. Кроме того, 

ОПХ-Х=О, откуда onX-X=O; 
следовательно, ОП Х с Х. Отсюда иытекает, что О П Х с О n Х с: 
с о n х' и окончательно мы получаем равенстио о n х =о n х. 
Таким образом, множестио Оn Х замкнуто и О. 

Далее, предположим, что множество Х замкнуто в точке р. 
Пусть О- открытое множество, содержащее точку р и такое, что 

оn х замкнуто в О, т. е. оn х =оn х nо. Мы покажем, ЧТО 

Ocl-X-X, т. е. Х-Хс1-О, или Х-Хс1-О (О-откры
тое множество). Имеем 

Х -ХсХ -(ОПХ)=Х -(Оn Х n О)=(Х -OnX)U (Х --О); 

но, согласно§ 4, III (3), Х-ОП Х сХ- ОП Х = Х- Ос т=й = 
= 1- О. Таким образом, Х- Х с 1- О, откуда р ~ Х -- Х. 

С л е д с т в и е 1а. Множество Х ло1<ально замкнуто в каждой 
своей то'lке тогда и толЬI<о тогда, J<ozдa Х есть разность 
двух замкнутых .множеств али (ЭJ<вивалентно, ер. § 6, III) 
uozдa .множество Х- Х замкнуто. 

По теореме 1 локальная замкнутость множестиа Х в каждой точке 

означает, что Х n Х- Х =О. Это равенство эквивалентно включе

нию Х - Х с Х -- Х, отк у да следует, что множество Х -- Х замкнуто. 

3 а меч а н и е 1. Для регулярных пространств данное выше опре
Аеление лока.1ьной замкнутости может быть выражено в терминах 

1) Более подробно о вычетах см. § 12, Vll и VI!l. 
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общего определения локальных свойств, сформулированного в п. IV, 
а именно справедлива 

Теорема 2. Для того чтобы под.цножество Х регуляр

ного пространства было ло1сально за.штуты.и в точ1,:е рЕ Х, 
необходиАtо и достаточно, чтобы существовала Olipecmrtocmь Е 
точки р (относительно пространства), такая, что .ltноже

ство Е n х заАtкнуто. 
Предположим, что множество Х лока.'Iьно замкнуто в точке рЕ Х. 

Пусть О- открытая окрестность rочки р, такая, что множеств~J 

ОП Х замкнуто в О, т. е. ОП Х =ОП Х ПО. Так как пространство 
регулярно, существует открытое множество Н, такое, что рЕ Н 

и Н с О. Следовательно, 

Hnx=нn onx=нn оn х n o=Hn onx. 

Итак, множество Е= Н является окрестностью точки р и имеет 
замкнутое пересечение с множеством Х. Поэто~tу сфорлtу,1ированное 
условие необходимо. 

Для доказательства достаточности положим О= Int (Е). Так как 

множество Е П Х замкнуто, то множество ОП Х =ОП (Е П Х) за1ш
нуто в О. 

3 а меч а н и е 2 1). Теорема 2 не имеет места в нерегулярных 
пространствах. 

Действительно, если пространство нерегулярно, то оно содержит 

точку р и открытое множество О Э р, такие, что никакое замкнутое 
множество Fc О не является окрестностью точки р. Поэтому мно
жество Х =О локально замкнуто в точке р (см. следствие), хотя 

условие теоремы 2 не выполняется. 

§ 8. Всюду плотные, граничные и нигде не плотные 
множества 

1. _Qпределения. 1. Множество Х называется всюду плотныJt, 

если Х = 1 (Кантор [2], стр. 2). 
2. Множество Х называется г раничны,lt, если его дополнение 

всюду плотно, т. е. 1 - Х = 1. 
3. Множество Х называется нигде не плотны,и 2), если его за-

мыкание является граничным множеством, т. е. 1- Х = 1. 

1) Это замечание принадлежит Галчинской-Карлович. 
2) Это понятие восходит к Дюбуа-Реймону [1]. 
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4. Пространство, содержащее счетное всюду плотное подмноже

ство, называется сепарабельпым 1). 

П р и м е р ы. В пространстве действительных чисел рациональные числа 
образуют всюду плотное граничное множество. Однако это множество не 
является нигде не плотным. 

В плоскости окружность круга является нигде не плотным множеством. 
В интервале (0, 1) кантороно множество 1: является нигде не плотным. 
Очевидно, что всякое надмножество всюду плотного множества является 

всюду плотным, всякое подмножество граничного множества является гра

ничным, всякое подмножество нигде не плотного множества является нигде 

не плотным. 

Всякое нигде не плотное множество является граничным. Обратно, всякое 
за м к н у т о е граничное множестiJо является нигде не плотным. 

Граничное множество может быть открытым только в том случае, если 
оно пустое. 

11. Необходимые и достаточные условия 2). Равенство 1 - Х = 1 
эквивалентно формуле Int (Х) =О. 

Таким образом, гр;шичные множества можно определить как 

множества, не содержащие ни одной внутренней точки, или 
не содержащие непустого открытого множества. Так J(ак равенство 
Int (Х) =О эквивалентно nключению Х с Fr (Х) (см. § б, II (3)), то 
можно еще определить граничное множество как множество, содер

жащееся в своей границе, или как множество, удовлетворяющее 

включению Х с 1- Хт. Отсюда следует, что Х является граничным 

множестnом тог да и только тог да, когда Х с 1 - Х или, что то же 
самое, когда 

Хс1-Х. 

Это последнее в!{лючение характеризует, таким образом; 
нигде не плотные множества. 

Другое необходимое и достаточное условие того, что некоторое 

множество Х нигде не плотно, формулируется так: каждое непу
стае открытое множество содержит непустое открытое 
подмножество, не пе ресекающееся с Х. 

В самом деле, если Х --нигде не плотное множество, то Х, как 
граничное множество, не содержит открытого непустого множества. 

Следовательно, если О- произвольное открытое множество (=;ЬО), 

то множество О --- Х не пусто, открыто и не пересекается с Х. 
С другой стороны, если множество Х не является нигде не плот

ным, то множество Х не является граничным, следовательно, 

1) См. Фреше, [1], стр. 23. По поводу локально сепарабельных про
Стj)анств (понятие введенное П. С. Урысоном [8], стр. 11 9) см. Александров [За] 
и Серпинекий [49] 

2) О многочисленных свойствах всюду плотных, граничных и нигде не 
плотных множеств см. Уоллес [1], стр. 420. 



§ 8. Всюду плотные, граничные и нигде не плотные Аtножества 73 

Int (Х) +О. Если О-- открытое неnустое nодмножество множества 
Int(X), то Oc:Int(X)c:X. откуда оn х =1= о И, следовательно, 
Оn Х =1= О (см. § 5, III). Это означает, что открытое неnустое мно-

жество Int (Х) не содержит никакого открытого непустого подмноже
ства, которое не пересекалось бы с Х. 

JII. Операции. 

Т е орем а 1. Объединение z раничноzо и ниzде не плотноzо 
.множества является zраничным мно:ж:ество.мl). 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть 1"=Х = 1 = 1 -- У. Из § 4, III (3) 

следует, что 1-· У= 1-Х- Ус:(1 -- Х)- У= 1- (Х U У). От-

сюда 1 = 1 -У с: 1 - (Х U У), и окончательно 1 - (Х U У)= 1. 

Т е орем а 2. Объединение двух ниzде не плотных Аtножеств 
является наzде не плотным .множес тво.и. (См. Янишевский [1], 
стр. 26.) 

Доказательство. Пусть Х и У-нигде не плотные мно

жества, тог да Х и У- также нигде не плотные множества и, саг ласно 

теореме 1, Х U У- граничное множество. Так как множество Х U У 
замкнуто, оно нигде не nлотно, что и требовалось доказать. 

Т е орем а 3. Пусть (XJ- семейство множеств, откры
тых относительно Аtножества U Х1 • Если каждое Х1 является 

t 

zраначным (соответственно ниzде не плотным) .множеством, 
то .множество u xt также zраничное (соответственно ниzде 

L 

не плотное). 

Это следует из теоремы § 6, IV, если заметить, что Int (Х 1 ) =О, 
соответственно Int (XJ =О. 

JV. Разложение границы. 

Теорема 1. Граница произвольноzо множестваХ разла
zается на два zраничных множества, а именно множество 

XП1--X=X-Jnt(X) и множество Х-Х. 

Формула Fr (Х) = (Х n 1- Х) U (Х -- Х) была установлена в § 6 

(11 (6)). Достаточно показать, что множество Х n 1 -- Х является гра-

1) Тогда как объединение двух граничных множеств может не быть гра
ничным множеством; например, объединение множеств рациональных и ирра
циональных чисел в пространстве действительных чисел. 
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ничным, ибо множество Х -- Х получается из него подстановкой 
1 - Х вместо Х. Имеем 

1 = 1- Х U (1- 1- Х)с 1=Х U 1- 1- Х = 

= (1 -- Х) U (1 --· 1 -·- Х) = 1- (Х П 1- Х), 

что и требовалось доказать. 

3 а меч а н и е. Одновременно мы доказаm1, что граничные мно-

жества можно опреде.~ить rсак множества вида Х n 1 - Х (а следо

вательно, как множества вида Х - Х). 

Теорема 2. Если ююжества Х и У отделимы, то .Мflо

жество Х n У нигде не плот~-tо. 
В самом деле, так как Х n У= О, мы имеем 

х n v = сх n v n У) u сх n v --У)= сх n У)- У с У- У. 

но, согласно теореме 1, множество У- У нигде не плотно. 

Т е орем а 3. Есла Х открыто иди замк~-tуто, то Fr (Х) ни
где не плотно. 

в самом деле, если х = х' ТО Fr (Х) = х n 1 - х; последнее же 

множество, будучи граничныы (по теореме 1) и замкнутыы, нигде 

Iie плотно. 
Случай, когда множество Х открыто, рассыатривается аналогично. 

V. Множества, открытые по модулю нигде не плотных мно~ 
жеств. Пусть /-идеал нигде не плотных множеств. 

Множество А называется от1срыты.1t по модулю /, если сущест
вует открытое множество О, такое, что А конгруэнтно О по ыодулю 

l(A~Omodl, ер.§ 2, VIII), иначе говоря, если А-0 и 0-А 
нигде не плотны. 

Аналогично определяются множества, за.икнутые по модулю 1. 
Наждое за.икнутое .иножество F omf(pьtmo по модулю 1. 

В самом деле, F = lnt (F) U Fr (Р) и Fr (F) нигде не плотно (IV, тео
реыа 3). 

Аналогично f(аждое от!( рытое Jrtнoжecmвo зам/( н у то по мо
дулю 1. Таким образом, семейства множеств, открытых по модулю 1 
и замкнутых по ыодулю /, совпадают. 

Теорема 1. Се.иейство всех множеств, открытых по мо
дулю нигде не плотных .иножеств, является поле.и, т. е. есла 
А 1 а А2 открыты mod /, то А 1 U А2 , А, П А2 и 1 - А 1 отf(рьtтьt 
modl. 
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Доказательство. Пусть А 1 ~0 1 и А 2 ~02 , где 0 1 и 0 2 
открыты. Тогда (см. § 2, VIII) А 1 U А2 ~ 0 1 U 0 2 и А 1 ПАс~ 0 1 П 0 2 . 

Остается показать, что если А~ О, то существует открытое мно
жество Н, такое, что 1'--А~Н. Поскольку А~О, мы имеем 
1 -А~ 1 -О. Замкнутое множество 1 --О ОТ!( рыто nюd /, по

этому существует открытое множество Н, такое, что 1-О~ Н. 
Следовательно, 1 --А~ Н. 

Т е орем а 2. Множество А открыто mod 1 тогда и толы<о 
тогда, когда существует отt<рытое .множество Н, таt<ое, что 
Н с А и А- Н нигде не плотно. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Достаточность этого условия очевидна. 
Предположим теперь, что А- О и О- А нигде не п.1отны. Положим 
Н= ОП Int (А). Тогда 

А- Н= (А- О) U (А П 1 - А)= (А -О) U (ОП А П 1 -А). 

Поскольку ОП 1-А сО- А (так как О открыто), отсюда следует, 
что 

А -Нс(А -0) U О -А. 

Это завершает доказательство (в соответствии с теоремой 2 из 
п. III). 

Т е орем а 3. Множество А открыто mod 1 тогда и толы<о 
тогда, когда Fr (А) нигде не плотно. 

Доказательство. 1. Пусть А открыто mod/, и пусть, в со· 
ответетвин с теоремой 2, А= Н U N, где Н открыто, а N нигде не 
плотно. Тогда Fr(A)cFr(H)U Fr(N) (в силу§ б, 11 (8)). ПоСimльку 
каждое из множеств Fr (Н) и Fr (N) нигде не плотно, их объединение 
также нигде не плотно (по теореме 2, п. III). 

2. Предположим, что множество Fr (А) нигде не плотно. Поскольку 
А= Int (А) U [А П Fr (А)], отсюда следует, что А ошрыто mod /. 

Из предыдущих теорем вытекают такие следствия. 

С л е д с т в и е 1. Множество Х отк рыто mod 1 тогда и толы< о 
тогда, когда оно является разностыо за.нкнутого и нигде не 
плотного .множеств. 

Действительно, 1-(0UN)=(1-0)-N. 
С л е д с т в и е 2. В соtействе .множеств, открытых mod /, 

понятия граничного йножества и нигде не плотного йножества 
совпадают. 

В самом деле, пусть Х- граничное множество вида Х =О U N; 
тогда открытое множество О пусто, и поэтому Х совпадает с ни
rде не плотным множеством N. 

3 а меч а н и е 1. Как мы увидим в § 9, VI, каждое разрежен
Rое .!rtножество открыто по модулю семейства нигде не плот-
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ных .множеств. Другое интересное семейство множеств, открытых 
по модулю /, будет получено в § 12. В § 13, VI мы рассмотрим 
некоторые соотношения между точечно-разрывными функциями и 

множествами, открытыми mod 1. 
3 а меч а н и е 2. Следует заметить, что множества, открыто

за.икнутые mod /, т. е. множества вида А= (Н- N) U (N- Н), 
где Н открыто-замкнуто, а N нигде не плотно, можно охарактери
зовать услою1ем 1) 

Int (А)= Int (А). 

Более общая задача в этом направлении была рассмотрена Чеп
меном [2]. А именно он изучал полугруппу всех операторов, по
рожденных операторами замыкания и взятия внутренности множества 

(их всего 7, ер, § 4, V), и нашел условия на А, при которых 
01 (А)=02 (А), где 0 1 и 02 --элементы этой полугруппы. 

VI. Относительные свойства. Пусть Х сЕ; множество Х назы
вается всюду плотным. (соответственно г-раничным., ниzде не плот

ным.) относительно Е, если 

(соответственно Е- Х n Е= Е, Е- Х n Е= Е), 

т. е. если ЕсХ (соответственно Е сЕ- Х, Е сЕ- Х). 
Согласно п. 11, условие того, что множество Х является гранич

ным (соответственно ни г де не плотным) относительно Е, выражается 

также включением Х сЕ- Х (соответственно Х сЕ- Х). 
Следующие утверждения очевидны. 

Теорема 1. Множество Х плотно в Х; .множество Х -Х 
является г-раничным. в Х; согласно § 6, 11 (12), .иножество 
Х n lnt(Fr(X)) является одновременно плотным. и граничным. 
в .иножестве lnt [Fr (Х)]. 

Т е орем а 2. Если .иножество Х плотно в Е, то оно плотно 
в каждо.и под .множестве Е (соде ржаще.и Х); если .иножество Х 
граничное (или нигде не плотное) в Е, то Х граничное (или 
нигде не плотное) относительно каждого под.иножества Е. 

Т е орем а 3. Если Х плотно в У и У плотно в Z, то Х 
плотно в z. В частности, если Х плотно в У, то Х плотно 

в У. 

1) Теорема Н. Леви11а [1]. Эта теорема преJJ.ставляет интерес в связи 
с метастоуновскими пространствами в CMJ)ICЛe Диксмье [1]. Ср. Чода и 
Матоба [1]. ·· ~ · 
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Т е орем а 4. Если Х ниг.де не плотно в Е, то множество 
Х П Е ниг.де не плотно в Е. 

В самом деле, по предположению мы имеем Х с. Е- Х. Следо

вательно, в силу формулы Е- Х =Е-Х с: Е- Х, имеет место 
включение ХС:.Е-Х, откуда XnEc:E-XC::.E-XnE. что и 
требовалось доказать. 

Теорема 5. Пусть О-некоторое открытое множество, 
и пусть Х- граничное (ниг.де не плотное) множество; тог.да 
.множествr Х nО является г.раничны.м (ниг.де не плотны.м) 

относительно О, а .множество Х nО- относительно О. 

В самом деле, если Х- граничное множество, то Х с: 1- Х; 
следовательно, Х П Ос: 1-Х ПО, и так как, согласно § 5, III, 
имеет место включение l- Х П Ос: О-Х, то Х n Ос: О-Х= 
=О -сх nО). 

Аналогичным образом, если Х- нигде не плотное множество, 

то Хс:1-Х, откуда 

Х n Oc:l-X n Ос:О-Хс:О-Х nО. 

Кроме того, Х nО= (Х nО) U (Х n (О- 0)), и так как мно
жество О- О, а следовательно, и множество Х n (О- О), согласно 
теореме 1, нигде не плотны в О, то оставшаяся часть утверждения 

теоремы 5 с.1едует из п. III. 

Vll. Локализация. Множество Х называется г. раничны.м (ниг.де 
не плотны.м) в точ1се р, если существует окрестность О точки р, 

такая, что множество Х nО является граничным (нигде не плотным). 

Так, например, на плоскости множество, состоящее из круга (включая 
его внутреннюю часть) и сегмента, имеющего только одну общую точку р 
с данным кругом, является лакальна нигде не плотным в каждой точке 
сегмента, кроме точки р, но это множество не является нигде не плотным 

ни в какой точке круга. 

Так как каждое подмножество граничного (нигде не плотного) мно

жества тоже является граничным (нигде не плотным), в предшествую

щем определении можно заменить термин окрестность термином 

открытая окрестность (см. § 7, IV). 

Т е орем а 1. Множество Х ниг.де не плотно в точке р 

тог.да и только тог.да, ког.да Х является г.раничны.м .множе
ством в этой точке. 

В самом деле, пусть множество Х не является нигде не плотным 
в точке р, и пусть О- открытое множество и рЕ О; .тогда мно-
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жестпо Оn Х не яп.1яется нигде не плотньн1; следовательно, суще

ствует открытое множестuо Н, тшюе, что О =1= Н с Оn Х. Тог да 

(см.§ 5, 111) Н=НПОПХсНПОПХ. откуда НПО=f=О, и так 

как нnocononxconx, то onx не яв.тяется граничным 

множеством, следовательно, Х не яв.1яется граничным множеством 
в точке р. 

Обратно, если множество Х не является граничным в точке рЕ О, 

то существует открытое множество Н, такое, что О + Н с Оn Х. 
Следовательно, HcOnXconx, а это означает, что множество Х 
не является нигде не плотным u точке р. 

Теорема 2. Множество точет<, в f(Оторых Хне является 

ло1щльно граничны.н, совпадает с Ifi"t (Х); .множество точе1<. 
в 1.:оторых Х не является лоf(ально нигде не плотным, совпа-

дает с lnt (Х). 
В самом деле, пусть рЕ Int (Х) и О- открытая окрестность 

точки р. Из не равенства Оn Int (Х) +О следует, что О+ Оn Int (Х)с 
сО n Х. Это соотношение означает, что множество Х не является 
граничным в точке р. 

Обратно, пусть рЕ 1- Iпt (Х); тогда множество О= 1- Iпt (Х) 
есть открытая окрестность точки р, такая, что Оn Х --граничное 
множество, ибо 

Int (ОП Х) = Iпt (О) П Int (Х) = [ 1 - Int (Х)] П Int (Х) =О. 

Вторая часть нашего предложения вытекает из первой в силу 

теоремы 1. 

Теорема 3. Множество точеf( из Х, в f(Оторьtх Х или 

Х- лоf(ально граничное (нигде не плотное) .множество, является 
zраничны.tt (нигде не плотныя). 

В частности, если Х является лт<ально граниttньtА1 (нигде не 
плотны.и) .множествоАt в f(а:ждой своей точf(е, то Х- гра
ничное (нигде не плотное) .множество. 

В самом деле, имеет место соотношение Х -lnt(X)c Х -lnt (Х), 
и так как пос.1еднее множество, согласно п. IV, яв.1яется грюшчны~1. 

то и множество Х -- Int (Х) является граничным. 

Аналогичньш образом Х- Int (Х)с Х- Iпt (Х), и так как по
следнее множество является зам1шутым и граничным, а следовательно, 

нигде не плотным, то и множество Х- Int (Х) нигде не плотно. 
3 а меч а н и е. Согласно теореме 2 n. III, семейство нигде не 

плотных множеств является идеалом. Поэтому в формулы (1)- (7), 
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§ 7, IV можно подставить Int (Х) вместо Х*. Отсюда, в частности, 
следует, что 

Int (Х) U Int (У)= Int (Х U У), 

(i) 

Из теоремы 5 п. VI с1едует утверждение 

(ii) Пусть 0-omt<pыmoe А1Но:жество а Х -граничное (нигде 
не плотное) ),tножество в не"ото рой точ"е р; тогда 
яножество Х nО является граничны.н (нигде не плотным) 

в mo~.'<e р относатель'!_о О (если _РЕ 0), а .нножество 

Х nО- относительно О (есла рЕ 0). 
В саыом деле, по предположению существует окрестность Н 

точки р, такая, что Н n Х --граничное (нигде не плотное) множество. 
Следовательно, согласно п. VI, 5 (ecm1 подставить Н n Х выесто Х), 
нnо n х есть граничное (нигде не плотное) множество относительно О, 
а множество нnо n х относительно о; кроме того, множества н n о 
и Н n О являются окрестностr~ми точки р относительно множеств 
соответственно О и О. 

VШ. Замкнутые области 1). Множество Х называется за.Jt~~:ну
той областью, если оно замкнуто и не является локально нигде не 

плотным множеством ни в одной из своих точеr(; иначе говоря (см. 

п. VII), если Х = Int (Х) или если Х = 1-(1- Х). 
Замкнутые области можно также определить как за.иь//iания 

открытых .иножеств 2). 

В самом деле, предшествующая формула показывает, что каждая 

замкнутая область является замыканием открытого множества. Обратно, 

если О- открытое множество и Х =О, то О есть открытое под
множество множества Х. Следовательно, имеет место включение 

Ocint(X)cX, откуда Oclnt(X)cX =О. Итак, Х = lnt(X). 
Включение Fr(X)clnt(X) характеризует заАtкнутые об ласта 

среди замкнутых множеств. 

1) По поводу этого термина см. Лебег [3], стр. 273. О теоремах см, 
Куратонекий [7], стр. 192-195 и [9], стр. 117. 

2) Так как множество Int (Х) является замкнутой областью, то 

Int Int (Х) = Int (Х), откуда 1-1 -1- Х = 1 -Х. 

Ср. со схемой, данной в § 4, V. 
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В самом деле, оно выполняется, если множество Х -замкнутая 

область. поскольку Fr (Х)с: Х. Обратно, если Fr (Х)с Int (Х). то 

Х = Fr (Х) U Int(X) = Fr (Х) U Int (Х) = Int (Х). 
Если Х -за.мхнутая область, то 

Fr (Х) = Fr (l - Х) = Fr [lnt (Х)]. 

Действительно. Fr (Х) = Х П 1-Х = 1 -1-Х П 1-Х = Fr (1-Х). 

Об'Оединение двух за,u!(нутых областей есть заА-иснутая 
область. 

Более общо пусть (DJ- се.мейство за.~t~<нутых областей; 

тогда А-tножество U Dt есть за.мкнутая область. 
t 

Это утверждение следует из VII (i). 

Пусть Х -подмножество зашснутой области D а pED; 
тогда для того, чтобы множество Х было граничным (нигде 
не плотным) в точке р, необходийо и достаточно, чтобы Х 
было граничным (нигде не плотны.м) в этой точле относи
тельно множества D. 

В самом деле, это условие являетс~-1 необходимым, поскольку 

в VII (ii) множество О можно заменить множеством D. Об_ратно, 
если О-открытое и ОПХ-граничное (нигде не плотное) 
множество относительно D, то Оn Х -граничное (нигде не nлотное) 
множество относительно всего пространства. Это означает, что сфор

мулированное условие является достаточным. 

Таким образом, ясно, что nри тех же предположениях о Х и D 
свойство множества Х быть зад!(нуты;.t, нигде не nлотныд, за.и
кнутой областью эквивалентно соответствующе,иу свойству 

множества Х относительно дножества D. Действительно, первое 
(второе) свойство означает, что множество Х является лакальна гра
ничным (нигде не плотным) в каждой своей точке, а третье свойство 

означает, что Х не является ни г де не плотным ни в одной из своих 
точек. 

Отсюда следует, что свойство быть относительно замкнутой 
областью т ранзитивно, т. е. если Х- замкнутая область отно
сительно У, а У- замкнутая область относительно Z, то Х- зам
кнутая область относительно Z. 

IX. Открытые области. Опz!(рытая область есть дополнение 
к замкнутой 1). 

1) Об одном интересном применении этого понятия к проблеме тополо
гической интерпретации исчисления высказываний см. Тарекий [3], стр. 127. 
О при'ложениях к булевой алгебре см. Биркгоф [1 ]; Стоун М. [5], стр. 375, 
11 f3J, стр. 263; Халмош [1], § 4, 



§ 9. Точки накопления 81 

Открытые области можно также охарактеризовать равенством 

Х = Iпt (.Х). В самом деле, если Х = Iпt (Х) = 1- 1- Х, то мно

жество Х, как дополнение к замкнутой области 1 - Х. является 
открытой областью. Обратно, пусть множество Х- открытая область, 
положим D = 1- Х; так как D- замкнутая область, имеет место 

равенство 1 - 1 - Х = 1 - 1 - 1 - D = 1 - D = Х. 
Открытые области можно также определить как открытые мно-

жества, удовлетворяющие включению Fr (Х)с Iпt (1- Х). Действи
тельно, Fr (Х) = Fr (1 - Х), и для того чтобы множество 1 - Х 
было замкнутой областью, необходимо и достаточно, чтобы выпол-

нялось включение Fr (1 - Х)с Iпt (1 - Х). 
Если Х- открытая область, то 

Fr(X)=fr(X)=Fr(l-X). 

В самом деле, Fr (Х) = Х- Х = Х- Iпt (Х) = Х n 1-Х = Fr (Х). 
Т а к как объединение двух замкнутых областей является замкну

той областью, то ne ресечение двух открытых областей есть откры
тая область. 

§ 9. Точки накопления 

1. Определения. Точка р называется точкой накопления мно

жества Х, если рЕ Х- р. Множество Xd точек накопления мно
жества Х называется производным множеством (или производной) 
множества Х. 

Точка р называется изо ли ров ан ной точкой множества Х, если 
PEX-Xdl). 

Мы будем предполагать, что рассматриваются с11 -пространства. 

П р и м е р ы. Любое действительное число есть точка накопления мно
жества всех действительных чисел. Любое натуральное число изоли
ровано в множестве всех натуральных чисел; производвое множество 

9того множества пусто. Множество А чисел вида 1/n + 1/m (n = 1. 2 .... ; 
т= 1. 2, ... ) имеет своим производным множество, состоящее из чисел 
вида 1/n и числа О; ero второе производвое множество (т. е. производвое 
производного) состоит только из числа О; его третье производвое множе
ство пусто. В гл. 2, § 24, п. IV мы будем изучать производвые трансфинит
ного порядка. 

11. Необходимые и достаточные условия. Для того чтобы 
рЕ Xd, необходимо и достаточно, чтобы любая окрестность Е 
точки р удовлетворяланеравенству (ХПЕ)-р=/=0. 

1) Эти понятия введены Г. Кантором [1], стр. 129. Кантор использовал 
также термины ,coherence• и ,adhererн;e• для мцожеств ХП Xd и Х- Xd, 



82 Г л. 1. Топологическис п;юстранства 

Для того чтобы точка р была uзолuрованной точкой -~tftо
жества Х, необходиАtо u дocmamo'tHo, чтобы существовала 
окрестность Е точки р, таt<ая, что Х n Е= р. 

В самом деле, со г лас но § 7, !!, условие рЕ Х- р пыражается 

неравенством (Х- р) П Е ер О. 
Согласно тому же предложению, термин окрестность можно 

заменить термином Оf7l!{рытая окрестность. Неравенство х n Е
- р +О можно заменить условием "множество Х n Е бесr<онечно". 

В самом деле, пусть Е- окрестность точки р, такая, что мно

жество Х n Е конечно, тогда множестоо (Х n Е)--- р эащшуто и мно
жество А=Е-(Х ПЕ--р) есть окрестность точка р, такая, что 

XnA-p=O. 
Устанопив это, мы получим, что условие рЕ xd сводится к С1е

дующему: Аtножество Х не является лакальна t<оNечныАt 

в точке р. 

Ш. Некоторые формулы 1). Так как семейство всех конечных 
множесто является идеалом, то к операции Х можно применить фор
мулы § 7, относящиесяк локализации. Тогда мы, о частности, получи~t: 

(1) (Х U Y)d = Xd U yd; 

(2) Xd- Ydc(X- Y)d; 

(3) XddcXd; 

(4) (Q x~ycQX~; 
(5) ух~с(ух~{ 
(б) }(d=Xd2); 

(7) (Х с У)::::::} (Xdc Yd). 

Кроме того, справедлива формула 

(8) 
- d 
X=XUX. 

В самом деле, если р Е Х и р $ Х, то Х --- р = Х и р Е Х- р; 

следовательно, pEXd. Обратно, пусть pEXd, тогда рЕХ-рсХ. 
В силу очеоидного равенства pd =О, из (1) вытекает, что произ

водное множество каждого конечного множества пусто и что 

(9) 

1) Аналогичные формулы, касающиеся операции ХПХd, были устано
влены Зарищшм [3], стр.' 498. 

2) АнаJIИ3 этого равенства проведен Юнгом; см. Келли [ 1 ], стр. 56, 
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т. е. что производвое любого множества не изменится, если к этому 

множеству добавить или от него отнять конечное число точек. 

IV. Диснретные множества. Множество, состоящее только из 

изолированных точек, назнвается диCJ<pemньt.lt. 
Любое конечное мiюжсство является дискретным. Любое под

множество дискретного множеств:.~ также является дискретным. 

Множество Х -- Xd --дискретное, ибо каждая его точка, как 
изолированная точка множества )(, является изолированной. 

У еловне изо.1иров:.~нности точки р в пространстве выражается 

соотношением р $ 1 - р. которое означает, что то•tка р является 
· открытьиt .нножествоJt. Пространство дискретно тогда и только 
тогда, когда 1d =О, т. е. каждое под.ttножество этого простран
ства за.ttкнуто. 

V. Множества, плотные в себе. Множество Х называется плот
ньиt в себе, если оно не содержит изолированных точек, т. е. XcXd 
(см. !{антор !6], стр. 471). 

Если множество Х замкнуто и плотно в себе, то оно называется 
сове ршенны.tt; это уеловис можно выразить равенством х = xd (так 
как для замкнутости множества Х, в силу III (8), достаточно выпол
нения включения Xd с Х). 

Т е орем а 1. Если Х плотно в себе, то Х совершенно. 
Действите.1ьно, по предположению Х cXd, откуда Xd= 

= х u xd = Х, в силу III (8). Применяя ш (1) и (3), получаем 
(X)d = Xd U Xdd = Х'1 =Х, следовательно, (Х/ = Х. 

Т с орем а 2. Обьединение произвольнаго числа плотных 
в себе -ttножеств плотно в себе. (Это вытеJ(ает из формулы III (5).) 

Теорема 3. Если пространство плотно в себе, то 1mждое 
открытое и J<аждое всюду плотное .множества плотны в себе. 

В самом деле, пусть 1 с 1 d, и пусть О- открытое множество, 
тог да О = 1 - F и pd с F. Отсюда 

О = 1 - F с 1 - pd с 1 d -· pd с (1 - F)d = Od. 

С другой стороны, пусть Х = 1. Тогда Х U Xd = 1, откуда 
Xd U Xdd= 1 d. Так как Xdd с Xd и 1 с 1 d, отсюда следует, что 1 с Xd 
и, значит, Х cXd. 

Теорема 4. Пусть Х--всюду плотное граничное множе
ство, тогда пространство плотно в себе. 

По предположению Х = 1-Х = 1. Пусть рЕ Х, тогда 1-Х с 
с: 1- р, откуда 1 = 1-Х с 1- р и, следовательно, рЕ 1- р и 

РЕ 1d. Таким образом, Х с 1d. Аналогично 1-Х с ld. Следовательно, 
1 с: 1 d. 

6* 
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Теорема 5. Каково бы ни было множество Х, .множества 
Int [Fr (Х)] и Х n Int [Fr (Х)] плотны в себе. 

Согласно § 8, VI, 1, множество Х n Ini [Fr (Х)] является всюду 
плотным и граничным в Int [Fr (Х)]. Поэтому, в силу теоремы 4, 
последнее множество плотно в себе. 

Nlножество Х n Int [Fr (Х)] плотно в себе, n силу теоремы 3, как 
всюду плотное подмножество плотного в себе множества. 

Пр и мер. Канторово множество '1f (§ 3, IX) совершенно (и в то же 
время нигде не плотно) в интервале (0, 1). 

Vl. Разреженные множества. Множество Х называется разре
женны.и, если оно не пусто и не содержит никакого плотного в себе 

подмножества (Кантор [6]; подробвое изучение см. в работе Сема
дени [1]). 

Любое дискретное множество является разреженным. Любое под
множество разреженного множества разреженно. 

3 а меч а в и е. Замыкание разреженного (а также дискрешого) 
множества может не быть разреженным. В самом деле, запишем 

каждое рациональвое число интерnала (0, 1) в виде весократимой 

дроби pjq; множество точек (pjq, 1/q) плоскости является дискрет
ным, хотя его замыкание содержит весь пвтервал (0, 1). 

Теорема 1. В пространстве, плотном в себе, каждое раз
реженное .шiожество нигде не плотно. Следовательно, его до
полнение плотно в себе. 

В самом деле, если множество Х не является нигде не плотным, 

то О= lпt (Х)- открытое не пустое множество. Тог да О= Оn Х с 
С 0 П Х, а ЭТО ОЭНачает, ЧТО 0 П Х ПЛОТНО В МНОЖестве 0, КОТОрое, 
будучи открrпым, плотно в себе, согласно теореме 3 п. V. В силу 
второй части той же теоремы, множество Оn Х плотно в себе. Сле
довательно, множество Х не является разреженным. В силу тео
ремы 3 п. V, дополнение к граничному множеству плотно в себе. 

Т е орем а 2. 0б7Jединение двух разреженных .множеств есть 
разреженное .множество. 

В самом деле, пусть Х и У- разреженные множества и Z
плотное в себе множество, такое, что О =F ZcX U У. Тогда Z
- (Z n Х)сУ, и так как Z плотно в себе и Z n Х- разреженное 
множество, то Z- (Z n Х) =F О. Более того, в силу теоремы 1 (если 
положить в ней 1 = Z), множество Z- (Z n Х) плотно в себе. Сле
довательно, множество У не может быть разреженным. 

Теорема 3. Всякое пространство является обьединением 
двух непе рееекающих с я множеств, одно 1) из кот о рьtх --сове р-

1) Оно называется ядром пространства. Правила исчисления для ядер, 
аналогичные соответствующим. правилам для замыкания, производных и т. д., 

были установлены Зарицким [2], стр. 154. По поводу расШирения теоремы 3 
~а булевы алгебры см. Тарекий [4], стр. 306. 
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шенное, а дру-гое- разреженное (разумеется, одно из них может 
быть пустым). 

В самом деле, пусть Р есть объединение всех плотных в себе 
подмножеств пространства 1. Согласно теоремам 2 и 1 п. V, мно

жества Р и J5 плотны в себе, но каждое плотное в себе множество 
является подмножестnом множества Р, поэтому Рс.Р, т. е. множе
ство Р замкнуто. Так как Р замкнуто и плотно в себе, оно совер
шенно. Наконец, множество 1 - Р не содержит плотных в себе под
множеств ( =1= 0). 

Т е орем а 4. Граница разреженноzо .иножества является 
ни-где не плотны .. м .llножество.и. 

Множество Х П Int [Fr (Х)] (которое плотно в себе в силу V, 5) 
как подмножество разреженного множества Х пусто. Поэтому 
Int [Fr (Х)] =О, так как множество Х n Int [Fr (Х)] плотно в Int [f'r (Х)] 
(в силу§ 8, VI, 1). Следовательно, множество Fr(Х)-граничное, 
а так как оно, кро~1е того, и замкнуто, то оно нигде не плотно. 

3 а меч а н и е. Из § 8, V следует, что разреженное .иноже
ство является обьединение.и открыто-го и ниzде не плотно-го 
.иножес тв (а также разностью замкнутого и нигде не плотного 

множеств); если разреженное .иножество является zраничньt.frt, 

то оно ни-где не плотно. 

Т е орем а 5. Для тоzо чтобы .множество Х было разре
женны.и, необходилtо и достаточно, чтобы для любо-го совер
шенно-го .иножества р .иножество х nр было ниzде не плот
НЫй в р 1). 

Пусть Х -разреженное множество. Согласно теореме 1, если 
множество Р совершенно (или, более общо, плотно в себе) и если 
оно рассматривается как исходное пространство, то множество Х n Р 
нигде не плотно в нем. Следовательно, условие является необхо
димым. 

Для доказательства достаточности допустим противное, т. е. что 

Х -·не разреженное множество. Пусть D -· непустое плотное в себе 
подмножество множества Х. Положим Р = t5. Если условие теоремы 
выполнено, то множество Х n t5 нигде не плотно в t5. Следовательно 
(§ 8, VI, 4), множество Х n D нигде не плотно в D, что невоз
можно, поскольку Х П D = D =1= О. 

3 а меч а н и е. В теореме 5 термин совершенное можно заме
нить термином плотное в себе. 

1) См. Фреше [4], стр. 330. C~r. также Данжуа [2], rд~ это условие при· 
нято в качестве определения разреженных множеств. 
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§ 10. Множества первой категории 

1. Определение. Множество называется .мпожество.м ne рвой 
категории, если оно является объединением счетного семейства 
нигде не плотных множеств 1). 

П р и м е р ы. В множестве действительных чисел рациональные числа, 
очевидно, образуют множество первой категории. Множество иррациональ
ных чисел не является множеством первой категории: это вытекает из того, 
что пространство 't действительных чисел не является .множество.lt 
первой катег.орuи (по отношению к самому себе). 

Это последнее утверждение 2 ) может быть установлено следующим обра-
оо 

зам: пусть Q = U N"- множество первой категории (где множества N n 
n=l 

нигде не плотны). Так как N1 нигде не плотно, существует замкнутый интер
вал / 1, такой, что / 1 ПN1 =О. Продолжим этот процесс по индукции; пусть 
/ 1 =:~/2 =:~ ... =:~ In_ 1 - конечная последовательность вложенных интервалов, 
и пусть Iп-замкнутый интервал, такой, что lnC.ln_ 1 и InПNn=O 
(такой интервал существует согласно § 8, 11, потому что множество N n 
нигде не плотно). В силу классической теоремы Асколи, существует точка, 
общая всем интервалам Im п = 1, 2, ... ; эта точка не принадлежит Q, и, 
следовательно, 'i + Q. 

Понятие множества nервой категории часто проникает в теорию функ
ций; в качестве примера отметим следующую теорему (см. § 31, Х): пусть 
{/ n} - сходящаяся последовательность непрерывных функций; точки раз
рыва функции f (х) = lim f n (х) образуют множество первой категории. 

/l~CXJ 

Во многих проблемах топологии множества первой категории играют 
роль, аналогичную роли множеств меры нуль в теории меры (множества, 
которыми можно .пренебречь"). 

Интересно отметить, что семейство подмножеств первой категории ин
тервала, если принять гипотезу континуума, эюзивалентно в смысле теории 

множеств семейству подмножеств меры нуль, т. е. существует взаимно одно
значное отображение интервала на себя, устанавливающее взаимно одно
значное соответствие между элементами этих двух семейств (см. Серпин
екий [54], стр. 276, и [52], стр. 77; см. также Шш1льрайн-Марчевский [9], 
стр. 325, и Окстоби и У лам [1 ), стр. 201). 

11. Свойства. Семейство множеств первой категории является 
а-идеалом, т. е. наследственно и счетно-аддитивно (каждое nод
множество множества первой категории есть множество nервой кате

гории, и объединение счетного семейства множеств первой категории 

есть множество nервой категории). 

Теорема 1. Всякое граничное множество типа Fa есть 
.множество первой 1<атегории. 

1) Это понятие введено Р. Бэром [1], стр. 65. Данжуа использует тер
мин ,gerbl~· для множеств первой категории и термин ,res!due\" дJ\Я их 
дополнений, см. Данжуа [1], стр. 123-125. Множества первой категории 
называют также ,meager•, см. Келли [1], стр. 201. 

2) Это частный случай теоремы Бэра (см. далее гл. III, § 34, IV). 
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со 

В самом де.1е, пусть Х = U F n- граничное множество, тог да 
n=1 

каждое из множеств F n также граничное. Следовательно, каждое 

множество F n• как граничное и замкнутое, ни г де не плотно. 

Т е орем а 2. Всякое лtножес т во первой катеzо рии соде р
жится в некото ром множестве типа F0 первой катеzо рии. 

со со 

Действительно, так как Х = U N n с U Nn и множества N n 
n=1 n=1 

нигде не плотны, то и множестnа N n нигде не плотны (см. § 8, I). 

111. Теорема единственности. 

Теорема 1. Пусть \Хtj-некоторое семейство (произволь
ной мощности) множеств, открытых относительно объедине
ния S= U Xt. Если каждое Xt есть множество первой кате

t 

zo рии, то S- тшсже множество первой тсатеzо рии. (См. Ба
нах [4], стр. 395.) 

В самом деле, пусть 0 1, 0 2, •.• , О а, ... - векоторая nполне 
упорядоченная (трансфинитная) последовательность непустых откры

тых непересекающихся множеств, удовлетворяющая дnум услоnиям: 

1 о S n О а есть множество перnой категории; 2° эта пос.1едователь
ность- насыщенная, т. е. не существует непустого открытого мно

жества О, не пересекающегося ни с одним из множестn рассматри
ваемой последовательности, такого, что S n О-- множество первой 
категории. 

Имеет место очевидное равенство S = (~ (S nО а)) U ( S- у О а} 

Теорема будет доказана, когда мы покажем, что: · 
1) U (S n Оа)- множество первой категории; 

а 

2) S- U О а- нигде не плотное множество. 
а 

1) Так как S nО а, по предположению, является множестnом первой 

категории, то S n О а= N~ U N~ U . . . U N~ U ... , г де множества N~ 
1 2 

(п= 1, 2, ... ) нигде не плотны. Положим Nn=NnUNnU ... 

• • • U N~ U . . . . Тог да 

U(SП0a)=N1UN2 U ... UNпU •... 
а 

Покажем теперь, что N n (п = 1, 2, ... ) -нигде не плотные множества. 
Так как множества Оа не пересекаются, из Rключения N~cOa сле

дует, что N~ П Ов =О для всех В =1= а. Значит, N~ = N~ П 013 = 
= U N~ n О в= N n П Оо1 поэтому множество N~ открыто в N п· 

"· 
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Применяя теорему 3, § 8, III, мы заключаем, что множество N" 
ниr.n.е не nлотно. 

2) Покажем, что множество S- U Оа нигде не плотно. Для этого 
а 

достаточно доказать, что множество 1 - U О а нигде не плотно; 
а 

так как это последнее множество замкнуто, то достаточно доказать, 

что оно граничное. 

Допустим противное, т. е. что существует открытое множество Н, 

такое, что О =1= Н с 1 - U О а: Согласно определению последователь-
а 

ности (011], S n Н не является множеством первой категории. Пусть 
XL ·-множество, такое, что Н n XL =F О. Рассмотрим открытое мно

жество О =Н - S - Х L. 
Множество s nо первой категории, так как, поскольку XL 

открыто S, 11Ы имеем х L = s-s- х L' следовательно, s nо= 
=(S n Н) -S- XL =н n XLcXL. с другой стороны, о =1= О, так как 
легко видеть, что о =1= н n XL с о. Наконец, оn О а= О, каково бы 
ни было а, потому что Ос Н с 1-U 0 0_. 

а 

Таким образом, мы пришли к противоречию с определением 

последовательности {О а)· 

IV. Относительные свойства. 
1. Если Х -.множество первой катеzории относительно Е, 

то Х является .множеством первой катеzории также отно

сительно каждоzо надмножества .мно:J/Сества Е. 

2. Если Х-.множество первой t<amezopии относительно Е. 
то Х n Е·_ .множество первой катеzо рии относительно Е. 

3. Пусть О- некоторое открытое .множество. Если 
Х-.множествопервой 1<атеzории, то ХПО-.множество пер-

вой катеzории относительно О, а ХПО-.множество первой 
катеzо рии относительно О. 

Эти три утверждения непосредственно следуют из теорем 2, 4 
и 5, § 8, VI. 

V. Локализация. Множество Х называется .множеством пер
вой ка теzо рии в точке р, если существует окрестность а точки р, 

такая, что множество Х nа первой категории. 
Множество точек, где Х не есть множество первой категории, 

мы обозначим через D (Х). 
Так как семейство множеств первой категории является идеа

лом (ер. п. Il), в § 7, IV можно заменить множество Х* множе
ством D (Х). Таким образом, в предыдущем опреде,1ении термин 

окрестность можно замеюпь термином открытая окрестносm/i. 
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Имеют место следующие соотношения: 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(б) 

D (Х U У)= D (Х) U D (У); 

D (Х)- D (Y)c.D (Х -У); 

D(ПXt\c.ПD(Xt); 
t ) t 

у D (Xt)c.D (У Xt) 1); 

(Х с. У)=::::} (D (X)c.D (У)); 

если О-- от!<рьtтое мно:нсество, то 

ОП D (Х) =ОП D (ОП Х). 

89 

Согласно теореме п. III, если Х является 3tножеством пер
вой категории в каждой из своих точек, то Х- множество 
ne рвой категории. 

В самом деле, по предположению, каждая точка р множества Х 

принадлежит открытому множеству О Р' такому, что Х nОР- мно
жество первой категории. Следовательно, Х есть объединение откры
тьiх в Х множеств первой категории. Поэтому, согласно указанной 
выше теореме, множество Х само является множеством первой кате
гории 2). 

Таким образом, мы приходим к следующей формуле: 

(7) (Х- множество первой категории)= 

= (Х П D (Х) = O)=(D (Х) = 0). 

Равенство D (Х) =О влечет за собой равенство Х П D (Х) =О, 
а из последнего вытекает, как мы только что видели, что Х- мно

жество первой категории. Обратно, если Х- множество первой кате

гории, то D (Х) =О. 
Отсюда следует, что 

(8) D [Х- D(X)] =О, 

т. е. что точки множества Х, г де Х первой категории, образуют 
множество первой категории. В самом деле, согласно соотношению (5), 

1) Равенство может не иметь места: пусть, например, Xn = [ ~, 1 J 
в сегменте [0, 1]. Однако ер. (13). 

2 ) Это утверждение можно доказать более прямым способом (не обра
щаясь к теореме п. III), если допустить, что пространство обладает счетной 
базой, состоящей из открытых множеств R1, R2, •••• В самом деле, при 
этом предположении открытое множество О Р можно заменить некоторым 

множеством Rn(p) первой категории и, так как Х П Rn(p)- множество первой 

категории, то счетное объединение U Х П Rn (р) = Х также есть множество 
РЕХ 

nервой категории. 



90 Г л. 1. Топологические пространства 

имеем D [Х - D (X)J с D (Х), следовательно, 

[Х -D(X)] nD[X -D(X)]c[X -D(X)] n D(X)=O, 

откуда, в силу (7), следует формула (8). 
Из формулы (8), сравнивая ее с (2), получаем, что D (Х)

-D [D (Х)] =О, следовательно, D (X)cD (D (Х)]. В силу§ 7, IV (2), 
верно также обратное включение. Отсюда получаем 

(9) D [D (Х)] = D (Х). 

Так как множество тех точек, где Х не является нигде не плотным, 

совпадает (со г лас но § 8, VII) с множеством Int (А'), то мы имеем 

(10) D (X)cint(X)cX. 

Так как множество D (Х) замкнуто (§ 7, JV), из соотношения (10) 
следует двойное включение D [D (Х)]с Int [D (Х)] cD (Х), откуда, 
в силу равенства (9), имеем 

(11) D (Х) = Int [D (Х)]. 

Следовательно, D(X) -замкнутая область (§ 8, VIII). Таким 
образом, если D(X) =!=О, то Х не является .множеством первой 
категории ни в одной точt<е непустого открытого .множества 
Int (D (Х)]. 

(12) Если D(Y)=O, то D(XU Y)=D(X)=D(X --У), 

т. е. множество Х остается множеством первой категории в точке р. 
если к нему добавить или от него отнять множество первой кате

гории. Это утверждение непосредственно следует из формулы (1). 

(13) Множество о(Q1 хп)- пg1 D(Хп) нигде не плотно. 
Покажем, что если О- некоторое непустое открытое множество, 

то существует открытое непустое множество Н, такое, что 

В том случае, когда для каждого индекса п имеет место соотношение 

Оn D (Х п) =О, мы получаем Оn Х п с Х п- D (Х п). Следовательно, 
00 00 w 

on UXncU [Хп-D(Хп)J,так чтовсилуформулы (8) on uxn 
n=1 n=l n=1 

есть множест.~о первой категории. Поэтому D (Оn ngl Х п) =О, откуда 
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в силу соотношения (б) оn D CQI х п) =о. Полагая н= О, полу
чаем требуемое равенство. 

Далее пусть существует такой индекс п, что ОП D (Х п) =!=О. 
Положим H=OПint[D(Xп)]; тогда в силу равенства (11) мно
жество Н не пусто, и так как Н c.D (Х n), то Н удовлетворяет 
требуемому равенству. 

Vl. Формулы разложения. Справедливы формулы 

(14) Х = [Х -- D (Х)] U [Х П D (Х)]; 

(15) X=[XПX-D(X)]U[X-X--D(X)]= 

= (Х- Int [D (Х)]) U (Х П lnt [D (Х)] ). 

Эти формулы дают разложение множества Х на два непересе
кающихся множества: первое из них представляет собой множество 

первой категории, а второе не является множеством перnой категории 

ни в одной из своих точек. Кроме того, в формуле (14) первое 
слагаемое открыто относительно Х, а в форму л е ( 15) оно замкнуто. 

В самом деле, согласно формуле (8), множество Х- D (Х) 
первой категории. Поэтому в силу (12) D [Х n D (Х)] = D (Х), 
откудаХ П D (X)c.D (Х) = D [Х П D (Х)]. Следовательно, множество 
Х n D (Х) не является множеством первой категории ни в одной из 
своих точек. 

С другой стороны, Х n Х- D (Х) есть множество первой 

категории, как объединение двух множеств Х П D (Х) П Х -- D (Х) и 

[Х- D (Х)] n х- D (Х), первое ИЗ которых нигде не плотно, как 

подмножество нигде не плотного множества D (Х) П 1- D (Х) = 
= Fr [D (Х)], а второе- множество перnой категории, как подr.шо
жество множества Х- D (Х) (см. § 8, V и (8) ). 

Так как Х n Х- D (Х)- множество первой категории, из (12) 
следует, что D [Х --Х- D (Х)] = D (Х), поэтому 

Х- Х -D(X)c.X- [Х -D(X)] = Х П D(X)c.D(X)= 

= D [Х --- Х -D(X)]. 

Это доказывает, что Х- Х - D (Х) не является множеством первой 
категории ни в одной из своих точек. 

*Теорема Улама. В пространстве. плотном в себе, 
uаждое .множество Z .мощности N 1, uоторое не является .мно-
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жествам первой категории, есть объединение несчетного семей
ства непересекающихся множеств, ни одно из которых не 
является множество.м первой категории I). 

В самом деле, согласно одной теореме общей теории множеств 2), 
если Z- множество мощности N 1 и N- се.~tейство подмно
жеств множества Z, такое, что для каждой последователь
носта множеств А 1 , А 2 , ••• , An, ...• принадлежащих семей-

со 

ству N, разность Z- U An несчетна, то существует несчет
n=l 

ное семейство непересекающихся подмножеств .множества Z, 
не принадлежащих семейству N. 

Обозначим через N семейство всех подмножеств первой категории 
множества Z. Так как каждая отдельная точка есть множество пер

вой категории (ибо пространство плотно в себе), из предшествующей 
теоремы получаем, что существует бесконечное несчетное семейство 
непересекающихся подмножеств множества Z, ни одно из которых 

не является множеством первой категории. Добавив к одному из этих 
подмножеств все те точки множества Z, которые не принадлежат 
другим множествам, мь1 получим требуемое разложение. 

Сформулируем без доказательства следующую теорему: 

* Т е орем а Луз и н а. Всякое множество Z, содержащееся в интер
вале g и не являющееся множеством первой категории ни в одной точхе 
интервала [J, является об'Ьединением двух непересекающихся мно
жеств, которые обладают тем же свойством. (См. Серпинекий [52], 
стр 172.) 

Более того: можно доказать, что оно является об'Ьединением нес<tет
ного числа таких множеств, если принять гипотезу континуума. (См. Сер
пинекий [52], стр. 115.) 

*§ 1 1. Множества, открытые относительно множеств 
первой категории. Свойство Бэра 

1. Определение. Обозначим через J а-идеал всех множеств пер
вой категории. 

Множество А называется открытым по модулю J, если суще
,zтвует открытое множество О, такое, что А.-..- О mod J (ер. § 2, VIII), 
другими словами, если А -О и О- А -множества первой категории. 

Аналогично определяются множества, замкнутые по модулю J. 

1) Улам [2], стр. 222. 
2 ) Теорема Улама (см. Улам (1], стр. 145). Эта теорема позднее была 

обобщена Серпинеким на все алефы, меньшие первого .недостижимого• 
алефа, что позволяет рбобщить аналогичным образом теорему, сформулиро
ваii!tую в тексте; см. Серпинекий [47], стр. 214. 
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Свойстьо множестеа быть открытым rtю.d J называе'tся также свой
ством Бара (в широком смысле) 1). Мы обозначим семейство таких 
множеств через В. 

Утверждение (3) из § 2, VIII приводит к следующей теореме. 

Т е орем а. Множество А отuрыто mod J тогда и тольuо 
тоzда, uozдa 

(1) А =(0 --Р) U R. 

где О отuрыто, а Р и R- .множества первой uатегории. 

11. Общие замечания. Наиболее часто встречающиеся множества 
всегда обладают свойством Бэра; впрочем, существуют и множества, 

которые им не обладают, см. п. IVa. Роль свойства Бэра в топологии 
аналогична роли измеримости (множеств или функций) в анализе. Мы 
вер~емся к этим вопросам в гл. 3, § 40. 

Очевидно, что uаждое лножество, отuрытое (или за.мuнутое) 
по .модулю семейства нигде не плотных .множеств (см. § 8, V), 
принадлежит В. (В частности, ему принадлежат замкнутые множе
ства и разреженные множества.) 

Очевидно, кроме того, что такие множества являются заМ/С Н у

ты.ми по модулю множеств первой категории. Поэтому в определении 

семейства В термин "открытое" можно заменить термином "замкнутое". 

111. Операции. Как и для множеств, открытых по модулю нигде 
не плотных множеств, справеДлива следующая теорема. 

Т е орем а 1. Семейство В является полем. Кроме тоzо, если 

ВпЕВ для п=1, 2, ... , то (l..jBп)EB и (QВп)ЕВ. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Поскольку J является а-идеалом, формула 
(УВпjЕВ следует непосредственно из § 2, VIII (4). Применяя пра-

вила Моргана, получаем формулу (QВп)ЕВ. 

Следствие. Каждое борелеВС!(Ое .множество обладает 
свойство .м Бара 2). 

В самом деле, семейство В удовлетворяет трем следующим усло
виям: 1 о оно содержит все замкнутые множества; 2° оно содержит 

1) Это понятие введено в диссертации Бэра [1]. Лебег называл множе
ства такого вида • .множествами Z•, см. Ле6ег [1], стр. 186. Хан называл 
tакие множества .offene Mengen Ьls auf eine Menge erster Kategorie" (см. 
Хан [2], стр. 137). 

2
) Теорема Лебеrа (1], стр. 187. Обратная теорема неверна, см. 

ниже§ 39. 
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дополнения ко всем множествам, которые ему nринадлежат; 3° оно 
содержит счетные nересечения nринадлежащих ему множеств. 

Так как семейство бореленских множеств- наименьшее семейство, 

nодчиняющееся этим трем условиям (§ 5, VI), оно образует nодсе
мейство семейства В, что и требовалось доказать. 

IV. Необходимые и достаточные условия 1). 

Теореыа. Каждое из следующих условий является необхо
димым и достаточным для того, чтобы J.tНожество Х обладало 
свойство.# Бэра. 

1. Существует .множество первой ~-Сатего рии Р, та~-Сое, 
что .множество Х -Р замкнуто и открыто относительно 1-Р. 

2. Множество Х является обtJединение.tt .множества типа G0 
и .множества первой категории. 

3. Множество Х есть разность .чножества типа Fa и 
.множества первой категории. 

4. Множество D (Х) n D (1- Х) нигде не плотно; иначе 
говоря, в каждом (непусто.м) открытоN, множестве суще

ствует точка, в которой либо .множество Х, либо .множество 
1 - Х первой rсатего рии 2). 

5. Множество D (Х)-Х есть .множество ne рвой категории. 

Доказательство. Пусть ХЕВ. Тогда, согласно n. I, 

г де а- открытое множество, F -замкнутое множество, а Р n- мно
жества первой категории. Положим Р = Р1 U Р2 U Р3 U Р4 ; тогда 
Х- Р =а-Р= F -- Р, следовательно, множество Х- Р одно
временно открыто и замкнуто в множестnе 1 - Р. 

Положим теперь Х -- Р =а n (1- Р). Пусть (в соответствии 
с § 1 О, II) R- некоторое множество тиnа F а nервой категории, 
содержащее ыножество Р. Имеем 

Х = (Х- R) U (Х n R) = (Х-Р- R) U (Х n R) = 

=(а -P-R)U (Х n R)=(a-R) U (Х n R). 

Так как О- R есть множество типа G6 , а Х n R -множество 
первой категории, то Х является объединением множества тиnа G6 
и множества первой категории. 

1) См. Серпинекий [16], стр. 319 и [34], стр. 305; Шпильрайн-Марчев
ский [1 ], стр. 209; Куратонекий [14 ], стр. 390. 

2) Это условие первоначадьно было nринято за определение свойства 
Бзра. 
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Пусть Х Е В, тогда 1 - Х также принадлежит сеыейству В (со
гласно п. III, 1). Отсюда следует, что 1 -- Х =М U N, где М-
06-ыножество и N- множество первой категории. Тогда Х = 
= (1 -М)- N, поэтоыу Х есть разность векоторого множества 

типа F а и множества первой категории. 
Обратно, так как каждое F0-множестrю, каждое 06-множество 

и каждое множество первой категории принадлежат се;rейству В, 
то (в силу п. III) ус.1овия 2 и 3 являются достаточными. 

Итак, каждое из ус.1овий 1, 2, 3- необходиыое и достаточное. 

Чтобы доказать это относительно двух других условий, предположиы, 

что ХЕВ. X=(O-P)UR. Тогда 1-X=[(l-0)-R]U(P-R). 
Так как множество D (Е) не изменится, если к Е добавить или 

от него отнять множество первой категории (см. § 10, V (12) ), то 

D(X)=D(O) и D(l--X)=D(l-0). Далее, так как D(O)cO 

и D(l-O)c1-0 (§ 10, V (10)), то D(X)nD(l-X)cOn 1-0= 
= О -- О, и, наконец, поскольку множество О- О ни г де не плотно, 
множество D (Х) n D (1 - Х) также нигде не плотно. 

Следовательно, D (Х)- Х является множеством первой катего
рии, ибо 

D(X) -- Х = ([D(X)- Х] n 0(1- Х)) U [D (Х)- Х-
-D(l-X)]c[D(X)nD(l-X)]U[(l-X)--0(1-X)]. 

где D (Х) n D (1- Х) нигде не плотно, по предположению, 
а ( 1-Х)- D ( 1 - Х) есть множество первой категории (со г лас но 
§ 10, v (8)). 

Наконец, пусть D (Х)-Х есть множество первой категории; 
тогда, в силу равенства 

Х = (D(X) -[D(X)- Х]) U [Х -- D(X)], 

где D (Х) замкнуто, а [D (Х)- Х] и [Х- D (Х)] --множества 
первой категории, мы имеем Х Е В. 

Таким образом, теорема полностью доказана. 

Следствие 1. Каждое множество Х содержится в неко
торо.м мно:жестве Z типа F 0 , тако.м, что из включения 
Х сВ Е В следует, что Z-B есть множество ne рвой категории I) 

В самом деле, так как Х -D (Х) есть множество первой категории 
(согласно § 10, V (8) ), существует F0-множество первой категории W, 
такое, что Х -D (Х)с W. Следовательно, множество Z = W U D (Х) 
есть F0-множество, содержащее Х. Кроме того, если Х сВ, то 

D(X)cD(B) (в силу§ 10, V (5)), откуда 

Z -B=(W -B)U [D(X) -B]cWU [D (В)- В]. 

1) Теорема Шпильрайна-Марчевскоrо [1], стр. 299. 
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Так как, в силу предшествующей теоремы, множество D (В)- В 
первой категории, отсюда следует, что множество Z- В также пер
вой категории. 

С л е д с т в и е 2. Если не ко то рое .множество Х обладает 
свойствоАt Бара и не является Аtножество.м первой категории 
ни в одной точке пространства, то 1 ~ Х есть Аtножество 
первой категории. Если Х не является .множество.и первой 
категории ни в одной из с в о их точек. то оно соде ржи т 
точку, в которой 1-Х есть .множество первой категории 
(Х =1= 0). 

Так как, согласно первому предположению следствия, D (Х) = 1, 
из условия 4 следует, что множество D (1- Х) нигде не плотно. 
С другой стороны, согласно § 10, V (11), оно является замкнутой 
областью. Эти два свойства показывают, что D (1- Х) =О. Следо
вательно (§ 10, V (7) ), 1 -- Х есть множество первой категории. 

С другой стороны, если Х с D (Х), то включение Х с D ( 1-Х) 
не имеет места, ибо в противном случае множество Х было бы 

нигде не плотным (в силу условия 4), вопреки предположению. 

Следствие 3. ПустьХ-некоторое .множество, облада
ющее свойством Бара; тогда равенство Х П У= О влечет 
за собой равенство 

Iпt [D (Х)] П Iпt [D (У)] =О. 

Б самом деле, из равенства Х П У= О следует (§ 10, V (5) ), 
что D (Y)cD (1-Х). Отсюда в свою очередь получается соотноше
ние D (Х) n D (Y)cD (Х) n D (1- Х), означающее, согласно усло
вию 4, что множество D (Х) П D (У) нигде не плотно. Поэтому 
Iпt [D (Х) П D (У)]= О, откуда следует требуемое равенство (§ 6, 
11 (1) ). 

IVa. Теоремы существования. Принимая во внимание IV, 4, 
мы установим существование .множеств, не обладающих свой
ством Бэра, в пространстве (5 действительных чисел. 

С этой целью разложим (5 на пересекающиеся подмножества, 
относя одному и тому же подмножеству два числа, разность кото

рых рациональна. Б силу аксиомы выбора, существует множество V0, 

содержащее по одному и только одному элементу каждого из этих 

подмножеств. Докажем, что множество V0 не обладает свой
ством Бэра 1). 

I) Именно эту конструкцию использовал Витали [1] для доказательства 
существования множеств, не измеримых в смысле Лебега. 

Одно доказательство существования множеств, не обладающих свойством 
Бэра, дано также Лебегом [2]. 
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Пусть г 1 , г2 , ••• , г n• ... -последовательность раuиональных 
чисел ( =1= 0). Обозначим через V n множество, которое получается из 

00 

V0 сдвигом у=х+гп (Vп=V0 +гп). Очевидно, что б"= U Vп. 
n=-0 

Кроме того, V0 П V п =О (для n =1= 0). В самом деле, в противном 
случае множество V0 содержало бы число у вида х-+- г п• где 
х Е V0 . Тогда у-х= г п• в то вреыя как, по определению, мно
жество V0 не содержит ни одной пары элементов, разность которых 
раuиональна. 

Так как (f' не является ыножеством первой категории по отноше
нию к саыоыу себе (§ 1 О, 1), отсюда следует, что хотя бы одно 

из Vn также не является множеством лервой категории. Поэтому V0 
также не есть ыножество первой категории, так как V n получается 
из V0 сдвигом на раuиональное число и, следовательно, это ыно
жества одной и той же категории. Значит, существует интервал 

(а, Ь), такой, что V 0 не является множествоы первой категории ни 
в одной точке этого интервала (§ 10, V (11) ). 

Допустиы теперь, что множество V0 обладает свойствоы Бэра. 
Тогда, согласно условию 4, интервал (а, Ь) содержит подинтервал 

(с, d) (а <с < d < Ь), такой, что множество (с, d)- V0 первой 
категории. 

Пусть г n- раuиональное число, такое, что О < г n < с- а, 
Из соотношения V0 ПVn=0 вытекает включение VпП(с, d)c:. 
с(с, d)- V 0 • Следовательно, V n n (с, d) есть множество первой 
категории, поэтому множеством той же категории является и часть 

множества V0 , содержащаяся в интервале (с-г n• d-гп) (поскольку 
она получается из ыножества Vп П (с, d) сдвигоы). Но это противо
речит предположению о том, что V0 не является ыножествоы первой 
категории ни в одной из точек интервала (а, Ь). 

3 а меч а н и я. 1. Каждое .мн.ожество .мощности N 1, не обла
дающее свойством Бара, содержит несчетн.ое семейство непере
се!<ающихся подмножеств, не обладающих этим свойством. 

Чтобы убедиться в этом, заыениы в теореме Улаыа (§ 10, VI) 
семейство N семейством подмножеств множества Z, обладающих 
свойством Бэра. 

2. Приведеиное доказательство существования множеств, не обла
дающих свойством Бэра в пространстве (f, не аффективно, так 
как оно не дает способа построить конкретное ыножество такого 

рода 1). 

То же саыое ыожно сказать о проблеме существования ыножеств, 

не изыеримых в смысле Лебега. 

1) Эта проблема поставлена Б3ром. См. по ному поводу указание 
Лебега [1), стр. 186. 

7 Топология, т. r 
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V. Относительные свойства. 

Теорема 1. Свойство Бара транзитивно (если множество Х 
обладает свойством Бэра относительно Е, то из Е Е В вытекает, 
ЧТО х ЕВ). 

В самом деле, имеем Х = и U Р, г де и -·множество типа 0 0 
относительно Е, а Р ---множество первой категории относительно Е. 
Следовательно, и= V n Е, где V -множество типа 0 0 (см. § 5, V). 
Множество и как пересечение двух множеств, принадлежащих В, 
также принадлежит семейству В. Наконец, если множество Р- пер
вой категории, то отсюда следует, что Х =и U Р принадлежит В. 

Теорема 2. Если множество Х обладает свойством Бара 

относительпо Е, то множество Х n Е обладает этим свойст
во.м относительно Е. 

Действительно, мы имеем Х =(О - Р) U R, г де множество О 

открыто в Е, а Р и R- множества первой категории в Е. Взяв 
пересечение обеих частей этого равенства с множеством Е, мы полу

чим Х n Е= [(ОП Е)- (Р n Е)] U (R n Е). Так как множество О rl Е 
открыто в Е, а множества PnE и RПЕ (согласно§ 10, IV, 2)
первой категории в Е, наше предложение доказано. 

VI. Свойство Бэра в узком смысле. Множество Х обладает 
свойство.м Бара в узком смысле (обозначается Х Е В,), если для 
любого множества Е множество Х n Е обладает свойством Бэра 
относительно Е. 

Покажем, что в этом определении можно ограничиться совершен

ными множествами Е. 
В самом деле, пусть Е-· произвольное множество, и пусть 

Е= А U С- разложение Е на совершенное и разреженное множества 
(см. § 9, Vl, 3). Тогда Х n Е= (Х ri А) U (Х n С). По предположению, 
множество Х nА обладает свойством Бэра относительно А, следова-

тельно, согласно V, 1, оно обладает им и относительно Е. Так 
как множество Х n С разреженное, оно также обладает свойством 

Бэра относительно Е (см. п. II). Поэтому и их объединение 

(Х nА) u (Х n С)=Х n Е обладает свойством Бэра относительно Е. 
В силу V, 2, отсюда вытекает, что множество Х n Е обладает свой
ством Бэра относительно Е, что и требовалось доказать. 

Отсюда видно, что в определении семейства В, множества Е 

достаточно брать замкнутыми. 
Из теорем предшествуютих пунктов следуют соответствующие 

предложения, касающиеся семейства В,. В частности, пусть Х -боре
ленское множество, тог да Х n Е- борелевекое множество относи
тельно Е (см. § 5, VI); оно обладает, следовательно, свойством Бэра 
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относительно Е, т. е. Х Е В,. Аналогичным образом каждое разре
женное множество принадлежит семейству В,. 

Из теоремы п. IV следует, что Х Е В, тогда и только тогда, 
когда каждое .множество Z, за.мкнутое в Х; является объеди
нением борелеикого .множества и .л,tножества первой катего

рии в Z 1). 

[В совершенно нормальных пространствах (см. § 14, Vl) термин боре
левекое .множество можно заменить термином 06-множество.) 

В самом деле, если множество Х n Z обладает свойством Бэра 

относительно Z, то Z = Х n Z =М U Р, где М- некоторое мно
жество типа Оь относительно Z и Р- множество первой категории 
в Z. Как пересечение Оь-множества и замкнутого множества Z мно
жество М - борелевское. Множество Р как множество первой кате

гории в Z является множеством первой категории м в Z (§ 1 О, 
IV, 2). 

Предположим теперь, что условие теоремы выполнено. Покажем, 

что Х Е В,, иначе говоря, если F ---- произвольное замкнутое мно
жество, то Х n F обладает свойством Бэра относительно F. 
По предположению, Х n F =М U Р, где М-борелевское множество 
(относительно пространства), а Р- множество первой категории 
в Х n F. Следовательно, множество М -борелевское относительно F 
и множество Р- первой категории относительно F (§ 1 О, IV, 1 ). 
Поэтому множество Х n F обладает свойством Бэра относительно Р. 

3 а м е ч а н и е. В пространствах, где понятие борелевекого множества 
является топологическим инвариантом, например в полных метрических 

пространствах, последнее условие непосредственно влечет за собой тополо
гическую инвариантность свойства Бэра в узком смысле (см. § 35). 

VII. (сЛ)-операция. 

Теорема. Свойство Бэра является инвариантом (сЛ)-опе
рации 2). 

В самом деле, пусть 

= 
(1) X=U n х 1 n, 

z n=l z .. . z 

где множества Xz1 ... zп обладают свойством Бэра (обо~значения и 

свойства (сЛ)-операции см. в § 3, XIV). 
Можно считать, что система множеств Xz1 ... zn регулярна. Дей

ствительно, так как пересечение конечного числа множеств, обладаю-

1) Теорема Серпинекого [16l, стр. 319. 
2 ) См. Никодим [2], стр. 49, и [3), стр. 294; Лузин и Серпинекий [1], 

стр. 35; Шпильрайн-Марчевский [1]; Лузин [2]. 

7• 
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щих свойством Бэра, есть множество того же типа, можно заменить 

множество Х z1 ... zn множеством 

xzl n xzlz2 nо. оn xzl ... zn. 

Согласно п. IV, существует некоторое Fа·множес'тво Z, такое, что 

(2) XcZ; 

(З) если В Е В и Х сВ, то множество Z- В первой категории. 

Вообще существует множество Zkr ... ki, обладающее свойством 

Бэра и такое, что 

(2а) 

(За) если В Е В и 1) JJ
1
X k1 ... kt 2 1 .. .z'' сВ, 

то множество Zki ... ki- В первой категории. 

Кроме того, можно предположить, что 

(4) 

потому что множество z kl. о .ki n х kl ... ki' очевидно, удовлетворяет 
условиям, наложенным на множество Zkr ... ki. 

Принимая во внимание равенство Х = Z- (Z -- Х) и то, что 
Z- множество типа Fcr, покажем, что Z - Х- множество первой 
категории. Применяя последовательно формулы (1), (4) и § З, XIV 
(6), получим следующие соотношения: 

00 со 

Z--X=Z- 1} Е1 Х kr ... ktcZ -1} /] zk~_ __ ktc 

С 1} iQO ( Zkr .. kl- mQI Zki .. ktm) • 

00 

Так как суммирование U U счетное (§ З, XIV (5) ), остается дока
k i=O 

зать, что множество ( zk~ ... ki- mQJ Zk1 ... kim)- первой категории. Но 
со 

это следует из утверждения (За), если положить В= U Z k1 ... kim• 
m=l 

в силу формулы 

00 00 со 

у JJ! Xkl ... kizl ... zn= mtd1 у J~\ Xkl ... k!mzl ... znC mtd1 Zkl ... ktm• 

которая вытекает из формулы (2а) и § З, XIV (З). 
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Следствие. Свойство Бэра в узко.м с.мысле является 
ин в а рианто.м (сЛ)-опе рации. 

В самом деле, если Е --фиксированное множество, то, согласно 
соотношению (1), 

Следовательно, если предположить, что множество Е n Х z' .. _zп обла

дает свойством Бэра относительно Е, то, согласно предыдущей 
теореме, это же можно сказать о множестве Е n Х. 

3 а меч а н и я. Инвариантность свойства Бэра есть частный случай 
следующей теоремы общей теории множеств. 

Пусть S- семейство подмножеств данного пространства, удовлетворяю
щее следующим условиям: 1 о объединение счетного семейства множеств, 
принадлежащих S, принадлежит S; 2° дополнение множества, принадлежа
щего семейству S, тоже принадлежит S; зо каждому подмножеству Х (дан
ного пространства) соответствует множество Z ::J Х семейства S, такое, что 
включения Х с S Е S и У с Z- S влекут за собой включение У Е S'. 

При этих предположениях свойство принадлежать семейству S 
есть инвариант (dl)-операции. (См. Шпильрайн-Марчевский [1 ], стр. 300.) 

Семейство множеств, обладающих свойством Бэра, является семейст
вом S (согласно III и IV, следствие 1). Д:>угим важным примеро'l! семей
ства S служит семейство функций, измеримых в смысле Лебега. В самом 
деле, условия 1° и 2°, очевидно, выполняются; условие зо тоже выполняется, 
так как за множество Z можно принять некоторое а r.-множество, мера ко

торого равна внешней мере множества Х, и тогда Z- S имеет меру ну ль. 
Следовательно, измеримость в смысле Лебега является инвариантом 

(dl)-oпe рации. 

* § 12. Знакочередующиеся ряды замкнутых множеств 

1. Формулы общей теории множеств. (См. Хаусдорф [5).) Пусть 

(1) Хо, Xl, ... , Xs• ... • Ха 

- некоторая убывающая трансфинитная последовательность множеств, 
т. е. из не равенства ~ > ~ вытекает включение Х s с Х ~- Кроме того, 
предположим, что 

(2) Х0 =1, 

(3) Х Л= n Х s• если Л- предельное ЧИСЛО ИЛИ если Л =а. 
s<'-

Легко доказать, что 

(4) l=X0 -X 1 UX1-X2 U ... UX6 -Xs+tU ... UX\J= 
= U (X,-X6+t)UXa. 

6<а 
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Так как множества (X0 -X1 UX2 -X3 U ... )и (X1-X2 UX3 -

- Х 4 U . . . U Х J не пересекаются, мы имеем 

(4а) 1-(X0 -X1 UX2-X3 U ... )= 

= Х 1-Х 2 U Х з- Х 4 U . . . U Ха· 

11. Определение. Множество Е, представленное в виде 

E=F1-F2 UF3 -F4 U ... UF~-Fs+IU 

где (F~} -последовательность замкнутых убывающих множеств, 
называется разложи.мы.м в знакочередующийся ряд замкнутых 
убывающих .множеств или короче разложи.иы.м .множеством. 

3 а м е ч а н и е. В полных пространствах разложимые множества со
впадают с множествами, являющимися одновременно типа Fa и Or, (гл. lll, 
§ 34, VI). Многие важные свойства множеств типа Fa и Or, являются след

ствиями их разложимости; это одна из причин, в силу которых разложимые 

множества заслуживают изучения. (См. также § 13, VI.) 

III. Теоремы отделимости. Разложени~ в знакочередующийся 
ряд. Пусть Е и Н- два произвольных множества. Допустим, что по
следовательность (1) удовлетворяет условиям (2) и (3), а также сле
дующему условию: 

Очевидно, что последовательность (1) состоит из замкнутых множеств. 
}{роме того, она убывающая, так как Xs+ 1 cXs=Xs. Поэтому все 
члены этой последовательности, начиная с некоторого индекса, сов

падают. Обозначим этот индекс через а- 1. Следовательно, 

Ха=ХаПЕПХаПН. 

Положим 

Ps = х s -- х s n Е, R~=X~-xsnн. 

Тогда Xs-X~+ 1 =PsURs, откуда, 
1 = U Ps U U Rs U Х а• и поэтому 

в силу равенства ( 4), 
1 - U Р~ с U Rs U Ха· 

~<а ~<а s<a ~<а 

С другой стороны, 

Ps=X~-XsПEcXs-(XsПE)=Xs-Ec1-E, 

откуда U Рsс1-Еи,следовательно,Ес1-U Psc U R~UXa. 
~<а s<a s<a 

Аналогичным образом U Rs с 1 -Н. Итак, мы получаем 
~<а 

нn U Rr.=O. 
i<a 
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Более того, .множество 

U R-s= U (Xs -Xs ПН)= 
t"<a s<a 

= ( 1 - Н) U (Е n Н) -Е n н U (Е n н n Е n Н) -

разлагается в знакочередующий.::я ряд замкнутых убывающих 

.множеств, ибо Х6 + 1 =ХsПЕПХsПНсХ6 nН. 
Отсюда, в частности, следует, что: 

1 о Если у равнение Х = Х П Е П Х П Н обладает только ко рне.м 
Х =О, то существует разложимое .множество D (а именно 

множество D = U Rs)• такое, что 
s < (! 

EcD и НПD=0 1). 

2° Положим Н= 1 -Е; тогда 

(5) Xs+I = Xs П Е П Xs --Е-- граница щtожества Х5 П Е 
относительно Х 1;; 

(б) Е -·Ха= U Rs· 
s<a 

Действительно, U Rs с 1- Н= Е и R-s с Х s- Х s+t• поэтому 
s<a 

U Rs как подмножество множества U (Х 5 - Х 5-н) не пересекается 
s<a s<a 
с Ха· Следовательно, U Rs с Е- Ха· 

s<a 
Таким образом, вычитая ИЗ множества Е "остаток" ха n Е' мы 

получаем разложимое множество. Следовательно, 
3° если остаток Ха П Е обращается в О, то (полагая 

Н= 1- Е) и.мее.м 

(i) Е= U R6 = (1 - 1 -Е) U (Е n 1 -Е-
s<a 

-Е-Е)U(ЕП 1-- ЕПЕ-Е) 

(ii) Е= 1-Н= 1 -- U Р6 = 1 -- U (Х s- Х s П Е)= 
s<a s<a 

= U (Х6 ПЕ-Х6+,)=Е-(ЕП 1-Е)UЕП 1-E
s<a 

- (Е n 1 -Е n Б- Е) u ... 
(cor ласно 1 ( 4а) ). 

1) Мы воспользуемся этим пр~длож~нием, чтобы доказать важную тео
рему Бэра о функщ!ЯХ первого класса (см. r.1. 11, § 31, Х). 

vk
Овал



104 Гл. 1. Топологические пространства 

IV. Свойства остатка. Множество Ха из формулы {6) есть 
наибольщее множество, удовлетворяющее уравнению 

{7) Х=ХПЕПХ~Е. 

В самом деле, если множество Х удовлетворяет уравнению (7), 
то имеем Х с Х 0 = 1. Далее, если Х с Х ~· то Х П Е с Х s П Е и 
Х --·Е с Х; --Е, откуда вытекает соотношение Х П Е n Х- Е с 

с Х ~ П Е П Х ~-Е и, следовательно, согласно формулам (5) и (7), 
Х с Xs+l. Наконец, если для каждого s <Л (Л- предельно~ число) 
имеет место включение х с х s• то х с n х ~ = х,,. 

~<л 
Таким образом, в силу принципа трансфинитноИ индуi,ции, Х 

есть подмножество каждого множества Х ~ и, следовательно, мно

жества Ха. 
Следует заметить, что равенство (7) эквивалентно равенству 

(8) ХПЕ=Х=Х-Е. 

В самом деле, (7) означает, что Х с Х n Е и Х с Х - Е; с другой 

стороны, мы имеем Х n ЕсХ и Х-Ее Х, откуда следует тре
буемая эквивалентность, поскольку, в силу (7), Х = Х. 

V. Необходимые и достаточные условия. 

Т е орем а. Каждое из следующих условий является необ
ходиАJЫМ и достаточны.и условием раэложа.мости множества Е: 

1° Из равенства (8) следует, что Х =О; иначе говоря, 
каково бы ни было замкнутое множество F =F О, граница мно
жества F П Е относительно F, т. е .. множество F П Е П F- Е. 
не совпадает с F. 

2° Кщ(ово бы ни было замкнутое множество F, граница 
множества F n Е относительно F нигде не плотна в F. 

3° Остаток обращается в нуль, т. е. ХаПЕ=О. 
Доказательство. 1. Условие 1° является необходимым. 

В самом деле, пусть множество Е разложимо в знакочередующиf!ся 
ряд замкнутых убывающих множеств: 

Очевидно, можно считать, что предельные индексы в этом разло
жении опущены. Если же допустить, что F0 = 1, Fл = П Fs• когда Л 

!;<'
предельное, и Fa = n F'§. то из равенства (4) МОЖНО заключить, 

s<a 
что 
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Покажем теперь, что из равенства (8) следует включение Х с F; 
для любого индекса ~· Прежде всего имеем Х с F 0 = 1. Допустим, 
что Х с Fq,. В случае когда индекс ~-четный, из формулы (9) 
следует, что Х ПЕс Fr,-+ 1 (ибо все разности, предшествующие 
множеству F6+l• не пересекаются с Fq,, а значит, и с Х, тогда как 
все члены, следующие за множеством Fr,+l• содержатся в F~+ 1 ). 
Следовательно, Х = Х П EcFs+l· Аналогичным образоы, если индекс 
~ -- нечетный, то из равенстна (1 О) вытекает, что Х --Е с F;+l• 
откуда Х = Х- Е с F6+J· Наконец, если Х с F6 для каждого 
~ < Л, то иыеем 

Хс П F6 =F~-.. 
s<l-. 

Таким образом, установлено, что Х с F6, каков бы ни был 
индекс~· Следовательно, Х с F а· ЭтСJ означает, в силу равенства (1 0), 
что х с 1 -Е, откудах n Е= о И, следовательно, х = х n Е= О. 

2. Условие 1° влечет за собой условие 2°. В самом деле, 
согласно § 6, II (12), имеем 

:--:-:-:::,...--,.=:-::----= 
Int [Fr (Е)]= Int [Fr (Е)] П Е= Int [Fr (Е)]- Е. 

Отсюда вытекает, что в (8) можно положить Х = Int [Fr (Е)], так 

как из рапенства Х Х П Е следует равенство Х = Х П Е (по

скольку х nЕс х nЕс Х). Итак, предnоложение, ЧТО из равен
ства (8) следует равенство Х =О, влечет за собой соотношение 

Int [Fr (Е)]= О. Следовательно, граница множества Е не имеет внут

ренних точек, т. е. нигде не плотна. 

Более того, если рассматривать вместо Е множество F n Е и его 
границу относительно F вместо границы множестпа Е, то ыожно 
прийти к заключению, что эта относительная граница нигде не плотна 

н множестве F, ибо условие 1 о влечет за собой то же самое усло
вие, рассматриваемое относительно множества F (это последнее 
означает, что условие 1° выполняется для любых Х с F). 

3. Условие 2° вле<tет за собой условие 3°. В самом деле, 
в условии 2° положим F =Ха; тог да очевидно, что граница мно

жестпа Ха n Е относительно Ха нигде не плотна в Ха· Следова
тельно, она может саппадать с множеством Ха только в единствен
ном случае, когда Ха= О. Таким образом, в силу (6), имеем Ха= О, 
откуда ХаПЕ=О. 

4. Условие 3° является достаточН:Ьt.М, согласно Ш, 3°. 
Таким образом, теорема полностью доказана. 

Как мы показали в § 8, V, граница некоторого множества нигде 
не плотна тог да и только тог да, ко г да это множество является 

объединением открытого и нигде не плотного множеств (или раз
ностью замкнутого и нигде не плотного множеств). В силу преды
дущей теоремы, отсюда следует такое утверждение, 
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Для того чтобы множество Е было разложимым, необхо
димо и достаточно, чтобы относительно каждого замкнутого 
множества F множество Е n F было объединением открытого 
и нигде не плотного .Аtножес тв (или, что эквивалентно, раз
ностью замкнутого и нигде не плотного .множеств). 

Условие 1 о предыдущей теоремы приводит к следующему утвер
ждению. 

Каково бы ни было непустое за.1tкнутое .множество F, 
в не.м существует точка, в которой либо .множество F ПЕ, 
либо множество F- Е "лакальна пусто" относительно F 1), 

т. е. существует окрестность О этой точки, такая, что либо 

ОПFПЕ=О, либо (ОПF)-Е=О. 

в самом деле, если F n Е= F = F- Е, то ИЗ неравенства 
ОП F =!=О следует, что ОП F П Е=!= О=!= (ОП F)- Е (см. § 5, III). 
Следовательно, рассматриваемое условие влечет за собой условие 1 о. 
Обратно, пусть рЕ F -- F n·E. Положим о= 1 -- F n Е; тогда 
ОП F П Е= О. Если же рЕ F- F- Е, то положим О= 1-F- Е. 

Vl. Свойства разложимых множеств. 

Т е орем а 1. Разложи.мые .множества об разуют поле (т. е. 
объединение, пересечение и дополнение двух разложимых мно

жеств- разложимые множества). 

Это утверждение непосредственно следует из условия 2° теоремы 
п. V и из того, что множества, имеющие нигде не плотную границу, 
образуют поле (§ 8, V). 

Т е орем а 2. Всякое разложи.мое .множество обладает .свой
ство.м Бэра в узко.м с.мысле. 

Действительно, пусть Е- разложимое множество, а. F-замкнутое 

множество; тогда множество Е П F является объединением открытого 

множества и множества, нигде не плотного в F (см. п. V). 

Т е орем а 3. Если граничное .множество разложи.мо, то 
оно нигде не плотно. 

В самом деле, для множеств, имеющих нигде не плотную границу, 

понятия граничного множества и нигде не плотного множества сов

падают (§ 8, V). 

Т е орем а 4. Любое разреженпае .мпожество разложимо, ибо 
граница разреженного множества нигде·не плотна (§ 9, VI, теорема 4). 

Vll. Вычеты. (См. Хаусдорф [1], стр. 280.) Множество Х П Х -Х 
называется вычето.м множества Х (в смысле Хаусдорфа). 

1) См. ~ 7, IV 11 § 11, IV, t. 
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Множество Ха n Е (остаток множества Е) совпадает со своим 
вычетом. 

Действительно, пусть Е и Х- два множества, удовлетворяющие 
форму л е (8); тог да множество Х n Е совпадает со своим вычетом: 

Х =Х -Е=Х -(Х nE)=X nE-(X nE), потому чтоХ=Х nE; 
отсюда следует, что 

Х n Е= (Х n Е) n Х n Е- (Х n Е). 

Теорема 1. Для того чтобы множество Е было разло
жимым, необходимо и достаточно, чтобы нш<акое множество 
Y(=l= 0), замкнутое в Е, не совпадалоса своим вычетом, другими 
словами (§ 7, V), чтобы J.tножество У содержало точку, в кото
рой ОНО ЗGМ/(Нуто. 

В самом деле, предположим, что У= У n Е и У= У n У- У. 

Тог да У= У n Е и, с другой стороны, 

У с У- У= У- (У n Е)= У- Е с У. 

Поэтому У n Е= У= У- Е. Подставляя У вместо Х в V, 1°, по
лучаем У= О. Следовательно, сформу лираванное условие является 
необходимым. Оно также и достаточное, ибо, в силу сказанного выше, 
из него вытекает, что Ха n Е= О. Следовательно, согласно V, 3°, 
множество Е разложимо. 

Теорема 2. Некоторое множество является разностью 
двух замкнутых множеств тогда и только тогда, когда его 
вьиет пуст. 

Это вытекает из следствия § 7, V. 

VШ. Вычеты трансфинитноrо порядка. Пусть Е- некоторое 
множество. Образуем последовательность его вычетов всех порядков 
следующим образом: R1 -·-вычет множества Е, Rs+l- вычет мно

жества Rs и Rл = П R-s для предельного 'А. 
s<л 

Определенная таким образом последовательность вычетов является 
убывающей. Закончим ее числом ~. таким, что Rв = R13 + 1 = 
Согласно I (4), имеем 

Члены этого знакочередующегося ряда не замкнуты~ силу 

равенства Х -Х -Х = Х -Х -Х (поскольку Х -Х -Х -Х =0), 
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имеем Rs- Rs+I = R.6 - Rs- R6• следовательно, 

(1) E-Rf3=E-E-EUEПE-E-

... U Rs --- Rs - Rs U ... 

В частности, если .множество Е разложи.мо, то его "послед
ний вычет" Rf3 пуст (см. п. VII) и формула (1) представляет 

собой разложение множества Е в ряд замкнутых убывающих мно

жеств. 

Так как последний вычет Rf3 совпадает со своим собственным 

вычетом, множество RfJ не является локально замкнутым ни в одной 

из своих точек. Покаж·ем теперь, что среди множеств, замкнутых 
в Е, Rf3 есть наибольшее множество, которое не является 

лакальна за.м.кну тьиt ни в однлй из своих точек. 

В самом деле, пусть множество У замкнуто в Е, и пусть 

У- Rf3 =!=О. Покажем, что У содержит точку, в которой оно лакальна 
замкнуто. Принимая во внимание разложение (1), можно утверждать, 
что существует индекс ~.для которого 

(У n Rs)- Rr,+ 1 =!=О. 

Допустим, что ~- наименьший такой индекс. Тог да У с R6, по
этому множество У замкнуто в Rr,; так как множество R'Fo+l является 
вычетом множества Rr,. то R6 лакальна замкнуто в каждой точке 
множества R;- Rs+l и, следовательно, в каждой точке непустого 
множества (У n Rr,) -- R 6+1. Это означает, что множество У также 
является локально замкнутым в каждой точке этого последнего 

множества. 

§ 13. Непрерывность. Гомеоморфиэм 

1. Определение. Пусть % и 6.!f -топологические пространства, 
и пусть f:%- ;у. Отображение f называется непре рывны.м. в точке х, 
если 1) 

(О) (х Е А)~ 1! (х) Е! (A)J для каждого А с ,2', 

или эквивалентно (см. § 3, 11 (2) ), если 

(О') для каждого А с ,2'. 

1) См. Хаусдорф [1], гл. 9, § 1. 
В случае, когда пространства % и ty им~ют общие точки, желательнQ 

различать замыкания в пространстве .я; и в пространстве ty. Мы не делаем 
этого различия для упрощения обозначений. 
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Если отображение f непрерывно в каждой точке пространства, 

то оно называется просто неп ре рывны.м. Семейство всех непрерыв
ных отображений f: sz::~c.Y. т. е. таких, что /(%)с с.У. будет 

обозначаться с,ух. 

В случае, когда ?:'и су- множества действительных чисел, рассматри
ваемое здесь понятие непрерывности совпадает с понятием непрерьшности, 

прннятым в классическом анализе (.определение Гейне"). Так, например, 

'tlg обозначает множество действительных функций, определенных в интер
вале О<:х <: 1. 

11. Необходимые и достаточные условия. 
Теорема. Для того чтобы отображение f было непре

рывны.м в точке х, необходимо и достаточно, чтобы для 

любой окрестности В точки j(x) .множество f- 1 (B) было 
окрестностью точки х, или, иначе, чтобы: 

(l) [f(x)Eint(B)J~[xEint(f- 1 (B))] для каждого Всс,у, 

или эквивалентно 

(l') [xEf- 1 (Int(B))j~[xEint(f- 1 (B))j для каждого Bc"!f, 

или (заменяя В на ".!/ -- В) 

(2) [xEf- 1 (B)j~[xEГ 1 (B)j для каждого Всс,у. 

д о к аз а т е ль с т в о. Соотношение (2) можно вывести из соот

ношения (0), полагая А= f- 1 (В) (см. § 3. III (12) ). Обратно, по
лагая B=f(A) в соотношении (2) (и используя§ 3, III (11)), мы 
получаем соотношение (0). 

Принимая во внимание то, что любая окрестность векоторой 
точки содержит открытую окрестность этой точки, мы получаем 

следующее условие непрерывности ("определение Коши"). 

С л е д с т в и е. Отображение f непрерывно в точке х тогда и 
только тогда, когда для любого открытого .множества Н, 
соде ржащао точку f (х), существует открытое .множество а, 
содержащее точку х, такое, что f(G)cH. 

III. Множество D (.f) точек разрыва. Пусть f: .Я: ~:у. Для 
сокращения записи положим D = D (f). Cor ласно соотношениям 
(0'), (1') и (2), мы имеем 

(1) D = U [А-· /- 1 (f (А))] = U [/- 1 (Int (В))-
А В 

- Int (J- 1 (В))]= U (/- 1 (В)-- /- 1 (В)), 
в 
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где А пробегает все подмножества пространства я;, а В-- все под
множества пространства r;y. 

Отсюда следует, что 

(2) ! (D) = U [f (А)- /(A)J. 
А 

Действительно, согласно § 3, III (13), мы имеем 

1 <D>= u 1 [А- Г 1 <f<А>>] = u 1 [An Г1 <:У- t<A>>] = 
А А 

= U [f (А) n ('&'-/(А))]= U (f (А)--! (А)). 
А А 

Можно предположить, что переменная В пробегает семейство 
открытых множеств в третьем члене равенства ( 1) и семейство 

замкнутых множеств в четвертом члене этого равенства. 

В самом деле, полагая lnt(B) =О, мы получаем 

/-
1 (Int (В))- Int (/-1 (В)) с Г 1 (О)- lnt (/-1 (0)), 

и, полагая В= F, мы получаем 

Г 1 (В)- /- 1 (В) с /- 1 (F)-Г1 (F). 

Следовательно, 

(3) D = U [/- 1 (О)- Int (/-1 (О))]= U (J- 1 (F)- /- 1 (F)). 
О F 

Более того, если S- подбаза пространства r;y, то область 
из.ме.чения .множества О .может быть сужена до S, т. е. 

(4) D= U {/- 1 (0)-- Jnt(J- 1(0))). 
OtS 

Другими словами, если для данной точки х Е .'1: импликация 

(5) (х Е /- 1 (О))~ (х Е Int [/- 1 (О)]) 

является истинной для каждого множества О Е S, то она истинна 

и для любого открытого множества О с'&' (т. е. отображение f 
непрерывно в точке х). 

Для доказательства мы должны по казать, что: 

1 о если импликация (5) истинна для множеств 0 1 и 0 2, то она 
истинна для множества 01 n 02; 

2° если импликация (5) истинна для каждого множества 0
1 

(L Е/), 
то она истинна для U О 

1
• 

L 

Эти два утверждения легко получаются из формул (см. § 6, 
Il ( 1) и (2)) 

lnt r А n В)= Int (А) n Int (В) и у Int (А 1 ) с Int (У А 1). 
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Аналогично если Т-замкнутая подбаза пространства 6,!1, 
то область изменения .множества F в формуле (3) .может 
быть сужена до Т. 

Из первой части формулы (3) следует, что D с .fl:d (производное 
множество множества .fC), так как любая изолированная точка про

странства, как внутренняя точка любого содержащего ее множества, 

не принадлежит множеству f- 1 (О)- lnt (J- 1 (0)). 
Следующие равенства определяют два важных класса функций: 

1) D =О- непрерывные функции; 2) .Я:- D =.Я:- точечно-раз
рывные функции. 

IV. Непрерывные отображения. Из фармул 1 (0'), 11 (2) и 
11 ( 1'), а также III ( 1)- (3) непосредственно следует 

Теорема 1. Для того чтобы отображение f было непре
рывным, необходимы и достаточны следующие условия: 

- -- - ~--

(1) f (А) с f (А) для любого А с .я;, т. е. А с/- f (А); 
-1- 1 - -1-- _, 

(2) f- (В) с/- (В) для любого В с 6,1/, т. е. ff- (В) с В; 

(3) .множество f- 1 (О) открыто для каждого открытого 
Ос6,!1; 

(4) .множество f- 1 (F) замкнуто для каждого замкнутого 
Fc6,!1. 

Так как операция f- 1 аддитивна и мультипликативна (§ 3, III (ба) 
и (7 а)), то из усливий (3) и ( 4) следует 

(5) если В есть Fа-.множество или 06-.множество, то f- 1 (В) 
есть .множество того же типа. 

Т е орем а 2. Композиция двух непрерывных отображений 
есть непрерывное отображение. 

Более точно: если отображение f непре рьtвно в точке х и 
отображение g непре рьtвно в точке f (х), то композиция этих 
отображений h = g о f непре рьtвна в точке х. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Согласно соотношению 1 (0), х Е А влечет 
за собой f (х) Е l(A); отсюда, в силу_ непрерывности g, следует, 

что g(f(x))Eg(f(A)). 

Теорема 3. Пусть j:.f/:~6,!1-непрерьtвное отображение 
на. Если .множество А всюду плотно в пространстве .Я:. то 
.множество f(A) всюду плотно в пространстве "!}. 

Следовательно, се па рабельность сохраняется при непре рьtв-
ных отображениях. · 

Доказательство непосредственно следует из (1 ). 
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v.· Относительные свойства. Сужение. Ретракция. Напомним, 
что через f 1 А обозначается функция, которая получается из функ
ции f: д;~".!/, если ограничить множество значений ее аргумента 

множеством А (§ 3, 1). 
Сужение f 1 А называется непре рывны.м в точке х относи

тельно J,tножества А, если х Е А и 

(х Е х nА):::::} (f (х) Е f (Х nА)) для каждого х с д::. 

Теорема 1. Непрерывность функции в точке р есть ло
кальное свойств·о, т. е. если множество А- окрестность точки р, 

то из непрерывности сужения f 1 А в точке р вытекает непрерьш
Iюсть функции f в этой точке. 

в самом деле, пусть рЕ х. Очевидно, что х = (Х nА) u (Х-А), 
откуда Х=ХПАUХ-АсХПАUЯ:-·А, и так как по пред-
положению точка р не принадлежит множеству Я:-- А, тор Е Х nА. 
Следовательно, в силу непрерывности сужения, 

f (р) Е 1 (Х nА) с 1 (Х). 

Теорема 2. Если %=AUB. рЕАПВ и функции JJA и 
JIB непрерывны в точке р, то и функция f непрерывна 
в точке р. 

в самом деле, если рЕ х = х nА u х n В, то либо рЕ х пА 
либо рЕ х n в. Следовательно, f (р) Е f (Х nА) с f (Х) или 

1 (р) Е 1 (Х n В) с 1 (Х). 
Теорема 3. Если %=AUB есть разложение простран

ства Я: на два замкнутых или два открытых множества и 

если функции f 1 А и f 1 В непрерывны, то функция f непре
рывна на пространстве z. 

Действительно, в случае, когда рЕ А n в, функция f непрерывна 
в точке р, согласно теореме 2, а в случае, когда р f. А, р есть 
внутренняя точка множества В, так что мы приходим к тому же 

самому выводу в силу теоремы 1. 
Подмножество А пространства % называется ре т рактом 1) 

пространства я;, если существует непрерывное отображение f, назы
ваемое ре т ракцией, пространстпа % на множество А, такое, что 
f (х) = х для х Е А. Другими словами, если тождественное отобра
жение, определенное на множестве А, допускает непрерывное про
должение f на все пространство %, такое, что f (%)=А. 

Ретракцию можно рассматривать как обобщение проекции: если 

J) См. Ьорсук [!). стр. 153, 
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дано прямое произведение .Я: Х '[1}, то формула f (х, у)= х опре
деляет ретракцию произведения .Я: Х '[1} на ось .я:;. 

Теорема 4. Если А-ретра1<т пространства .я:;, то 
любая непрерывная функция j, определенная на А (со значе
ниями в пространстве '[1}), допускает непрерывное продолже
ние j* на .я:;, т. е. f=f*/ А. 

Действительно, если g- ретракция пространства .2' в множе

ство А, то мы можем положить j* (х) = f (g (х)) для х Е .я:;. 

Т е орем а 5. Пусть .Я:-- хаусдо рфово пространство и 
j: Я:----+%- непрерывное отображение. Тогда .множество не
подвижных точек отображения j, т. е . .чножество 

Е (f (х) = х) 
х 

за.м!<Н у то. 

Достаточно показать, что множество Е (f (х) =1= х) открыто. 
х 

Пусть .я:;- хаусдорфово пространство; тог да мы имеем 

(f (х) =1= х) = v (f (х) Е О) (х Е Н) (Оn н= О) 
а, н 

(О и Н -открытые множества). 

Это соотношение эквивалентно следующему (г де оператор U 
распространяется на все открытые множества О, Н, такие, что 
О ПН=О): 

Е U (х) =1= х) = U Е U (х) Е О) (х Е Н)= 
х а, н х 

= u Е (х Е /-1 (О)) (х Е Н)= u u-1 (О) n н). 
а,н х а,н 

Так как отображение f непрерывно, множество /-1 (О) ошрыто. 
Это завершает доказательство. 

Теорема б. Каждый ретракт хаусдорфова пространства 

за.чкнут. 

Это утверждение вытекает из предшествующей теоремы, так как 

если f- ретракция пространства .Я: на множество R. то R = 
= Е (f (х) = х). 

х 

Vl. Вещественноэначные функции. Характеристические функ
ции. Рассмотрим частный случай: '[IJ = (f' ((f' -- пространство веще
ственных чисел), .я:;- произвольвое l'Опологическое пространство. 
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Теорема 1. Пусть f:&:--*'!5. Отображение f непрерывно 
в точке х0 тогда и только тогда, когда для 1<аждого е. > О 
существует открытое .множество О, содержащее х0 • такое, что 

(1) 1 f (х)- f (х0) 1 <е. для каждого х Е О. 

Для доказательства достаточно подставить вместо множества Н 

в II (следствие) открытый интервал Е ( 1 у-- f (х0) 1 <е.). 
у 

Теорема 2. Если отображение f:&:--*'!5 непрерывно, то 
.множества 

Elf(x)<.aJ, Elf(x);;>a], E!a<.f(x)<.bJ 
х х х 

замкнуты, а .множества 

Е [f(x) <а], Е [f(x) >а], Е [а< f(x) < Ь] 
х х х 

открыты. 

Это верно в силу IV (3) и (4), поскольку пере'численные множе
ства являются прообразами соответственно замкнутых и открытых 

множеств 

Е (у<. а), Е (у> а), ЕСа<.у<.Ь), 
у у у 

Е (у< а), Е (у> а), Е (а< у< Ь). 
у у у 

Как в классическом анализе, можно ввести понятие равномерной 

сходимости. 
Пусть fп:&:--*'!5 для п=l, 2, ... , и пусть f:&:--*'!5. Мы 

говорим, что последовательность функций / 1• / 2 •••• равномерно 
сходится 1< функции f, если 

(2) Л V Л Л 1 fп (х)- f (х) 1 < е.. 
e>Okn>kx 

Следующую классическую теорему можно распространить на слу

чай, когда 3:- произпольное топологическое пространстпо 1). 

Т е орем а 3. Г! редел равно.ме рно сходящейся последователь
ности непрерывных функций является непрерывной фун1<цией. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Положим f (х) = lim f n (х). Пусть е. > О 
n~co 

и х0 - данная точка пространства %. В силу формулы (2), суще
ствует такое k, что 

е 
(3) 1 fk (х)- f (х) 1 < 3 для каждого х Е%. 

1) Дальнейшее обобщение, получаемое заменой множества g произволь
ным метрическим пространством, будет рассмотрено в гл. 11. Доказательство 
по существу остi].неrся без изменения. 



§ 13. Непрерывность. Гомеоморфиз.м 115 

Поэтому, подставляя в эту формулу х = х0 , мы получим 

(4) 1 f k (хо)- f (хо) 1 < ]- · 
В силу непрерывности функции f k в точке х0 , существует от

крытое множество О, содержащее х0 , такое, что (см. (1)) 

(5) lfk(x)-jk(x0)/<]- для каждого хЕО. 

Из неравенств (3)- (5) следует условие (1), означающее, что 
х0 - точка непрерывности функции f. 

Напомним, что ха рак те рис тической функцией f А .ltноже
с тв а А называется функция, которая принимает значение 1 в точках 
множества А и значение О в точках дополнения к А. 

Т е орем а 4. Справедливо тождество 

(б) Fr(A)=D(/л); 

иными словами, граница множества А совпадает с множеством 
точек раз рыв а его ха раюпе рис тичесТ<ой функции. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть f (х) = 1 (случай f (х) =О рассма
тривается аналогично). 

Если х Е Fr (А), то множество А= f- 1 (1) не является окрест
ностью точки х, хотя множество, состоящее только из точки 1, 
является окрестностью точки f (х) в пространстве (0, 1). Следова
тельно, согласно теореме из п. II, х Е D. 

Обратно, если х Е А- Fr (А), то х Е Int (А) и, по той же самой 
теореме, х есть точка непрерывности функции f. 

Теорема 5. Харат<теристическая функция множества А 
являете я непрерывной, соо тв е те твенно точечно- разрывной, 

тогда и только тогда, когда это множество одновременно 
замТ<нуто и отТ<рыто, соответственно имеет нигде не плот
ную границу. 

Действительно, согласно равенству (б), условие D =О эквива
лентно условию Fr (А)= О, которое означает, что множество А замк
нуто и открыто. 

Из § 12, V, 2° вытекает 

Следствие. ХарактеристичесТ<ая фунТ<ция множества А 
точечно- разрывна на каждом замкнутом множестве тогда 
и только тогда, когда множество А разложимо в знакоче ре
дующийся ряд убывающих замюtутых множеств. 

Vll. Взаимно однозначные непрерывные отображения. Срав· 
пение топологий. Предположим теперь, что отображение f : .2'- '{!} 

8* 
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взаимно однозначно. Следующие свойства инвариантны относительно 
взаимно однозначных непрерывных отображений: 

1. Свойство быть точкой накопления пространства, ибо х Е .z-x 
влечет за собой f (х) Е f (%- х) = '&' -- f (х), так как f (%- х) = 
= f (%)- f (х) (см. § 3, III (3')). 

2. Свойство множества быть плотным в себе (это непосредственно 
следует из предыдущего предложения). 

3. Свойство быть граничны.м .множеством в пространстве, ибо из 

равенства %=.я::- Х следует, что f (%) = f (%- Х) с f (%- Х) = 
=/(%)- f(X). 

Совокупность всех топологических пространств одной и той же 

мощности можно упорядочить, полагая '&' < .z. если суще
ствует взаимно однозначное непрерывное отображение f простран

ства % на пространство 'J}J. 
Так как множества % и '&' имеют одну и ту же мощность, это 

определение можно выразить следующим образом ("отождествляя" 
точку х с точкой f (х) ). 

Топологическое пространстпо есть пара (1, F), где 1- множество 

точек, а F --функция (замыкание), удовлетворяющая аксиомам § 4. 
1, 1-4. Положим, по определению, 

(1) (1, F 2)<;.(1, F 1), если F 1 (X) с F 2 (X) для каждого Х с 1, 

и скажем в этом случае, что тополоzия пространства 1, задан
ная функцией F1, сальнее топологии, заданной функцией F2. 

Другими словами, каждое множество, открытое в более слабой 

топологии, открыто и в более сильной. Таким образом, более 
сильная топология богаче открытыми множествами (а следовательно, 

и замкнутыми). 

ДиС!<ретная топология является сильнейшей топологией 

(так как в ней каждое множество открыто). Если мы не требуем, 
чтобы пространство было с11 -пространством, то существует слабей
шая топология, а именно топология, в которой замыкание каждого 

непустого множества есть псе пространство, т. е. пустое множество 

и все пространство являются единственными замкнутыми множествами. 

Слабейшая с11 -топология есть топология, где замкнутыми множе
ствами являются только пустое множество, все пространство и ко

нечные множества. 

Vlll. Гомеоморфизм. Если отображение f пространства % на 
(все) пространство '&' непрерывно, взаимно однозначно и его обратное 
отображение f- 1 тоже непрерывно, то мы называем отображение f 
го.мео.мо рфиз.мо.м 1), а пространства % и '&'- го.мео.мо рфны.ми 
(или пространствами одного и того же топологического типа). 

1) Этот термин был введен А. Пуанкаре [1], стр, 9. 
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В этом случае мы пишем 

я: iOp '{IJ (топологическая эквивалентность). 

Если % = 6,!1, то гамеаморфизм называется топологическим 
а в том о рфuзмож. 

Очевидно, что отношение гамеаморфизма между пространствами 
рефлексивно, симметрично и транзитивно. 

Т е орем а 1. Для того чтобы взаимно однозначное ото
бражение было гомео.норфизоном, необходимо и достаточно 
выполнение любого из следующих условий: 

(1) j(A)=f(A) длякаждого Ас&:; 

(2) f- 1 (В)= j-1 (В) для каждого В с 6,!/. 

Д о к аз а те ль с т в о. Согласно IV (1), включение f (А) с f (А) 
эквивалентно непрерывности отображения j, тог да как включение 

f (А) с f (А), согласно IV (2), эквивалентно непрерывности отобра
жения f- 1

• Вторая часть теоремы доказывается аналогично. 

Т е орем а 2. Для того чтобы отображение f было гомео
морфизмом, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 
следующее условие: 

(З) А= f- 1 (f (А)) для любого А с % 

или эквивалентное ем у условие 

(За) 

Д о к а за т е ль с т в о. Если отображение f взаимно однозначно, 
то наше утверждение верно, ибо тог да равенство (З) эквивалентно 

равенству (1). Остается показать, что функция, удовлетворяющая 
условию (З), дает взаимно однозначное отображение. Пусть f (р) = 

- _, -- -1-- - - -
= f (q). Тогда р = f · (f (р)) = f (f (q)) = q, следовательно, p=q. 

IX. Топологические свойства. Всякое свойство пространства, 
инвариантное относительно гомеоморфизмов, называется топологи

ческим свойством. 

Из п. VIII (За) и § З, III (18) следует, что каждое свойство, 

выраженное с помощью операции А (и операций теории множеств 
и логики), является топологическим. 

Более общо, если точка а (или множество А, или семейство А 
и т. д.) обладает данным свойством относительно пространства % 
и если функция f гамеаморфно отображает пространство % на про-
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странство ':!/. то точка f (а) обладает тем же свойством относительно 
пространства ':!/ (если только это свойство выражено так же, как 

выше). 
Таким образом, два гамеома рфных npoc т ране тв а нельзя 

отличить одно от д ругого ни1<а1<ими топологичес~<ими сред
с тва.ии. Аналогичным образом, если множества А и В расположены 
соответственно в пространствах .Я: и ':!/ и если существует взаимно 

однозначное отображение пространства .Я: на пространство ':!J, кото
рое преобразует множество А в множество В, то множества А и В 
в соответствующих пространствах неотличимы с топологической 

точки зрения. Мы будем назьшать их топологически аквивалент
ныма (по отношению к пространствам .Я: и ':!/). 

Важно заметить, что два множества могут быть гамеаморфными и, тем 
не менее, их положение в пространстве может быть различным, так что 
между ними может и не быть топологической эквивалентности. Например, 
в пространстве действительных чисел множество, составленное из точки, 
отрезка и второй точки (в указанном порядке), неэквивалентно (хотя и 
гомеоморфно) множеству, составленному из двух точек и отрезка, следую
щего за ними. Те же множества (рассматриваемые как подмножестnа пло
скости) эквивалентны по отношению к плоскости. 

Некоторое свойство множества А, расположенного в простран
стве .я;, инвариантное относительно гомеоморфных отображений мно

жества А на подмножества пространства .я;, или, более общо, на 
подмножества пространств, принадлежащих некоторому семейству 'б 

пространспз, называется в н у т ренния инвариантом по отношению 

к пространству я::. соответственно по отношению к семейству 'б·· 

Так, например (как мы увидим позже), свойство быть открытым под
множеством А евклидона пространства 'tn есть внутренний инвариант по 
отношению к gn. Внутренним инвариантом является также число областей, 
на которые разбивается пространство 't/1 замкнутым и ограниченным под
множеством А. Хотя эти свойства являются "внешними" по отношению 
к множеству А, они эквивалентны (в области подмножеств пространства gn) 
"внутренним" свойствам (т. е. свойствам, выраженным топологическими 
терминами, причем множество А рассматривается как пространство). Отсюда 
следует их топологическая инвариантность. 

Здесь существенна роль пространства gn. Если в качестве пространства 
взять вместо gn интервал 8, то указанные свойства не будут внутренними 
инвариантами. 

Как мы увидим в § 35, IV, свойство быть G 0-множеством есть внутрен-
ний инвариант по отношению к семейству полных пространств. 

Все свойства пространства, его подмножеств, точек и т. д., рассматри
вавшиеся до сих пор, являются топологическими свойствами и, следова
тельно, инвариантами гамеаморфных преобразований. пространства. 

Х. Топологический ранг. Пространство .c:t: называется тополо
гичес!<и соде ржащимся 1) в пространстве G,!J, если оно гомеоморфно 

1) Согласно П. С. Александрову. 
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пекоторому подмножеству пространства су. Обозначение: 

.Я: с су (топологическое включение). 
top 

Если пространство .Я: топологически содержится в пространстве су, 

а пространство 'У-- в пространстве ~q;, то мы говорим, что .я; и су 

имеют один и тот же топологический ранг 1). 

Если это отношение имеет место только в одну сторону, то мы 

говорим, что топологический ранг одного из пространств выше 

топологического ранга другого. 

Разумеется, два пространства могут иметь один и тот же топологический 
ранг, не будучи гомеоморфным. Таковы, например, неограниченная прямая 
и замкнутый интервал. Тем не менее, в силу одной теоремы теории мно
жеств (см. Банах [2] ), имеет место следующее предложение: если про
странства .Я: и су имеют один и тот же топологический ранг, то 
существуют множество А с .Я: и множество В с су, такие, что А 
zо.меоморфно В, а .Я:- А гамеаморфно су- В. 

Топологические ранги двух пространств могут быть несравнимыми. 
Так будет, например, в случае окружности и множества, составленного из 
трех отрезков, имеющих один общий конец. 

XI. Однородные множества. Множество А называется одно род
ны.м в пространстве, если для каждой пары а, Ь его точек суще

ствует гомеоморфизм f пространства на себя (автоморфизм), такой, 
что f(a)=b и f(A)=A. 

В частности, все пространство однородно, если все его точки 

топологически эквивалентны (в смысле п. IX). 

Таковы, например, окружность, п-мерное евклидоно пространство. Эти 
пространства, кроме того, биоднородны, т. е. существует отображение, 
ставящее в соответствие точку Ь точке а и точку а точке Ь одновременно. 
Впрочем, следует заметить, что пространство может быть однородным, но 
не биоднородным (см. Куратонекий [4] ). 

Из того же круга идей, доказано (см. там же, стр. 16), что если мно
жество А одновременно замкнуто и открыто и а, Ь- две эквивалентные 
точки, такие, что а Е А и Ь Е 1 -А, то точки а и Ь биэквивалентны, т. е. 
существует гамеаморфизм f пространства на себя, такой, что f (а)= Ь и 
f (Ь) =а 2). 

Множество А может не быть однородным в содержащем его пространстве 
и быть однородным, если его рассматривать как пространство. 

Из определения сразу вытекает, что если .множество А одно

родное, то каждое топологическое свойство, которое и.меет 
место в одной точке .множества А, и.меет .место и во всех 
остальных его moчtcax. В частности, рассмотрев свойства быть 
виутренней точкой, точкой накопления, точкой, где данное множе-

1) • Тип размерностей• по Фреше [2], или • Homoie" по Мало. 
2) В работе Данцига [1 ], стр. 102, рассматриваются другие виды однород

ности, в частности однородность относительно инволюции. Эти понятия могут 
быть также локализов!lнЬJ. 
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ство является множеством первой категории, мы получим соответ

ственно, что всякое однородное множество А есть: 
l 0 либо открытое, либо граничное множество; 
2° плотное в себе, либо дискре.rу_ное .шюжество; 
3° либо .множество первой категории, либо множество, не 

являющееся множеством первой категории ни в одной аз своих 

точек. 

Справедлива также следующая теорема 1): 

*Т е орем а. Пусть ·~-семейство автожо рфазжов данного 
топологического пространства, тат<ое, что каждой паре то
чек х, у соответствует авто).tорфизм h, принадлежащий 

этояу семейству а удовлетворяющий равенству у= h (х). 
Пусть Z- такое множество, что для каждого элемента h, 
принадлежащего семейству ·~. 

(4) либо Z=h(Z), либо ZПh(Z)=O. 

При этих предположениях, если множество Z обладает свой
ством Бэра, то оно является или мно:жество.м первой кате

гории, или множеством, одновременно за.мкнутым и откры
тым. 

Для доказательства заметим сначала (см. п. IX), что если точка z 
принадлежит множеству Z и множество Z обладает некоторым (топо
логическим) свойством в точке z, то множество h (Z) обладает 

тем же свойством в точке h (z). Кроме того, множество Z однородно, 

ибо каждой точке z1 Е Z можно поставить в соответствие автомор
физм h, такой, что zl = lz (z), и так как zl Е z n h (Z), то, в силу 
условия ( 4), Z = h (Z). Согласно утверждению 3", отсюда вытекает, 
что если Z- не множество первой категории, то оно не является 

множеством первой категории ни в одной из своих точек. В силу 

свойства Бэра (§ 11, IV, следствие 2), отсюда следует, что суще

ствует точка z Е Z, в которой 1 --· Z является множеством первой 
категории. Пусть тогда О-- открытое множество, такое, что z Е О 
и множество О-- Z первой категории. Покажем, что О- Z =О. 

Предположим, что рЕ О-- Z.. Пусть h- автоморфизм, принад

лежащий семейству .р, такой, что р = h (z). Так как рЕ h (Z)- Z, 
то, согласно условию (4), Z n h (Z) =О, откуда h (Z) с: 1 -- Z, и, 
следовательно, имеет место включение О n h (Z) с: О- Z, из кото
рого вытекает, что Оn h (Z) есть множество первой категории. Сле
довательно, h (Z) есть множество первой категории в точке р = h (z). 
Но это противоречит замечанию, сделанному в начале доказатель-

1) Эта теорема предf:тавляет собой распространение на топологические 
пространства теоремы Ванаха, относящейся к топологическим группам (см. 
следующий пункт). Теорема Ванаха имеет важные приложения в функцио
Щiльном анализе, см. Ванах [8], а также Куратонекий (24]. 
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ства, потому что Z не является множеством первой категории 
в точке z. 

Таким образом, включение О с: Z установлено; из него вытекает, 

что точка z есть внутренняя точка множества Z, следовательно (со
гласно l 0 ), в силу однородности множества Z, оно открыто. Остается 
показать, что множество Z замкнуто. 

Пусть рЕ Z и z Е z. Положим, как выше, р = h (z). Так как 
множестоо Z открыто и h- автоморфизм пространства, множество 

h (Z) также открыто. Следовательно, из включений рЕ Z и рЕ h (Z) 
вытекает, что ZПh(Z)=/=0, откуда Z=h(Z). Поэтому pEZ. что 
и требовалось доказать. 

*Xll. Приложенил к топологическим группам. Топологическое 
пространство (обозначим его через cif) называется топологической 
группой, если каждой паре точек х, у из JJ поставлена в соответ
ствие их сумма z = х+ у таким образом, что: 

]
0 (x+y)+z=x+(y+z); 

2° сушестоуст нулеВОЙ ЭЛСМСНТ е, ТаКОЙ, ЧТО Х +е= Х =е+ х; 
3° сушествует элемент (- х), такой, что х + (- х) =О; 
4° операции х + у и -· х непрерывны 1). 

Положим ha (х) =а+ х. Очеоидно, что из условия у= ha (х) 
следует, что х = h_a (у). Поэтому ha (х) (при фиксированном а) 
есть автоморфизм пространства, а семейство ~ всех функций ha 
удовлетворяет условиям теоремы п. XI. 

Подгруппой называется каждое подмножество, которое вместе 
с точкой х содержит (- х) и оместе с точками х и у содержит 

х +у. Легко проверить, что если множество Z- подгруппа, то 
выполняется услооие XI ( 4). Следовательно, согласно предыдущему, 
каждая подгруппа одно род на (в частности, каждая топологическая 
группа однородна). В силу теоремы п. XI, всякая подгруппа, 
обладающая свойством Бэра, является либо множеством 
первой категории, либо .иножеством, одновременно замкнутым 
и открытым. 

ХШ. Открытые отображения. Замкнутые отображения. Со
гласно предложениям IV (3) и ( 4), если отображение f непрерывно, 
то прообраз открытого множества открыт, а прообраз замкнутого 

множества замкнут. Однако, как показывают простые примеры, для 

образов это неверно. 

Итак, мы приходиы к следующему определению. 

О пр е д е л е н и е. Непрерывное отображение j: %~а.!/ назы
tзается открытым, если образ f (О) каждого открытого множества 

О с:% открыт в пространстве a.!J. 

1) См., например, Понтрягин [2] и Монтгомери и Циппин [1]. 
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Аналогично можно опре.целить замкнутые отображения, заменив 

термин "открытый" термином "замкнутый". 

Например, проекция плоскости g2 на одну из осей есть открытое ото
бражение, но оно не является замкнутым, так как проекция гиперболы 
у= 1/х на ось х не замкнута. 

Любое непрерывное отображение интервала 8 замкнуто (это верно, как 
мы увидим позже, для каждого компактного пространства). 

Очевидно, что всякое взаимно однозначное непрерывное 

открытое (или замкнутое) отображение является гомеомор
физмо.м 1). 

Теорема 1. Пусть f:::t:--".!1-открытое (за).tкнутое) 

отоб раженuе, и пусть В с".':/. Положи.и g = f 1 f- 1 (В). Тогда 
отображепие g:f- 1 (B)---+B оtnкрыто (замкпуто). 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть множество Н открыто в j- 1 (В), 
т. е. Н= О n f- 1 (В), г де множество О открыто в пространстве я;. 
Тогда, согласно формуле § 3, Ш (13), имеем 

g(H)= g(O n /- 1 (В))= J(O n /- 1 (В))= f (О) n В. 
Следовательно, множество g (Н) открыто относительно В. 

В случае, когда отображение f замкнуто, доказательство прово

дится аналогично. 

Т е орем а 2. Пусть j: vUZ:: ->".':/-непрерывное отображение 
на и g: ".':/-- z -пепре рывное отображение. Если h = gf
открытое (замкнутое) отображение, то и g- открытое 

(замкнутое) отображение. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть отображение !1 открыто, и пусть 
О с".!!-- открытое множество. Так как f --отображение на, то 

О= f f- 1 
(0). Следовательно, 

g (О)= g f j- 1 (О)= hj-1 (0). 

Поскольку отображение f непрерьшно, а отображение h открыто, 

множество hf- 1 (О) открыто. 
Случай замкнутого отображения h рассматривается аналогично. 

I) Открытые отображения называются также внутренними, см. Стои
лов [1]. 

См. также Уайберн [1], [4]; Архангельсrшй [3], Уоллес [2]. 
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XIV. Отображения, открытые и замкнутые в данной точкР.. 

Определен и е. Непрерывное отображение f : .я;~ ':!J назы
вается открытым в точке у0 Е':!/. если для каждого множества О, 
открытого в пространстве .я;, 

(1) Уо Е f (О)=} Уо Е lnt (f (О)), 

или, эквивалентно, если для каждого множества А с: .я; 

(2) !Уо Е f (int (А))]=} [у0 Е Int (f (А))]. 

Отображение f называется замкнутым в точt<е у0 , если для ка
ждого множества F, замкнутого в пространстве .я;, 

(3) (У о Е f (F)) =}(У о Е f (F) ), 

или, эквивалентно, если для каждого множества А с: .Я: 

(4) (Уо Е f (А))=} (Уо Е f сА)). 

Очевидно, что если отображение f открыто (за;,щнуто) 
в t<аждой точке у пространства ':!/, то оно отt<рыто (зам
кнуто). 

Т е о ре м а 1. О т об ражение f о т крыто в точке у0 тогда 
и только тогда, когда для лЮбого множества В с: ':!J имеем 

(5) (Уо Е В)=} (/- 1 (у0) с: /-1 (В)). 
Д о к аз а т е ль с т в о. 1. Предположим, что отображение f от

крыто в точке у0 и что включение в формуле (5) не выпоюяется. 

Положим 0=.Я:-j-1 (В). Тогда f- 1 (y0)ПO=f=O, поэтому 

Уо Е f(O) =!(.Я:- f-1 (В)) с: f /- 1 (':!!-В) с:':!/- В. 

С другой стороны, так как у0 Е f (0), то мы имеем, согласно (1), 

Уо Е Int (j (О)) с: Int (':!/-В)=':!/- В, 

т. е. у0 {j: В. Таким образом, условие (5) является необходимым. 
2. Предположим теперь, что О- открытое множество и точка у0 

не принадлежит Int (f (О)), т. е. у0 Е':!/-- f (0). Предположим далее, 
что условие (5) ~ыполнено для множества В=':!/- f (0). По пред

положению у0 Е В. Следовательно, 
-:-----:---

/-1 (Уо) с: /-1 (В) =J-1 (':!/)- f-1/ (О) с: .Я:- О =.Я:- О, 

так как f- 1
/ (О)::::> О. Итак, f- 1 (у0) nО= О, и окончательно полу

чаем, что точка у0 не принадлежит множеству f (0). 
Отсюда следует, что условие (5) является достаточным. 
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Следствие 1). Отображение f открыто тогда и только 
тогда, когда для каждого .множества В с:'&' имеет место 
включение 

(6) 

или, эквивалентно (см. IV (2) ), когда 

(7) f- 1 (В)= f- 1 (В). 

Очевидно, что отображение f замкнуто тогда и только 
тогда, когда для каждого множества А с: 3: имеет место 

включение 

(8) f (А) с: f(A), 

или, эквивалентно (см. IV (!) ), когда 
-- -

(9) f(A)=f(A). 

Т е орем а 3. Отоб ражепае f замкпуто в mO'lкe у0 тогда 
и только тогда, когда для каждого открытого множества 

О с:!);, такого, что f- 1 (у0) с О, существует открытое мно
жество н с:'&'. такое, что 

(10) 

(11) 

YofH, 

/-
1 (Н) с: О. 

Д о к аз а т е ль с т в о. 1. Предположим, что отображение f зам

кнуто в точке у0 , множество О открыто и /- 1 (у0) с: О. Поло
жим Н='&'- f (%- 0). Предположим далее, что у0 ~Н, т. е. 

y0 f/(%-O). Тогда, согласно (3), y0 ff(.Я:-0), но это проти

воречит включению /- 1 (у0) с: О. Следовательно, включение (1 О) верно. 
Включение (11) также верно, поскольку 

Итак, наше условие является необходимым. 

2. Предположим теnерь, что наше условие выnолняется, множе-

ство F замкнуто и У о~ f (F). Покажем, что У о~ f (F). Положим 

О= 3:- F. Так как У о~ f (F), мы имеем /-\у0) n F =О, т. е. 
f- 1 (у0) с: О. Следовательно, по предположению, существует откры
тое множество Н с:'&', удовлетворяющее включениям (1 О) и (11). 

Согласно включению (11), f- 1 (Н) n F =О, следовательно, 
Н n f (F) =О. Отсюда следует, что Н n f (F) =О (так как множ~-

1) См. Сикорский [5], стр. 13, Уоллес [2]. 
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с тв о Н открыто), поэтому, в силу включения (1 0), у0 ~ f (F). Это 
означает, что наше условие является достаточным. 

3 а меч а н и е 1. Если у0 Е'&'- f (%'), то отображение f открыто 
в точке у0 ; если у0 Е'&'- f (%). то отображение f замкнуто в точке у0 • 
Это непосредственно следует из соотношений (1) и (3). 

3 а меч а н и е 2. Область изменения множества О в (1) может 
быть ограничена до открытой базы пространства я;. 

Это следует из § 3, 111 (1а), и § 6, 11 (1'). 

3 а ы е чан и е 3. Определение, данное в этом разделе, можно 
обобщить следующим образом: 

отображение f открыто в Jtножестве Bc'f!j, если для ка
ждого О, открытого в %, 

(12) [В П Int(f(O)) =О]::::} [В П j(O) = 0]; 

отображение f замr<нуто в Jtножестве Весу, если для tсаждого F, 
замкнутого в %, 

(13) [В П j (F) =О]::::} [В П j (F) = 0]. 

Без ограничения общности можно считать, что в (12) Bcj (.%'), 

а в (13) Bcj (%). 

XV. Взаимно непрерывные отображения. Пусть f : %-+ '&'
непрерывное отображение на. Если множестuо О с 'f!f открыто, то 

множество j- 1 (О) также открыто. Обратное утверждение в общем 
случае неверно. Это приводит к следующему определению. 

Определен и е. Отображение f называется взаимно непре
рывным 1), если оно есть отображение на и если 

(1) (А- открытое множество)=(/-! (А)- открытое множество). 
или эквиuалентно, если 

(2) (А- замкнутое множество)= (J- 1 (А)- замкнутое множество). 

Т е орем а 1. Пусть f: Я:-+'&'- отк рытое или залtкнутое 
отображение на. Тогда отображение f взаимно непрерывно. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть отображение f и множество f- 1 (А) 
открыты. Так как f- отображение на, мы имеем А= f f- 1 (А); по-
скольку отображение f открыто, множество f f- 1 (А) открыто. 

Случай замкнутого отображения рассматривается аналогично. 

1) Его называют также квазикомпактны.и (и непрерывным), см. Уай
берн [4], стр. 69, или сильно непрерывным, см. Александров, Хопф [1], § 5, 4. 
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Теорема 2. Если отображение f взаимно непрерывно и 
взаимно однозначно, то оно является гомео.мо рфизмом. 

Д о к а за т е ль с т в о. Пусть множество О с % открыто. Так как 
отображение f взаимно однозначно, то О= f- 1! (0). Следовательно, 
множество f (О) открыто. Итак, отображение f открыто; отсюда сле
дует, что f- гомеоморфизм. 

Теорема 3. Пусть отображение j:f['~"!J взаимно непре
рывно, и пусть задано не кота рое отображение g: '[lJ ~ z. 
Если отображение h = gj непрерывно, то и g непрерывно. 
Если h взаимно непрерывно, то и g взаимно непрерывно . 

.% _L+ ":У 

')~ Jк 
z 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть множество О с Z открыто. Тогда 

множество h-1 (О) открыто. Но h-1 (О)= f- 1 [g- 1 (0)]. Так как ото
бражение f взаимно непрерывно, то множество g- 1 (О) открыто. 

Предположим далее, что отображение h взаимно непрерывно и 

множество g-1 (А) открыто. Тогда множество f-1 [g-1 (А)] открыто. 
Но j- 1 [g- 1 (А)]= h - 1 (А). Следовательно, поскольку отображение h 
взаимно непрерывно, множество А открыто. 

3 а меч а н и я. Существуют взаимно непрерывные отображения, 
которые не являются ни открытыми, ни замкнутыми. Это следует 
из существования замкнутых неоткрытых отображений и открытых 

незамкнутых отображений. 

С другой стороны, любое отображение дискретного пространства 
в недискретное пространство является непрерывным, но не является 

взаимно непрерывным. 

Понятие взаимной непрерывности играет большую роль при изу
чении фактортопологии (см. § 19). 

§ 14. Вполне регулярные пространства. Нормальные пространства 

1. Вполне pery лярные пространства. Топологическое простран
ство .2' называется вполне регулярным, если для всякой точки р 

и всякого не содержащего ее замкнутого множества F простран

ства ,% существует непрерывное отображение f: ,%~ g, такое, что 
(1) j(p)=O и j(x)= 1 для xEF1). 

Вполне регулярное J\- пространство называется также п рос т ран
етвам Тихонова. 

1) См. Тихонов [2], стр. 545. Ср. Урысон [1], стр. 292. 
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Теорема 1. Каждое вполне регулярное пространство 
регулярно. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть точка р, множество F и отображе

ние f такие же, как выше. Положим О=~[! (х) < ~ J. Тогда мно-
жество о открыто, рЕ о и оn F =о. 

Т е орем а 2. Любое под.ttножество вполне регулярного про
странства вполне регулярно. 

Доказательство очевищю. 

Т е орем а 3. Область из,ненения лtножества F в определе
нии вполне регулярного пространства может быть ограни
чена любой за,илнутой подбазой пространства я:. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Рассмотрим сначала конечную систему 
F 1, .•. , Fn замкнутых множеств, точку pEJC-F0 , где F 0 = 
= F 1 U ... U F п• и систему непрерывных функций / 1, ••• , f n• удо
влетворяющих условиям (1). Положим 

(2) f (х) = max fi (х). 
i<,i<,n 

Очевидно, что функция f удовлетворяет условиям (1) для множе
ства F 0 . Более того, отображение f непрерывно. Это следует (ер.§ 13, 
VI, 2) из тождества 

n n 
Е [и< f(x) < vJ = U Е [и< fi(x)J n П Е Uj(x) < vJ, 
х i=ix j=ix 

согласно которому множество Е [и < f (х) < v] открыто для любой 
х 

пары действительных чисел и < v. 
Рассмотрим теперь произвольное замкнутое множество F, не со

держащее точку р. Покажем, что существует непрерывное отобра

жение f, удовлетворяющее условию (1). 
Пусть В- замкнутая база пространства я:;. Тог да существует 

система F 1, ••• , Fn элементов базы В, такая, что РЕЯ::-F0 и 
F с F 0 , где F 0 = F 1 U ... U F n· Очевидно, что функция f, опре
деляемая формулой (2), удовлетворяет условию (1). 

3 а меч а н и е 1. Каждая топологическая группа вполне регу

лярна 1). 

3 а меч а н и е 2. Регулярное пространство может не быть вполне 
регулярным. Более того, существуют регулярные с11 -пространства, 
на которых каждая действительная непрерывная функция есть кон

станта 2). 

1) Это теорема Поцтрягина. Ср. Монтгомери и Циппин [1], стр. 29. 
2) См. Хьюит [1], стр. 503, и Новак [1], стр. 58. 
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11. Нормальные пространства. 
Определен и е 1). Топологическое пространство называется 

но р.мальны.м, если для любых двух непересекающихся замкнутых 
множеств F0 и F 1 существуют два открытых множества 0 0 и OI> 
таких, что 

(3) 

или, эквивалентно, если для любых двух открытых множеств 0 0 
и 0 1, таких, что % = 0 0 U 0 1, существуют два замкнутых множе
ства F0 и F1, таких, что 

(4) 

Можно считать, что в уелоnни (4) множества F0 и F1 имеют вид 

(5) 

где множества Н0 и Н 1 открыты. В самом деле, пусть %--нор
мальное пространстnо. Предположим, что условие (4) выполнено. 

Тог да существуют два открытых множества Н0 и К 0 , таких, что 

%-· 0 0 с К0 и Н0 П К0 = О. 

Следовательно, Hn с%--· К0 , откуда F/0 с%- К0 с 0 0 . Аналогич
ным образом, существует открытое множество Н1 , такое, что F1 с Н1 
и Н1 с01 . 

Подобное же рассуждение показывает, что в условии (3) тожде
ство 0 0 П 0 1 =О можно заменить тождеством 

(6) 

Наконец, заметим, что (3) можно заменить следующим условием 
(аналогичным условию (2) из § 5, Х): существует открытое множе
ство О, такое, что 

(7) F 0 с О и О П F1 =О. 

3 а меч а н и е. Любое нормальное пространство вполне регулярно. 
Это следует непосредственно из леммы Урысона, которая будет до
казана в п. IV. 

С другой стороны, существуют вполне регулярные пространства, 
которые не являются нормальными. (См. ван Ист и Фрейденталь [ 1 ], 
стр. 365. См. также пример Немыцкого, указанный в работе Алек
сандрова и Хопфа [1], стр. 31.) 

1) Ср. Титце [2], стр. 301. 
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Однако справедливо следующее утверждение. 

Теорема 1. Регулярное пространство Линделi!фа (см. 
§ 5, VII) но р.мально i). 

д о к аз а т е ль с т в о. Пусть А= А, В= В и А n В= О. Опре
делим два открытых множества О и Н, таких, что А с О, В с Н 
и О ПН=О. 

В силу регулярности пространстпа, для каждой точки а Е А суще-

ствует открытое множество О а, такое, что а Е О а и ба n В= О. 
Семейство, составленное из множеств О а (а Е А) и множестпа -А, 
является покрытием. Это покрытие содержит счетное подпокры

тие -А, О а,. О а, . .... Следовательно, А с Оа, U Оа, U .... 
Аналогичным образом В с Нь U Нь U ... , где множества Нь 

1 2 n 

открыты и Нь ПА= О. 
n 

Положим И1 =О а,. V1 = Нь,- И1. для n > 1 

Ип=Оа -(VJU ... UVп-J), Vn=Hь -(U1U n n 

и 

Так как А П VпсА П Нь =0, мы имеем Ас О. Аналогично ВеН. 
1! 

Наконец, оn н= О, т. е. UIZ n v/7! =О. Действ~тельно, если 

т-;(: n- 1, то мы имеем (по определению Ип) Ип П V m =О, а если 

fl -;(: m, ТО U n n V m = 0. 

Следствие 1а. Регулярное :}1 -пространство со счетной. 
базой 110 рмально. 

В самом деле, по теореме § 5, п. XI, любое топологическое про
странстпо -:о счетной базой есть пространстпо Линделёфа. 

Т е орем а 2. Свойство пространства быть но рмальны.м 
есть инвариант относительно за.икнутых отображений на. 

Пусть J:.;t'->'3/-замкнутое отображение на. Пусть '3/-=:!01, 

j=O, 1, где 01 -ошрытые множества, и 'Y=00 U01. Тогда мно

жество f- 1 (01) открыто и 

%= Г 1 (Оо) U Г 1 
(01). 

Так как Я:- нормальное пространство, то существуют два замкну
тых множества F0 и F 1, таких, что (ер. (4)) 

F 0c/-1 (00), F 1 сГ
1 (01) и F0 U F 1 = !!;'. 

1) Теорема Тихонова. См. Тихонов [1]. 

9 Топология, т. I 
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Отсюда следует, что 

f(Fo)cOo, f(FI)cOI и f(Fo)Uf(FI)='[IJ. 

Так как, по предположению, отображение f замкнуто, то множе
ства f(F1) замкнуты и, следовательно, пространство '[lj нормально. 

3 а м е чан и е. Это свойство не инвариантно относительно от
крытых отображений (см. § 1 7). 

Покажем, что в определении нормальных пространств непересе

кающиеся за,щ<нутые множества можно заменить отдели.мыма 

F а·Множества.ма. 

Т е орем а 3 1). Пусть пространство !1:' нор.иально, а пусть А 
а В-отделимые F0-множества. Тогда существуют два откры
тых множества О а Н, тшщх, что 

(8) АсО, ВеН а ОПН=О. 

Доказательство. Положим A=A 1 UA2 U ... и B=B1 U 
U В2 U ... , где А 1 и В1 замкнуты. Определим две последовательности 
открытых множеств 0 1, 0 2 , ••• и Н1 , Н2 , ••• , удовлетворяющих 
условиям 

(9) А 1 с01 , В1сН1, 01 ПН1 =0 для t,j=l, 2, ... , 

и положим О= 0 1 U 0 2 U ... и Н= Н1 U Н2 U .... Таким образом, 
условия (8) выполнены. 

Продолжим по индуiЩИИ. Так как А! n в= о= в! nА, суще
ствуют открытые множества (ер. (б)) Р1 , Q1, И 1 и V 1, такие, что 

А 1 сР1 , BcQ1, В1 сИ 1 , AcV1, 

J5! n 'Ql =о= D! n vl. 
Положим О 1 = Р 1 П V 1 и Н 1 = И 1 П Q1. Очевидно, что условия (9) 

выполняются для i = 1 = j. Кроме того, 
(1 О) 

Предположим теперь, что условия (9) и (10) выполняются для 
индексов, не превосходящих п. Как н в случае п = 1, существуют 

открытые множества Рп+ 1 , Qп+l• Ип+ 1 и Vп+l• такие, что 

An+1cPn+1• Я1u ... uЯnUBcQn+l• jin+lnQn+l=O. 
Bn+1cun+1• o1u ... U0nUAcVn+1• Dn+1nvn+1=0. 

Положим 

On+l=Pn-+tПVn+l и Hfl+t=Ип+tПQп+l· 

1) См. Чех [4], стр. 107. 
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Легко проверить, что условия (9) и (10) выполняются для t, j-<.п+ 1. 
Это завершает доказательство. 

111. Системы множеств, подобные в комбинаторном смысле, 
в нормальных пространствах. Две конечные системы множеств 
А 1 , ... , An и 8 1, ••• , Bn назьшаются подобными в комбинатор
ном смысле (см. Александров, Апп. Math., 30 (1929), стр. 16), 
если имеет место тождество 

(1) {Ai1n ... nAik=O}==[Bi1n ... nвik=o}. 
какова бы ни была система индексов (-<. п ). 

Это же определение применимо к бесконечным последовательно
стям множестiJ, удовлетворяющим условию ( 1) для каждого k. 

Теорема 1). Пусть в ftор.мально.и пространстве задана 
/(Онечная система замкнутых .множеств Р 1 , ••• , Р n· Тогда 
каждое .множество Р 1 (1<.i-<.п) содержится в иекоторо~t 

открыто.м .множестве 0 1, приче~t система .множеств 01, ••• , Оп 
под об на данной сие те .м е в ко .мб ин а то рно.м смысле. 

в самом деле, рассмотрим все пересечения вида pi1 n ... n p,k' 
где Pr n Р1 n ... n Р1 =О. Пусть S- их объединение. Так как 

1 k 
множество S замкнуто и не пересекается с Р 1 , то существует откры-

тое множество 0 1, такое, что Р1 с0 1 и 01 n S =О. Покажем, что 
система 01, Р2 , ••• , Pn подобна системе Р 1 , Р2 , ••• , Pn. Для этого 
рассмотрим пустое пересечение, члены которого принадлежат второй 

системе; покажем, что пересечение соответствующих им множеств пер

вой системы тоже пусто. Очевидно, можно ограничиться случаем, 
когда с ре д и этих множеств находится Р 1. Тог да рассматриваемое 

пересечение имеет ВИД Pr n pi1 n . ·....:... n pik =о. Отсюда следует, 

что Р1 n ... nP1 cS, и так как 0 1 nS=0, то и 0 1 nP, n ... 
1 k 1 

... nPtk=O. 
Далее применим индукцию. Предположим, что система Р1 , ••• , Pn 

подобна системе Or ..... ok-1• Pk • .... Pn, где Pr<-Or .... 
. . . , Pk_ 1c0k-I· Тогда существует, как мы только что показали, 
открытое множество Ok• так?е, что PkcOk и что система 

.... 
подобна системе 

1) См. Гуревич [3]. Эта теорема представляет собой обобщение опре
деления 11 (3). Что касается обобщения на случай бесконечной последова
тельности множеств, см. Куратонекий [27], стр. 259; см. также Морита [2), 
стр. 22, и Катетов [2], стр. 336. 

9* 
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Эта последняя система подобна системе F 1, ••• , F п• поскольку отно
шение подобия транзитивно. 

Таким образом, теорема полностью доказана. 

Следствие. Если задана систе.ма открытых множеств 
0 1, ••• , Оп, такая, что .%' = 0 1 U ... U Оп, то существует си
стема открытых множеств Н1 , ... , Нп, такая, что .СС=Н1 U ... 
... UHпиilicOi. 

Применяя предыдущую теорему к множествам Fi=.%'- Oi, дока
жем существование открытых множеств Vi, таких, что FicVi и 

v1 n ... n Vп=О. Положим Hi =.%' -Vi. Тогда 

Fii =.%'- Vic.%'- Vi =.%'- Vic.%' -- FicOi 
и 

3 а меч а н и е. В метрических пространствах предыдущее утвер
ждение можно распространить на семейства открытых множеств про

извольной мощности (см. § 21, XII). 

IV. Действительные фующии, определенные на нормальных 
пространствах. Следующее свойство нормальных пространств (лемма 
Урысона) является усилением свойства I (1) вполне регулярных про
странств. Как легко видеть, это- характеристическое свойство нор
мальных пространств. 

Лемма Урысона 1 ). Пусть А и В-непересекающиеся 
замкнутые множества в нормальном пространстве .я;. Тогда 

существует непрерывная функция f: .я;- g, такая, что 
(1) f(x)=O для хЕА и f(x)=1 для хЕВ. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Сначала поставим в соответствие каждой 
дроби вида r · k/2n (k =О, 1, ... , 2n) открытое множество О (r), 
такое, что 

1° АсО(О), .Я:-8=0(1); 

2° если r < r', то O(r)cO(r'). 
Построение будем вести при помощи индукции по показателю п. 
При п =О такое построение можно осуществить в силу усло-

вия II (7). Допустим, что система открытых множеств, удовлетво
ряющая условиям 1°, 2°, построена для п- 1. Мы должны опреде
лить множество О (k/2n) для нечетнаго k. По предположению индукции, 

(1 ((k- 1)/2n]c0 [(k + 1)/2"]. 

1) Урысон [!], стр. 290. 
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Следовательно, в силу условия II (7), существует открытое множе
ство, которое мы обезначим через О (k/2n). такое, что 

Таким образом, открытое множество О (r) определено для каждого r. 
Положим 

r о. 
f(x)=~ sup r, l7 (хЕХ-0 (r)] 

х Е о (О), 

х ~о (0). 

Согласно 1°, имеем f(x)=O для хЕА и f(x)=1 для хЕВ. 
Остается показать, что функция f непрерывна, т. е. (§ 13, VJ, 1) 

что всякой точке х0 и каждому натуральному числу п соответствует 
открытое множество Н. содержащее точку х0 , такое, что из усло
вия х Е Н следует неравенство 1 f (х0)- f (х) 1 < lf2n. 

Пусть r --(конечная двоичная) дробь, такая, что 

(2) 
1 

f(xo) < r < f (ха)+ 
2
n+I · 

Положим Н= О (r)- О (r- 1/2п), считая, что О (s) =О при s < О 
и О (s) =.Я: при s > 1. Тогда прежде всего имеем х0 Е Н, так как 
из не равенства f (х0) < r следует, что х0 Е О (r), а из не равенства 

r- 1/2n+I < f (х0) следует, что 
ха Е%-- O(r-1/2n+I)c%- O(r-1j2n). 

Кроме того, из предположения х Е Н следует, что х Е О (r), откуда 
f (х) < r; отсюда, кроме того, следует, что 

Х Е% -О (r- 1/2п)с,Я;'- О (r --- 1/2п), 

nоэтому r- 1 /2n < f (х). Итак, 

j(x0)- 2~ < j(x) < j(x0)+~· 
Лемма Урысона является частным случаем фундаментальной тео

ремы Титце, которая будет сформулирована ниже. В основе доказа
тельства теоремы Титце лежит следующая 

Вспомогательная теорема. Пусть !-непрерывная 
фунuция, определенная в заминутом подмножестве F нор
мального пространства .Я: и удовлетворяющая условию 
1/(x)j <:с. где с> О. Тогда существует непрерывная фунu
ция g, определенная на всем пространстве .Я: и удовлеtпво-
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ряющая следующим условиям: 

(3) 

(4) 

jg(x)l-<:1c для хЕ%. 
2 

lf(x)-g(x)l-<:зc для хЕР. 

Доказательство. Пусть 

(5) A=~[f(x)<- 1 с]. B=~[f(x):>}c]. 

1= Е [1 у 1 < 1 с J. 
у 

Множества А и В замкнуты и не пересекаются (ер. § 13, Vl), по
этому, согласно лемме Урысона, существует непрерывное отображе-

1 1 
ние g :% ~ J, такое, что g (х) =- 3 с для х Е А и g (х) = 3 с 
для х Е В. Очевидно, что отображение g удовлетворяет условиям 
леммы. 

Теорема продолжения Титuе 1). Пусть !--непрерыв
ная действительная фун1сция, определенная на замкнутом 
подмножестве Р нормального пространства ,2'. Тогда суще
ствует непрерывная действительная функция f", определен
ная на все.и пространстве %. такая, что 

(б) j"(x)=j(x) для хЕР. 

Более того, если функция j oz раничена · 

(7) 1 f(x) 1-< с, где с> О, 

то 

(8) lf*(x) 1 <с для хЕ%· 

Д о к а за т е ль 'с т в о. Рассмотрим сначала случай, ко г да функ
ция f ограничена, т. е. когда выполняется не равенство (7). Положим 

со 

(9) f"(x)= ~ Кп(х), 
n=O 

1) См. Титце [11. По nоводу доказательства см. Урысон [11, стр. ~3. 
О различных обобщениях теоремы Титце см. Дугундьи [1], Я:аннер [1], 

Даукер [2]. 
См. также Борсук [3), где продолжение функции j оnределяется так, 

что .оnерация продолжения• линейна по отношению к данным функциям, 
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где функции g n оnределяются по индукции следующим образом. 

Положим g0 (х) ===:О. Пусть n ~О. Доnустим, что 

(10) для хЕР 

(это верно nри n=O, согласно (7)). 
Подставим в формулировку всnомогательной теоремы f(x)
n 

- ~ g 1 (х) вместо f (х) и (2/З)п с вместо с. Тогда получим, что 
1=0 

существует неnрерывная функция g n+I> оnределенная на nростран

стве ~. такая, что 

(11) 
2n 

1 g n+l (х) 1-< зп+l с для х Е~. 

(12) 
n+l ( 2 )n+l 

J f (х)- ~о gi (х) 1-< 3 с для хЕР. 

Таким образом оnределяется последовательность функций g 1, g·2 , .•• , 

причем формулы (10)-(12) выnолняются для 1саждого n=O, 1, .... 
Так как функции g n неnрерывны и ряд (9) равномерно сходится 

в пространстве ~ (согласно (11) ), то функцип f* неnрерывна на ~ 
(по теореме 3, § 13, VI). 

Формула (б) следует непосредственно из не равенства (1 0). 
Наконец, (8) следует ИЗ (11): если х Е vct~ -- р. ТО 

оо оо со 2n 
jj* (x)j = 1 ~О gn (х) 1 =~О j gn+l(x) J-<c ~О зn+l =С. 

Итак, для ограниченной функции f теорема доказана. Случай 
неоrраниченной функции f может быть сведен к nредыдущему сле
дующим образом (см. Ковальский [2], стр. 135). 

Так как nрямая (f гамеаморфна открытому интервалу 10= 
=(-1, 1), мы можем nредnоложить, что f: Р ~10 . Тогда, как nока-

эано, существует неnрерывное nродолжение j*: ~ ~ fo отображения 
f. Обозначим через В двухэлементное множество [-1, 1), и 

*-! 
nусть Н= f (В). Множество Н замкнуто, и Н nР= О. По лем-
ме Урысона, существует неnрерывное отображение h: ~ ~ g, 
такое, что h (х) =О дJrя х Е Н и h (х) = 1 для хЕР. Положим 
g (х) =Г (х) h (х). Тог да g : ~ ~ 10 , и g есть требуемое неnре
РЪiвное nродолжение отображения f. 
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V. Наследственно нормаль~ые пространства. 

Определен и е. Пространство называется наеледе твенно (или 
вполне) но р.мальны.м, если каждое из его подмножеств нормально, 

или, эквивалентно, если каждое его открытое подмножество нор

мально (как легко показать, используя условие Il (4)). 

3 а меч а н и е 1. Нормальное пространство может не быть наследственно 
нормальным. Таково пространство 1 ), определенное следующим образом. 

Пусть <С[;= Е (а.-< Q) и 'lf =Е (~-< ш)- пространства с естественной 
а В 

топологией (порядка). Искомое пространство есть прямое произведение 
(см. § 15, I) я:: Х 'lf. Пусть А= UC Х '!/)- (Q, ш). Тогда Я: Х 'lf- нор
мальное пространство, в то время как множество А не является нормальным, 
поскольку множества Q Х '!/ и Я:>< ш с удаленной точкой (Q, ш) не имеют 
непересекающихся окрестностей. 

Заметим, что каждое метрическое пространство наследственно 
нормально (см. § 21). 

3 а меч а н и е 2. ВсякоеРа-множество нормального пространства 
нор.мально. Это следует из теоремы 3, п. II (поскольку всякие два непере
секающиеся множества, замкнутые относительно множества типа Fa, 
являются отделимыми Ра·множестваllш). 

В нижеследующих теоремах 1-4 пространство 1 предполагается 
наследственно нормальным 2). 

Формула Il (7), имеющая место для произвольных нормальных 
пространств, может быть уточнена для наследственно нормальных 
пространста следующим образом. 

Т е орем а 1 3). Если .множества А и В отдели.мы, то суще
ствует открытое .множество О, такое, что 

(1) АсО и ОПВ=О. 

Следовательно (ер. § 6, V, теорема 6), Fr (О) отделяет .мно
жество А от В. 

Доказательство. Пусть Е= 1- (АПВ). Тогда множества 
А- В и В- А не пересекаются и замкнуты в Е. Так как про

странство наследственно нормально, то существует множество О, 

открытое в Е (а следовательно, и в 1 ), такое, что 

А-- в с о и оn Е n (В-- .4) =о. 

По условию, АПВ=О, следовательно, АсА-ВсО. Так как 
ВПА=О, то оnвсоnВ--АсОПЕП(В-А)=О. Это завер
шает доказательство. 

1) Оно называется иногда тихоновекой балкой. См. Келли [1], стр. 132, 
где дается детальное доказательство. 

2 ) В случае метрических пространств доказательства, приведеиные в этом 
пункте, могут быть существенно упрощены. См. § 21. 

5) См. Титце [2], стр. 301; Александров и Урысон [2]; Урысон [1). 
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Т е орем а 2. Для каждой пары замкнутых МНQЖеств А, В 
существует пара замкнутых множеств А*, В*, такая. что 

(2) А* U В*= 1, А* n (А U В)= А, В* n (А U В)= В. 

Доказательство. По теореме 2, § 6, V, множества А-В 
и В- А отделимы. Следовательно, в силу теоремы 1, существует 
открытое множество О, такое, что 

(3) А-Вс::О и On(B-A)=O. 

Положим 

( 4) А* = О U (А n В) и В* = (- О) U (А n В). 
Отсюда следует, что А* U В*::> О U (-О)= 1. Далее, А U В= 
=(А- В) U (А n В) U (В- А). Следовательно, согласно формулам 
(3) и (4), 

А* n (А U В)= [Оn (А- В)] U (А n В) U [Оn (В- А)]= 
= (А -- В) U (А n В) U О = А; 

В* n (А U В) = [ (- О) n (А - В)] U (А n В) U [ ( -- О) U (В - А)] = 
=0 U (А n В) IJ (В--А) =В. 

3 а меч а н и е 3. Покажем, что условие, сформулированное в тео

реме 2, является характеристическим для наследственно нормальных 

г.ространств. 

Предположим, что в топологическом пространстве 1 выполнена 
теорема 2. Пусть Ее:: 1. Мы должны показать, что множество Е 

нормально. 

Другими словами, пусть даны два непересекающихся множества М0 
и М1 , замкнутых в Е, т. е. 

(5) U=O, 1). 

Мы должны построить (ер. II (4)) два множества Р0 и Р1 , замкну· 
тых в Е, таких, что 

(б) U=O, 1). 

По предположению, существуют два замкнутых мнпжества С0 и С 1 , 
таких, что 

(7) 

Положим P1=C1_ 1nE. Согласно (7), P0 UP1 =(C0 UC1)nE=E. 
далее 

Р1 n М1 =С1 _ 1 n М1 =С1 _ 1 n (Мо U М1) n М 1 = М1 _1 n М1 . 

Но множества М1 _ 1 и М1 отделимы, так как (см.§ 6, V, теорема 5) 
они не пересекаются и замкнуты в Е, следовательно, и в М0 U М1 • 

flоэтому M 1_i n Mi с= О, что з:~вершает доказательство, 
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Из теоремы 

утверждение. 

вытекает следующее несколько болеЕ общее 

Т е орем а 3. Пусть А n В= О. Тогда существует отuрьtтое 
множество О, такое, что 

Ас: О, и оn в с: А. 

Доказательство. Множества А и В-А отделимы, так как 

А nв-- Ас: А n в=о =An(B-A). 

Следовательно, согласно теореме 1, существует открытое множество 0 0 , 

такое, что 

Ас:О0 и G0 n(B-A)=0, т. е. 00 nBc:A; 

мы nолагаем О= 0 0 - В. 

Теорема 4. Пусть каждая пара множеств А 1 , Aj (i=i=j), 
принадлежащих данной системе множеств А 1 , ••• , An• от
дели.ма. Тогда существует система отuрытых множеств 
0 1, .•. , Оп, такая, что 

(8) А 1 с:О; и А; nAj=O;noj для i=i=j. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Рассмотрим сначала случай n = 2 1). Поло

жим А=А1 -А2 и В=А2 - А1 • Так как множества А и В отде
лимы (согласно теореме 2, § 6, V), то по теореме 1 существует 
открытое множество О, такое, что 

(9) 

и 

(1 О) 

В силу той же самой теоремы, примененной к паре множеств 

А2 - О и О - А2 , существует открытое множество Н, такое, что 

(11) 

и 

(12) 

Теперь, так как множества А 1 и А2 отделимы, мы имеем А 1 = А1 - А; 
и А2 = А 2 - А1 . Поэтому, согласно (9), А 1 с: О и, согласно (10) и (11), 

А2 = А2-А1 сА2 - (О nA2)= А~ -Ос:Н, 

1) См. MeiJrep [6], стр. 16. 
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откуда (А 1 n А2)с(О n Н). Обратное включение следует из (12) и (10): 

(Fi n О)с(О n А2)ссА1 n А2). 
Это завершает доказательство для случая n = 2. 

Далее применим индукцию. Допустим, что теорема верна для 
n- 1. Тог да существует система открытых множеств 0 1, ••• , О п-2 , 
Н, такая, что 

и 

Ai n Aj = oi n Oj, Ai nАп-! u Ап = oi n н 
для j < i-< n - 2. 

Как показано выше, существуют открытые множества Н1 и Н2 , 

такие, что 

Ап_ 1 сН1 , АпсН2 , Н1 ПН2 =Ап_ 1 ПАп. 

Далее, положим Оп_ 1 =НПН1 и 0п=НПН2 • Тогда система 
0 1, ... , Оп удовлетворяет условиям (8). 

Действительно, если i-< n- 2, то 

(Oi n оп_дс(Оi n Hn Н!)=(А; nАп-! u Ап n Hl)c 
с (А1 n .4п_ 1) u (А1 n Fi2 n Hl) = (Ai n Хп-1) u СА1 n А'п-1 nАп)= 

= (А1 n .4п_ 1)с(О1 n оп_ 1 ), 

следовательно, А 1 n Хп-l = 01 n оп_ 1 . с другой стороны. 

соп-! n Оп)с(Н1 n Н2) = (Ап-l n Ап)с(Оп-l nОп). 
следовательно, Ап-l n An = оп-l nОп. 

3 а меч а н и е 4. Множества 0 1, ... , Оn не пересекаются, ибо, 

по теореме 2, § 8, IV, множество А1 n Aj ни г де не плотно. 
3 а меч а н и е 5. В метрических пространствах 

некоторые обобщения теоремы 4 на бесконечные 

§ 21, XI). К другому обобщению приводит понятие 

нормальных пространств 1). 

Vl. Совершенно нормальные пространства. 

справедливы 

системы (см. 

коллективно 

Оп р е д е л е н и е. Топологическое пространство %' называется 
совершенно нормальным 2), если для каждой пары непересекаю-

1) См. Бинr [1], стр. 176. Ср. Катетов [5]. стр. 145-151. 
2) Ср. с .F-свойством• Урысона [1], стр. 286. См. Чех [1] и [4], стр. 110. 
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щихся замкнутых множеств А и В существует непрерывная функция 

f: &:~ g. такая, что 
(1) [f(x)=OJ=CxEA) и [f(x)=1J=CxEB). 

Легко видеть, что это условие сильнее, чем условие IV (1) в лемме 
Урысона. Поэтому всякое совершенно но р;.tальное простране т во 
но р.ltально. 

Более того, вся,.ое совершенно но р.мальное про с т ране т во 

наследственно нор.мально 1). 

В самом деле, всякое открытое подмножество есть множество 

типа Fa (см. теорему 2 ниже), а всякое Fа-множество нормально 
(см. V, замечание 2). 

С другой стороны, наследственно нормальное пространство может 
не быть совершенно нормальным. 

Таково пространство .Я::, определенное следующим образом 2): &; - не
счетное пространство, содержащее одну .сингулярную" точку р, такую, что 

каждое множество, содержащее р, замкнуто. Кроме таких множеств, за
мкнутыми являются еще конечные множества и только они. 

Легко видеть, что одноэлементное множество (р) не является множе
ством типа 0

0
, следовательно, пространство я:: не является совершенно 

нормальным (в силу теоремы 2, которая будет доказана ниже). 

Как мы увидим позже, любое метрическое пространство 

совершенно нормально. 

Теорема 1. Пусть А---замкнутое подмножество совер
шенно нормального пространства %'. Тогда существует не
прерывная функция f: ~CZ:: ~ g, тшсая, что 

(2) [f (х) =О]= [х Е А]. 

Это непосредственно следует из определения, если положить В= О. 

Для того чтобы установить важное свойство, характеризующее 
совершенно нормальные пространства, мы сначала докажем следую

щую лемму 3). 

Лемма. Пусть А-замкнутое 06-множество в нормаль
ном пространстве, и пусть множество В замкнуто и А n В= О. 

Тогда существует непрерывная функция f: z~ g, удо
влетворяющая формуле (2) и условию 

(3) (хЕВ)~(/(х)=1). 

Д о к аз а т е ль с т в о. Положим 

(4) А= 0 1 П 0 2 П ••• , где Оп- открытые множества. 

1) Эта теорема принадлежит Урысону [1], стр. 286. 
2 ) Этот пример принадлежит Е. Чеху. 
3 ) По поводу этой леммы и теоремы 2 см. Веденисов [1], стр. 235; см. 

также Веденисов [3], где доказана теорема, обратная к теореме 1. 
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Мы можем предположить, что Оп П В= О, так как в противном 
случае мы мог ли бы заменить Оп множеством Оn- В. 

Согласно лемме Урысона (см. п. IV), для каждого n существует 
непрерывное отображение f п : % ~ 9, такое, что 

ДЛЯ 

ДЛЯ 

Положим 
со 

f(x)= ~ 2~ fп(х). 
п=l 

Так как этот ряд равномерно сходится, то функция f непрерывна 

(ер. § 13, VI, З) и f: .я:~ fJ. 
Условие (З) выполняется, так как для каждого n имеем Вс.Я:-Оп 

и, следовательно, fп(х)=1 для хЕВ. 
Так как А с Оп, то для х Е А мы имеем fп (х) =О, следова

тельно, f (х) =О. 
Остается показать, что если х~А, то f(x) =!=О. Пусть х~А. 

Тогда, согласно (4), существует индекс n, такой, что х ~Оп, опчда 
fп(х)=1. Отсюда следует, что f(x)>O. 

Т е орем а 2 (теорема Веденисова). Простране т во % сове р
шенно но рм,ально тогда и только тогда, когда оно нормально 
и каждое залtJ<Нутое .Аtножество в неои является множество.Аt 
типа a(J. 

Д о к аз а т е ль с т в о. 1. Пусть А -замкнутое подмножество 

совершенно нормального пространства, и пусть f- функция, рас
сматриваемая в теореме 1. Положим 

Оп=~ [f(x) < ~] · 
Тогда 

nОп= Е л [t(x) < l.] =Е [f(x)= О] =А. 
n=I х п п х , 

2. Пусть %-нормальное пространство, такое, что каждое за

мкнутое его подмножество есть множество типа 0 6 . Пусть А и В
два замкнутых непересекающихся множества. Определим непрерывное 
отображение f:% ~ fJ, удовлетворяющее соотношениям (1). 

В силу леммы, существует непрерывная функция g : .я;·~ 9, 
такая, что 

(х Е А)== (g (х) =О] и (х Е В)=? (g (х) = 1]. 
Положим 
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Тогда множества О U F и Н U F замкнуты и (О U F) n В= О. Следо
вательно, можно применить лемму к множествам О U F и В (взяв 
интервал (1/2 , 1) вместо интервала (0, 1)); таким образом, существует 
непрерывная функuия h, определенная на пространстве .я;, такая, что 

Положим 

~ -<-ll (х)-<- 1, [х Е (О U F)]::::? [h (х) = ~], 
(х Е В)== [h (х) = 1]. 

{ 
g (х) 

f (х) = fz (х) 
для xE(OUF), 

для х Е (Н u F). 

Функuия f определена и непрерывна, так как (О U F) П (Н U F)=F 
и для х Е F мы имеем g (х) = 1/ 2 = h (х). Кроме того, (О U F) U 
U (Н U F) = .%', следовательно, f: .Я: -)о 8 (ер. § 13, V, 3). 

Наконец, легко видеть, что условие (1) выполнено. 

Теорема 3. Каждое регуляр1юе (/1 -пространство с а-ло
кально конечной базой В (ер. § 5, Vll) совершенно нормально 
(и даже .метризуе.мо, см. § 21, XVII). 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть 

(5) B=B1 UB2 U ... и Вп= (Оп, 1 ), где tЕТп, 

и семеЯства Вп локально конечны. 
Сначала докажем, что пространство .Я: нормально. 

Пусть А и В- замкнутые непересекающиеся множества. Так как 
пространство я: регулярно, каждой точке х Е А можно сопоставить 
пару индексов n (х) и t (х), таких, что 

(б) хЕОп(х), t(x) и ВПОп(х). t(x)=O. 

Положим 

(7) Mk =Е (n (х) = k) и ok = u Оп (х), 1 (х)• 
х xEMk 

Отсюда следует, что 

nоэтому 

(8) 

Так как семеЯство Bk локально конечно, то из равенства (7) выте
кает, в силу теоремы § 5, VII, что 

ok = u Оп (х), t (х) = u Оп (х), t (х)• 
x~Mk xEMk 

Следовательно, согласно (6), 
(9) вnak=o. 
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Аналогично существует последовательность открытых множеств 

Н1 , Н2 , ••• , таких, что 

(10) BcH1 UH2 U ... и AnHk=O. 
Положим 

00 - - 00 - -

И= U [Ok-(H1 U ... UHk)J и V= U [Hk-(01 U ... UOk)]. 
k=! k=l 

Тогда ИПV=О и, согласно формулам (8)-(10), А с и и В с V. 
Так как множества и и V открыты, это означает, что простран
ство нормально. 

Теперь покажелt, что пространство .с;; совершенно нормально. 

В силу теоремы 2, остается показать, что каждое открытое множе
ство А есть F0 -множество. 

Обозначим через х некоторую точку множества А и через В
множество я; -А. Тогда формулы (6) - (9) выполняются. Со

гласно (9), мы имеем ~с А, откуда, согласно (8), А= 01 U 02 U .... 
Это завершает доказательство. 

3 а меч а н и е. Следствие la, п. II, утверждающее, что каждое 
регулярное с11 -пространство со счетной базой нормально, является, 
очевидно, также и следствием теоремы 3. 

§ 15. Прямое произведение .я; Х "!J топологических пространств 

1. Определение. Пусть .я; и "!}--два топологических простран
ства; топология в множестве .2' Х "!} (см. § 2, I) вводится следующим 
образом. 

Определен и е. Множество А с .я; Х "!} называется открытым 
в пространстве .%' Х "!} тогда и только тогда, когда оно является 

объединением прямых произведений ОХ Н, где О и Н- открытые 
множества соответственно в пространствах ~2' и "!}. 

Другими словами, семейство всех таких множеств О Х Н есть 

база пространства д: Х "!}. 
Согласно § 2, II (2), (01 Х Н1 ) П (02 Х Н2)=(01 П 0 2) Х (Н1 П Н2). 

Поэтому если 0 1, 0 2, Н1 и Н2 - открытые множества (соответ
ственно в пространствах .Я:: и "!J), то и пересечение (01 Х Н1) П 
П (02 Х Н2) открыто (в пространстве .я; Х "!J). Следовательно, пере
сечение любых двух открытых множеств в пространстве .я; Х "!} 

открыто. 

Так как объединение произвольнога семейства открытых множеств 

в пространстве .Я:: Х "!} открыто, мы приходим к следующей теореме 
(см. § 5, II, замечание 2). 

Т е орем а 1. Прямое произведение двух топологических 
n рос т ращ: тв ее ть топологическое nростране твq. 
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Так как (% Х ".!/)- (х0 • у0) = ((%- х0) Х ".!/) U (% Х (".!/- Уо)) 
(согласно § 2, II (б)), то справедлива 

Теорема 2. ПряJще произведение двух J'1 -пространств 
есть ,]' 1 -пространство. 

Эта теорема следует также из теоремы 5, приведеиной ниже. 

Пр и мер. В плоскости gz естественная топология согласуется с вве
денной выше. Действительно, каждое открытое множество в плоскости '6 2 

может быть представлено как объединение квадратов со сторонами, парал
лельнымн осям .'1:' и '1/. 

Легко показать, что справедлива (ер. § 2, II (8)) 

Теорема 3. Если (Вt]--база пространства ~СС:. а (С,J
база пространства ".!/, то (Bt Х C,J -база пространства 
~CZ::X ".!/. 

То же самое утверждение остается верным для подбаз. 

Теорема 4. Пусть .Я: и ".У-топологические простран
ства. Семейство Jffloжecтa ОХ':!! и семейство .множеств 
нхя:. где множество О открыто в пространстве ~CZ::. а Н
в пространстве ".!/, есть подбаза пространства Д: Х ':!/. 

Действительно. О Х Н= (О Х ".!/) П (.Я: ХН). 
Имеет место также (см. § 5, XI, замечание 4) 

Т е орем а 5. Множества F Х ".!/, так же как и множества 
.cz:: Х К. где F за.чкнуто в пространстве ~CZ::· а К- в про
странстве".!/, за.икнуты, и семейство этих .множеств является 

за.икнутой подбазой пространства д: Х ".!/. 

3 а меч а н и е. Напомним (см. § 2. VII). что отношение опре
деляет подмножество пространства .'Z' Х ".!/, а именно множество 

Е хру. Отношение называется замJ<нутым, если это множество 
х, у 

замкнуто (в ~CZ:: Х ".!/). 

11. Проенции и непрерывные отображения. Пусть дана точка 
z = (х, у) Е ~CZ:: Х ".!/. Рассмотрим х как функцию z. Положим х = 
= f (z) и аналогично у= g· (z). Таким образом, 

f:ZX".Y->% и g:~CZ::X".!/~".!1. 

Отображения f и g называются проеJ<циями пространства % Х ".!/ 
на оси % и ".!/; f (z) есть абсцисса точки z, а g (z)- ее ордината. 

Т е орем а 1. П роекции являются открытыми отоб раже
ниями. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть множество О открыто в простран

стве z. Тогда мы имеем j- 1 (О)= ОХ".!/, а это множество является 
(JТКрытым по определениJQ, 
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Таким образом, отображение f непрерывно. Оно также является 
открытым. Предположим, что множества О и Н открыты (соот
ветственно в пространствах 2: и су). Тогда множество f (ОХ Н)= 
=О открыто. 

Теорема 2. Пусть h:J'~zxcy. Положи.м h(t)=(h1 (t), 
h2 (t)), где h1 (t)E!t' и h2 (t)Ecy. Отображение h непрерывно 
тогда и толысо тогда, когда отображен и я h1 и h2 непре
рывны. 

Более точно: отображение !z непрерывно в точке t0 тогда 
и только тогда, l<огда отображения h1 а h2 непрерывны 
в mоЧ!<е t0 • 

Д о к аз а т е ль с т в о. Предположим, что отображение !z непре
рывно в точке t0 . Так как h 1 (t) = f!z (t), где f- проекция про

странства &:: Х су на ось %. то, в силу теоремы 1, отображение h1 
непрерыrзно в точк~ t0• 

Предположим, что отображения h 1 и h2 непрерывны в точке t0 . 

Пусть множество О с 2: Х су открыто, и пусть t0 Е h- 1 (0). Мы 
должны показать, что t0 Е Int (h - 1 (О)). Согласно § 13, III (5), ыожно 
предположить, что множество О принадлежит подбазе пространства 
&:: Х су. Положим (см. !, теорема 4) О= 0 1 Х су. Тогда (см. § 3, II 
(23)) /z- 1 (0)=h! 1 (0 1), и поэтому t0 Eh! 1 (0 1). Так ка1< отображе

ние h 1 непрерьшно в точке t0 , то t0 Е Int hj 1 (0 1) = Int h-
1 (0). 

Т е орем а 3. Пусть ер (х, у)- функция высказываний, та

кая, что .множество Е ер (х, у) открыто в пространстве 

2: Х су. Тогда .множество Е V ер(х, у) открыто в простран-
х у 

стве &::. 
Если предположить, что множество Е ер (х, у) замкнуто, то м н о

х, у 

жество Е Л ер (х, у) также будет замкнутым. 
х у 

Это следует непосредственно из теоремы 1. 

111. Действия над прямым и произведениями. Пусть 2: и су
два топологических пространства. Пусть А с &:: и В с су. 

Имеют место следующие формулы: 

(1) АХВ=АХВ; 
(2) Int (А Х В)= Int (А) Х Int (В); 

(3) Fr (АХ В)= (Fr(A) Х В) U (АХ Fr (В)); 

(4) (AXB)d=(AdXB)U(AXBd). 
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Доказательство. (!) Пусть z=(x. у) ЕА Х В; положим 
(как в II) f (z) = х. Так как отображение f непрерывно (согласно 

II, 1), то z Е АХ В влечет за собой f (z) Е f (А Х В), т. е. х Е .4. 
Аналогично у Е В. Следовательно, (х, у) Е АХ В. 

Предположим, далее, что х Е А и у Е В. Пусть (х, у) Е О, где 
О- открытое множество. Тогда существуют открытые множества О' 
и Н', такие, что (х, у)ЕО' ХН' с О. Отсюда следует, что 
х Е G' и у Е Н'; значит, по предположению, О' nА =1= о =1= Н' n В. 
Следовательно, (О' Х Н') n (А Х В) =1= О, поэтому Оn (А Х В) =1= О, 

откуда вытекает, что (х, у)ЕА Х В. 
(2) Напомним (§ 2, rr (6)), ЧТО 

(% Х ~)-(АХ В)=((%-- А) Х ~)U (% Х (~-В)). 

Поэтому 

lпt(A Х В) =(.2. Х ~)-(% Х ~)-(АХ В)= 

=[(% Х ~)-(%-А) Х ~] n [(%Х~)-%Х(~-В)]= 

=[(%X~-·%-A)X~J n [(% X~)--Ul' Х ~-В)]= 

=[(%-%-А) Х ~] n [.2: Х (~-(~-В))] = 

= (Iпt (А) Х ~) n (% Х lпt (В))= Iпt (А) Х lпt (В). 

(3) Имеем 

F r (А х В) =А х в n (% х ~) - (А х В) = 

=(А Х В) n [(%-А Х ;о/) U (.~ Х ~-В)]= 

= (Fr (А) Х В) U (АХ Fr (В)). 
(4) Имеем 

[(а, Ь)Е(А XB)dJ=[(a, Ь)Е(А Х В)-(а, Ь)]=:о= 

=[(а, Ь) Е((А- а) Х В) U (АХ (В-Ь))] = 

=[(а, Ь)Е(А-а ХВ)UЙ X(B-b))J= 

=!(аЕА-а и ЬЕВ) или (аЕА и bEB-b)J= 

=((а, Ь)Е Ad Х В или (а, Ь) Е АХ Bd] ~ 

=[(а, Ь) Е (Ad Х В) U (АХ Bd)]. 

IV. Диагональ. Диагональю пространства ,%2 =% Х % щзовем 
множество 

(1) А= Е(х=у). 
,r,y 
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Т е о ре м а 1. ~ top .я;. 
Искомым гамеаморфизмом является проекция (х, у)~ х. 

Теорема 2. Если пространство ."С хаусдорфово, то его 
диагональ за.wкнута (в .я;2). 

Д о к аз а т е ль с т в о. Положим V = &;'2 - ~. Мы должны по
казать, что множество V открыто, т. е. что если дана точка (х, у), 
принадлежащая множеству V, то существуют два открытых мно
жества О и Н, таких, что х Е О, у Е Н и ОХ Н с V. Так как 
х =1= у, то, поскольку пространство .я; хаусдорфово, существуют два 

открытых множества О и Н, таких, что хЕО, уЕН и ОПН=О. 
Следовательно, (ОХ Н) П ~=О, т. е. (ОХ Н) с V. 

Теорему 2 можно обобщить следующим образом. 

Теорема 3. Пусть отображения j1 :z1 ~cy непрерывны 
U=O, 1). Если су-хаусдорфово пространство, то множество 

Г= Е Uo(Xo)=/l(xJ)) 
Xo,XI 

за.мtснуто (в пространстве 2:0 Х 2:1). 

Другими словами (см. п. I, замечание), отношение 

за.мкнуто. 

Доказательство. Положим g(x0 , x 1)=(f0 (x0), /1 (х 1 )). 
Тогда g: 2:0 Х 2:1 ~су

2 , и, согласно предложению ll, 2, отображе
ние g непрерывно. Следовательно (если ~-диагональ пространства cyz), 
множество g- 1 (~) замкнуто. Но g- 1 (~)=Г, потому что 

[(Хо, xi)Eg-I(~)]=:[g(xo, xi)E~J=[(fo(Xo), /I(xi))E~J== 

= Uo (хо) = /1 (xi)]; 

это завершает доказательство теоремы. 

В частном случае, когда %'0 =%'1, мы имеем 

С л е д с т в и е За. Если отображение f: .я;~ су непрерывно и 
су _ _: хаусдорфово пространство, то индуцированное отноше
ние эквивалентности 

замкнуто. 

Для открытых отображений верна теорема, обратная теореме 3. 

Теорема 4. Пусть fj:.я:1 ~су-отн:рытое отображение 
на. Если множество Г за.мкнуто, то пространство су хаус
до рфово. 

10"' 
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В частности, если .ttножество ~ замкнуто, то простран
ство vCZ:: хаусдорфово. 

Доказательство. Пусть у0 =/=у 1 ; положим Yj=fj(xj). 
Тогда (х0 , х 1 ) Е UCo Х .2'1)- Г. Так как множество (.2'0 Х .2'1)- Г 
открыто, существуют множества Oj (j =О, 1), открытые в .я:j и 

такие, что xjEOj и (00 Х 01)ПГ=0. 
Следовательно, / 0 (00) П / 1 (01) =О, так как иначе существовали бы 

точки xjEOj, такие, что f0 (x~)=f1 (x;). и тогда (х~, х;)ЕГ. 
Поскольку отображение fj открыто, / 0 (00) и / 1 (01)- открытые 

непересекающиеся множества, содержащие соответственно точки у0 
и Yr· 

3 а меч а н и е 1. Понятие диагонали можно рассматривать для 

более общего случая, когда Х и У- подмножества данного про
странства. Это не влияет на определение (1 ). Тог да вместо теоремы 1 
мы получим более общую теорему 

~top х n У. 
Если пространство Х U У хаусдорфово, то множество ~ замкнуто 
в ХХУ. 

Замечание 2. Рассмотрим функцию высказываний ср(х, у), 

г де х, у Е .'С, и некоторое топологическое свойство множества 

Ecr(x, у)/\(х=у) относительно диагонали ~=Е(х=у); тогда 
х, у х, у 

множество Е ср (х, х) обладает тем же свойством относительно 
х 

оси %. 
Это следует непосредственно из теоремы 1. 

V. Свойства отображения f, рассматриваемого как подмно
жество пространства .2' Х ':!/. Пусть f : .2' ~ ':!/. Как известно, 
отображение f можно отождествить с множеством (называемым 

графиком f) 
~=Е (у = f (х) ). 

х. у 

Т е орем а 1. Если отображение f непрерывно, то ~ top _2'. 

Действительно, положим & (х) = (х, f (х) ). Тог да & есть гамео
морфизм .2' на ~ (со г лас но теоремам 1 и 2, п. II). 

Теорема 2. Если ':!f-хаусдорфово пространство и ото
бражение f непрерывно, то множество~ замкнуто (в про
с т ране тв е .2' Х ':!/). 

Положим t)(x, y)=(f(x), у). Тогда t)- 1 (М=~,где~-диагональ 
пространства ':!f Х ':!f. Так как множество ~ замкнуто (согласно IV, 2) 
и отображение t) непрерывно, то множество ~ замкнуто. 
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Теорема 3. Положим r(x, у)=(х, f(x)). Тогда, если 
отображение f непрерывно, то отображение r:% Х ".!f- ~ 
является ретракцией. 

Теорему 2 можно обобщить следующим образом. 

Теорема 4. Если ".!1--хаусдорфово пространство и ото
бражение f непрерывно в точке х0 , то 

(1) 

это означает, что у= f (х0). 

Д о к аз а те ль с т в о. Положим у0 = f (х0). Пусть у 1 =!= у0 . Тогда 
в пространстве ".!/ существуют два открытых множества Н0 и Н1 , 

таких, что 

(2) 

Так как отображение f непрерывно в точке х0 , существует мно
жество О, открытое в пространстве %, такое, что 

(3) х0 ЕО и (xEO)-:::::::;(f(x)EH0), 

т. е. (~ П (ОХ".!/)) с О Х Н0. 

Согласно (2), Н0 П Н1 =О, следовательно, 

( 4) (;j n (о х н 1) ) с (о х н о) n (о х н 1) = о. 

Так как множество О Х Н1 является окрестностью точки (х0 , у 1 ), 
то из формулы (4) следует, что точка (х0 , у 1 ) не принадлежит ~· 

Теорема 5. Предположим, что пространство C.!f является 
хаусдорфовы.м и плотныо~t в себе и что .множество D1 точеt( 
разрыва отображения f является граничныАt. Тогда .мно
жество ~ нигде не плотно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим, что 1111iожество ~ не является 

нигде не плотным, т. е.§' содержит открытое множество (=1=0). 
Тог да существуют множество О, открытое в пространстве .я;, и 

множество Н, открытое в пространстве C.!f (оба не пустые), такие, 

что ОХ Н с~. Пусть х Е О. Тогда множество х ХН открыто 
в х Х ".!/; следовательно, оно плотно в себе и поэтому содержит 
более чем одну точку. С другой стороны, 

х х н с о хн с~. откуда х х н с§' n (х х C.!J), 

И ПОЭТОМУ §' П (Х Х ".!f) не СВОДИТСЯ К ОДНОЙ ТОЧКе. 
Саг ласно теореме 4, х есть точка разрыва отображения f. Таким 

образом, О с D 1, и, следовательно, D 1 не является граничным мно
жеством. 
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Vl. Горизонтальные и вертикальные сечения. Цилиндр на 
множестве А с :z. Назовем горизонтальным сечением простран
ства % Х 6.!J множество 

(1) % Х (Уо) = Е (у = Уо)· 
х, у 

Множество (х0) Х 6.!J называется ве ртикальны.м сечение .м про

странства % Х ".!J. 
Более общо, пусть А с fl:. Назовем цилинд ро.м на А мно

жество 

(2) А X".!J=E (хЕА). 
Х, у 

Т е орем а 1. Каждое горизонтальное 
пространству fl:, т. е. 

(3) % Х (у0) top %, следовательно, 

сечение го.мео.мо рфно 

::t:c!l:Xc.!/. 
top 

Проекция (х, у0)- х является искомым rомеоморфизмом. 
Доказательство очевидно (теорема, конечно, является частным 

случаем теоремы V, 1, а именно случаем, коr да f- константа). 
Легко доказывается следующая 

Теорема 2. Пусть задана функция высказываний ер(х, у). 

Тогда n роекция на ось % о то б ража е т .множество Е ер (х' у) n 
х,у 

n (::t: х (у0)) на .множество Е ер (х, у0). 
х 

VП. Инварианты прямого произведения 

Теорема 1. Пусть Ас::%, Bc".!J, А=!=О=/=В. Тогда .мно
жество А Х В замкнуто, открыто, всюду плотно тогда и 
только тогда, когда оба .множества А и В обладают соот
ве те твующи.ми свойс mва.ми. 

Доказательство. Это следует из III (!)и (2) (ер. также 

§ 2, II (7)): 

(А Х В- А Х В)= (А Х В= А Х В)= (А =А и В =В); 
[lnt(A Х В)=А Х В)= [Int(A) Х Int(B)=A Х В)= 

=[Int(A)=A и Int(B)=B}; 

(Ах в=:z х ".!J)=(4x li=:z X".!J>=<A =::t: и B=U.!J). 

С л е д с т в и е 1а. Точка (а, Ь) является изолированной точкой 
пространства :z Х 6.!J тогда и только тогда, когда а- изо
лированная точка в пространстве %. а Ь- в простран
стве ".!J. 
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Д о к аз а т е ль с т в о. Точка (а, Ь) является изолированной 

в пространстве % Х C.!f тогда и только тогда, когда множество, 

состоящее из этой точки, 01крыто в% Х C.!f. Но, согласно теореме l, 
это эквивалентно допущению, что множество (а) открыто в про

странстве ,%, а множество (Ь)- в nространстве C.!f. 

Т е орем а 2. Множество АХ В является граничным, 
нигде не плотным, плотным в себе тогда и только тогда, 
когда одно из .множеств А или В обладает соответствующим 
свой с т во .м. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Это следует из тождеств: 

(Int(A Х В)= О)= (Int (А) Х Int (В)= О)= 
= (Int (А)= О или lnt(B) =О); 

(Int (АХ В)= О)- (Int (АХ В)= О)= (Int (А)= О или Int(B) =О}. 
Заключительная часть теоремы вытекает непосредственно из 

следствия l а. 

Следствие 2а 1 ). Пусть Ас,%. Если .множество А обла
дает одни.м из следующих свойств: является за.икнуты.м, от

крытым, типа Fa, типа Gь, грапичны.м, нигде не плотным, 
.множеством первой натего рии, .множеством, обладающим 

свойством Бэра, .множество.м плотным в себе, то .множество 
АХ C.!f обладает соответствующим свойством. 

Другими словами, если для данной функции высказываний ер (х) 

множество Е ер (х) обладает одним из указанных свойств, то и мно
х 

жество Е ер (х) обладает этим свойством. 
х, у 

Т е орем а 3. Следующие свойства инвариантны относи-
тельно операции пря.моzо умножения: 

(а) быть хаусдорфовы.м пространство.м; 
(б) быть регулярным пространство.м; 

(в) быть вполне регулярным пространство.м. 

Д о к аз а т е ль с т в о. (а) Предположим, что пространства % 
и C.!f- хаусдорфовы. Пусть ~~ = (х 1 , у 1 ), ~2 = (х2 , у2), и пусть 
~1 =1= ~2 • Тог да либо х 1 =1= х2 , либо у1 =1= у2 • Предnоложим, что 
х 1 =1= х2 . Так как %- хаусдорфово nространство, существуют два 

открытых множества 0 1 с% и 0 2 с%. таких, что х 1 Е 0 1, х2 Е 0 2 
и 01 n 02 =о. Следовательно, 51 Е 01 х C!J, 32 Е 02 х C.!f и множества 
0 1 Х C.!f и 0 2 Х C.!f открыты и не пересекаются. 

(б) Пусть 3 = (х, у) Е~. г де множество ~ открыто в про
странстве % Х C.!f. Покажем, что существует открытое множество ~. 

такое, что z Е ,Р и 5 с~. 
1) См. та1<же § 22, IV. Ср. О1<стоби [1]. 
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Очевидно, мы можем ограничиться случаем, когда множество ® 
принадлежит базе пространства .я; Х ~- Тогда можно nоложить 

~=А Х В, где множества А и В открыты соответственно в про
странствах .я; и ~- Так как пространства .Я: и~ регулярны, суще
ствуют открытые множества С и D, такие, что 

аЕС. СсА и bED. DcB. 

Положим ·Р =С Х D. Следовательно, 5 Е .Р и 

·fi =С Х D =С Х i5 с А Х В=~-
(в) Пусть 53 = (х0 , у0) Е (.2' Х ~)- ~. где множество б зам

кнуто. При доказательстве того, что пространство .я; Х ~ вполне 

регулярно, мы можем ограничиться случаем, когда множество iS 
принадлежит з1мкнутой базе пространства .я; Х ~. т. е. случаем, 

когда б=АХ~. где А=Ас.Я: (см. теорему 3, § 14, I). 
Тогда х0 Е .Я:-- А. Далее, так как предполагается, что пространство .я; 
вполне регулярно, существует непрерывное отображение g: .я;--+ ff, 
такое, что g (х0) =О и g (х) = 1 при х Е А. Положим f (х, у)= g (х). 
Тогда /(30)=0 и /(5)= 1 при ~Е б· 

3 а меч а н и е 1. Теорема, обратная теореме 3, также верна; 

это означает, что если пространство я: Х ~ обладает одним 

из свойств (а)- (в), то оба пространства .я; и ~ обладают соответ
ствующим свойством. 

Это следует из того, что эти свойства наследственны и что 

v"t:c.'l:X~ (см. VI (3)). 
top 

3 а м е ч а н и е 2. Нормальность не является инвариантом прямого 
произведения 1). 

Более того, произведение нормального пространства и метри

ческого пространства может не быть нормальным 2). 

3 а м е ч а н и е 3. Следствие 2а не имеет места для свойства Бэра 
в узком смысле (см. § 40, VIII). 

Л е м м а. Пусть .множество З с я: Х ~ плотно в себе, и 
пусть а- изолированная точка проекции А .множества З на 
ось .я;. Тогда .множество ((а) Х ~) П 3 плотно в себе, и, сле
довательно, проекцая .множества З на ось~ содержат плот
нее в себе .~tножество ( =1= 0). 

Д о к аз а т е ль с т в о. Так как множество (а) открыто в А, 
существует множество О, открытое в пространстве .я;, такое, что 

1) См. Заргенфрей [1], стр. 631, Келли [1], стр. 134. Что касается про
изведений наследственно нормальных пространств, см. Катетов [1]. 

2) См. -Майкл [4], стр. 375, и Морита [4], стр. 148. См. также Дье
донttе [2], стр. 29-32. 
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(а)= Оn А. Поскольку А является проекцией множества З в про
странство ![:, имеем З с АХ".!/. Поэтому (см. также § 2, 1! (2)) 

( (а) Х '!:/) П 3 = ( (О П А) Х '!:/) П 3 = 

=со х '!:!) n (А х '!:/) n з =со х '!:!) n ;3. 

Таким образом, множество ( (а) Х '!:/) n 3 открыто в З (так как 
множество ОХ :1J открыто в пространстве .CJ: Х '!:/ в силу теоремы 1) 
и, следовательно, плотно IJ себе (см. § 9, V, 3). Наконец, поскольку 
(а) Х ".!/ top '!J, пространство '!:/ содержит множество, гамеаморфное 

множеству ((а) Х '!:/) П g, и, следовательно, плотное в себе (+О) 
множество. 

Т е орем а 4 1). Пространство ![: Х '!:/ является разрежен
ным тогда и только тогда, когда простране тв а ![: и '!:/ раз
реженны (.%'+О+'!:/). 

Д о к аз а т е ль с т в о. Предположим, что одно из множеств А с![: 

или В с".!/ плотно в себе (=t'=O). Тогда, согласно теореме 2, мно
жество А Х В плотно в себе, и пространство я: Х '!:/ не является 
разреженным. 

Обратно, если множество З с![: Х '!:/ плотно в себе (=t'=O), то, 
согласно лемме, либо проекция множества З в пространство ![:, 
либо проекция множества З в пространство '!:/ содержит плотное 
в себе множество ( + 0). 

Теорема 5. Пусть даны отображения j1 :я:1 -+'!J1 , 

j=O, 1. Отображение /=/оХ/1 пространства &:оХ%1 
в пространство '!:/0 Х '!:/1 (см. § 3, III) открыто тогда и толы<о 
тогда, когда отображения !о и / 1 от!< рыты. 

Более точно: отображение f отк рыто в точке (у0 , у 1 ) Е 
Е f CCJ:o Х % 1) тогда и только тогда, когда отображения j 1 
открыты в точках у1 , j=O, 1. 

Д о к аз а т е ль с т в о. (1) Предположим, что отображение f 
открыто в точке (у0 , у 1 ). Пусть у0 Е lз с ".!/0 • Мы должны показать 

(ер. § 13, XIV (5) ), что /~ 1 (у0) с /~ 1 (В). 
Пусть ~=ВХ'!:/1 . Согласно III(l), ~=ВХ'!:/ 1 , следовательно, 

(Уа• у 1) Е~. Так как отображение f открыто в точке (у0 , у 1 ), то, 
согласно § 13, XIV (5) (см. также § 3, III (25) ), отсюда следует, что 

/-
1 (Уа· У 1) с /-

1 (~) = / 1 (В Х '!:/1) =~~-!(В) Х / 1 
1 ('!:1 1) = 

= /~ 1 (В) Х /; 1 ('!:11) = /~ 1 (В) Х % 1• 

1) См. Улам и Куратовский [1], стр. 248. 
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Но, согласно § 3, III (25), 

f-
1 (Уо· Yt) = 1~ 1 (Уо) Х /; 1 (У 1). 

следовательно, 

/~ 1 (У о) Х /; 1 (У 1) с: /~
1 (В) Х .Z\. 

Так как f- 1 (У о· у 1) =1= О и, следовательно, J; 1 (У 1) =1= О, то отсюда 
окончательно получаем (см. § 2, 11 (4) ), что 

Г; 1 (Уо) с: /~ 1 (В). 
(2) Предположим, что отображения j 1 открыты в точках у 1, 

j =О, 1. Пусть множество ® открыто в пространстве .я;-0 Х % 1 и 
(у0 , у 1)Е/(®). Предположим, что (ер. § 13, XIV, замечание 2) 
множество ® принадлежит базе пространства v?:o Х .Z\. Тогда 
® = 0 0 Х 0 1, где множества 0 1 открыты в пространствах д:1 . 

Так как (см. § 3, 1II (24)) f (00 Х 0 1) = / 0 (00) Х / 1 (01), то мы 
имеем y1 EJ1 (01); поскольку отображения ! 1 открыты в точках у1 , 

отсюда следует, что y1 Eintf1(01). Поэтому (ер. III(2)) 

(Уо· YI) Е [lnt !о (Oo)l Х [Int /1 (OI)I = 
= Int [/0 (00) Х / 1 (01)] = Int f (00 Х 0 1). 

Итак, отображение f открыто в точке (у0 , у 1 ). 

§ 16. Обобщенные nрямые nроизведения 

1. Определение. Напомним, что, по определению произведения 
П%1 , где tET. мы имеем (ер. § 3, VIII (О)) 
1 

(О) ~ЕП%~==Л~1 Е%1• 
1 1 

где 31 есть t-я координата точки 3· 
Предположим теперь, что ,2'1 --топологическое пространство 

для каждого t Е Т. В пространстве П % 1 введем топологию (назы
t 

ваемую тихоновекой топологией) при помощи следующего опре

деления. 

Оп ре д е л е н и е 1). Семейство множеств вида П х;. г де х; =О 
1 о 

для данного t0 и для данного открытого множества О в простран
стве ,2'1 и х; = ,2'1 при t =1= t0 , есть подбаза пространства П д;1 • 

о t 

1) См. Тихонов [2], стр. 544 и [3], стр. 763. 
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Иначе говоря, подбаза состоит из множеств ® вида 
(1) ®,,а= Е (51 Е О), 

' 
г де множество О открыто в пространстве .VC1• 

Отсюда следует, что база пространства П % 1 имеет своими эле
t 

ментами множества вида П 0 1, где множества 0 1 открыты в про-
1 

странствах % 1 и только для конечного множества индексов из Т 
отличны от пространств % 1. Кроме того. можно считать, что мно
жество 0 1 принадлежит базе пространства % 1• 

В том случае, когда множество Т состоит из двух элементов, 
приведенное выше определение совпадает с определением, данным 

в § 15, 1. 
В частном случае канторова дисконтинуума 75' = (0, 2/1' и про-

N странства иррациональных чисе.1 ~ = !!15 ' определенная нами топо-
логия совпадает с обычной топологией множеств 75' и "У' рассма
триваемых как подмножества пространства (f (см. примеры 2 и 3, 
§ з. JX). 

Многие теоремы, установленные в § 15 для произведения двух 
пространств, можно легко распространить на более общий случай 
произведения произвольнаго семейства пространств. 

В частности, справедлива 

Т е орем а 1. Множества вида П F1, где F1 замкнуто в про-
t 

странстве % 1 и F1 =%1 при всех t, за исключением одного, 
замкнуты. Семейство всех таких .множеств является зам
кнутой подбазой пространства П % 1• 

t 

Теорема 2. Если для каждой точки tET простран
ство % 1 есть (/'1 -пространство, то П % 1 есть (/'1 -про

t 
странство. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть { а1 ) 1 ЕТ- точка пространства П ."1:1• 
t 

Положим Р1,=ПХ;. где х;,=(а1,) и х;=%1 при t=l=t0• Тогда, 
согласно теореме 1, множество F1, замкнуто, поэтому и множество 

П (а1) = П F1 тоже замкнуто. 
t t 

11. Проекции и непрерывные отображения. Рассмотрим ~~ как 
функцию точки 5 (назовем ее проекцией на ось %д: 

(1) 
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Очевидно, что если А с: .я;-1,, то 

(2) рг 1 (А)=Е(51оЕА)=ПХ*, 
t, i t 1 

где х;, =А и х; = % 1 при t =1= t0• 

Т е орем а 1. П роекции являются от~t рытыми отображе
ниями пря.мого произведения пространств на оси. 

Действительно, если множество А открыто в пространстве .я;-1,. 
то множество pr1, 1 (А) открыто в прямом произведении пространств, 

в силу соотношений (2) и I (1). 
С другой стороны, если множество <М открыто в пространстве 

П .я;-1 , то и множество pr1 (®) открыто. Можно, очевидно, предпо-

' ложить, что множество <М является элементом базы; положим 

(k=1, 2, ... , п). 

Тогда pr1k(®)=01/г и pr1 (®)=%1 при f=/=fk. В случае, когда 

.я;-1 =".У для каждого t Е Т, из теоремы 1 выводится следующая 

Теорема 2. Пусть gE(".Yт\et' т. е. g:T-+f'J. Тогда для 
пе ременного g фун~tция f 1 : (".Ут\еt-+ "..J, определенная равен-

ство.м 

ft (g) = g (t). 
непрерывна. 

Т е орем а 3. Пусть ер: Z -+ П % 1, т. е. ер 1 : Z -+ .я;-1 . Тогда 
.мы имеем 1 

(ер непрерывно в точ~tе z0) ==Л (ер1 непре рьtвно в точ~tе z0). 
t 

Доказательство полностью аналогично доказательству теоремы 2, 
§ 15, II. Во второй части доказательства мы предполагаем, что 

® = п х;. где множество х; =о открыто в пространстве %1 и 
t о о 

х; = % 1 при t =1= !0 , и затем пользуемся формулой (см. § 3. VIII (9)) 

ер-1(®) = (epfo)-l (0). 

Т е орем а 4. (Ассоциативность прямого умножения.) Пусть t0 Е Т 
и ".У= П .я;-1 . Тогда 

19=10 

А именно положим 

п .я:, top vr, х fY. 
t о 

для 5 Е П .я:, 
t 

Тогда 1\1-- ис~tо.мый го.мео.морфиэ.м. 
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Д о к аз а т е ль с т в о. Очевидно, что I1J- взаимно однозначное 
отображение на. В силу теорем 1 и 3, отображения ~ и t) непрерывны, 
следовательно (саг ласно теореме 3), отображение 11.1 тоже не

прерывно. 

Остается показать, что отображение I1J переводит открытые мно

жества в открытые. Достаточно рассмотреть лишь открытые мно
жества, принадлежащие подбазе пространства П &:1• Итак, допустим, 

t 
что множество О открыто в пространстве 9:1, и положим ® = 
=Е ()t Е 0). Покажем, что множество \1.1 (®) открыто. 

3 
Если i = t 0 , то !V (®)=ОХ су, Если же t = t1 =1= t 0 , то !v (®) = 

=Я:1 Х П х;. где х;=о и х;=я:1 для t 0 =Ft=Ft1• 
G t"4=t 0 

1 

Следовательно, множество П х; отк рыто в пространстве су, 
toj=t, 

поэтому множество !1J (®) открыто в пространстве .'Z'1, Х су. 
Теорему 1, § 15, Vl можно распространить на случай произволь

наго множества Т следующим образом. 

Теорема 5. Пусть t0 ET и ~оЕП&:1 . Тогда 
t 

Е Л (&1 = 3Ъ) tap я:,, 
3 1-f=/0 

Таким об разолt, Zt, 1с П &:1• 
ор t 

Доказательство. Пусть су= П &:1 и ~0 ={36} 1 __ ч· Тогда 
toj=t0 -r--o 

множество Е Л (31 = ~~) 
3 toj=t, 

гамеаморфно пространству &:1, Х t)0, а это, 

согласно § 15, VI (3), завершает доказательство. 
Пусть Т и и- произвольные множества и f : и~ Т- взаимно 

однозначное отображение на. 

Тогда, очевидно, мы имеем 

П Zt top П Я: f (и)' 
IЕТ иЕИ 

(3) 

и искомый гамеаморфизм ~ можно определить условием 

~и(~)= 59 (и) для каждой точки 5 Е П &:1 и и Е и. 
tЕТ 

В частном случае, когда &:1 =&: при каждом tET. мы имеем 

(4) 

Это приводит к следующей теореме. 

Т е орем а б. Jl:'~~a Х JI:Na top JI:Na top (.я;Nа )Na. 
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Доказательство следует непосредственно из формул (1), (3) и (5), 
§ 3, XII (см. также § 3, XII (4) ). 

Следствие ба. Пусть '6'--каt-tторов дисконтин9ум. Тоzда 
.мы и.меем 

(5) 8"No = 'jf• _ 
top ' 

(6) gNo (так же как и gn) есть непрерывный образ '6'. 
Формула (5) следует из теоремы 6, так как множество 8" можно 

представить в виде (0, li~a. 
Чтобы доказать (6), заметим сначала, что интервал g есть 

непрерывный образ множества 75'. А именно пусть дана точка х Е '6', 
тогда 

(7) Ct + С2 + + Cm + х=у 32 ... зт ... (с т= О или 2), 

и мы полагаем 1) 

(8) l(x) --~+!2._+ + Cm + 22 23 ' ' ' 2m+1 '•' • 

Очевидно, что 1- непрерывное отображение множества '6' на ин
тервал g. 

Отображение 1 индуцирует непрерывное отображение g множе
ства 8"n на g n (п <;: ~ 0). А именно положим 

(9) 

Этим завершается доказательство, так как 8"n является непрерывным 
образом 8" (согласно форму л е (5) ). 

С л е д с т в и е бб. (Обобщенная теорема Пеано.) 2) Куб gn (п<;: ~ 0) 

является непре рывны.м об разом ин те рвала fl. 
Пусть, в соответствии с следствием ба, h: 8"-> gп-отображе

ние на. На каждом интервале, смежном с 8", продолжим отображе
ние h линейно. Полученное продолжение отображает отрезок g на 
куб gn. 

С л е д с т в и е 6в. (Обобщенная теорема продолжения Титце.) 

Пусть пространство vCZ:: нормально, F=Pc!C и отображе
ние 1: Р-> gn (соответственно Ctn) непрерывно (п<;: ~ 0). Тоzда 
1 с: g: .z- fl 11 (соответственно lf'11

), где g- непрерывное ото
бражение. 

1) Это .ступенчатая• функция (которую легко можно продолжить на весь 
интервал 8). См. Кантор [7] и Лебеr [ 1 ), стр. 210. 

~) См. Пеано [1], стр. 157, и Лебег [1]. 
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Д о к аз а т е ль с т в о. Отображение / : F ~ g непрерывно, 
в силу непрерывности отображения f: F ~ gn. Отсюда, по теореме 

Титце (§ 14, IV), существует непрерывное продолжение g 1 : .z ~ g 11 

отображения /. Но тогда, в силу теоремы 3, отображение g: .z~ g 
непрерывно. 

Следствие бг. Пусть (A1 j. tЕТ.-семейство rид-иножеств 
пространства ,2~. Хара!<mеристичесl<аЯ функция этого се

мейства f: z~(O, 1)т непрерывна тогда и толы<о тогда, 
когда каждое Аtножество А 1 одновременно замкнуто и от
крыто. 

По определению (см. § 3, Vll (9) ), / есть характеристическая 
функция множества А 1 . Следовательно, функция / непрерывна тог да 
и только тогда, когда множество А 1 одновременно замкнуто и от
крыто (в силу теоремы 5, § 13, VI). 

111. Действия над прямыми произведениями. Формулу 111 (1) 
из § 15 можно распространить на общий случай, когда А1 с: % 1 и 

t Е Т, а именно 

(1) ПАt=ПАt. 
t t 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть 5 Е П А1 • Так как проекция pr1 не-
1 

прерьшна, имеем 

Следовательно, 3 Е П А1 • 
t 

С другой стороны, пусть а Е П А1 • Покажем, что если ®-от
t 

крытое множество, содержащее точку а, то ® содержит точку мно
жества П А 1 • Достаточно рассмотреть случай, когда множество ~ 

t 

принадлежит базе, т. е. когда 

где множества o,k открыты в пространивах z,k (k= 1, 2, ... , n). 
1 -

Так как а k Е o,k. то olk n Atk =1= О, следовательно, o,k n A,k =1= о. 

Пусть Ь={Ь1 }, где b1kE01kПA1k и Ь1 ЕА1 при t=t=tk. Тогда 
ЬЕ®n nА/. 

t 
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Следуюill.а 1 формула является обобщением формулы § 15, IIl (2): 

(2) 

и если А 1 = .Z:1, за исключением конечного числа индексов t, то 

(3) 

Более того, если Int (~ А 1)+0, то существует 1сонечная систе.ма 

инде!аов t 1, ... , tn, такая, что A 1 =~CCt для t=,t=tk (k= 1, 2, ... , п). 
Для дОJ{азательства второй части приведенного выше утверждения 

nоложим 3 Е Int (~ А 1 ) и обозначим через ® элемент базы (рассмот-

ренной в п. 1), содержащий точку 3 и содержащийся в Int (~ А1)' 
Очевидно, можно предположить, что множество ® имеет вид 

®=Ot Х Ot Х ... Х Ot Х П .2'1· 
1 2 n t=f=!k 

Так как 3EФclnt(ПA1), то Otkc=A1k и v't'1=A1 для t=,t=tk. Сле-
1 

довательно, 31kEint(A 1k) и окончательно zEПint(A1). 
1 

IV. Диагональ. Пусть Zt = v't' для каждого t Е т. Диагональю 
пространства П%1 = (.Z'т)sct называется множество 

1 

11 =Е Л (31 = 31'). 
' 1, 1' 

Т е о р е м а 1. 11 tor ,2'. 

Искомым гамеаморфизмом является pr1,, г де t0 произвольно 
(см. II, 1 и 3). 

Теорема 2. Если пространство ,2' хаусдорфово, то диа
гональ 11 пространства (~CCт)set за.мкнута. 

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 2, 
§ 15, IV. Рассмотрим дополнение к диагонали 11, т. е. множество 

v =Е V (51 + {) = U Е (31 + {). 
а t, t' 1, 1' а 

Пусть дана точка 3о Е V и такие индексы t и t', что 3~ + 3~'. Так 
как пространство .z· хаусдорфово, то существуют открытые мно

жества О и Н, такие, что 3~ Е О, 3~' Е Н и Оn Н= О. Положим 

~ = Е (31 Е О) ({ Е Н). 
а 

Очевидно, что множество~ открыто и 3оЕ'Л. Более того 'Лс\7, 
ибо в противном случае существовала бы точка 3 Е~. такая, что 
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~~ = {, но это невозможно, так как Оn Н= О. Следовательно, 
множество V открыто, а множество L1 замкнуто. 

Рассмотрим теперь непрерывное отображение f 1: ,2'1 ·-+ C.!J и положим 

( 1) 3 =Е Л (/1, (~1 ·) = ! 1" (~ 1 ">)· 
3 t', t" 

Для ~Е П .?:1 рассмотрим точку f (3) Е (C.!JT)set, определенную сле-
1 

дующим образом: 

(2) fl (~) = U~ (~~)}. 
Т е орем а 3. Для каждого t 0 Е Т имеет место соотношение 

(3) 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть у= f о pr (z) = f (• 1о) = f (zl) lo 10 О 10 ~ 1 ,) 

для каждого t Е Т и ~Е 3· Тогда у Е / 1 (.2'1) для каждого t Е Т. 
с другой стороны, если у Е n /1 (.2'1), ТО существует точка 

1 

~Е П .2'1. такая, что у= / 1 (~
1) для каждого t. Поэтому 3 Е 3 и 

1 

У Е /1 о prt (3). 
Т е орем а 4. Если отображения f 1 взаимно однозначны 

(соответственно го.меоморфны), то и отображения / 1 opr1 13 
тоже взаи.лtно однозначны ( соотве те твенно гомео.Jtа рфны). 

Д о к аз а т е ль с т в о. Предположим, что отображения / 1 взаимно 
однозначны. Тог да, согласно равенству (2), 

U (~) = f (1))J ==Л U1 (~1 ) = ft (~ 1 )J ::::? Л (~1 = ~ 1) == (3 = 1)). 
t t 

С другой стороны, отображение f- 1 определено на множестве f (3), 

и точка f- 1 (1)) имеет координаты /
1
-

1 (~). t Е Т. Если мы предпо-

/ -1 б /-1 ложим, что отображения 
1 

непрерывны, то ото ражение не-

прерывно (со г лас но 11, 3). 

Теорема 5. Если пространство C.!J хаусдорфово, томно
жество 3 за.штуто. 

Это следует из того, что отображение j: П.2'1 ~ (c,yт)set непрерывно 
t 

и что З = f- 1 (Ll), г де 11-диагональ пространства (C.!Jт)set· Так как 
диагональ L1 замкнута (согласно теореме 2), то и множество 3 замкнуто. 

3 а меч а н и е. Как и в случае двух множителей, можно рассма

тривать диагональ nространства П ,2'1, где ,2'1c.Z для каждого t. 
t 

11 Тоnология, т. 1 
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Определение (1) остается в силе, а теорема 1 переходит в следую

щее утверждение: 

Если пространство я: хаусдорфово, то множество !1 замкнуто 

в п !t't· 
t 

V. Инварианты прямоrо произведения. 
Теорема 1. Пусть O~A 1 c:ft'1 • Множество ПА 1 за.мt<нуто 

1 

или плотно в прост рrтстве П .'r1 тогда и только тогда, когда 
t 

каждое .множество А 1 соответственно за.и!(нуто или плотно 

в пространстве ft'1• 

Это утверждение следует из lii (1) (см. § 2, li (7)): 

(п At = п Аt)=(П xt =пА~)= л сА.~= At). 
t t \ t t t 

( П At = П !t't) = ( П At = П v"t't) =Л (At = !t't). 
t t t t t 

Т е орем а 2. Если для бесконечного .множества значений t 
пространство .'l:1 соде ржа т более чем одну точку, то .мно
жество П %'1 плотно в себе. 

t 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть ®-элемент базы, содержащий дан
ную точку а Е Пft'1 . Можно предположить, что множество ® имеет 

t 
вид 

OtX···XOtXП%'1 • где t=/=-tk (k=1,2, ... ,п). 
1 n 1 

Пусть l)-такая точка, что 1)
1
k=3

1
k при k=l, 2, ... , п и 1)t=/=~t 

для бесконечного множества значений t. Тогда 1) Е® и 1) =1= ~· 
Таким образом любая окрестность точки ~ содержит точку, от

личную от ~· Следовательно, ~ есть точка накопления множества П %'1• 
t 

Т е орем а 3. Множество П А1 является граничны.м тогда 
t 

и тольt<о тогда, тсогда либо один аз сомножителей является 
граничным .множеством, либо А1 =/=- %'1 для бесконеttного .мно
жества значений t. 

Множество П А1 нигде не плотно тогда а только тогда, 
t 

когда либо один из сомножителей является нигде не плотным 

.множество .м, либо А1 =!=- ft'1 для бесконечн, го .м нож ее тв а зна
чений t. 
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Доказательство следует непосредственно из 111 (2). 

Т е орем а 3'. Если одно из .множеств А 1 есть .множество 
первой категории, то и П А1 - .множество первой категории. 

t 

Д о к аз а т е ль с т в о. Предположим, что множество А 1, первой 
категории. Тогда, согласно следствию 2а, § 15, VII, А 1, Х П я:;1 

t =!= ~~ 
есть множество первой категории в пространстве П % 1• Это завер

t 
ша е т доказательство, так как П А1 с (А 1, Х П % 1). 

t . t =/= lo 

Теорема 4. Следующие свойства пространства инва
риантны относительно произвольноzо пря.мого произведения: 

хаусдорфовость, регулярность, вполне регулярность. 
Доказательство по существу такое же, как и в случае двух мно

жителей (теорема 3, § 15, VII). 

С л е д с т в и е 4а. Пусть а-- произвольное порядковое число. 

Тоzда .множество g~a. таu же каu и любое его подмножество, 
вполне регулярно. 

Это следует из того, что интервал ff вполне регулярен, а свой
ство быть вполне регулярным пространством наследственно. 

Справедливо также обратное утверждение. 

Теорема 5. Пусть %·--вполне регулярное (]\-простран

ство. Тоzда sz:c g~a для достаточно большого а. 
top 

Более точно: ~а является .мощностью .множеств а Ф = ff х и 
(1) %С ( f]Ф)set· 

Д о к аз а т е ль с т в о. 
~ (х) ( переменной f Е Ф), 

(2) 

top 

Каждой точке х Е .2' сопоставим 
определенную условием 

51 (х) = f (х). 
Тогда 5(x)E(ffФ)set· Покажем, что 

(3) а- искомый гомеоморфизм. 

функцию 

необходимый для доказательства формулы (1 ). 
Очевидно, что для данной функции f Е Ф функция 51 непрерывна 

(в силу равенства (2)). Поэтому функция ~ непрерывна (согласно 

теореме 3, п. 11) и взаимно однозначна. В самом деле, пусть х0+х1 • 

Так как %-вполне регулярное с1 1 -пр·остранt:'Гво, существует функция 
/ЕФ. такая, что f(x 0)=0 и f(x 1)= 1. Пьэтому, в силу раtfе"н-

ства (2), 51 (х0) +51 (х 1 ) и, следовательно, ~ (хо) + 5 (х1 ). 
Теперь предположим, что множество О открыто в пространстве .Я:; 

покажем, что множество 5 (О) открыто в множестве 5 (%). Доста
точно показать, что для х0 Е О существует открытое множество ®. 

1 !* 
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для которого 5 (х0) Е® и 
(4) ®na(%)c:5(0). 

Пусть функция f Е Ф такова, что 
(5) f(x0)=0 и /(х)= 1 для хЕ§-0. 

Положим ®=Е(\1/ =!= 1), где t>EU7Ф)sct· Так как проекция точки 
~ 

11 --непрерывная функция точки t) (согласно 11, 1), то множество ® 
открыто в пространстве (f!Ф)set· Более того, 3 (х0) Е®, так как 

~! (х0) = f (х0) =!= 1, в силу равенств (2) и (5). 
Наконец, для доказательства соотношения ( 4) положим »Е® n 3 Ccz;). 

Тогда\)/=!= 1, и существует точках, такая, что t)=~(x). Следова-
тельно, t/ =!= at (х), откуда, в силу (2), »1 = f (х) и поэтому f (х) =!= 1. 
Следовательно, в силу (5), х Е О. Так как х Е а и t) = 3 (х), мы 
имеем t) Е 5 (0). 

3 а меч а н и я. Итак, вполне регулярное с11 -пространство есть 
с топологической точки зрения не что иное, как подмножество обоб

щенного куба g'>~a_ Как мы увидим позже, подмножества куба g'>~o 
топологически эквивалентны метрическим сепарабельным простран

ствам. 

Во втором томе (г л. 4) мы также увидим, что замкнутые под-

множества пространства ff '>~а топологически эквивалентны компакт
ным хаусдорфовым пространствам. 

Замкнутые подмножества пространства (f'>~a топологически экви
валентны Q-пространствам Хьюита 1). 

Теорема 6 2). Если пространства % 11 сепарабельны, 
n = 1' 2, ... ' то счетное произведение vcz;j х %2 х ... также 
се па рабельно. 

В частности, ff'>~o и (f'>~o- сепарабельные пространства. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть R 11 --- счетное всюду плотное мно
жество в пространстве% 11 , а r 11 -- фиксированная точка множества R

11
• 

Обозначим через ffi множество всехточек t=(t1, t 2 , ••• ), таких, что: 
1 а t 11 Е vcz; 11 для каждого п, 
2° для до-статочно больших т (зависящих от t) имеют место ра-

венства 

rm=rm, rm+l=rm+l• 

1) См. Хьюит [3]; Катетов (3]; Сирота [1], Гилман и Джерисон (1]. См. 
также Мрувка [5] и Энгелькинг и Мрувка [1], где подчеркивается аналогия 
с компактными пространствами. 

2) Эта теорема остается справедливой для прямого произведения конти
нуума сепарабельных пространств, см. Пондичери [1), стр. 835, Хьюит [2], Мар
чевский [1]. 
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Очевидно, что множество !R счетно и имеет общие точки с каждым 

множеством вида 01 х о о о х ok х .rk+l х .cz;k+2 х о о о' где oi- не
пустое открытое множество в пространстве ~CZ:i• i-< k. Следовательно, 
!R n ® =F О для каждого открытого множества ® ( =F-0). Это завершает 
доказательство. 

3 а меч а н и е. Если Я::п = t' (или 8') при п = 1, 2, ... , то можно 
предположить, что множество ~\: образовано последовательностями, все члены 
которых рациональны, причем только конечное число членов этих последова

тельностей отлично от нуля. 

Теорема 7. Если множества An обладают свойством Бэра 
при n=l, 2, ... , то множество ПАп тоже обладает свой-

n 
ством Бэра. 

Доказательство. В силу§ 3, VIII (1), имеем 

ПАп= П (.2'1 Х · · · Х .'!l:п-1 Х Ап Х Zn+l Х ... ), 
n n 

а в силу следствия 2а, § 15, VII, множество в скобках обладает свой
ством Бэра. Это завершает доказательство, так как свойство Бэра 
счетно-мультипликативно (см. § 11, III, теорема 1). 

3 а м е ч а н и е. Множество П An может обладать свойством Бэра (более 
n 

того, быть нигде не плотным), даже если ни одно из множеств An не обла
дает этим свойством. Примерам является случай, когда .2'1 = 8' и А1- мно
жество, не обладающее свойством Бэра, принадлежащее интервалу (0, 1/ 2). 

Теорема 8. Пусть / 1 : .2'1 ~"!/1 при tET, и пусть f-ото
бражение-проазведенае: П .CZ:1 ~ П "!/1, т. е. (см. § 3, VII (11)) 

t t 

[t) = f (~)]-л [t) 1 = ft (~1)] о 
1 

Если отображение f открытпо в точке \\oEf(~%1 )' то ото-

бражение f
1 
открыто в точке \\Ь для 1<аждого tET. 

Обратно, если для каждого t отоб раженае f 1 открыто 
в точке \\Ь а для каждого t, за исключением l<онеч.ного числа, 

/ 1 есть отображение на, то отоб раженае f открыто 
в точке t)0 . 

Доказательство аналогично доказательству теоремы 5, § 15, VII, 
за исключением того, что в первой части вместо формулы § 3, III (25), 
следует использовать формулу § 3, VIII (13). Во второй части пред
полагается, что множество ® (принадлежащее базе прострюrства П .2'1) 

t 
имеет вид 

®=Ot Х ... Х Ot Х П%1 .. где t'=Ftk при k=l, ... , n, 
1 n t' 

и вместо 111 (2) и § 3, 111 (24) следует использовать 111 (3) и § 3, VIII (12). 
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Vl. Пределы обратных спектров. Рассмотрим обратный спектр 
(Т,%./), где (см.§ 3, XIII) Т-направленное множество, %1 -то
пологическое пространство, определенное для каждого t Е Т, и 

/
11 

--непрерывное отображение, определенное для пар t0 , t 1, таких, 
о 1 

что f 0 < t 1; / 1, 11 
: .2"

11
- % 1, Так же как в § 3 (XIII (2) и (3)), ото-

бражение f обладает свойством транзитивности (для любых элемен

тов t1 < t 2 < t3 множества Т имеет место равенство /111/1,~_~ = / 1,1,) 

и тождественности (для любого t Е Т отображение ftt тождественное). 
Напомним, что предел обратного спектра (Т, %. /), обозначаемый .2" Ф' 
определяется условиями 

(1) Zcoc:ПZt и C~EZco)== Л [ftt (~11)=~1']· 
1 t, < 11 о 1 

Теорем а 1. Если каждое пространство % 1, t Е Т, хаусдор
фово (соответственно вполне регулярно), то и пространство fl"

00 

хаусдорфово (соответственно вполне регулярно). 
Более того, множество .CZ::00 замкuуто в простраuстве П z 1• 

t 

Д о к аз а т е ль с т в о. В силу теоремы 4, п. V, пространство П z
1 

1 
хаусдорфово (соответственно вполне регулярно). Следовательно, и 
пространство .2" ro также хаусдорфово (вполне регулярно). 

Для доказательства того, что множество .2" 00 замкнуто, положим 

3 Е (~ .2"1)- .2" оо· Мы должны определить открытое множество ~. 

такое, что 

(2) 

Так как 3$Zro• то, в силу формулы (1), существует пара t0 < t 1, 

такая, что / 1,
11 

(311) + 51о. Так как пространство % 1, хаусдорфово, 

существуют множества И и V, открытые в % 1,, такие, что 

(3) 5t, Е и. / 1,
11 

(~11) Е v и и n \/=о. 
Положим 

(4) 

Множество ~ открыто, так как отображение / 1,
11 

и проекция непре

рывны. Очевидно, что 5 Е~. поэтому окончательно мы имеем 
~ n .2" =О, так как если 1) Е .2" и / 11 (t) 11) Е V, то из формулы (1) 

00 00 о 1 

следует, что 'Q1oEV. Значит, 'Q·1,$И. поскольку ИnV=O, и тогда 

'Q Е/:~. 
Теорема 2. Семейство множеств /; 1 (0 1)=%00 ПЕ(51 Е01) • • где t Е Т и 0 1 пробегает все открытые подмножества про-

странства % 1• является базой пространства .2"
00

• 
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Д о к аз а т е ль с т в о. Так как семеltство множеств pr
1
- 1 (0

1
) 

является подбазоlt пространства П % 1 (см. 1 (1) и 11 (2) ), то мно-
t 

жества % оо n pr1-
1 ( 0

1
) образуют подбазу пространства % сх:> В дей-

ствительности эта подбаза является базоlt пространства % 00 • Это 
означает, что пересечение любого конечного числа множеств такого 

вида есть множество того же вида. В самом деле, пусть 0 1 , ..• , 0 1 -
1 k 

конечная система множеств, открытых соответственно в простран-

ствах % 11 , % 1k, и пусть t??ti для каждого i..<,.k. Положим 

(5) о,=!,:: (O,J n ... n 1~: (O,J 

Отсюда следует (см. § 3, XIII (7)) равенство 

J; 1 
(01) = J; 1

/ 1:J (01J П ... П /;
1

/~: (0 1k) = 

=/~
1

(01JП ... П/~
1

(01J 
Теорема 3. Для каждого множества Зс%00 мы имеем 

(~Е 3) ==Л (31 Е 3'). где 5 Е% оо· 
t 

Иначе говоря, з = n Е (~1 Е 3') = n рг 1 (В 1). где 31
- мно-

t ' t 
1 

жество таких точек ~~. что ~Е 3. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Импликация (~ЕВ) =1 (31 Е ,31
) следует из 

непрерывности проекции. Обратно, пусть 3 Е% со- ,3. Тог да, JJ силу 
теоремы 2, существуют t Е Т и открытое множество 0 1 в простран

стве % 1• такие, что 31 Е 0 1 и З n Е (t)1 Е 0 1) =О. Это означает, что 
~ 

31 n 0 1 =О. Следовательно, ,31 П 0 1 =О (множество 0 1 открыто). 
Отсюда вытекает, что ~~ ~31 • 

Т е орем а 4. Пусть (Т, %. f) и (Т, '&. g)- два об ратных 
спектра, и пусть отображение h1 : %1 --'У1 непрерывно, а ото
бражение h00 :&:oo--'Yoo удовлетворяет условию коммутатив
ности (§ 3, XIII). Тогда отображение hw непрерывно. 

Это сразу следует из формулы (см. § 3, XIII (11)) 

t ( ') hoo (5} = h1 3 • 

так как проекция и отображение h1 непрерывны. 

С л е д с т в и е 4а. В предположениях теоремы 4 допустим, 
что h1 -гомеоморфизм на. Тогда h00 -гомеоморфизм про
странства &:QO на пространство 'Уоо· 
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Это предложение следует из теоремы 4 и из замечания (12), сде
ланного в § 3, XIII, утверждающего, что если каждое h1 - взаимно 
однозначное отображение на, то и h

00
- взаимно однозначное ото

бражение на. 

§ 17. Пространство 2х. Экспоненциальная топология 

1. Определение. Пусть .Я:- топологическое пространство; обо
значим через 2Х множество всех замкнутых подмножеств простран
ства .я:;: 

(1) 

Пусть теперь А с .я:;. По определению, 2А есть множество 
всех за.~.uтутых под.иножеств множества А. Таким образом, 
для множества F Е 2Х мы имеем 

(2) (FE2A)=(FcA), т. е. 2A=E(FcA). 
F 

Следовательно, для множеств F Е 2Х 

(3) Е (F nА =1= о)= 2х _ 2х-А. 
F 

Топология в множестве 2Х (называемая ЭJ<споненциальной топо
логией) есть слабейшая топология, в которой множества 2А открыты 
(в 2Х) для открытых А и замкнуты (в 2Х) для замкнутых А. 

Иными словами, мы предполагаем, что семейство всех множеств 2° 
и всех множеств 2Х - 2х-а, где О открыто в пространстве %, 
является открытой подбазой множества 2Х. 

Введем следующие обозначения: пусть А0 , А 1 , •.• , An- пеко
торая конечная совокупность произвольных множеств (n :;>О); положим 

(4) В(Ао, Al, .. . , Ап)=2Аоn(2Х -2X-Al)n ... n(2X -2Х-Ап), 

т. е. 

(4') F Е В(А0 , А 1 , ••. , Aп)=(FcA0)(F П А 1 =F О) ... (F ПАп =F 0). 

Таким образом, множества В (00 , 0 1, ••• , Оп), где 0 0, ••• , Оn 
открыты, образуют открытую базу пространства 2Х. 

Мы можем, конечно, считать, что Ai с А0 для i = 1, ... , n, по
скольку В (А0 , А 1 , ..• , Ап) =В (А0 , А 1 П А0 , .•• , Ап П А0). 

Множество 2Х с топологией, определенной таким образом, является 
топологическим пространством 1). 

Пустое множество является изолированным элементом этого про
странства. 

1) См. Майкл [1]. Вьетарне [1], Шоке [1], Фринк [1]. 



§ 17. Пространство 23: 169 

11. Основные свойства. Следующие формулы справедливы в про
извольном с1 1 -пространстве %: 

ПАt А 
( 1) 2Ао nА, = 2Ао П 2А,, И вообще 2 1 = n 2 t , 

(3) 

(4) 

2А=2х, 

Int (2А) = 2Int (А). 

t 

Формулы (1) и (2) очевидны. Кроме того, из (2) следует, что 

2Ас 2А И 2Int (А) С 2А, 

откуда 2А с 2Х и 2Int (А) с Int (2А), поскольку множество 2.4 замкнуто, 
а множество 21nt (А) открыто (в 2х). 

Остается показать, что 

(3') 

(4') 

2Ас2А, 

Int(2A)c 2Int (А). 

Доказательство формулы (3'). Пусть Р0 Е2А, т. е. Р0 сА. 
Пусть В(О0 , ... , Оп)-произвольный элемент базы, содержащий Р0 . 

Тогда Р0с00 и Р0 П 0 1 =!=О для i = 1, ... , n. Поскольку Р0 сА, су
ществует такое Pi• что РiЕАП00 ПОi. Положим Р=(р1 , .. . , Рп)· 
Тогда РсА П 0 0 и Р П Oi =!=О для i = 1, ... , n. Следовательно, 

FЕ2АПВ(О0 , .. . , Оп). Отсюда Р0 Е2А:. 
Доказательство формулы (4'). Пусть P0 ~2Int(A), т. е. 

P0 cj:.%-%-A. Тогда Р0 П%-А=/=О. Пусть В(О0 , ... , Оп)
произвольный элемент базы, содержащий Р0 • Тогда Р0с 0 0 и Р0 П Oi =1= О. 

Поскольку Р0 П .%'-А =F О, существует рЕ 0 0 - А. Положим Р = 
= Ро u (р). Тогда р q:. А. Кроме ТОГО, FcOo и р n oi =!=о для 
i = 1, ... , п, т. е. РЕ В (00 , .•. , Оn)· Таким образом, каждая окрест
ность множества Р0 (в 2Х) содержит такое Р, что Р cj:. А, т. е. 

F Е 2х- 2А. Отсюда следует, что Р0 Е 2х - 2А, т. е. Р0 ~ Int (2А). 
Формулы (3) и (4) являются частными случаями следующей фор

мулы 1) (кото.рая будет использована в дальнейшем): есла AicA0 длil 
l= 1, ... , л, то 

(5) В=:--с-(А-:-0-, -А-:-1-, -. -.. -. -A..,...n) =В (А0 , А1 , ••. , Ап). 

Доказательство. Согласно 1 (4) и 11 (3)-(4), имеем 

в (Ао. А1, ...• Ап)с2Ао n 2 .. - 2Х- Al n ... n 2х- 2X-An с 
А ( х Х-А) ( х Х-А) - - -с 2 оП 2 -2 1 П ... П 2 -2 п =В (А0 , А 1 , ... , Ап). 

1) См. Майкл [1}, стр. 156. 
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Докажем обратное включение; пусть 

(6) 

где G открыто. Покажем, что 

(7) 

Без ограничения общности можно считать, что G прина:r.лежит 
базе пространства 2Х, т. е. что G = В(00 , 0 1, ••• , От), где 0 1 
открыты (при j >О) и, кроме того, Ojc.00 . 

Тогда, согласно (6) и I (4'), мы имеем 

F с А о, F n Ai =f= о Д!!Я i > 1' 

Рс.О0 , PПOj=f=O для j'-;?1. 
(8) 

Следовательно, 

Оо n Ai =f= о =f= О; n Аа. откуда Оа n Ai =f= о =f= oj n Аа. 
Пусть Pi Е Оа n Ai и qj Е 0/ n Ао. Положим к= (pl, ... ' Pn• 

q1, ..• , qm). Легко проверить, что множество К принадлежит левой 
части соотношения (7). Это завершает доказательство. 

Т е орем а 1. Множества Е (Ре А) и Е (F nА =f= О) замкнуты 
F Р 

(открыты) в пространстве 2Х тогда и только тогда, когда А 
замкнуто (открыто) в !С. 

Достаточность этого условия слоедует непосредственно из опре
деления экспоненциальной топологии. Его необходимость вытекает 

из формул (3) и (4). 

Т е орем а 2. Пусть !С есть (]\-пространство а А-- произ
вольное его подмножество. Тогда .множество Е (А с Р) замкнуто. 

F 

Доказательство. Очевидно, что (Acj::.P)::::::::::. V (Рс;;.,%-(х)), 
хЕА 

поэтому 

Е (А cJ: Р) = U Е (Р с%-- (х) ). 
F хЕА Р 

Так как % является с11 -пространством, множество %- (х) открыто, 
следовательно, и множество Е (Р с%- (х)) открыто, поэтому 

F 

множество Е (А cj::. Р) тоже открыто. 
F 

Теорема 3. Если% естьс11 -пространство, то 2Х также 
(}\-пространство. 
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Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть К Е 2х. Мы должны показать, что 
множество Е (F =К) замкнуто. Известно, что 

F 

(F =К)== [(F с: К) и (К с: F)]. 

Поэтому 
Е (F =К)= Е (F с: ю n Е с к с: F). 
F F F 

Так как два последних множества замкнуты (в силу теорем 1 и 2), 
их пересечение также замкнуто. 

Т е орем а 4. Семейство всех конечных подмножеств (]'1 -про
странства я: плотно в пространстве 2х. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть В- элемент базы пространства 2х 
(см. 1 (4) ). Тогда существует система открытых множеств 0 0 , •.. , Оп 
пространства .я;, такая, что множество В представляет r:обой семейство 
всех множеств F, удовлетворяющих условию 1 (4). Покажем, что 

среди них есть конечное множество. 

Если 0 0 =О (и, следовательно, п = 0), то пустое множество, 

очевидно, удовлетворяет условию 1 (4). Предположим, что 0 0 =F О. 
Пусть F -- произвольвое множество, удовлетворяющее условию 1 ( 4), 
и пусть 

PoEF и PiEFПOi для i= 1. 2 .... , п. 

Тог да множество F* = (р0 , р1 , ••• , р п) является искомым множе

ством. 

Т е орем а 5. Пусть f: 2:'--*'У- непрерывное отображение 
-1 

на. Пусть D-се.мейство всех .множеств f(y) (т. е. D опре
деляет разбиение пространства .я;, индуцированное отображением /) 

1 -1 1 

и f- отображение, об ратноеотображению f (т. е·. f(D)=f(D) 
для D Е D, см. § 3, 11 (7) ). Тогда в случае, когда D имеет экспо
ненциальную топологию, а 'У является (]' 1 -пространство.м, 

1 

отображение f: D-*'Y непрерывно. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть множество О с: 'У открыто. Пока-
-! 

жем, что множество f (О) открыто в D. т. е. что оно представляет 
собой пересечение множества D с открытым подмножеством мно
жества 2х. Мы имеем (§ 3, III (17)) 

-1 

f (О)= D n Е [F с: /-1 (0)]. где F Е 2х. 
F 

т б f f -I (О) ак как ото ражение непрерывно, множество открыто, 

поэтому открыто и множество E[Fc::/-1(0)]. 
1' 
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111. Неnрерывные многозначные отображения. Пусть ,q;· и ;у
два топологических пространства, и пусть F1 : ;у~> 2х. Имеют место 
следующие формулы, доказательство которых полностью аналогично 

доказательству соответствующих формул теории множеств (см. § 3, V): 

(i) (Fo с F I)::::::; [F1 1 (2.4) с Fa 1 (2.4)]; 
(ii) (Fa U F 1) -I (2.4) = Fo 1 (2А) n F! 1 (2А). 

Если множество А за.иuнуто, то имеет место более общая формула 

(iii) 

а именно 

(У F 1 (У) с А)== t; (F1 (у) с А), 
следовательно, 

Т е о ре м а 1. О то б ражение F непрерывно тогда и толмо 
тогда, uогда .иножес т во 

(1) F- 1 (2.4) =Е [F (у) Е 2.4] =Е [F (у) с А] 
у у 

отuрыто в пространстве ;у, если А отuрыто в ,2', и за.и

uнуто в пространстве су, если А за.И!снуто в%; 

эквивалентно: uогда для uаждоzо за.икнутого (соответст
венно от!< рытого) .множества А с я: .множество 

(2) ;у- p-l (2х-А) =Е [F (у) nА =1= OJ 
у 

за.иuнуто (соответственно открыто) в пространстве ;у. 

Более точно: отображение F непрерывно в точuе Уа тогда 
и тольuо тогда, когда выполняются одновре.иенно две и.ипли
uации: 

(3) 

для любого .множества О, отuрытого в пространстве .CJ:. и 

(4) 

для любого .множества К. за.мкнутоzо в пространстве z. 
Доказательство. В силу§ 13. III(3), если отображение F 

непрерывно в точке Уа· то выполняются следующие импликации: 

(5) 
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если множество а открыто в пространстве 2х, и 

(б) r У о Е р- 1 (F)] ~[У о Е р- 1 (F)], 

если множество F замкнуто в пространстве 2х. Заменяя множество а 
множеством 2° в том случае, ко г да О открыто, и заменяя мно
жество F множеством 2к в том случае, ко г да множество К замкнуто, 
получим формулы (3) и (4). 

Обратно, если импликация (5) истинна, то отображение Р непре
рывно в точке у0 (в силу § 13, III (3) ). Более того. область изме
нения множества а можно ограничить подбазой пространства 2х 
(см. § 13. III), так что можно предnоложить, что либо а= 2А, 
либо О= 2Х- 2Х-А, где множество А открыто. В первом случае 
формула (5) следует неnосредственно из формулы (3). Во втором 

случае ее легко вывести из формулы (4). 

Следствие 1а. Пусть D(Р)-множество точе" разрыва 
отображения Р (см. § 13, III (3) ). Тогда 

(7) D (Р) = U (Р- 1 (2°)- lnt [Р- 1 (2°)]} U 
о 

U U (р-1 (2к)- р-1 (2к)}, 
к 

где О пробегает все от"рытые подмножества простран
ства .я;, а К -все его зам"нутые подмножества. 

Теорема 2. Пусть f:.Я:~"!.f-непрерывное отображение . 
. Об ратноеотображение f- 1 : 2~ ~ 2х непрерывно тогда и тальке 
тогда, "огда отображение f одновременно замкнуто и от· 
крыто. 

В частности (ер. следствие За), 

{ j
1

: "!./ ~ 2х непрерывно}=(! от" рыто и зам"нуто}. 

Если отображение f: .%'~"!./ замкнуто, то отображение 

/: 2х -> 2~ непрерывно. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Первая часть теоремы следует непосред

ственно из теоремы 1(1), теоремы 1, 11 и из§ 3, 111(13///) (ер. также 
§ 3, 11(3)). 

Предположим теперь, что отображение f замкнуто. Пусть B=Bc."!.f. 

Покажем, что множество Е [JI (А)с.В] замкнуто, а множество 
А 

Е [JI (А) n в= О] открыто для всякого А Е 2х. Согласно§ 3, 111 (13') 
А 
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и ( 1 3"), мы имеем 
Е[/ (А) с: В]= Е [А с:Г 1 (В)], 
А А 

Е[/ (А) n в= о]= Е [А n /- 1 (В)= о]. 
А А 

и поскольку f- 1 (В) Е 2х, то в соответствии с определением тополо
гии в пространстве 2х множество Е [Ac:f- 1 (В)] замкнуто, а мно

А 

жество Е [А n f- 1 (В)= о] открыто (А пробегает пространство 2х). 
А 

3 а меч а н и е 1. Теорему 2 можно сформулировать в следующем более 
общем виде: 

Пусть отображение f непрерывно; отображение f- 1 непрерывно 
в точке В тогда и только тогда, когда отображение f одновременно 
замкнуто и открыто в В. 

Доказательство см. в § 18, III, теорема 5а. 

Теорема 3. Пусть отображение f:'&'-% непрерывно. 
Положи-и F (у)= (f (у)). Тогда отображение F: '&' _"" 2х непре
рывно (в предположении, что .Я: есть (/1 -пространство). 

Теорема 3 следует из равенства 

Е [F (у) с: AJ =Е и (у) Е AJ = Г1 (А). 
у у 

С л е д с т в и е За. Пусть F (х) = (х). Тогда отображение 
F: .%'-- 2Х ее ть гомеомо рфизм. отображающий про с т ран
ство .Я: на множество S всех одноэлеJ.tентных .множеств 
(в предположении, что .Я: есть (/ 1 -пространство). 

Отображение F непрерывно, в силу теоремы 3. Обратное ото

бражение (х)-- х тоже непрерывно, ибо семейство всех множеств (х), · 
таких, что х Е О (т. е. таких, что (х) с: 0), открыто в множестве S, 
если мно)>{ество О открыто в пространстве .я;. 

Т е орем а 4. Объединение двух непрерывных функций 
F = F0 U F 1 непрерывно. 

Это предложение непосредственно вытекает из теоремы 1 и фор
мулы (ii). 

3 а меч а н и е 2. Более точно: об'Ьединение двух функций, непрерывных 
в точке у0, непрерывно в точке у0 • Это следует из аналогичного предло
жения для полунепрерывных функций (установленного в § 18). 

С л е д с т в и е 4а. Объединение К U L, расемат риваемое как 
отображение пространства 2Х Х 2х на пространство 2х. не
прерывно. 

Т е орем а 5. Пусть множество Е открыто-замкнуто 
в пространстве .fC. Положим F(K)=KnE. Тогда F- непре
рывное отображение пространства 2х в пространство 2в. 
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Доказательство. Согласно формуJiе (1), мы допжны лока
зать, что множество Е(КПЕсА) открыто всякий раз, когда мно-

к 

жество А открыто, и замкнуто всякий раз, когда множество А зам-
кнуто. Но (КПЕсА)=(КсАU(-Е)), и требуемое заключение 
следует из теоремы 1, п. 11, поскольку множество А U (-Е) открыто, 
если А открыто, и замкнуто, если А замкнуто. 

Следствие 5а. Пусть .%=A0 UA 1, где А0 ПА 1 =0 и мно
жества А0 и А 1 замкнуты. Тогда 

2А0 U А 1 = 2Ао Х 2А'. 
top 

Д о к аз а т е ль с т в о. Положим Р (К, L) =К U L, г де К Е 2Ао и 
L Е 2А'. Отображение Р есть искомый гомеоморфизм, так как оно 
непрерывно, согласно теореме 4, взаимно однозначно (поскольку 

А0 n А 1 = 0), является, очевидно, отображением на и, наконец, обратное 
к нему отображение непрерывно; в самом деле, отображения 

х nА j непрерывны (при х Е 2Ао u А,), в силу теоремы 5. 

3 а м е ч а н и е 3. Предположение о том, что множество Е в теореме 5 
открыто, существенно. Это видно из такого примера: пусть .% = [1, а Е
одноэлементное множество. См. также § 18, V. 

IV. Случай, когда пространство .%' регулярно. 

Т е орем а 1. Пусть ·.:с -регулярное J'1-пространство; тогда 
.иножества Е (KcL) и Е (хЕК) замкнуты в 2.:~; Х 2х, соот-

К,L х,К 

ветстветщо в .%' Х 2х. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть К cj:. L. Так как пространство .%' 
регулярно, то существует открытое множество О, такое, что 

КПО=;ЬО и Lc::..%'-0. 
Таким образом, 

(К cf. L) - V (К n О =F О) ( L с::..%' - О) 
и 

(О-открыто) 

и, следовательно (ер. § 2, Vl (3) ), 

Е (К cf. L) = u [Е (К n о* о) х Е (L с.%'- о)]. 
K,L О К L 

Множества Е (К nо =1= О) и Е (Lc::..% -0) открыты (согласно тео-
к L 

реме 1, п. 11), поэтому и множество в квадратных скобках открыто 

(относительно пространства 2х Х 2х). Следовательно, множество 
Е (К cf. L) открыто. 
K,L 
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Это завершает доказательство первой части теоремы. Для доказа

тельства второй части заменим в предыдущих рассуждениях мно

жество К множеством (х). 
Обратная теорема справедлива для любых с11 -пространств. 

Т е орем а 2. Пусть .% есть с11-пространство. Если .мно
жество Е (хЕК) замкнуто при любом К, то пространство.% 

х, к 

регулярно. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть х0 $. К0 • Покажем, что существуют 
открытые множества И и V, такие, что 

(1) ХоЕИ. 

Положим G = Е (х $.К). Тогда (х0 , К0) Е G. Так как множество G, 
х,К 

по предположению, открыто, существуют открытые множества И, 
V, 0 1, ••• , Оп, такие, что 

(х0 , K0)EIИXB(V, 0 1, ... , Oп)JcG. 

Иначе говоря, 

(2) 

т. е. K0cV, K0 П0i=I=O для i= 1, ... , п, 

(3) ( х Е И. К с: V, К n о i oi= о для i = 1 , ... , п) ~ ( х, К) Е а. 

т. е. x!f.K. 
Остается доказать, что И П V =О. Допустим противное, т. е. что 

х Е и n v. Пусть к= Ко u (х). Тогда ИЗ (2) и (3) следует, что х $.к. 
вопреки предположению. 

Теорема 3. Если.% регулярно, то 2х хаусдорфово. 
Доказательство. Пусть К, LE2x и K,PL. Докажем, что 

существуют два открытых подмножества G и Н пространства 2х, 
таких, что к Е G, L Е н и а n н= о. 

Очевидно, можно считать, что K-L=/=0. Пусть р EK-L. Так как 
пространство.% регулярно, то существует открытое множество Ис:.%, 

такое, что рЕ и (откуда к n И,рО) и L n й =о. 
Легко видеть, что множества 

G=E(FnИ=I=O) и H=E(FПU=O) 
F F 

являются искомыми. 

Т е орем а 4. Если .% есть с11 -пространство, а простран
ство 2х хаусдорфово, то .% регулярно 1). 

1) По поводу теорем 3 и 4 см. Майкл [1] и Фринк [1], стр. 577. 
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Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть К0 замкнуто и х0 f. К0 • Покажем, 
что существуют два открытых множества И и V, удовлетворяющих 
условиям ( 1 ). 

Очевидно, что K0 =i=K0 U (х0). Так как пространство 2х хаусдор
фово, имеем 

(4) К0 ЕВ(00 , 0 1, .. . , От), (K0 U(x0))EB(H0 , Н1 , •• . , HrJ• 

(5) В(О0 , 0 1, •• • , От)ПВ(Н0 , Н 1 , •• • , Нп)=О. 

Докажем существование индекса }0 , такого, что 

x 0 EHj, и 00 ПН0 ПНj,=О. 

Тем самым доказательство теоремы будет завершено, ибо Хо Е Но n нj, 
и К0 с00 . 

Допустим, что (x0 EHj)~(00 ПH0 nHj=i=O) для каждого }=0, 
1, .... п. Положим р j Е (О оn Но n н j), каково бы ни было Хо Е н j• 
и обозначим через L множество, состоящее из таких р j· Положим 
А= К U L. Легко проверить, что 

Ас00, AПOi=i=O (i=1, ... , т), 

АсН0 , AПHj=I=O (}=1, ... , п). 

Но это означает, что А Е в (О о, ...• о т) n в (Но, .... н п). вопреки 
формуле (5). 

С л е д с т в и е. Пусть .% есть (/ 1 -пространство. Следующие 
условия Эf<Вивалентны: 

(i) пространство .% регулярно; 
(ii) ;,tножество Е (К cL) замкнуто в 2х Х 2х; 

К, L 

(iii) множество Е (хЕК) замкнуто в .% Х 2х; 
х, к 

(iv) пространство 2х хаусдорфово. 

V. Случай, когда пространство .% нормально. 

Т е орем а 1. Если пространство .% нормально, то йноже
ство Е (К n L =О) открыто в пространстве 2х х 2х; более 

K,L 
общо, множество Е (K 1n ... ПКп=О)открыто впростран-

к1, ... , Kn 

стве (2Х)п. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Так как пространство .% нормально, то 
имеем 

(1) (КПL=О)=: V (КсО)(Lс.Н)(ОПН=О), 
о. н 
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где О и Н открыты. Иначе говоря (ер. § 2, VI (3) ), 

Е (К ПL=О)= u Е (Kc.O)(Lc:.H)= u (2° х 2Н). 
К,!. ОПН=О К, L ОП Н=О 

Это завершает доказательство, так как 2° и 2н открыты. 
Чтобы доказать вторую часть утверждения, применим вместо 

формулы (1) более общую формулу (§ 14, III) 
(2) (К 1 n ... n К п = О):= 

·- У [(0 1 П ... ПОп= O)(Kic.01 для i = 1, ... , n)]. 
al' ... ,an 

Установим теперь обратную теорему. 

Т е орем а 2. Если .% есть (] 1 -пространство и ~ttножество 
Е (К n L =О) открыто, то .% норJ'Jально. 
К, L 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть К0 n L0 =О. Так как множество 

Е (К n L =О) открыто, в пространстве 2х существуют два открытых 
К, L 
множества и и V, таких, что 

(3) К0 Еи. Lo Е v и (К Е и) (L Е V) ~(К n L = 0). 

Очевидно можно считать, что и и V принадлежат базе прост
ранства zx, определенной в п. I. Это означает (см. I (4) ), что суще
ствуют две системы открытых множеств 0 0 , ••. , От и Н0 , •.• , Hn, 
такие, что 

(4) 

и 

K0 П0i=F0 (i<,.т), 

L0 П Hj=FO (j <,. п) 

Мы пок.ажем, что 0 0 n Н0 =О, закончив тем самым доказательство. 
Пусть это не так; предположим, что рЕ Оа n На. Пусть ai Е Коn ai 

для i <,.т и bj Е L0 n Hj для j <,. n. Положим 

К= (р, а 1 , ••• , ат) и L = (р, Ь 1 , •••• Ьп)· 

Согласно (5), К n L =О, но это противоречит тому, что р Е (К n L). 

Т е орем а 3. Если .% нормально, то 2х реzулярно. 

Доказательство. Пусть F0 =F0 Ea. где а открыто (в 2Х). 
Покажем, что существуют открытые множества и и V, такие, что 

(б) F0 Еи. иnV=O и zx-ac::V. 
Очевидно, можно считать, ЧТО а nринадлежит базе простран

ства 2J.', т. е. существует такая система открытых множеств 0 0, 
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(8) 
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FocOo, 

F0 П0i=F0 для i=1, ... , n. 
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Так как пространство .%' нормально, существуют (согласно (7)) 
открытые множества С0 и D0 , такие, что 

(9) F0 cC0 , С0 П D0 =О, .%'- 0 0cD0 . 

Пусть, в соответствии с (8), qi Е Fo n ai. Пусть далее ci и Di-такие 
открытые множества, что 

(1 О) 

Определим множества и и V следующим образом: 

(Рси)=(РсС0 и FПCi=FO для i=1, ... , n), 

(РсV)--(либо FПD0 =FO. либо FcDi при векотором i<;;;:n). 

Согласно первым включениям из формул (9) и (10), F0 Е и. Сред
ние равенства в этих формулах показывают, что и n v =о. 

Пусть теперь F Е 2Х- а. т. е. либо Fcj:.Oo, либо F n ai =о 
при векотором i <;;;: n. Тогда, согласно третьим включениям в (9) и 
(10), мы имеем либо F n D0 =f=O, либо FcDi при векотором i <;;;: n. 
Это означает, что F Е V. Таким образом, условия (6) выполняются. 

Т е орем а 4. Пусть .%' есть (/ 1 -пространство, а простран
ство 2х регулярно, тогда .%' норйально. 

До к аз а т е ль с т в о. Допустим, что Коn Lo =о. Покажем, ЧТО 
существует открытое множество О, такое, что 

(11) К0с0 и йnLa=O, т. е. ОсН, где H=.%'-L0 . 

Поскольку К0 сН, имеем К0 Е 2н. Множество 2н открыто в (регу

лярном) пространстве 2х, поэтому существуют открытые множества 
0 0 , ••• , О п• такие, что 

(12) К0 ЕВ(00 , .•• , Оп), 8(00 , •• • , Оп)с2н и О;с00 • 

Отсюда, в силу 1 (4') и 11 (5), получаем 

К0с00 • К0 n Oi =F О и В (00 , ... , Оп)с2н. 

:!:ак как 0=FO;c00 , имеем 0 0 n0i=0;=F0 и, следовательно, 
а - - - -
оЕВ(00 , . .. , Оп)· Согласно (12), 00 Е2н, т. е. 00 сН. Таким 

образом, в (11) вместо О можно подставить 0 0 . 

С л е д с т в и е. Пусть .Z есть (/1-пространство. Следующие 
условия а/Свивалентны: 

12• 
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(i) пространство .r: нор.мально; 
(ii) .множество Е (К n L =О) от~ерыто; 

К, L 

(iii) пространство 2х регулярно. 

3 а меч а н и е. Для пространства 2Х регулярность э~евива
лентна вполне регулярности 1). 

Vl. Связь пространства 2х со структурами и брауэропекими 
алгебрами. Нетрудно заметить, что многие теоремы этого параграфа 
(и § 18) можно распространить на дистрибутивные структуры и 
брауэравекие алгебры. 

Напомним, что дистрибутивная структура Г= (L, U, П, О, 1) 
называется бра уа ровс/Сой алгеброй (см. [VlакКинси и Тарекий [2]), 
если в Г задана векоторая операция а- Ь, такая, что 

(а- Ьсс) -(ас(Ь U с)). 

Пусть !.С- топологическое пространство, тогда 2Х-брауэровская 
алгебра, причем операции U и n имеют обычный смысл, а опера-

ция "_" означает А- В. 
Структура Г называется 2) уол.иеновс~еой, стр у~етурой, соответ

ственно структурно регулярной, соответственно структурно нормаль

ной, если выполнены следующие условия: 

(а cj Ь)~ V (а П с=!=О)(Ь П с= 0), 
с 

соответственно 

(acj Ь)~ V (с U d = l)(acj с)(Ь П d = 0), 
с, d 

соответственно 

(а П Ь =О) q V (с U d = 1) (а П с= О= Ь П d). 
с, d 

Очевидно, если !.С есть с11 -пространство, то 2х -- уолменовская 
структура. Пространство !.С регулярно тогда и только тогда, когда 2Х 
структурно регулярно (%' есть с1гnространство). Пространство !.С 
нормально тогда и только тогда, когда 2Х -·структур но нормально. 

В множество L можно ввести топологию 3). Рассмотрим идеалы 
1 (а)= Е (хса) и J(a) =Е (х nа= 0). Замкнутой подбазой прост-

х х 

ранства L будем считать семейство всех множеств вида 1 (а) и 
L-J(a). Эта топология согласуется с экспоненциальной топологией, 
когда L = 2х. 

1) По поводу теорем 3, 4 и замечания см. упомянутую работу Майкла. 
2) См. Куратовский [46], Уолмен [1], Нёбелинг [1]. 
3

) См. цит. раб. Куратовского и Фринк [1], Рении [1]. 
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Приведем следующие теоремы (являющиеся обобщениями соответ
ствующих теорем для пространства 2Х) 1). 

Пусть Г- уолменовская структура. Тогда 

1. Фильтр Е (а с х) замкнут. Поэтому L есть с11 -пространство. 
х 

2. (Г структурно регулярна)= { fy (хсу) замкнуто в L Х L }· 

3. (Г структурно нормальна)= { Е (х n У=О) открыто в L XL }· 
к, у 

4. Если Г- брауэровекая алгебра, то 

[Г структурно регулярна)==:: { Е (х- у= О) замкнуто}· 
х, у 

§ 18. Полунепрерывные функции 

1. Определения. Как и в § 17, III, пусть .Я: и '&' -два тополо
гических пространства и Р- (многозначная) функция, ставящая в соот

ветствие каждой точке у Е'&' множество Р (у) Е 2х. 
Функция Р называется полунепрерывной сверху (соответственно 

снизу), если для каждого открытого (соответственно замкнутого) 

множества А с .Я: множество 

(1) Р- 1 (2А) =Е [Р (у) Е 2А] =Е [Р (у) сА] 
у у 

открыто (соответственно замкнуто) в пространстве '&'. 
Эквивалентно: функция Р полунепрерывна сверху (соответ

ственно снизу), если для каждого замкнутого (соответственно откры

того) множества А с .я; множее1во 

(2) flf- p-l (2х-А) =Е [Р (у) nА =1= 01 
у 

замкнуто (соответственно открыто) в пространстве '&'. 
Более точно: функция Р полунепрерывна сверху в точле у0 , 

если 

(3) 

всякий раз, когда множество О открыто. 

1) См. Куратонекий [46], [47], стр. 751. 
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Функция F полунт ре рыв на снизу в точJ<е Уа· если 

(4) 
всякий раз, когда множество К замкнуто. 

Отсюда легко получается 

Теорема 1. Функция F полунепрерывна сверху (соответ
ственно снизу) тогда а толы<о тогда, когда функция F полу
непрерывна сверху (соответственно снизу) в каждой точке 

УЕ~· 
В силу теоремы 1, § 17, Ш, имеет место 

Т е орем а 2. Фун1<ция F непрерывна в точке Уа тогда и 
только тогда, когда она одно в ре.менно полунепрерывна сверху 
и снизу в точке у0 . 

Следовательно, функция F непрерывна тогда и только тогда, 
когда она одновременно полунепрерывна сверху и снизу. 

Теорема 3. Пусть D(F) означает .нножество точек раз
рыва функции F. Тогда, если фун1<цая Р полунепрерывна 

сверху, то 

(5) D(F)=U {F- 1 (2к)_р-'(2к)}, 
к 

где !(-·замкнутое множество. 
Если функция F полунепрерывна снизу, то 

(б) D(P)= U {F- 1 (2°)-- Int[F- 1 (2°)]}, 
о 

где О- открытое множество. 
Это утnерждение вытекает из следствия 1а, § 17, Ш. 

Теорема 4. Пусть /:![:.-~--непрерывное отображение 
-1 

на. Отображение j:~.-2x полунепрерывно сверху (соответ
ственно снизу) тогда и только тогда, когда от об раженае f 
является замкнутым (соответственно открытым) 1). 

Подобно теореме 2, § 17, IIJ, эта теорема непосредственно выте-
кает из формулы (2) и формулы (3), § 3, II. · 

Т е орем а 5. Если множество F (у) сводится t< еданс твен
ной точке (обозначаемой f (у)) и отображение F полунепре
рывно сверху али снизу, то отображение f непрерывно. 

Теорема неnосредственно вытекает из соотношения 

Е rF (у) с: AJ =Е и (у) Е AJ = Г1 (А). 
у у 

1) Что касается более сильного утверждения, см. п. Ш, теорему 5. 
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II. Примеры. Связь с действительными полунепрерывными 
функциями. ЗамечаниL 
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Пр и мер 1. Пусть 1: С\~ [1. Согласно классическому определению 1), 

отображение 1 называется полунепрерывным сверху, соответственно снизу, 
в точке у0 , если из того, что lim Уп = Уо. следует, что lim 1 (Уп) -"( 1 (у), 

n~oo п~л 

соответственно 1 (у)-"( lim 1 (Уп)· Другими словами: если из условий 
n~co 

lim у n = у0 11 lim 1 (Уп) = х0 следует, что х0 -"( 1 (у0 ), соответственно 
1 (У о)-"( Ха-

Положим F (у)= Е [О-"( х-"( 1 (у)]. Легко видеть, что функция F полу-
х 

непрерывна сверх.у (снизу) в точке Уо тогда и только тогда, когда функ
ция 1 полунепрерывна сверху (снизу) в определенном выше смысле. 

Пр и мер 2. Функция F, определенная условием F (У)= 3 Х (у), где 
у Е jg, не является полунепрерывной сверху. В самом деле, если обозначить 
через А гиперболу у= 1/х, то множество, рассмотренное в 1 (2), не будет 
замкнутым. 

3 а меч а н и е. В пространстве 2Х можно ввести топологию, назы
ваемую х-топологией 2), такую, что полунепрерывное сверху отобра
жение становится непрерывным. Эта х-топология пространства 2х 
определяется тем условием, что множестiJа 20 (г де О открыто) о бра
зуют открытую базу. Очевидно, что отображение F: 6!J ~ 2Х полу
непрерывно сверху в точке у0 относительно экспоненциальной топо
логии тогда и только тогда, когда оно непрерывно в точке у0 
относительно х-топологии пространстiJа 2х. 

Аналогично назовем .~-топологией" пространства 2Х такую топо
логию, которая получится, если считать, что множестiJа 2К (К-- зам
кнутое множество) образуют замкнутую подбазу. Тогда полунепре
рывные снизу отображения б у дут непрерывными относительно 

~-топологии. 
Следует заметить, что х-топология (и ~-топология) не является 

с1стопологией (за исключением тривиального случая .Я:= 0). 

') См. Бэр [1], стр. 6. Более общий подход, когда пространства .Я: и '!f 
предnолагаются метрическими, см. Хан [2), стр. 148; случай, когда F (у) 
предполагается замкнутым подмножеством компактного метрического про

странства, см. Куратонекий [17] и т. 11, гл. 4. Метод состоит в использовании 
верхних и нижних топологических пределов множеств (см. § 29). См. также 
Булиган [1], стр. 14. Этот метод можно обобщить, используя сходимость 
Мура- Смита; см. статьи, цитированные в § 20, IX, а также Стразер [1]. 
Некоторые щпоры предполагают, что множества F (у) компактны, см. Берж [2], 
стр. 110, и [1]. 

2) См. Поиомарев [1] и намного более раннюю статью Тихонова [5], где 
появляется определение этого пространства. См. также Александров [19]. 

х-топология (и рассматриваемая далее Л-топология) изучалась Майклом 
под названием полуконечной сверху (~;оответственно снизу) топологии; см. 
Майкл [1 ], стр. 179. 
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111. Основные свойства. 

Теорема 1. Пусть §-регулярное пространство, и 
пусть функция Р полунепрерывна сверху; тогда .множество 
Е [хЕР(у)]замкнуто в пространстве %'Х':!/. 

х, у 

Доказательство. Так как пространство.%' регулярно, мы 

имеем 

(1) (х Е И) (Р (у)с V), 

где И и V открыты. Следовательно, 

(2) Е [ х ~ Р (у)] = U 
х,у UПV=O 

Поскольку Р полунепрерывно сверху. множество р- 1 (2v) от
крыто в су, поэтому ИХ Р- 1 (2v), а, следовательно, и множество 
Е [ х ~ Р (у)) открыто в .%' Х 'У. 
х, у 

3 а меч а н и е. Без предположения регулярности пространства .Z 
эта теорема неверна. В самом деле, если 'У= 2х и Р- тождествен
ное отображение, то рассматриваемое множество совпадает с мно
жеством Е (.х Е К). к ото рое замкнуто лишь в том случае, ко г да .%' 

х,К 

регулярно (см. § 17, IV, теорема 2). 

Т е орем а 2. (Обобщенное условие Гейне.) Фущtцuя Р полу
непрерывна снизу в точке у0 тогда и только тогда. тсоzда 

(3) (уо Е в)=? (Р (уо) с SP (В)) для каждого в с су, 

Д о к аз а т е ль с т в о. Предположим, что функция Р полунепре

рывна снизу в точке у0 . Пусть у0 Е В; положим К= SP (В). Тогда 
В с Р- 1 (2к). так как 

(у Е В)=? (Р (у) с SP (В) с К)=} (Р (у) Е 2к) ==(у Е Р- 1 (2к) ). 

Поэтому у0 Е Р-
1 (2к) и, в силу 1 ( 4), у0 Е Р- 1 (2к). но это означает, 

что Р (у0) Е 2К, т. е. Р (у0) с К= SP (В). 
Обратно, пусть К= К и у0 Е Р- 1 (2к). Положим В= p-l (2к). 

Тогда Р (В) с 2к, откуда SP (В) с S (2К) =К. Следовательно, 

SP (В) с R =К. Далее, предполагая, что условие (3) выполнено, имеем 
Р (у0) с SP (В) с К. откуда Р (у0) Е 2к и у0 Е Р- 1 (2к). Таким обра
зом, функция Р полунепрерывна снизу в точке у0 • 
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С л е д с т в и е 2а. Функция F полунепрерывна снизу тогда и 
только тогда, l<огда 

( 4) SF (В) с SF (В) для каждого .множеств а В с G,IJ. 

Т е орем а 3. (Обобщенное условие 'Коши.) Функция F полу
непрерывна сверху в точке у0 тогда и только тогда, когда 
для каждого открытого множества О, содержащего F(y0), 

существует открытое множество Н, содержащее точку у0 , 
такое, что SF(H)cO, т. е. (yEH)~(F(y)c0) 1). 

Доказательство получается непосредственно из формул 

(F (у0) с О)== (у0 Е F- 1 (2°)) и (SF (Н) с О)== (н с F- 1 (2°) ). 

Следствие За. Пусть.% есть (]\-пространство. Тогда, 
если функция F полунепрерывна сверху в точке у0 • то 

(5) (у0 Е В)~ lP (F (В)) с F (у0)], т. е. ( U F(y)) с F(y0). 
уЕВ 

д о к аз а т е ль с т в о. Пусть А= n F (у); предположим, ЧТО 
ус в 

хЕА- F(y0). В теореме 3 положим 0=2:-(х). Тогда, поскольку 
у0 Е В и множество Н открыто, существует точка у Е В n Н. Следо
вательно, А с F (у) с О, и поэтому А с .я;- (х), что невозможно. 

Следующая теорема является обобщением теоремы 2, § 17, 11. 

Теорема 4. Пусть.% есть (]\-пространство, Ас.%
произвольное подмножество и F- полунепрерывная сверху 
функция. Тогда множество Е (А с F (у)) замкнуто. 

у 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что 

(А cj:. F (у))== V (F (у) с .% - (х) ). 
хЕА 

Поэтому 

Е (А cj:. F (у))= U Е (F (у) с.%- (х) ). 
у хЕ;А у 

Так как множество .я;- (х) открыто, а функция F полунепрерывна 
сверху, то множество Е (F (у)с.я;- (х)) открыто, и, следовательно, 

)1 

открыто множество Е (А cj:. F (у)). 
у 

Теорема 5. Пусть j:.я;~G,IJ- непрерывное отображение 
-1 

и "!J есть J\ -пространство. Отображение f: G,IJ ~ 2х полунепре
рывно снизу (соответственно сверху) в точке у0 тогда и только 

1) См. Гуревич [1]. 
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тогда, l<огда отображение f оm1<рыто (соответственно за
.МI<Н у то) в tnOЧI<e Уа· 

-1 
Д о к аз а т е ль с т в о. Положим F (у)= f (у). В силу § 3, Ш (16), 

SF(B) = J-\B) для любого множества Bc"!:f. 
Сначала рассмотрим случай полунепрерывности снизу. Заменяя 

в формуле (3) теоремы 2 F (у) на Г 1 (у) и SF (В) на Г 1 (В), мы 
получаем формулу (5) из § 13, XIV, которая представляет собой 
необходимое и достаточное условие того, что отображение f открыто 
В ТОЧ1Се Уо· 

В случае полунепрерывности сверху мы подобным же способом 
получаем из теоремы 3 необходимое и достаточное условие замкну
тости отображения f в точке у0 , сфармулированное в теореме 3 нз 
§ 13, XIV. 

Теорема 5а. (Обобщение теоремы 5.) Пусть f:.%'-с.-"!:1-не
прерывное отображепие, и пусть f- 1 сужепо па замкпутые 

подмножества прострапства "!/, т. е. f- 1
: 2~ -с.-2х. Тогда f- 1 

полунепрерывно снизу (соответственно сверху) в заМI<nутом 

.множестве В0 тогда и толжо тогда, 1<огда f отl<рыто (соот
ветственно зам1<нуто) в В0 1). 

Доказательство. 

=.%'-К. Заметим, что 
если обозначить через 2А 

Положим F=f-1
, K=Kc!t' и 0= 

формула § 3, III (13'") остается верной, 
множество Е (К с А), т. е. 

к 

(б) 

Согласно I (4), (6), § 17, II (3) и § 13, XIV (12), мы имеем 

(J- 1 полунепрерывно снизу в в):::::: 

=={[в Е F-1 (2к)]:::} [в Е F- 1 (2к)]) = 
={[в Е 2~-t<OJ]:::} [в Е 2~-t<OJ]} == 

={[в Е 2~-t <OJ]:::} [в Е 2~-t <OJ]} == 

==:{[В n Int (f (О))= 0]:::} [В n f (О)= О]}== 
== (f открыто в В). 

I) Эта теорема отвечает на вопрос, поставленный М. Брауном. 
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Аналогично, согласно I (3), (6), § 17, II ( 4) и § 13, XIV (13). 
имеем 

(/-
1 полунепрерывно сверху в В)= 

={[в Е F- 1 (2°)] ~[в Е Int (F- 1 (2°) )]} = 
-{[в Е 2'Y-t (КJ] ~[в Е Int (2'Y-t (KJ)]} = 
={[в Е 2""-t (KJI ~[в Е 2rnt (Y'-t (KJ J]} = 
=\[В n /(К)=О] ~[В П /(К)= О])= 
= (/ замкнуто в В). 

Теорема 6. Пусть .% есть (}\-пространство, и пусть 
.множество F(y) для каждой точки уЕ:У представляет собой 
одноэлементное .множество: F(y)= \f(y)), где f: :У-~,%. Тогда 
из полунепрерывности функции F в точке у0 (либо сверху, 

либо снизу) выте1шет непрерывность этой функции в точке у0 • 

Действительно, в этом случае SF (В)=(! (В)), и условия, сфор
мулированные в теоремах 2 и 3, превращаются в обычные условия 

непрерывности Коши и Гейне. 

Легко доказать следующую теорему. 

Теорема 7. Пустьf: z.-;yиF::y.-2x.Пycmьf(z0)=ya. 
Если отображение f непрерывно в точке z 0 , а отображение F 
полунепрерывно сверху (соответственно снизу) в точке Уа· 

то l<о.мпозиция H=Fof полунепрерывна сверху (соответ
ственно снизу) в точке Za. 

Эту теорему также можно вывести непосредственно из замечания, 

сделанного в п. I/, а именно из того, что полунепрерывное сверху 

(снизу) отображение непрерывно относительно х-топологии (Л-то

пологии). 

IV. Объединение полунепрерывных отображений. 

Т е орем а 1. Об'Ьединение двух функций, полунепрерывных 
сверху в точке Уа• полунепрерывно сверху в точке у0 . 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть F j : ;у.- 2х -·отображение, полу
непрерывное сверху в точке Уа при j=-=0, 1. Положим F=FaUF 1• 

Пусть множество О открыто в пространстве .% и у0 Е F- 1 (2°). Мы 
должны показать (см. 1 (3)), что YaEiпt[F- 1 (2°)]. В силу фор
мулы § 17, Iil (ii), мь1 имеем 

(1) F- 1 (2°) = F(f 1 (2°) n Fl 1 (2°). 

следовательно, Уа Е Fj 1 (2°). Так как функции F j полунепрерывны 

сверху в точке Уа· то YaEint[Fj 1 (2°)]. Поэтому (согласно § 6, 
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II (1) и (1)) 

Уо Е Int [Fo 1 (2°)] n Int [FI-I (2°)] = 

= Int [Ро 1 (2°) n F1 1 (2°)1 = Int ( F- 1 (2°)]. 

Т е орем а 2. Об'Оединение двух функций, полунепрерывных 
снизу в точке у0 , полунепрерывно снизу в точке у0• 

Более общо, если каждая функция F 1, t Е Т (.множество Т 
произвольно), полунепрерывна снизу в точке у0 , то и функция 

Р = U F1 полунепрерывна снизу в точке у0 . 
t 

Доказательство. ПустьК=Кс%иу0 ЕF 1 (2к). Покажем 
(см. I (4)), что у0 ЕF-

1 (2к). В силу формулы§ 17, Ш (iii), мы имеем 

(2) р-1 (2К) = n Р'/1 (2К), 
1 

поэтому 

р-1 (2К) = n F/1 (2K)cn р,-1 (2!(). 
t t 

Следовательно, для каждого t Е Т имеем у0 Е F/ 1 (2к). Так как 
функция F1 полунепрерьшна снизу D точке у0 , то, n силу 1 ( 4 ), 
отсюда следует, что У о Е F/ 1 (2!(). Таким обрааом, У о Е n Fl 1 (2!() = 

1 

= р-1(2к). 

3 а м е ч а н и е 1. Вторая часть теоремы 2 не верна для функций, 
полунепрерывных сверху, например, если F n (у)= (уп), О< у< 1. 

3 а меч а н и е 2. Теоремы 1 и 2 приводят к следующему обоб
щению теоремы 4 из § 17, III: обыдинение двух функций, непре
рывных в точке у0 , есть функция, непрерывная в точке у0 . 

V. Пересечение полунепрерывных отображений. 

3 а меч а н и е. В связи с формулой § 3, V (3) заметим, что для 
функции F = F0 n F 1 имеет место формула 

(1) (Fo 1(2°)UF1 1 (2°))cF- 1 (2°). 
где знак с нельзя заменить знаком =. 

Однако верна следующая 

Лемма. Пусть nространство% нормально, F1 :"!f-2x, 
j =О, 1, F = F0 n F 1 и .множество О открыто в простран
стве fC. Тогда 

(2) F- 1 (2°) = U Fo 1 (2и') n F1 1 (2и'). 
и,, и, 

где .множества U0 и И1 открыты и U0 n И1 =О. 
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Доказательство. 1) Пусть уЕF- 1 (2°),т. е. [F0 (y)ПF 1 (y)]c0. 
Тогда множества [F0 (y)- О] и [F 1 (у)- О] замкнуты и не пере
секаются. Так как пространство .ct~ нормально, существуют откры

тые множества V 0 и V 1, такие, что 

Положим Иi=ViUO. Тогда множества Ui открыты, И0 ПИ1 =0 
1 ( и.) 

и Fi(y)cUi, т. е. yEF} 2 1 . 

Таким образом, точка у принадлежит правой части равенства (2). 
2) Обратно, предположим, что точка у принадлежит правой части 

равенства (2). Тогда Fj(y)cUi, и поэтому F(у)сИ0 П И1 . Так как 

И а n ul =о. отсюда следует, что у Е р- 1 (2°). о 
Теорема 1. Если пространство .я:: нор;.юльно, то пере

сечение F=F0 ПF1 двух функций, полунепрерывных сверху 
в точке у0 , есть функция. полунепрерывная сверху в точке у0 . 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть О·- открытое множество в про

странстве § и Уо Е F- 1 
(2°). Покажем, что Уо Е Int [F- 1 

(2°}\. 
В силу р:з.венства (2), существуют два открытых множества U0 

и И1 , таких что y0 EF~
1 (2uo)nF; 1 (2u') и И0 ПИ1 =0. Так как 

функции Fi полунепрерывны сверху в точке у0 , отсюда следует, что 

Последнее множество является открытым подмножеством множества 

р- 1 (2°) (согласно равенству (2) ), поэтому у0 является внутренней 
точкой множества р- 1 (2°). 

Следствие 1а. Если пространство fC нормально, то пере
сечение К n L является полунепрерывным сверху отоб раженаем 
пространства 2х Х 2х в пространство 2х. 

С л е д с т в и е 1 б. Пусть § есть J' 1 -пространство. Тогда сле
дующие условия эквивалентны (см. § 17, V, следствие): 

(i) § нормально, 

(ii) К n L есть полун-епрерывное сверху отображение прост
ранства 2х Х 2х в пространство 1х. 

3 а м е ч а н и е 1. Следствие 1 а вытекает также непосредственно из 
теоремы 1, § 17, V, согласно которой множество Е(КПLПА=О) 

K,L 

открыто, каково бы ни было замкнутое множество А. 
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3 а меч а н и е 2. Как указано в замечании 2, § 17, 111, пересече
ние К П L может и не быть непрерывным. Однако имеют место сле
дующие два утверждения. 

Т е орем а 2. Пусть отображение F: ';У~ 2х полунепрерывно 
сверху в точке у0 , и пусть К0 с.,Я:-фиксированное замкнутое 
.чножество. Тогда отображение L =КоП F полунепрерывно 
сверху в точке у0 (каково бы ни было топологическое про

странство ,Я:). 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть множество О открыто в простран
стве .z: и L(y0)c.O. Тогда F(y0)c.[OU(%--K0)]. Так как отобра
жение F полунепрерывно сверху в точке у0 , существует открытое 
множество Н с ';У, содержащее у0 • такое, что F (у)с. [0 U (% -- К0)] 
для каждой точки уЕН. Отсюда следует, что [К0 ПF(у)]с.О, т. е. 
L (у)с. О для у Е Н. В силу теоремы 3, п. III, отображение L полу
непрерывно сверху в точке у0 . 

Теорема 3. Пусть отображениеF:';У~2хполунепрерывно 
снизу в точке у0 , и пусть К0 с..Я:- фиксированное открыто
замкнутое множество. Тогда отображение L =Коn F полу
непрерывно снизу в точке у0 . 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть В с. ';У и у0 Е В. Мы должны показать 
(ер. с теоремой 2, п. 111), что L (y0)c8L(B), т. е. что !КоП F (Yn)Jc. 
с. Коn SF (В). Так как отображение F полунепрерывно снизу 

в точке у0 , мы имеем F (y0)c.8F (В). Следовательно, 

!Коn F (Yo)Jc. !Коn SF (В)] с. Коn SF (В), 

поскольку множество К0 открыто. 

3 а меч а н и е 1). Для компактного (бикомпактноrо) пространства .Я: 
теорему 1 можно распространить на пересечение П F1, r де Т -про

tЕ т 

извольное множество индексов. 

Предположение о компактности пространства ~Z: существенно; 

справедливо следующее утверждение, аналогичное следствию 1 б. 
Для того чтобы топологическое (]\-пространство .Я: было 

компактным, необходимо и достаточно, чтобы для каждого 
множества т пересечение n к, было полунепрерывным сверху 

tE т 
отоб раженаем произведения П 2xt, где Zt =.я;, в прос т ран

t€Т 

1) См. Энгелькинг [3]. 
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VI. Разность полунепрерывных отображений. 

Лемма. Пусть %-регулярное пространство, Fj:':!l~2x, 
F = F 0 - F 1 и .множество К за.мuнуто в пространстве .я;. 

Тогда 

(1) p-1(2к)=П{':Y-fFI1(2o)- Ро1(2й)]}, 
о 

где .множество О отuрыто и Кс.О. 
Это эквивалентно утверждению: 

(2) ':!/--- p-l (2к) = U [F!1 (2°)- Fo 1 (2°)]. 
о 

Д о к аз а т е ль с т в о. 1) Пусть у Е':!/- F- 1 (2к), т. е. 
F0 (y)- F1 (у) cf. К. Так как множество К замкнуто, отсюда следует, 
что F 0 (y)-F 1(y)cj:.K. Следовательно, существует точка xEF0 (y), 
такая, что х ~[К U F 1 (у)]. Так как пространство % регулярно, 
существует открытое множество О, такое, что [К U F 1 (у)] с. О их~ О, 

поэтому F0 (y)- О =1= О. 
Таким образом, 

(3) 

2) Обратно, если соотношение (3) верно, то F 1 (у)сО и F 0 (y)cj:.O. 
Следовательно, F 0 (у)- F 1 (у) cf. О, и поэтому F (у) cf. О. Таким 
образом, F (у) cf. К. т. е. у Е':!/- p-l (2к). 

Теорема. Пусть пространство% регулярно. Если ото· 
бражение F0 полунепрерывно снизу в точке у0 , а отобра.же
ние F1 полунепрерывно сверху в точке у0 , то отоб раженuе 

F=F0 -F1 полунепрерывно снизу в точuе у0. 

Д о к аз а т е ль с т н о. Пусть множество К замкнуто в Qростран· 

стве v?: и Уо Е F- 1 (2к). Покажем, что Уо Е F- 1 (2к). Согласно ( 1 ), 
мы имеем 

Уо Е П [':!!- Fl
1 (2°)] U Fo1 (2°)с П {':!!- Fl 1 (2°) U F01 (2°]. 

о~к о~к 

Следовательно, для I<аждого о~к мы имеем 

откуда, в силу полунепрерывности, 

Уо~Р~- 1 (2°) и YoEFa 1(2°). 
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т. е. 

Уо Е П (;у- F1 1 (2°)] U F0
1 (20). 

а~к 

В соответствии с формулой (1) это завершает доказательство. 

Следствие. Если .cz; есть J' 1 -пространство, то отобра---- х х х 
жение К- L пространства 2 Х 2 в пространство 2 полу-
непрерывно снизу тогда и только тогда, когда д: регулярно. 

Достаточность условия регулярности следует из предыдущей 

теоремы. Его необходимость вытекает из следствия,§ 17, IV. А 
именно, если пространство .%' нерегулярно, то множество 

Е (К- L =О)= Е (К - L =О) 
К, L K,L 

незамкнуто. Следовательно, отображение К- L не является полу
непрерывным снизу. 

3 а меч а н и е 1. Отображение К--- L может и не быть непре
рывным (даже в случае К = &;'). 

Например, если .Я: представляет собой замкнутый интервал [0, 1] 
и Lп-интервал [1jп, 1], то я::-Lп есть интервал [0, 1/п] и Lim Lп=.Я: 
(ер. § 29, VI), следовательно, множество .Я:- Lim Ln пусто, в то 

время как множество Lim vCZ:- Ln непусто (оно состоит из точки 0). 

§ 19. Пространство разбиения. Фактортоnология 

1. Оnределение. Пусть D -- семейство замкнутых непустых и не
пересекающихся подмножеств пространства .я;, объединение которых 

представляет собой все пространство .С.С: 

(1) Dc:.2x и &:=8(D). 

Семейство D называется разбиение.м пространства .я;. Топология 
в D определяется следующим образом: 

(2) .иножество А с:. D от!< рыто (в D) тогда и только тогда, 
когда множество S (А) открыто (в &;'). 

Эквивалентно: 

(3) множество А с:. D замкну то тогда и только тогда, когда 
множество S (А) замкнуто. 

Таким образом, если .Я:- топологическое пространство, то и 
D- то пол агическое пространство (J'1 -пространство ). 

Рассмотрим отношение эквивалентности р, индуцированное раз
биением D, т. е. 

хру :=: (.х и у принадлежат одному и тому же элементу семейства D). 
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Тог да D = ,Я;jр. Ввиду этого соотношения определенная выше топ о
. логия в D называется фактор топологией 1). 

11. Проекции. Связь с взаимно непрерывными отображениями. 
Пусть дано разбиение D пространства .я;. Обозначим через Р (х) 
элемент разбиения D, содержащий точку х: 

(1) (D = Р(х)) =:(х Е D Е D). 

Отображение Р: .Я:- D называется проекцией. Очевидно, что 
для D Е D и Ас% имеют место следующие соотношения: 

(2) со nА =F О)== (D ЕР (A)I == !D с SP (A)J; 
-1 

P(D) = D; (3) 

(4) р- 1 (А)=8(А) для AcD. 

В силу I (2) и I (3), отсюда следует 

Теорема 1. Множество Р- 1 (А) открыто (соответственно 
замкнуто) тогда и только тогда, когда множество А от
крыто (соответственно замкнуто). 

Иными словами (см. § 13, XV), отображение Р взаимно не
прерывно. 

Справедливо обратное утверждение: 

Т е орем а 2. Пусть задано взаимно непрерывное отоо ра
жение f: я:-и:у. Обознач.иJ.t ч.ерез D (индуцированное) разбиение 

-1 
простране тв а % на множеств а f (у), где у Е'[~}. Тогда 

'[~} top D, 
-1 

где f- требуемый гамеома рфизм . 
.я:_!-->'[~} 

"" 1-1 р" f 

~D 
Д о к аз а т е ль с т в о. Очевидно, что приведенная диаграмма 

-1 

коммутативна, т. е. Р (х) = f f (х). 
Так как отображения Р и f взаимно непрерывны, то и ото

-! 
бражение f взаимно непрерывно (в силу теоремы 3, § 13, XV). 

-1 

Из теоремы 2, § 13, XV, тогда следует, что f- гамеаморфизм 
-1 

(так как очевидно, что отображение f взаимно однозначно). 

1) См. Келли [1], стр. 94; Бурбаки [3], § 5 и [1], § 3, п. 4. 

13 Топология, т. { 
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3 а меч а н и е. Предыдущую теорему можно сформулировать 

следующим образом: 
Факта ртапологи я, индуцированная взаамно непрерывным 

отображениел f: ~?:~У. определена единственньt.!t образо.!t 
с точностью до го.~tео.ltорфазма, а и.ненно 

(. 'i '/Р) top ::У • 
где 

х 1рх2 = (j (х 1 ) = j (х2) ). 

Таким образом, изучение фактортопологии можно свести к изу

чению взаимно непрерьшных отображений. 

В частности, можно следующим образом ввести понятие полу

непрерывного разбиения (которое довольно часто используется 1) ). 

Пусть f : v?: ~::У-- взаимно непрерывное отображение на. Обо
значим через D индуцированное разбиение пространства .я; на 

-1 
множества f(y), где уЕ::У. В силу теоремы 2, разбиение D можно 
отождествить с пространстnом ::У, а отображение f- с отображе
нием Р (проекцией пространства .Я: в D). 

Определен и е. Разбиение D прхтранства .z· называется 
полунепрерывным снизу (сверху) тогда и только тогда, когда 

проекция Р : v?: ~ D янляется отЕрытым (замкнутыы) отображением. 
Более общим образо'vt: элемент D разбиения D называется эле

яентом полунепрерывности снизу (сверху) разбиения D тогда 
и только тог да, ко г да проекция Р является открытым (замкнутым) 
отображением на множестве D. 

Разбиение D называется непрерывным, если оно полунепрерывно 
и сверху, и снизу. 

Так как для множества А с .z· 
Р с А) = Е с D n А =1= о) и Р - 1 Р с А) = SP с А), 

DED 

то из определения открытых (замкнутых) отображений (см. § 13, XIII) 
вытекает следующая 

Т е орем а 3. (Разб аение D полунепрерывно снизу (сверху))= 
::===(для ~<аждого от~< рытого (залtкнутого) множества А с: .я;: 
объединение всех множеств D Е D, пересекающихся с А, пред
ставляет собой от~< рытое (за.!tюtутое) ;.тожество) :==:=(для 
каждого заш<нутоzо (опи<рытоzо) .иножества В с .я;: объедине
ние всех J.tножеста D Е D, содержащихся в В, представляет 
собой замкнутое (оm~<рытое) множество). 

Теорема 4. Разбиение D полунепрерывно сверху в D тогда 
и толь1<о тогда, ~<огда для ~<аждого от~<рьtтого множества 

1) См. Мур Р. [1], стр. 350, Александров [8], стр. 997, и [8а], стр. 555, 
Куратонекий [11}, стр. 169, и Уайберн [31, гл. VII. 
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О=:> D существует открытое лtножество 
D с: И с: О и множество И есть объединение 
ментов разбиения D 1). 

И, такое, что 
не которых эле-

Теорема 5. Если D-полунепрерывное сверху разбиение 
нор.чального пространства я::. то фа!<mортопология разбие
ния D fto р.чальна. 

Следовательно, отношение р, индуцированное разбиением D, 
замкнуто. 

Это вытекает из теоремы 2, § 14, II, и теоремы 3, § 15, IV. 

Теорема 6. Если D--полунепрерывное снизу разбиение, 
и индуцированное илt отношение р зп.ltlmymo, то фщ<тор
топология разбиения D ха ус до рфова. 

Это следует из теоремы 4, § 15, IV. 

Т е орем а 7. Раабиение D произведения я: Х 'У на мно
жества [xj Х ':!/, где xE."t', полунепрерывно снизу и Dtop!:l,'. 

Это следует из того, что отображение f : я; Х 'У~!:{,', заданное 
формулой f (х, у)= х, открыто (см. § 15, II, теорема 1). 

Ш. Примеры и замечания. 
Пр и ы ер 1. Разбиение D плоскости \\ 2 на вертикальные линии не 

является полунепрерывным сверху, так как объединение вертикалей, пере
еекающих гиперболу у= 1jx, не замкнуто. Заметим, что здесь отношение р 
замкнуто и су=~. 

top 

Пр и ы ер 2. Пусть пространство v"t' состоит из точек 1/n, n = 1, 2, ... , 
и точки О, и пусть D имеет в качестве элементов пару (0, 1) и одноэлемент
ные множества (1/n), где n > 1. 

Разбиение D полунепрерывно сверху, но не является полунепрерывным 
снизу. Здесь D = !:[,'. 

top 
Пр и мер 3. Пространство v"t' состоит из точек 1/n и 1 - 1(n для 

n :;;;:,- 1. Элементами D являются двухэлементные множества (1(n, 1- 1jn) 
при n > 2 и одноэлементные множества (0), (1/ 2) и (1). 

Такое разбиение D полунепрерывно снизу, но не полунепрерывно 
сверху. Оно гомеоморфно пространству, состоящему из бесконечной после
довательности точек р0 , Р1> ••• , где каждое бесконечное замкнутое мно
жество содержит и точку р0 , и точку р 1 • 

Это пространство не является хаусдорфовым (следовательно, отноше
ние р не замкнуто). 

З а м е ч а н и е. Отображение F: :f ~ 2х может быть непрерывным и 
таким, ЧТО % = u F (t) и F (t) n F (t') =О, но тем не ыенее разбиение D 

tlJ' 
пространства !:{,' на множества F (t) не будет полунепрерывным. 

Так будет, например, когда J'- счетное дискретное пространство, а 
D- счетное не полунепрерывное разбиение пространства % (см. примеры 
2 и 3). 

1) Это условие принимают иногда за определение. См., например, 
Келли [ 1 ], стр. 99, и Уайберн [3]. 

13* 
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Однако если пространство J'- комиакт и отображение F полунепре
рывно сверху, то разбиение D полунепрерывно сверху (см. т. 11, r л. 4). 

IV. Связь фактортоnолоrии с эксnоненциальной тополоrией. 
Вообще говоря, фактортопология разбиения D отличается от экспо
ненциальной топологии (если разбиение D рассматривать как под-

множество пространства 2х). Это видно из примера 2, п. 111. 
Очевидно, что разбиение D с фактортопологией гамеаморфно 

пространству ,Z, в то время как в экспоненциальной топологии оно 

дискретно. Если Р имеет тот же смысл, что и в предыдущем пункте, 
1 

то Р представляет собой тождественное отображение: 
1 

Р: D n 2.х ~D. 
где D имеет фактортопологию, а D n 2.х- экспоненциальную топо-
логию. 1 

В предыдущем примере отображение Р не является гомеомор
физмом. Тем не менее имеет место следующая 

Теорема 1. Фактортопология разбиения D слабее, чем 
1 

экспоненциальная топJлогия, т. е. отображение Р непрерывно. 

Иначе говоря, если Е с: D и .множество S(E) открыто в про
странстве%, то .множество Е открыто относительно D 
в экспоненциальной топологии. 

Это следует ИЗ формулы Е= D n 2 8 (Е). 

Т е орем а 2. (Разбиение D полунепрерывно снизу (сверху))== 
-1 == [тождественное о т об ражение Р полунеп ре рыв но снизу 

(сверху)). 
Более точно: [элемент D разбиения D является элементом 

полунепрерывности снизу (сверху) разбиения D) == [ото6 раже
-1 

ние Р полунепрерывно снизу (сверху) в D). 

Это следует из теоремы 5, § 18, III, если заменить отображение f 
отображением Р, а пространство 'У- разбиением D с фактортопо
логией. 

Отсюда вытекает 
-1 

Следствие. {Разбиение D непрерывно)=={отображение Р 
неп ре рыв но, следовательно, представляет собой го.мео.мо р
физм) == (фактортопология разбиения D тождественна его 
экспоненциальной топологии). 

Элемент D разбиения D является элементом непрерыв
-1 

ности тогда и только тогда, когда отображение Р непре
рывно в D. 



ГЛАВА 2 
МЕТРИЧЕСКИЕ 

ПРОСТРАНСТВА 

А. СВЯЗЬ С ТОПОЛОГИЧЕСКИМИ ПРОСТРАНСТВАМИ . 
.2"*-ПРОСТР АНСТВА 

§ 20 • ..?*-пространства (в которых определено понятие предела) 

1. Определение. Произвольное множество называется .2"*-про
странстволt, если в нем выделен некоторый класс последователь

ностей (называемых сходящимися), причем каждой последователь

ности р1 , р2 , ••. , Pn• . . . этого класса поставлен в соответствие 

некоторый элемент р = Jim Pn таким образом, что выполняются 
1!--'?СО 

следующие условия 1): 

1 о если Jim Pn = р и k 1 < k2 < ... , то lim Pk = р; 
ll--'?00 ll--'?00 1! 

2° если Pn = р для каждого п, то lim Pn = р; 
n -7- оо 

3° если последовательность р 1 , р2 , ••• не сходится к р, то 
она содержит подпоследовательность 2) pk, pk, ... , никакая 

t 2 

подпоследовательность которой не сходится к р. 
Легко доказать следующие два утверждения: 

Т е орем а 1. Ни сходимость, ни предел последователь
ности не зависят от п первых членов этой последователь
ности, т. е. если добавить, опустить или заменить конечное число 

членов, то сходимость последовательности и значение ее предела не 

изменятся. 

Т е орем а 2. Пусть заданы две последовательности, 
такие, что Jim Pn = р = lim q"; тогда последовательность 

ll--'?00 ll--'?00 

Pt• q1, р2 , q2, ••• сходится к р. 

Теорема 3. Пусть !im Рп=р, и пусть последователь
n-'?со 

ность fqп} состоит из алементов последовательности !Рп}• 

1) Абстрактные пространства, в которых понятие предела играет роль 
исходного понятия, были введены Фреше в его диссертации (Paris, 1906); 
см. также Фреше [1]. По поводу условия зо см. Александров и Урысон [1], 
стр. 1274, и Урысон [7], где ..?*-пространства обозначаются через .2"t· 

2) Pk , pk , . . . есть подпоследовательность последовательности 
1 2 

Р1• Р<• ••. , если k1 < k2 < .. , . 
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каждый из которых по в то ре н не более конечного числа раз; 
тогда последовательность {q11 j также сходится к р. 

Д о к аз а т е ль с т в о. По предположению, каждому целому поло

жительному чис.~у т можно поставить в соответствие такое число r111 , 

что р, = q"" причем для фиксированного числа n равенство n = r 111 т 

имеет место только для конечного числа значений т. Если пред-

положить, что последовательность { q т J не сходится к р, то тог да, 
согласно 3°, существует последовательность индексов k 1 < k2 < ... , 
такая, что последовательность qk,' qk,' ... не содержит никакой под-

последовательности, сходящейся к р. Так как никакой член после

довательности rk,. rk,• . . . не повторяется бесконечное число раз, 
существует такая последовательность индексов l 1 < l2 < ... , что 
Гkz < Гkz < .... Положим S11 = r 1, ; последовательность р , р , ... 

1 2 ln St s2 

является подпоследовательностью последовательности { p 11 J, поэтому 
р = lim р s = lim qk1 • ибо Psn = qkz . Но последовательность 

n~oo n n~ro n r. 

q k , qk • • • • является подпоследовательностью последовательности 
z, z, 

qk,' qk; ... , и мы приходим к противоречию. 

Мы отмечаем звездочкой рассматриваемые здесь пространства в отличие 
от ..?-пространств М. Фреше, которые подчиняются только условиям 1 о и 2°. 
Эти два условия не дают удовлетворительной характеристики понятия пре
дела: например, множество, состоящее из двух элементов а и Ь с един
ственными сходящимиен последовательностями а, а, а, . . . и Ь, Ь, Ь, .•• 
(последовательность а, Ь, Ь, Ь, . • • расходится!) есть •..?-пространство. 
См. также п. II, III и Фреше [5], стр. 169. 

Пр и меры. Пространство ~ действительных чисел (так же как и ~11) 
является 2*-пространством при обычном определении предела. То же самое 
верно для пространства действительных функций, определенных на произ
вольном множестве, если положить 

(1) [ lim 111 = 1] == Л [ Iim 1 n (х) = 1 (х)] . 
n~ro х n~ro 

11. Связь с топологическими пространствами. Замыкание Х 
подмножества Х векоторого ..?*-пространства определяется усло-

вием: рЕ Х тогда и только тогда, когда р яв·ляется пределом 
последовательности элементов подмножества Х. Таким образом, если 

Х = Х, то мы называем множество Х за.мкнуты.м, а множество 
(-Х) открытым. 

Т е орем а 1. Каждое ..?*-пространство удовлетворяет 
аксио.ма.м 1-3 и 5, § 4, 1. 

Более точно из условия 1 о следует аксио.ма 1. а из усло
вия 2°-- аксио.мы 2 и 5 (см. рассуждения, приведеиные в ~ 4, 11). 
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3 а м е ч а н и е . .2'*-пространство может не быть топологическим. 
Таким является пространство действительных функuий, рассмо

тренное в § 4, V 1). 

Теорема 2. Пусть Х-.l.tножество эле.1r~ентов произволь
ной подпоследовательности pk, pk, . . . последовательности 

1 2 

р 1 , ••• , Pn• .... Для того чтобы р = lim Рп• необходимо и доста-

точно, чтобы для любой подпоследовательности рЕ Х. 

Доказательство. Если p=limpn, то, в силу 1°, рЕХ. 

Обратно, если данная последовательность не сходится к р, то, 

согласно 3°, она содержит подпоследовательность pk, pk, ... , никакая 
1 2 

подпоследовательность которой не сходится к р. Более того, можно 

предположить, что последовательность {Рkп} не содержит элемента р, 

ибо, в силу 2', он не может повторяться в ней более конечного 
числа раз, а в этом случае ее можно заменить подпоследователь

ностью, которая не содержит р. Итак, никакая последовательность 

(различных или совпадающих) элементов х 1 , х2 , ••• множества Х 

не сходится к р, поскольку в случае. ко г да эта последовательность 

содержит бесконечное множество различных элементов, она содержит 

подпоследовательность последовательности pk
1

, Pk,' ... , т. е. после

довательность, не сходящуюся к р. В случае же, когда последова

тельность х 1 , х2 , ••• имеет конечное число различных членов, суще

ствует один член, повторяющийся бесконечное число раз; так как 

этот член отличен от р, то последовательность не может сходиться 

к р. Таким образом, в любом случае р ~ Х. 

Т е орем а 3. Пусть задано хаусдорфово пространстео 
с лакальна счетной базой в каждой точке р. Тогда .можно, 
не из.меняя его топологии, в вес т и в не"и по н я тие предела 
последовательности точек и тем самым наделить его 

2*-струl<турой. 

А именно будем считать, что р = iim Pn тогда и тольi<о тогда, 
n-);ooo 

когда для каждой окрестности И точки р существует такое k, 
что р n Е И для всех п > k. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Никакая последовате,1ьность не может иметь 

дВух различных пределов р и q, так как точi<и р и q имеют непере
секающиеся окрестности И и V. Условия 1 о и 2° очевидны. Про
верим условие 3°. Предположим, что последовательность р 1 , р2 , ••• 

1) Условия, необходимые и достаточные для того, чтобы J' 1 -простран
ство было ..2"*-пространством, даны Урысоном [7]. В связи с аналогичными 
nопросами см. также Антоновский [1 *]. 
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не сходится в точке р. Это означает, что существуют окрестность И 

точки р и подпоследовательность pk
1

' Pk,' ... , лежащая вне окрест
ности И. Поэтому никакая подпоследовательность этой последователь

ности не сходится к точке р. 

Пусть теперь рЕ А (в заданной топологии рассматриваемого. про

странства). Мы должны показать, что р = lim Рп• где Pn Е А. Пусть 
U 1, U2, ••• -локальная база в точке р. Так как множество 

U1 П U2 П .. , П Un ЯВЛЯеТСЯ ОКреСТНОСТЬЮ ТОЧКИ р, ОНО СОдерЖИТ 
некоторую точку Pn множества А, т. е. Pn Е(А n и] n ... n Ип)· 
Пусть теперь И - произвольпая окрестность точки р. Тогда суще

ствует такое по. что И по с И. Следовательно, при п > п0 имеем 
РпЕИIПИ2 П ... ПИпс.Ип,с.И и p=limpn. 

n~oo 

Обратно, если р = lim Рп• где Pn Е А, и если И-- некоторая 
n~co 

окрестность точки р, то для достаточно б~льших п имеем Pn Е И, 
и поэтому и nА =!= О. Следовательно, рЕ А. 

Отсюда следует, что все теоремы о .,.2"*-пространствах справед
ливы для хаусдорфовых пространста с локально счетной базой. 

111. Понятие непрерывности. 

Определение. Пусть J:.z~:z;. где .z и :У являются 
.2"*-пространствами. Отображение f непрерывно в точке х, если 

(1) [х = lim Хп]::::} [! (х) = lim f (хп)]. 
n~oo n~oo 

Т е орем а. 
то данное выше 
(см. § 13, 1): 

(2) 

Если замыкание определено, как в п. 11, 
определение (Гейне) эквивалентно следующему 

[х Е AJ::::} U (х) Е ! (A)J. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Пусть имеет место импликация (1 ), 
и пусть х Е .4. Тогда существует последовательность х1 , х2 , ••• , 

такая, что х = lim Xn и Xn Е А. Поэтому, согласно (1), f (х) = lim f (хп)• 
n~co n~co 

и так как f(xп)Ef(A), то f(x)Ef(A). Итак, импликация (2) 
выполняется. 

2) Предположим теперь, что имеет место импликация (2). Пусть 

х = lim Xn, и пусть А- множество элементов произвольной под-
п~со 

последовательности Xk
1

, Xk,• • • • • Согласно теореме 2, п. 11, х Е А. 
Следовательно, в силу (2), f (х) Е f (А). Так как f (xk), f (xk,). 
произвольпая подпоследовательность последовательности f (х 1), 
f (х2), ••• , то f (х) = lim f (хп)· Итак, импликация (1) имеет место. 

Л-)ооо 
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Отсюда легко получить такое 
С л е д с т в и е. О т об ражение f являете я гомеомо рфиз.м,о.м, 

тогда и только тогда, когда 

(3) 

3 а м е ч а н и е. Предположение о том, что пространство значений 
является .Я*-пространством, существенно. В самом деле, если оно является 
,.2'-пространством, но не является Я'-пространством, то оно содержит 
последовательность у0 , у 1 , ••• , не сходящуюся к точке у0 , хотя каждая 

ее подпоследовательность содержит подпоследовательность, сходящуюся 

к точке у0 . Положим j (О)= Уо и f (ljп) = Уп· Функция f непрерывна 
в смысле § 13, 1, но не удовлетворяет условию Гейне. 

Вообще, если области определения и значений являются .Я-простран
ствами, но не обязательно .Я*-пространствами, то непрерывность функции j 
(в смысле§ 13, 1) эквивалентна следующему условию: если х = liш Х11 , то суще

п~::л 

ствует подпоследовательность xk, xk , ... , такал, •tто f (x)=liш f ( xk ) . 
1 2 n~oo n 

IV. Прямое произведение .Я*-пространств. Пусть я; и~- два 
.Я* -пространства. Наделим множество я:: Х ~ структурой .Я* -про
странства, считая, что последовательность точек 311 = (х 11 , у 11 ) схо
дится к точке 3 = (х, у), если lirn х" = х и lirn Уп =у. 

n~co n~._X) 

Вообще, пусть %1' .я;2 , ••• -бесконечная последовательность 

.5?*-пространств; будем считать, что последовательность 311 =(3~· &~ •.. ·) 
сходится (в пространстве .я; 1 Х .я;2 Х ... ) к последовательности 

5=(31 , 52, ••• ), если для каждого i имеем lirn 3~ = 3i, т. е. если i-й 
n~co 

член последовательности 3п стремится к i-му члену последователь-

ности 3· Запишем это так: 

(1) 
( lirn 311 = 3). =:Л ( liш 3~ = {). 
n~co t n~oo 

Пусть 1- функция, ставящая в соответствие каждой точке t веко
торого множества Т точку 3 прямого произведения ,q:1 '( % 2 Х 

(или, в частности, произведения .Я: Х ~). Положим 

g; (t) = [/ (t)]; (l-я координата точки 3 = f (t) ). 

Теорема 1. Для того чтобы фун1<ция 1 была непрерывна 
в точке t пространства Т, необходимо и достаточно, чтобы 
каждая из функций g;. l = 1, 2, ... , была непрерывна в этой 

точке. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Если последовательность t1, t2 , схо-
дится к точке t, то 

(2) [! (t) = lim f (t 11)] =Л [U (t) )1 = lim (/ (t 11));] • 
n~oo L n~oo 

Теорема 2. l-я координата 3; точки 5 прямого произве
i)енця явJ~яется непрерывной функцией точки ~· 



202 Г л. 2. Метрические пространства 

Другими словами, проекция на i-ю ось есть непрерывное 

отображение. 

Доказательство. В силу (1), из соотношения lim ~n=~ сле
п~со 

дует, что lim ~~ = ~i. 
n~oo 

Теорема 3. Если отображение f:.%->'&' непрерывно, 
то его график :j =Е (у= f (х)) представляет собой зaNJ(Hy-

x, у 
тое .множество, го.мео.морфное пространству я;. 

Доказательство. Если !im(xп, f(хп))=(х, у), то !imxn=X 
n~·:::o n~co 

и !imj(xп)=y. Из первого равенства следует, что !imf(xп)=f(x) 
n~co n~oo 

(ввиду непрерывности отображения f). Поэтому у= f (х) и (х, у) Е :J, 
откуда :§' = :J. 

Фунrщия, ставящая в соответствие точке х точку (х, f (х) ), 
определяет гомеоморфизи пространства !С на множество :J, ибо из 
услоrзия !imxn=x следует, что !im(xп, f(хп))=(х, f(x)); обратно, 

n-.::,.VJ n~co 

из последнего условия следует, что lim xn = х. 
n~co 

Т е орем а 4. /{онечное ала счетное произведение сепарабель
ных пространств сепарабельно. 

В самом деле, множество Щ, рассмотренное в доказательстве 
теоремы 6, § 16, V, всюду плотно в произведении. 

V. Счетно-компактные .2"* -пространства. 

Оп р е д е л е н и е. .2"*-пространство называется сче тно-ко.м-
пактны.м 1), если любан бесконечная последовательность точек 
р 1 , р2 , • • • этого пространства содержит сходящуюся подпоследо

вательность: 

(1) lim Pk =р, 
n~co n 

где k1 < k2 < .... 
Это определение согласуется с определением, данным для топо

логических пространств в § 5, VII (см. следующее далее замечание 
к теореме 3). 

Пр и меры. 1 о Согласно классической теореме Больцано-Вейерштрасса, 
п-мерный куб gn является счетно-компактным. Вообще, любое замкнутое 
ограниченное подмножество п-мерного евклидона пространства gn счетно
компактно (даже компактно). 

2° Множество порядковых чисел а< Q (с обычным понятием предела, 
принятым в теории порядковых чисел) есть счетно-компактное пространство. 

1) Компактные пространства, определенные в § 5, VII, будут изучаться 
В ГЛ. 4. 
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Легко доказать (используя I, 3°) следующие теоремы: 

Т е орем а О. Пусть пространство счетно-ко.мпактно. Если 
каждая сход ящаяся подпоследов а тельное ть Jtоследова тельное т и 
р 1 , р2 , ••• сходится к точ1<е р, то р = lim Рп· 

Т е орем а 1. Любое за.1tкнутое под.множество F счетно
коАmактного пространства счетно-ко.мпаJ<mно. 

Обратно, счетно-ко.мпаJоnное под.иножесrпво А произволь
наго пространства .Я: есть за.икнутое .множество. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Для доказательства первой части теореыы 

рассмотрим последовательность точек р 1 , р 2 , ••• множества F. Так 

как данное пространство счетно-компактно, эта последователь.ность 

содержит подпоследовательность, удоп.1етворяющую условию (1). Так 
как множество F замкнуто, рЕ F. Следовательно, множество F 
счетно-компактно. 

Предположим теперь, что множество А счетно-компактно, но не 

замкнуто. Следовательно, в множестве А существует последова

тельность точек, сходящаяся к точке р, не принадлежащей А. Тогда 
любая подпоследовательность этой последовательности также схо

дится к точке р. Таким образом, множестnо А не является счетно

компактным. 

Т е орем а 2 (Кантор [4] ). Если F1 => F 2 => .•. -убываю
щая последов а тельное ть непус тых за.мкн у тых под.множес тв 
счетно-КО.1tnактного пространства, то Fl n F2 n ... + о. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Построим бесконечную последовательность 
р1 , р2 , ••• , выбирая по точке р n из каждого множества F n· Так 
как пространство счетно-компактно, эта последовательность содержит 

сходящуюся подпоследовательность, т. е. выполняется формула (1). 
Так как множества Р n замкнуты и все члены последовательности 

Pk,. Pk,• ... , за исключением конечного числа, являются точками 

множества F n• то рЕ F n· Следовательно, рЕ Fl n F2 n .... 
Т е орем а 3 (Борель [1] ). Любое счетное открытое покры

тие сttетно-компактного пространства % содержит конеч
ное подпокрытие. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть 

со 

(2) % = U О п• г де множества Оn открыты (п = 1, 2, ... ). 
n=l 

Покажем, что существует k, такое, что 

k 

(З) %= U оп. 
n=l 
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В самом деле, положим, Pk =.Я:- (01 U ... U Ok). Тогда 
Р 1 ::J Р2 ::J ..•. Допустим, что формула (3) не имеет места ни для 
какого k; тогда имеем Pk =1= О (k = 1, 2, ... ). Отсюда, в силу тео-

СХ) СХ) 

ремы 2, следует, что П Pk =1= О, т. е. U (01 U •.. U Ok) =1= я:. 
k=i k=i 

СХ) 

поэтому U Оп =1= я:. вопреки равенству (2). 
n=i 

3 а меч а н и е. Теорема Бореля была получена из теоремы Кан
тора. Теорему Кантора в свою очередь можно получить из теоремы 
Бореля. Таким образом, эти теоремы эквивалентны (в пространствах, 
удовлетворяющих аксиоме 1, § 4). (См. Сакс [1].) 

Более того, в 2* -пространствах из теоремы Кантора следует 
счетная компактность. Действительно, предположим, что последова

тельность р 1 , р2 • • • • не содержит никакой сходящейся подпосле

довательности. Тогда множество Р1 = (р 1 , р2 , ••• ) замкнуто, так же 

как и все множества Рп =(Рп• Pn+i• ••• ) (п > 1). Но Р1 П Р2 П ... =О, 
и мы получаем противоречие с теоремой Кантора. 

Итак. определение счетной компактности в 2* -пространстве 
эквивалентно определению этого понятия, данному для топологических 

пространств в § 5, VII. 

Т е орем а 4. П ря.мое произведение (конечное или счетное) 
семейства сче тно-ко.мпаJ< тных простране тв ее ть счетно

ко.мпактное пространство. 

В частности, пространство g'~~o счетно-компактно. 
В самом деле, пусть 31• 32 •••• -последовательность точек 

произведения % 1 Х % 2 Х ... , где 3n =(3~· 3~· .. ·)· Так как про
странство % 1 счетно-компактно, существует последовательность 

целых чисел 1 < k1 < k 2 , ... , такая, что последовательность 3~,· 3~2 ... 

сходится; пусть lim 3~ = xl. 
n~co n 

Аналогично, так как пространство % 2 счетно-компактно, суще

ствует последовательность целых чисел 1 < !1 < !2 < ... , такая, что 
последовательность 3~ , ~~ , . . . сходится; пусть lim 5 ~ = х2 • 

lt [, n-+co ln 
Продолжая этот процесс, определим последовательность точек 

xl Е ,Я;р х2 Е &;2• . • • (конечную или бесконечную в зависимости 
от числа пространств ,%1, ,%2 , ••• ). Положим х = (х1, х2, ... ). 
Последовательность 31• 3k,• 3k

1
, •.•• сходится к точке х. В самом 

деле, легко видеть, что 1 < k 1 < k1 < k 1 < ... , поэтому 31. 
1 т, 1 

51 , ... как подпоследовательность последовательности {31 } сходится 
~ n 

к точке х1 , а значит, и последовательность 3~· 51 . 51 , .. ; также 
1 lt 

сходится к точке х1 • Аналогично, 51 , 3~ , есть 
z, lm

1 



§ 20. _5?0-пространства 205 

подпоследовательность последовательности {~~ } , и поэтому последо
Zп 

вательность 5i· 3~, 3~ , 
1 l, 

... сходится к точке х2 • Вообще, последа-

вательность ~?, 3~ , 5~ , . . . сходится к 
1 11 

точке xn . откуда мы 

заключаем, что последовательность 31• ~k 1 , 5k ••.. z, сходится к х. 

Т е орем а 5. Счетная компактность пространства инва
риантна относительно непрерывных отображений. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть f- непрерывное отображение про
странства я; на пространство '&' (предполагается, что оба они являются 
.5?* -пространствами). Пусть у 1 , у 2 , ••• -последовательность точек, 

принадлежащих '[1/, и пусть Yn = f (хп)· Так как пространство Я: 
счетно-компактно, последовательность ( х nl содержит сходящуюся 
подпоследовательность {xk )·такую, что lim xk = р, где k 1<k2, .. .. 

n n-...::,.co n 

Поскольку функuия f непрерывна, из этого равенства следует, что 

Jim f(xk )=f(p), т. е. lim yk =f(p). 
n~oo n n-?co n 

Тем самым доказано, что последовательность (у пJ содержит сходя
щуюся подпоследовательность. 

Теорема 6. Если пространство Я: счетно-компактно и 
отображение f: %---->'&'непрерывно, то f является за.мttнуты.м 
отоб ражение.м. 

Иначе говоря, (F = F) ~ [f (F) = f (F)]. 

Д о к аз а т е ль с т в о. В силу теоремы 1, множество F счетно
компактно, поэтому. согласно теореме 5, множество f (F) также 
счетно-компактно и, следовательно, замкнуто в пространстве '[1/ 

(по теореме 1 ). 
Из теоремы 6 непосредственно вытекает (см. § 13, XIII) 

С л е д с т в и е ба. Всякое взаимно однозначное непрерывное 
отображение сче тно-ко.мпак тного простране тв а являете я 

го.мео.мо рфиз.мо.м. 

Теорему 6 можно усилить следующим образом. 

Т е орем а 7. Пусть пространство '&' счетно-ко.мпаt<тно. 
Тогда проекция f: .%Х '&'---->'&' замкнута. 

Иначе говоря, если .множество Е rp (х, у) замкнуто, то и 
х, у 

.множество Е V qJ (х, у) за;tкнуто. 
х у 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть Хр х2 , ••• - сходящаяся последо
ват~льность точек множества Е V qJ (х, у), и пусть lim xn = х0 • 

х у n-+co 
Тог да в пространстве '&' существует такая последовательность Yl' 
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у2 •.•• , что <р (х п• .)' 11 ). Поскольку пространство ':!/ счетно-компактно, 
эта последовате.1ьность содержит сходящуюся подпоследовательность 

{Уkп}, такую. что lim Уkп = Уо· Так как множестnо Е ер (х, у) 
n-+c:c х, у 

замкнуто и Iirn х k = х0 • то имееы ер (х0 , у 0), поэтому х0 Е Е V <р (х, у). 
n---7co 11 х у 

Следстnие 7а. Пусть пространство ':!/ ко.~tnактно 
и пусть .. нножество Е fp(x, у) открыто, тогда Nножество 

х, у 

Е Л fP (х, у) открыто. 
х у 

С л е д с т в п е 7б. Пусть ':!/--счетное объединение ко.~tnал:т
ных .иножеств. Если .лщожество Е ср(х, у) типа F 0 , то и 

х, у 

.множество Е Vcp(x, у) типа F 0 . Если .иножество Е ср(х, у) 
х у х, у 

типа G6 , то и NНожес т во Е Л ер (х, у) типа G6 . 
х у 

Теорема 8. Пусть пространство ':!! счетн.о-ко.мпактно, 

и пусть f:.:t:-->':!1. Множество Е [y=f(x)] заNкнуто тогда 
х, у 

и только тогда, !со г да о то б ражение f непрерывно. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Очевидно, что сформулированное услоnие 
является достаточным (даже без предположения счетной компактности, 

ер. с теоремой 3, п. IV). 
Чтобы по казать, что оно необходимо, положим lirn х n = х0 и 

fl-7-:xJ 

выберем из последовательности f (х1 ), f (х2), • • • сходящуюся под-

последовательность {f(xkп)}• такую, что nl~l~f(xkп)=Yo· Тогда 

(х0 , у0)= !im (xk, f(xkп)} Так как множество EfY=f(x)] 
n-?·.л n х,у 

замкнуто, оно содержит точку (х0 , у 0). Это означает, что Уо = f (х0). 
В силу теоремы О, !irn f (хп) = f (х0). 

ll-700 

3 а меч а н и е. Различные другие свойства компактных пространств 
будут рассмотрены в гл. 4; для счетно-компактных пространств они 

могут быть легко доRазаны. 

VI. Непрерывная сходимость. Множество 'fl}x как $*-про
странство. 

Определение 1. Пусть fп:&:~':!l. n=1, 2, . После-
довательность fp f 2, • • • называется непрерывно сходящейся 
к функции f (см. Хан [1]. стр. 238), если 

(О) (lirnxn=x)=}(lim fп(X11)=f(x))· 
n-?oo n-+oo 
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Из непрерывной сходимости следует обычная сходим-Qсть. Чтобы 
убедиться в этоы, достаточно в определении непрерывной сходимости 

ПОЛОЖИТЬ Х n = Х. 

3 а м е ч а н и е. Обратное утверждение не имеет места. Так, например 
полагая fп (х)=х" при О< х < 1, f (х) =О при х < 1 и j (1) = !, получаем 
равенство lim frz (х) = f (х), однако сходимость в этом случае не явJJяется 

/l~CXJ 

непрерывной. 
СледуЮщий пример показывает, что сходимость непрерывных функций I( 

непрерывноhtу пределу может не быть непрерывной сходиыостыо. Определим 
1 1 

функцию f "' положив f n (х) =о при о< х < n-fТ и 'п- r < х < 1, 

f n ( ~) = 1, а в интервалах ( n ~ 1 , *) и ( ~, n 
1 

1 ) сч1:тая функцию f n 

линейной. Тогда тождественно ю1еет место соотношение lim / 11 (х) =О, но 

сходимость не является непрерывной. 

Определение 2. Пусть иСС и ;у --два 2''-пространства. 
Множество ;ух (см.§ 13, 1) Аюжно снабдить cтp)}f(fllypoй 2'*-про
странства, noнuo~taя под равенством f = lim fп непрерывную 

n---?co 

сходи.мость последовательности функций UnJ к функции f. 
Покажем, что пространство ;yJ; с таким определением предела 

удовлетворяет условиям 1°-3", п. 1. 
Допустим сначала, что lim f п= f и что k 1 < k2 < .... Покажем, 

что lim fk = f, т. е. что из условия 
n.....:!;oo n 

(1) lim Хп=Х 

следует равенство 

(2) 

С этой целью рассмотрим последовательность [ zmJ, определенную 
следующим образом: Zт = Xn при kn-I <т<;; kn (где k 0 = 0). Тогда 
(см. 1, 3) lim zт = lim xn = х. Так как последовательность (!т) 

rn-?co n-?..:o 

непрерывно сходится, имеем lim !т (zпz) = f (х), откуда lim f kп ( zkп) = 
tn-?CO !1-?СО 

= f (х); поскольку zk = Xn, отсюда следует (2). 
11 

Для проверки условия 2° положим f n = f при п = 1, 2, .... 
Нужно показать, что из условия (1) вытекает соотношение lim f (х п) = 
= f (х); но это следует из непрерывности фун:;ции f. 

Наконец, для проверки условия 3° допустим. что последова
тельность / 1, / 2 , ••• не сходится к функции f. ТJгда существует 
последовательность [хп), удовлетворяющая условию (1), такая, что 
последовательность (! n (хп)) не сходится к f (х). Так как 'У есть 
2• -пространство, существует последовательность индексов k 1 <k2 < ... , 
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такая, что последовательность {fkп ( хkп)) не содержит никакой под

последовательности, сходящейся к точке f (х). Отсюда непосред
ственно следует, что последовательность (/kп) не содержит никакой 

подпоследовательности, сходящейся к функции /. ибо в противном 
случае существовала бы последовательность индексов т 1 < т2 < ... , 
такая, что lim fk = f. Тогда Iim fk (xk ) = f (х), так как, 

n~co rnп n~c:o тп тп 

в силу (l),lim xk = х. Но {fk (Xk ) ) является подпоследователь-
rnп тп тп 

ностью последовательности {fkп(xkп)}• и мы приходим к противо
речию с определением последовательности (k 11 ). 

3 а меч а и и е. Предположение непрерывности функций /. fl' 
f 2, • . . выступает только в доказательстпе условия 2°. 

Легко доказать следующую теорему. 

Теорема. Пусть ff;yX; положи.и g(f, x)=f(x). Тогда 
отображение g: ;ух Х .я;-> ;у непрерывно. 

Vll. Операции над пространствами ;ух с 2*-тополоrией. 

Т е орем а 1. Иоиеет место следующее соотношение: 

;ух Х Z х = (".!/ Х Z y't', 
top 

а также более общее соотношение 

П ".!lx =(П 'У 1)х· откуда 
i ' top i 

Для доказательства построим гамеаморфное отображение прямоrо 

произведения ~ ".!!f на функциональное пространство (~ ".!1 1 )х· 
Положим h (/) = g, где 

/=[fl, j2, ... ]. /E".!!f и g(x)=[Jl(x). j2(x) . ... ]. 

Непосредственно видно, что определенная таким образом функция g 
непрерывна (см. IV, 1), следовательно, она принадлежит пространству 

(~ ".!1 1 )х· Обратно, каждому элементу g этого пространства соответ

ствует функция /. такая, что g = h (/), а именно f = [g1, g 2 , ••• ]. 

Таким образом, 

h(".!!f Х ".!!f Х · · ·)=(".!/! Х 'У2 Х .. . )х. 

Отображение h непрерывно. В самом деле, пусть lim fп = f. По
ложим g n = h (/ п)• т. е. g n (х) = [/~ (х), f~ (х), ... ]; докажем, что 
lim g n = g. т. е. что из условия (1 ), п. VI следует равенство 

lim g n (х 11) = g (х), или lim /~ (xn) = / 1 (х). Но условие lim f n = f 
fl-too 
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означает, что для каждого i имеем lim f~ = /, и, в силу (1), 

lim f~(хп)=/(х). 
n~co 

/l~CO 

Покажем, наконец, что отображен: е lz взаимно неnрерывно. Для 

этого необходимо доказать, что из условия lim gn = g следует ра

венство lim fп = f. Принимая во внимание формулу (1), nолучаем 
limgп(xп)=g(x), откуда limg~(xn)=gi(x), т. е. limf~(xп)= 

n~co n~co 

= / (х), следовательно, lim f~ = Ji, т. е. lim fп = f. 
п~~ n~~ 

Теорема 2. Пусть !Г=АUВ. где А и В-два за;щну
тых непересекающихся .множества; тогда 

~АХ ~В =~AUB. 
top 

В самом деле, каждой паре функций f Е ~А и g Е ~в nоставим 
в соответствие функцию и Е ~А uв, совnадающую с f на множестве А 
и с g на множестве В. Положим и= h (f. g); очевидно, что 

/z(~A Х ~B)=~AUB, 

Пусть limfп=f, limgn=g и хЕА. Тогда из равенства (1) сле
дует, что limfп(xп)=f(x), следовательно, limuп(xп)=u(x). 
}{ тому же заключению nридем, если nредnоложим, что х Е В. Сле
довательно, lim ип =и. Отсюда вытекает, что функция lz неnрерывна. 

Обратно, nусть limиn=и и хЕА; тогда limfп(xn)=f(x), сле
довательно, lim f n = f. Аналогичным образом доказываем, что 

lim g n = g. Итак, отображение h является гомеоморфизмом. 

Теорема 3. (~x)J' =~XXJ'. 
top 

Д о к аз а т е ль с т в о. Положим g (х, t) = ft (х). Предварительно 
докажем следующее утверждение 1): 

Т е орем а 3'. Для того чтобы функция g была непрерьtв
ной, необходи.мо и достаточно, чтобы фунt<ция f (ставящая 
в соответствие каждой точке t функциЮ f 1 аргумента х) 
была непрерывной, т. е. чтобы имело месmо следующее соот
ношение: 

[g Е ~х х J'] =[!Е (~x)J'j. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть g Е ~х х d. При фиксированном t 
функция g- неnрерывная функция переменной х, т. е. ft Е ~х. Мы 

докажем, что f Е (~X)d. В силу непрерывности функции g. из ра-
1) Связь между непрерывностью функций f и g изучалась (впрочем, 

для тоnологии, отличной or топологии п. Vl) Р. Фоксом (1], стр, 429. Сц. 
также том 2, гл. 4. · · 

Н ТОПОJ!О!'ИЯ, Т. Т 
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венств (1) и Jimtn=t следует, что Jimg(xn• tп)=g(x, t), т. е. 
lim f 1 (хп) = / 1 (х). Следовательно, сходимость функций j 1 к j 1 
n~oo n n 

непрерывна. Итак, Iim f 1n=f1. Таким образом, из условия lim tn=t 
n~co 

следует равенство lim f 1n = / 1. Но это означает, что функция f 
n~co 

непрерывна, следователпно, f Е (:УХ )J'. 
Обратно, пусть функция f непрерывна; тог да из условия lim tn = t 

следует, что lim / 1 = f 1. Отсюда, в силу непрерывной сходимости 
n-+::o n 

последовательности функций {/1п} к функции / 1• учитывая соотно-

шение (1 ), получаем, что 

lim / 1 (хп)=/1 (х), т. е. limg·(xn, tп)=g(x, t). 
n-+·::o n 

Но это означает, что функция g непрерывна, т. е. g Е :ух х J'. 
Таким образом, утверждение 3' установлено. Полагая g = h (/), 

его можно сформулировать следующим образом: 

h [(:ух):Г] =~х х J'. 

Осталось доказать, что h- гомеоморфизм. Докажем сначала, что 

отображение h непрерывно. Пусть lim !" = f. Положим g n = h (/"). 
Покажем, что IIm g n = g. Условия lim /" = f и ltm tn = t, 
в силу непрерывной сходимости, дают lim f7n ( хп) = / 1 (х), 9шуда 

limgn(xn, tn)=g(x, t). Следовате.%но, limgn=g. 
Докажем, что функция h -l непрерывна. Пусть lim g" = g, 

lim tn = t и lim xn = х; тогда lim gn (xn, t") = g· (х, t), т. е. 

lim 17" ( х") = / 1 (х), следовательно, lim /7" = / 1, откуда lim !" = f. 

Vlll. Непрерывная сходимость в узком смысле. В некоторых 
задачах (см. § 21, Х) полезно рассматривать непрерывную схо

димость в узком смысле, которая определяется следующим образом. 

Последовательность функций (! n) называется неп ре рыв но схо
дящейся в узком смысле, если из сходимости последовательности 
(! (xn)) следует сходимость последовательности Uп (х п)), причем 
выполняется равенство lim f" (х п) = lim f(xn)· 

Так же как в п. VI, можно доказать, что если за сходамое ть 
в пространстве ~х принять непрерывную схода.~tасть в узком 
смысле, то ~х станет ..5?*-пространство;lt. 

Т е о р е м а 1. Н епре рыв на я схода.мос ть в узком с.мысле вле

чет за собой непрерывную сходимость (в множестве ~х). 

. В самом деле, пусть IIm xn = х. Та' как функция f непрерывна, 
то lim f (х п) = f (х). Поскольку сходимость последоватеЛьности {! п} 
непрерывна в узком смысле, из последнего равенства следует, что 
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lim f n (х п) = f (х). Но это означает, что сходимость последователь
ности lfпl непрерывна. 

Теорема 2. Если пространство% счетно-ко.ипактно, то 
неп ре рыв н а я с хода.1tос т ь Э!\Вивалентна непрерывной cxoдuAtoc та 
в уз1<о.м с.нысле. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Допустим, что последовательность 11 nl не 
сходится в узком о;ысле, т. е. lirn f (хп) =у, но тем не менее 
последовательность lln (хп)) не сходится к точке у. Так как':!/ является 
.2"*-пространство:vt, то существует последоватес1ьность k1 < k2 < ... , 
такая, что ни для какой последовательности m 1 < m2 < ... после-

довательность (/11 (Xk )] не сходится к точке у. 
mn , mn 

Но мы предположили, что пространство я: счетно-компактно, 
поэтому существует последовате.1ьность т 1 < m2 < ... , такая, что 

последовательность {xk ) сходится. Пусть lirn xk = х. Так как 
тп тп 

последовательность 11 nl сходится непрерывно, то непрерывно сходится 
и последовательность {/11 J. Следовательно, limfk {х 11 )=f(x). 

mll тп \ тп 

С другой стороны, так как функция f непрерывна, 

lirnf(xk )=f(x), 
тп 

и, поскольку lim f (Xk ) = lirn f (хп) =у, имеем f(x) =у, откуда 
тп 

следует, что lirn fk (Xk ) =у, вопреки определению последова-
тп тп 

тельности (kп)· 

3 а меч а н и я. 1. Предположение счет ной коNлаt<тнос т и про
странства !};' в теореме 2 существенно. В самом деле, рассмотрим 
следующий пример. Пусть я:- открытый интервал О< х < 1, 
f(x)=O и fп(х)=хп. Последовательность llnl• очевидно, непре
рывно сходится, тем не менее она не является непрерывно сходя-

1 
щейся в узком смысле: полагая Xn=l--, получаем lirnf(xп)=O, 

n 
в то время как lirn fп (хп) = 1je. 

2. Если за сходимость в пространстве <:!JX принять непрерывную 
сходимость в узком смысле, то теорема 3' из п. VII станет неверной. 
В самом деле, пусть !};'-открытый интервал (0, 1), а J'- замкнутый 
интервал [0, 1]; положим g(x, f)=x111 для f=/=0 и g(x, 0)=0. 
Очевидно, что функция g непрерыnна; тем не менее если положить 
/ 1 (х) = g (х, t), то функция f не будет непрерывной, так как схо
.ж.имосте последовательности (f11п} к функции f 0 не является непре

рывной в узком смысле. 

14'~< 
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Т е орем а 3. Пусть f --непрерывное отображение счетно
ко.мпактного пространства J' в некоторое пространство ~; 
тогда 

~! (J'>c ~J'. 
top 

Более общо, если за сходи.~tость в этих пространствах 
принять непрерывную сходи.иость в узком смысле, то пред
положение о счетной 1сомпактности пространства J' можно 
опустить. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Положим я::= f ((/). Каждой функции 
g Е сух поставим в соответствие с уперпозицию функций и= g о f, 
т. е. и(t)=g[f(t)j. Тогда иЕ~:J. 

Положим и= h (g). Докажем, что отображение h - гомеоморфизм, 
причем соотношение lim g n = g (соответственно lim и 11 =и) означает, 
что последовательность рассматриваемых функций сходится непре

рывно в узком смысле. 

Допустим сначала, что lim g n = g, и покажем, что lim ип =и, 
т. е. что из условия limи(tп)=y следует, что limиn(tп)=y. Пер
вое из этих допущений означает, что limg[f(tп)]=y, откуда, в силу 
равенства lim g 11 = g, следует, что lim g 11 (f (t 11))= у, т. е. lirn и 11 (t 11 )= у. 

С другой стороны, допустим, что lim ип =и, т. е. Iirn g 11 о f = g о f. 
Пусть limg(x

11
)=y, где Xп=f(t11 ), т. е. limи(t11)=y; покажем, 

что Iimgп(X 11)=y, т. е. Iimи11 (t 11)=y. Но это равенство является 
прямым следствием равенств Iim ип =и и Iim и (t 11 ) =у. 

Таким образом, теорема установлена в случае непрерывной схо

димости в узком смысле. Справедливость ее IJ случае непрерывной 
сходимости и компактности пространства J' вытекает из теоремы 2. 

IX. Сходимость Мура- Смита 1) (основные определения). 
Пусть Т- направленное множество (см. § 3, Х); отображение 
f: Т~% называется сетью. Частным случаем сети является последо
вательность: в этом случае Т есть множество натуральных чисел. 
По этой причине мы б у де м и ног да писать f 1 вместо f (t). 

Мы говорим, что сеть f почти вся лежит в .множестве 
Bc!f,", если существует t 0 Е Т, такое, что 

(1) Cto < t) ~ Ut Е В]. 

1) Мы ссылаемся здесь на следующую литературу: Келли [1], Мур Э. и 
Смит [1], Биркrоф [3], МакШейн [1], Такки [1]. 

Другие теоремы, касающиеся сходимости Мура- Смита (в терминах 
фильтров), можно (кроме указанных выше работ) найти в следующих ста
тьях: Шоке [1], Ковальский [1], Ю. Шмидт [1], ФpoJiйl< [1], Флаксмайер [1], 
Брюнс и Шмидт [1], Мрувка [6], Хелмберг [1], Гримайзен [1], [2]. 
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Сеть f называется частой в множестве В, если существует мно
жество Т0 , конфинальное с Т, такое, что 

(2) 

Очевидно, что сеть f является частой в множестве В mozдa 
и только тогда, J<ozдa она не лежит почти вся в .АIНоже
стве (-В). 

Заметим, что до сих пор мы не делали никаких предположений 

относительно пространства vCC. Предположим теперь. что &; - хаус
дорфово пространство. 

Определен и е. Пусть х: Т~ я;. Мы говорим, что сеть х 

сходится к точ1<е рЕ&;, и пишем 

(3) lim Xt= р, 
tE т 

если она почти вся лежит во всяком открытом множестве О, содер
жащем точку р. 

Так как пространство &; хаусдорфово, то никакая сеть не может 
иметь двух пределов. 

Теория сходимости сетей может быть развита в значительной мере 
в направлении, обычно принятом при изучении сходимости последо

вательностей в общей топологии. 

§ 21. Метрические пространства. Общие свойства 

1. Определения. Множество называется метрическим nро
с т ране т во м, если каждой паре его элементов х, у поставлено 

в соответствие действительное число 1 х- у 1. называемое расстоя
нием между этими элементами и удовлетворяющее следующим усло

виям: 

(i) равенство 1 х- у 1 =О эквивалентно равенству х =у; 

(ii) 1 х -У 1 + 1 х- z 1 ::>1 у- z 1 (не равенство треугольника) 1). 

Подставляя в не равенство (ii) соответственно у и х вместо z, 
получаем, что 1 х- у 1 :;;>О и 1 х- у 1 = 1 у -- х !· Таким образом, 
расстояние является неотрицательной симметричной функцией двух 
переменных 2). 

Открытым шаром (замкнутым шаром) с центром в точке р 
и радиусом г называется множество, состоящее из всех точек х, 

таких, что 1 р- х 1 < г ( 1 р - х 1 <:;: г). 
1

) Это понятие введено Фреше [1]. Термин .метрическое пространство• 
принадлежит Хаусдорфу [1], стр. 211. По поводу приведеиного здесь опре
деления см. Фреше [3], стр. 54, и Линденбаум [1]. стр. 211. 

2
) По поводу простр1шств с несимметричным .расстоянием• см. Уил

сон [1], стр. 675. 
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Т е орем а. Всякое под.множество А метрического прост
ранства .% является .метрическим пространством относи

тельно расстояния (в множестве А), индуцированного из про
странства ,%. 

Доказательство очевидно. 

3 а меч а н н е. Если заменить условие (i) условием J х- х 1 =О 
(в этом случае расстояние между двумя различными точками не обя

зательно =1= 0), то пространство можно разложить на непересекающиеся 
подмножества, относя к одному и тому же подмножеству все точки, 

находящиеся на расстоянии О друг от друга (в этом случае говорЯт, 
что точки, находящиеся друг от друга на расстоянии О, отожде
с ;пвляются). Расстояние между двумя такими подмножестGами Х 

и У определим, положип 1 Х- У 1 = 1 х -у[, где х Е Х и у Е У. 
Это определение не зависит от пыбора точек х и у, ибо из услоGИЯ 

1 х'- х 1 =О следует, что 1 х'- у 1 <:;;: 1 х' ·- х 1 + 1 х- у 1 = 1 х- у 1· 

Легко проверить, что сопокупность этих подмножеств, рассма

триваемых как точки, с расстоянием 1 Х -- У 1 образует метрическое 
пространстпо. 

Пр и меры. 1. Наиболее простым примерам метрического про

странства, из которого мы заимстGовали обозначения, является мно
жество всех действительных чисел с обычным расстоянием между 

дпумя числами, равны:v1 модулю разности между ними. Обобщением 

этого метрического пространства (прямой) является п-мерное евкли

дово пространство, в котором расстояние между двумя точками 

(х 1 , ••• , Хп) и (у 1 , ..• , Уп) равно 

VCx1- У1)2 + · · · + (хп -- Уп?· 
Определение шара совпадает здесь с определением п-мерного шара, 

принятым в геометрии. 

2. Множество всех ограниченных функций f: ff ~ (3 становится 
метрическим пространством, если расстояние между двумя точками 

определить в нем следующим образом: 

1/1- /2l = sup 1/1 (х)- /2 (х) 1· 
хЕ [О, 1] 

где sup означает "верхнюю грань" (сы. п. Х (1) ). 
3. Множество всех последовательностей ~ = (х 1 , х 2 , ••• ), где 

Jx1 J2 +Jx2 J2+ ... <со. с расстоянием 
~-оо __ _ 

J ~ - \.) 1 = V ~/ Х n- У n? 

является метрическим пространством; если мы предположим, что 

О< xn < 1jn, то получим множество, гамеаморфное гильбертоиу 

кубу gNo (см. Гильберт [2], стр. 200 и 439). 
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4. Множество функций с сумма руемым ква д рато.м, снабжен
ное расстоянием 

f 1 } •;, 

1 /1- /2! = { J !!1 (х)- / 2 (x)j2 dx 1 , 

l о J 

является метрическим пространством, если функции, отличающиеся 

только на множестве меры нуль, отождествлены. 

5. Множество произвольной мощное т и можно рассматривать 
как метрическое пространство. если расстояние между любыми двумя 

различными точками положить тождестпенно равным 1. 

11. Топология в метрических пространствах. Замыкание А 
в метрическом пространстпс определяется следующим образом: 

(1) (рЕ А)= Л V (а Е А) ( 1 а--Р 1 <е). 
е а 

Другими словами, р Е А, если любой шар с центром в точке р 
содержит точки множества А. 

Топологическое пространство называется .метризуеды.м, если оно 

гомеоморфно некоторому метрическому пространству, с таким замы

канием. 

Теорема 1. Каждое лtетрическое пространство % 
является топологическид (1 1 -прос т ране т во м с лакальна счет
ной базой в "'аждой точ1се. Кроме того. оно является 2*-про
с т ране т во ж. 

Доказательство того, что % есть J'1 -пространстпо, см. п § 4, II. 
Далее, семейство всех шаров с центром в точке р и рациональными 
радиусами япляется локально счетноН базой в точке р. Наконец, д; 

станопится 2* -пространством, если положить 

(2) (Р= lim Pп)=(liшJp-pпJ=O). 
n~co n~co 

Заметим, что точка р является внутренней точкой множества А 

тог да и только тог да, ко г да она есть центр шара. содержащегося в А. 
Позже мы покажем (см. п. IV), что каждое метрическое про

странство нормально (и даже совершенно нормально). Докажем 
теперь следующую важную теорему. 

Т е орем а 2. Всякое сепарабельное метрическое простран
ство обладает счетной открытой базQй. 

Обратно: метрическое пространство со счетной откры

той базой сепарабельнс. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Сепарабельное пространство, по оnределе
IЩю, содержит счетное всюду плотное подмножество S. Пусть R,1• 
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R2 • ••• -последовательность открытых шаров с центрами в точках 
множества S и рациональными радиусами. 

Пусть О- открытое множество и рЕ О. Тог да существует такое 

11 >о. что 
(i) ( 1 х- р 1 < 11) ~ (х Е О). 

Поскольку Мhuжество S всюду плотно, существуют точка s Е S и 
рациональное число р. такие, что 

(ii) 1 s - Р 1 < Р < ч/2. 
Если Rn -- открытый шар с центром в точке s и радиусом р. 

то, согласно (ii). рЕ R11 • Более того, если х Е Rn• то 1 х- s 1 < р. 
следовательно, согласно (ii). 1 х - р 1 -< 1 х -- s 1 + 1 s- р 1 < YJ. а от
сюда, в силу (i). получаем, что х Е О. Поэтому Rn с О. Итак, для 
каждой точки р множества О существует такое n, что рЕ RncO. 
Это означает, что совокупность шаров R1• R2• . • • является базой. 

Обратно, если Rl' R2 •••• --база. то, выбирая по точке р11 из 
каждого шара Rn• получим счетное множество, всюду плотное в дан
ном пространстве. 

3 а меч а н и е 1. Для любого заданного е > О можно предполо
жить. что диаметр шара Rn меньше е, ибо радиусы шаров Rl' R2 • ••• 

могут быть взяты меньшими чем е/2. 

3 а меч а н и е 2. В евклидавам пространстве шары с рациональ
ными радиусами и рациональными центрами образуют базу. 

111. Диаметр. Непрерывность. Колебание. Диа.ме т ром мно
жества Х (обозначается символом 6 (Х)) называется верхняя грань 
расстояний между его точками. Если диаметр 6 (Х) конечен, то 
множество Х называется ограниченным. 

Легко проверяются следующие свойства диаметра: 

(1) (6(Х)= О)= (.множество Х пусто или состоит из одной 
точки J; 

(2) если Х с У. то 6 (Х)-< 6 (У); 
(3) б (У)= б (Х); 
(4) если Х n У=!= О, то 6(Х U У) -<6(Х)+6(У); 
(5) если .множество Х счетно-l<о.мпактно, то 6(Х) < оо 

(т. е. множество Х ограничено). 
Чтобы проверить утверждение (5), заметим, что в несграниченнам 

пространстве существует бесконечная последовательность точек р1 , 

р2 , ••. , такая, что 1 р11 - Pm 1 > 1 для каждого n и т =!= n. Оче
видно, что последовательность (р 11 ) не содержит никакой сходящейся 
подпоследовательности. 

Пусть /-отображение топологического пространства .'t" в метриче
ское nространство ~; условие непрерывности отображения f в точке р 
(см. § 13, II. следствие) может быть сформулировано следующим обра· 
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зом: для всякого е > О существует окрестность Е точки р. такая, что из 
условия х Е Е следует не равенство 1 f (х)- f (р) 1 <е. Если поло
жить е равным 1/n. n = 1, 2, ... , то из сказанного выше следует, 
что существует последовательность окрестностей Еп точки р, такая, 

что lim О [f(Eп)J =О. Таким образом, если Оп с%- объединение 

всех открытых множеств Ос%. таких, что О [f (О)] < 1/n. то мно
жество с= о 1 n 02 n . . . является .множеством точек неп ре рыв
носта отображения f; это есть множество типа 0 6 . 

Мы обобщим это утверждение, вводя поняти8 t<алебанuя (позво
ляющее "измерять" разрывность). А именно, пус.ть функция f опре
делена на некотором подмножестве А пространства v't'; колебанием 
функции f в точке р (принадлежащей или не принадлежащей мно

жеству А) называется нижняя грань чисел O[f(E)], где Е пробегает 
открытые окрестности точки р. Колебание функции f в точке р 
мы будем обозначать символом 

(б) w (р) = inf О [f (Е)], 

где inf означает "нижнюю грань". 

Так, например, д.~ я f (х) = siп _!_ имеем cu (О) = 2. 
х 

Очевидно, что если точка р не принадлежит А, то cu (р) =О, ибо для 
Е= 1-А множество f (Е) пусто, следовательно, б[! (Е)]= О. 

Определяя множества Оп, как выше, мы видим, что Оп есть мно
жество тех точек, в которых колебание функции меньше 1/n. Следо
вательно, .ино:жество тех точек, в которых колебание равно 
нулю, есть множество типа 0 6 (оно совпадает с множеством С). 
Наконец, А n С (т. е. множество точек непрерывности функции f) 
является множеством типа 0 6 относительно А. 

Заметим, что в случае, когда оба пространства ,2' и 'У- метри

ческие, определение непрерывности, данное выше, может быть выра
жено в классической форме (Коши): каково бы ни было е> О, 
существует такое О > О, что из условия 1 х- р 1 < О следует нера
венство 1 f (х)- f (р) 1 <е. В этом определении окрестность Е заме
няется шаром с центром в точке р и радиусом О. 

Мы видели выше (§ 15, V, теорема 2). что если отображение 
f: .2'- 'У непрерывно и пространство <;у хаусдорфово, то множество 
~ = Е [у= f (х)] замкнуто в пространстве ,2' Х <;у. В случае когда 

х, у 

'У- метрическое пространство, имеет место более точное утверждение 

(метризация пространства .% Х 'У описана в п. VI (1) ). 

Теорема. Пусть Ас% и f:A-':IJ. Если отображение f 
иепре рывпо в точке х0 и (х0 , у 0) Е§, то имеет место равен
ство у0 = f (х0); справедливо также более общее соотношение 

(7) о !"3 n ( (х) х 'У)]< w(x) 
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(следовательно, если (J) (х) =О, то существует не более одной точки у, 

такой, что (х, у)Е~). 
Д о к аз а т е ль с т в о. Предположим, что точки (х, у) и (х, у") 

принадлежат множеству § П ( (х) Х :!/). Тогда в каждой окрестности Е . 
точю1 х для каждого е> О содержатся точка х1 и 

что 1 f (х 1 ) --у 1 <е и 1 f (х;)- у* 1 <е. Поэтому 
точка х1 , такие, 

Итак, 

f (х 1) Е f (Е) и f ( х~) Е f (Е). 

Ь lf (Е)]?>/ f (х1)- f ( х;) 1 > 1 у- у* 1- 2е 

и (J) (х) = inf Ь lf (Е)]?> 1 у -у*/. 

отк у да следует форму л а (7). 

IV. Число р (А, В). Обобщенный шар. Нормальность метриче
ских пространств. 

Определен и е 1. Пусть А и В'- непустые подмножества. 
Положим 

р(А, В)= inf ja-b[. 
аЕА. 
ЬЕВ 

Имеют место следующие соотношения: 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

( 4') 

р (х, у)= 1 х --у 1; 

р(А, В)=р(А, В); 

(р(х, А)= О)= (х ЕА); 
р(А, С)<;;:р(А, В)+р(В, С)+Ь(В); 

р(А, С)<;;:р(А, B)+p(AUB. С)+о(В); 

(5) функция р (х. А), где А- фи!(сированное .множество 
есть непрерывная функция точли х. 

Соотношения (1)- (3) очевидны. Соотношение ( 4) вытекает из ( 4'), 
так как 

(б) p(AUB. С)<;;:р(А, С). 

Для доказательства справедливости формулы ( 4') допустим противное. 
Тогда существуют две пары точек х, у и и, z, такие, что х Е А, 

уЕВ. иЕАUВ, zEC и 

(i) Jx-yj+Jи- zJ+b(B)<p(A, С). 

1 )Хаусдорф называет р (А, В) нижним расстоянием от А до В (см. Хаус· 
дорф [5] ). 
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Следовательно, la-zl<p(A,C). Но это означает, что а~А. по
этому а Е В, а следовательно, J у- а)<;: б (В). Но тог да 

р (А, С) <;;: 1 х ·- z 1 <;;: 1 х -- у 1 + 1 У - а \ + la - z 1 <;;: 
<;;: 1 х --у 1 + la- z] +б (В), 

что противоречит условию (i). 
Для доказательства соотношения (5), очевидно, достаточно пока

зать, что (см. Дьедонне (3]) 

(б') Jp(x, А)-р(у, A)l-<lx-yJ. 

Неравенство (б') можно установить следующим образом. Пусть 
а Е А-:- такая точка, что 1 у-- а 1 < р (у, А)+ е (для данного е> 0). 
Так как р(х, A)<;;:Jx-al и Jx-al<;;:lx--yl+ly-al, то 
р(х, А)<р(у, A)+lx-yl+e. Поэтому (так как е>О произ
вольно) р(х, А)-р(у, A)<;;:Jx-yl. 

Аналогично р (у, А)- р (х, А)<;;: 1 х- у J. Этим завершается до
казательство соотношения (б'), а значит, и соотношения (5). 

Следует заметить, что с помощью функции р можно определить 
равномерную непрерывность. Это вытекает из следующего утверждения. 

Для того чтибы функция f: %--+;!!,где .:С и с.!/-}.tетраче
скае пространства, была равномерно непрерывной, необходамо 
а достаточно, чтобы (см. Ефремович [2], стр. 190) 

[р (А, В)= О]=} [р [f (А), f (В)]= 0]. 

Имеет место следующее легко устанавливаемое соотношение: 

(7) р(А, ВUС)=либо р(А, В), либо р(А, С). 

Определение 2. Обобщенным открытым шаром радау
са r с цен т ром А (множество А предполагается непустым) назовем 

множество всех точек х, таких, что р (х, А) < r. Заменяя знак < 
знаком <;;:, получим определение обобщенного замкнутого шара. 

Так как функция р (х, А) непрерывна и ьшожество действитель

ных чисел, меньших r, открыто, то обобщенный открытый шар 

является открытым ыножеством (см. § 13, IV); аналогично обобщен
ный замкнутый шар является замкнутым множеством. Более того, 

обобщенный открытый шар является объединением открытых шаров 
радиуса r с центрами в точках множества А. 

Согласно равенству (2), шар не изменится, если заменить множе-
ство А множеством А. 

Т е орем а 1. Всякое метрическое пространство совершеннQ 
нормально (см. § 14, VI). 



220 Г л. 2. Метрические пространства 

Более точно: пусть А и В- непересекающиеся за.мкнутые 
.множеств а; тогда функция 

Р (.х, А) 
(8) f (х) = р (.х, А)+ р (.х, В) 

удовлетворяет условия.м 

O-<.f(x)-<. 1, [f(x)=OJ==CxEA), [f(x)= 1J==CxEB). 

(Здесь мы предполагаем, что р(х,О)==1.) 
Доказательство непосредственно вытекает из соотношений (3) и (5). 
В силу теоремы Веденисова (§ 14, VI), каждое за.мкн у тое под

.множество J"tетрическоzо пространства является жножествоJ"t 

типа G6 . (Из соображений двойственности, 1mждое открытое 
.множество является .множество.м типа Fa.) 

Эти утверждения можно также доказать непосредственно, замечая, 

что при А =А имеет место соотношение 

(9) 

г де Bn- открытый шар радиуса 1/п с центром А. 

Теорема 2. Всякое детрическое пространство наслед
ственно норJ"tально. 

Эта теорема следует из теоремы 1 и теоремы Чеха, упомянутой 
в § 14, VI; ее можно также получить непосредственно из теоремы 1, 
согласно которой каждое метрическое пространство нормально, и из 

теоремы п. I, в силу которой каждое подмножество метрического 

пространства является метрическим пространством. 

3 а меч а н и я. Как мы уже видели, доказательство леммы Уры
сона в случае метрических пространств непосредственно вытекает 

из формулы (8) (см. § 14, IV). 
Теорему продолжения Титце для метрических пространств можно 

также доказать более прямым методом. А именно, если О-<. f (х)-<. 1, 
то непрерывное продолжение функции f можно получить, полагая 

/*(p)=iпf {f(x)+ lp-.x l 1} при pE.%--F 1). 
хЕР p(p,F) 

Отсюда следует, что О< j* (р)-< 1 (причем может иметь место 
равенство). 

V. Ограничивающее отображение 2). 

Т е орем а. Всякое .метрическое пространство го.мео.морфно 
Не!<оmоро.му ограниченному пространству. 

1) См. Хаусдорф [3], стр. 296. Его доказательство воспроизведено в пер
вом французском издании этой книги. 

Jl) См. Хан [1], стр. 115, а также Бэр [4], стр. 6, 
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Определим "новое расстояние", положив 

\Х-У\ 
11 х - у 11 = 1 + 1 х- у 1 о 

Расстояние 11 х- у 11 удовлетворяет аксиомам (i) и (ii) метрического 
пространства. В самом деле, равенство 11 х -у 11 =О эквивалентно 
равенству 1 х- у 1 =О. Кроме того, 

11 11 +11 11 > !x-yl + !x-z\ 
х- У х- z ./ 1+1х-у i+lx-z 1 1+1x-yl+lx-zl= 

ix-y!+lx-z\ 1 1 
= 1+\x-yl+!x-zi- 1 >-

1
+ 1 IIY-zl/. 1

+!x-YI+Ix-z! !y-zi 

Два метрических пространства, состоящие из одних и тех же элемен

тов, одно из которых метризовано расстоянием 1 х- у/. а другое
расстоянием 11 х- у 11, гомеоморфны, т. е. 

{ lim / Xn- У 1 =О}= { lim 11 Xn- У 11 =О}. 
n~oo n~oo 

Это непсJсредственно вытекает из того, что функция а = tj(l + t) 
взаимно непрерывна на множестве неотрицательных действительных 

чисел. При этом диаметр пространства не превосходит 1 (относи
тельно расстояния /1 х - у /1 ). 

3 а меч а н и е. Предыдущую теорему можно доказать более пря

мым способом, если положить "новое расстояние" равным 1 х --у/. 
когда / х- у 1-< 1, и 1 в противном случае 1). 

VI. Метриэация прямоrо проиэведения. Пусть .Я: и су- два 
метрических пространства. Произведение?;:: Х C.!f можно метризовать, 
положив 

(1) I~-~II=Yix-xii2 +IY-YII2 • rде ~=(х, у). 
Отсюда видно (ер. § 20, IV), что 3 = liш ~n тогда и только тогда, 

n~oo 

ко г да lim 1 3- 3п /=О. Следовательно, это определение со г ласустся 
n~oo 

с топологией пространства .Я: Х су, введенной в § 15, 11. 
Рассмотрим случай счетного числа сомножителей; пусть ,%1, 

l = 1, 2, ... , --метрическое пространство диаметра -< 1 (см. п. V). 
Пространство П ,%1 превратится в метрическое, если положить 

i 
00 

(2) ~~-~~=~ гilA~--~~1. 
i=l 

1) См. Ньюман [1], стр. 47. 
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Определенное таким образом расстояние удовлетворяет условиям (i) 
и (ii), так как тождество [ 1;- ~/=О)== [3 = 1)) очевидно, а не
равенство треугольниь:а следует из формулы 

со 

15 -1>1+1~-ltJ/= ~ 2- 1 15 1 -1) 1 1+1~ 1 -- ltJ
1 /:> 

1=1 
со 

> ~ 2-1 /1)1 -- \t)i 1 = /1) -ltJ 1· 
1=1 

Остается доказать, что ~ = lim 311 тогда и только тогда, когда 
1!~00 

lim /;- 5n 1 =О, т. е. справедливо соотношение 
/1~00 --

{ lim 13-511 / =О } =:::: { lim J j
1

- 5~ 1 =О для любого i } . 
/l~::::O !l~OO 

Из условия lim /3- 5" 1 =О следует, что для каждого l имеем 
1!~00 

lim 1 31
- ;~ 1 =О, ибо 1 ~~- 5~ J <::;: 2

1 13- ~" 1· Обратно, предполо· 
11~00 

жим, что lim 1 ;
1 
--- 5~ /=О, каково бы ни было i. Для данного е> О 

/Z~CO 

найдем такое целое положительное число т, что 2-т <е. Пусть 
j- целое положительное число, такое, что / 31 -- 3~ / < е, ... , 

15 111 -3;:'/<е для любого n>j. Учитывая, что l5 1 -5~1<6(%i)<;:1, 
получаем неравенство 

т 00 

15-5"1-<~ 2- 1 13 1 -5~1+ ~ 2- 1 <2е, 
1=1 i=m+1 

откуда следует, что lim 1;- 511 1 =О. 
/Z~OO 

3 а меч а н и е 1. Существуют и другие определения расстояния, 
которые ыожно использовать вместо формулы (1). Так, наприыер, экви
валентныыи с топологической точки зрения будут следующие метрики: 

когда за расстояние между точками ~ и 31 принимается наибольшее 

из двух чисел 1 х ~ х1 1 и 1 у- у1 1 или сумма этих чисел. 

Замечание 2. Если не предполагать, что O(v"t'1)-<1, можно 
положить (см. формулу Фреше [5], стр. 82) 

(3) 

00 i i 

1
1 -ltJ 

1 
= ~ 2-t /а ~ tu 1 . • 

0 ~ I+/''-tu'l l= 1 ~ 

Т е орем а: Расстояние 1 х- у 1· рассйатриваемое uак фунu
ция переменной 3 = (х, у), непрерывно. 
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В самом деле, пусть а= (а, Ь)- данная точка, и пусть 15- а 1 <е. 
Тог да 1 х- а 1-<. 1 ~- 11 1 < е и 1 У - Ь 1 < е, с.~едовательно, 

1 х -- у 1 -<. 1 х - а 1 + 1 а - Ь 1 + 1 Ь -У 1 < 1 а - Ь 1 + 2е 
и 

i а- Ь 1-<. 1 а-х 1 + 1 х- У 1 +· 1 У-- Ь 1 < 1 х- у 1 -+- 2е. 

Поэтому 11 х- у 1-1 а- Ь 11 < 2е, откуда следует тре'iу"мое утвер
ждение (см. п. III). 

Отметим сл.едующие легко доказываемые формулы: 

(4) 

(5) 

VII. Расстояние между двумя множествами. Простран

ство (2Х)т. 

Сп ,J е д е л е н и е. Мы обозначаем через (2Х)т пространство всех 
замкнутых ограниченных подмножеств метрического пространства .я:;; 

за расстояние 1) dist (А, В) между двумя множествами А +О и В =1= О 
мы примем наибольшее из чисел 

sup р (х, В) и sup р (у, А). 
хЕА УЕВ 

Если А= О =1= В, то dist (А, В) =о C't"). Таким образом, если мно
жество v't" не ограничено, мы должны удалить пустое множество из 

пространства (2Х" )т; если множество v't" сводится к единственной точке р, 
то мы полагаем dist (0, (р)) = 1. 

Теорема. Пространство (2Х")т есть .метрическое про
с т ране т во относи те льна определенного выше расе таяния. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Очевидно, что dist (А, В)= О тогда и только 
тогда, когда А =В. 

Что касается не равенства треугольника, то для х Е А и у Е В 
(п. IV ( 4)) мы имеем 

р(х, C)-<.lx-yl+p(y, C)-<.lx-yl+ctist(B, С), 

откуда 

р(х, C)-<.inf lx---YI +ctist(B, С)= 
УЕВ 

=р(х, B)+ctist(B, C)-<.dist(A, B)+ctist(B, С). 

Из соображений симметрии, 

р (z, А)-<. dist(B, А)+ dist(B, С) 

1) См. Хаусдорф [!], rл. Vlll, § б, а также Помпейю [1]. 
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при z Е С. Следовательно, 
dist (А, С)< dist (В, А)+ dist (В, С). 

3 а меч а н и е 1. В этом пространстве нельзя принять р (А, В) 
за расстояние. Пусть, например, А- множество, состоящее из числа О, 
В- интервал (1, 2) и множество С состоит из числа 3; тог да не ра
венство треугольника для множеств А, В и С не выполняется 
(р (А, В)= О, если множества А и В имеют общую точку). 

3 а меч а н и е 2. Как мы увидим далее (т. 2), если .2' -компактное 
метрическое пространство, то множество (2X)m гамеаморфно простран
ству 2х, наделенному экспоненциальной топологией (см. § 17, !). 

Заметим, что 

(1) 1 а- Ь 1 = dist [(а), (Ь)]; 

(2) (dist(A, B)<eJ==(AcRe(B) и BcRe(A)), 

г де Re (Х) -·-открытый шар радиуса е, центром которого является 
множество Х; 

(3) 6 ((2X)m) = 6 (%) (если .2' содержит более одной точки). 

Vlll. Вполне ограниченные пространства. Метрическое про
странство называется вполне о г раниченны.м, если для любого е > О 
его можно разложить на конечное число множеств диаметра меньше е 

(см. Хаусдорф [5] ). 

Т е орем а 1. Для того чтобы пространство .CJ:' было вполне 
ограниченны.м, необходи.мо и достаточно, чтобы каждо.му е> О 
соответствовало конечное .множество F е• такое, что р (х, F е)< е, 
какова бы ни была точка х этого пространства. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть пространсто .2' вполне ограничено; 
тогда 

%=A?U ... UA~, 6(Ai)< 1jп для i<kп. 
/! 

Из каждого множества А/ выберем по точ~е Р/· Тогда множество F
11

n' 

составленное из точек Р?· ... , р~ , есть искомое множество (при 
n 

е> 1/п). 
Обратно, если Fe;2 - множество, удовлетворяющее условию тео

ремы, то система шаров радиуса ej2 с центрами, принадлежащими 
множеству Fe/2• представляет собой искомое покрытие пространства. 

3 а меч а н и е О. Предложение, которое мы только что доказали, 
можно сформулировать, используя понятие расстояния между множе

ствами (п. VII), следующим образом. Вполне ограниченное про
странство есть предел последовательности конечных .мно
жеств (а именно nоследовательности F1, F'l•• . .. , Р1;п •• .. ). 
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Это вытекает также из следующей теоремы. 

Т е орем а 2. Если пространство .я; вполне ограничено, 
то пространство (2Х)т также вполне ограничено. 

Для доказательства этой теоремы рассмотрим множество F е• по
строенное выше; пусть н!, е• ... ' нk, е- система всех подмножеств 

множества F е· Каждому замкнутому множеству Х поставим в соот
ветствие множество Hi, е точек р множества F е• такое, что р (р, Х) <е; 
тог да dist (Х, Hi, е)<. е. 

Теорема 3. Каждое вполне ограниченное пространство 
сепарабельно. 

Чтобы убедиться в этом, достаточно рассмотреть множество то

чек р7, п = 1, 2, ... , i <. kn, определенное при доказательстве тео

ремы 1. 

Теорем а 4. ЕслиО-открытое подмножество вполне огра
ниченного пространства .cz:. то сущее твует последовательность 
открытых множеств 0 0 , 0 1, ... , такая, что О= 0 0 U 0 1 U ... и 

(i) множеств о Oi пе ресекае те я толмо с конечны.и числом 
множеств О 1; 

(ii) OicO; 

(iii) lim о (OJ =О. 
i~oo 

Д о к аз а т е ль с т в о. Можно допустить, что О =1= .я;, ибо в про
тивном случае можно положить 0 0 =.Я: и Oi =О для i >О. Пусть 
Вт- открытый шар радиуса Iiт. центром которого служит множе

ство .я;- О (см. п. IV). Так как пространство .я; вполне ограничено, 
существует система открытых множеств Н 1, пz, ... , Н kт, т· таi<ая, что 

%=Н1,тU ... UНkт,т и Ь(Н1,т)<1fт. 
00 -

Поскольку О= U (Вт- Вт+2), имеем 
m=O 

Если расположить члены этого двойного ряда в бесконечную после

довательность О 0 , О 1' .•• , условия (i) - (iii) б у дут выполняться. 
В самом деле, условие (i) есть прямое следствие формулы 

(Вт- вт+2) n (Вп- Bn+2) с: (Вт+2-Вт+2) =о при п :):-т+ 2. 

Условие (ii) вытекает из формулье 

(Вт- Вт+2) n HJ, т с: .Я:- Вт+2 с: О. 

Наконец, (Ш) следует из неравенства о(Н1, т)< 1/т. 
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3 а меч а н и я. 1. В п роизвольпом я е т ричесN:оМ пространстве 

каждому е > О соответствует зам11:н у тое множество F е• состоящее 
из изолированных точек (конечное или бесконечное), такое, что 
р (х, F е) < е, какова бы ни была точка х. В самом деле, расположим 
все точки пространства в трансфинитную последовательность р0 , 

Pl • ... , р , . . . . Положим р = р0 , и вообще при 'У > О пусть 
а ао 

Pav- точка с минимальным индексом, такая, что j Pav- Ра~ \:;>е, 

каково бы ни было ~ < 'У (разумеется, если такая точка Pav суще

ствует} Тогда искомое множество Fe есть множество точек Pav· 

2. В качестве пространства &:: рассмотрим кривую у= siп .!_, 
х 

О < х < 1, причем расстояние между двумя точками р и q положим 
равным диаметру дуги pq. Очевидно, что это пространство сепара

бельное и ограниченное (даже полное), но не вполне ограниченное. 
Семейство его подмножеств, расположенных на оси абсцисс (все они 

замкнуты), несчетно, и расстояние между двумя любыми элементами 

этого семейства превышает единицу; следовательно, это семейство и 

тем более пространство (2.t)m не являются сепарабельными 
(ер. с теоремой 2, п. Il). 

Однако кривая&:: может быть гомеоморфно отображена (с помощью 

проекции на ось х) таким образом, чтобы пространство (2x)m стало 
сепарабельным. 

Следовательно, топологическими свойствами пространства (2Х)т не 
обязательно являются топологические свойства пространства &;. 

Этим мы обязаны тому, что определение пространства (2х)т не было 
топологически инвариантным. 

Т е орем а 5. Если (&:i\- последовательность (l<онечная или 
счетная) вполне ограниченных пространств, та11:их, что 

6(&;i)<l. то их прямое произведение, метризJванное по фор
.!tуле VI (2), является вполне ограниченпым. 

Доказательство. Пусть е> О и i-целое число, такое, 

что 2-i < ej2. Тогда для каждого l < i существует (по предполо
жению) конечная система точек 'п· ... , r1k, такая, что любая точка 

l 
пространства &;1 расположена на расстоянии < ej2 от некоторой 

точки, принадлежащей этой системе. Пусть г n (п > i)-точка, выбран
ная произвольно из пространства &:п· 

Рассмотрим при фиксированном l конечную систему последова
тельностей вида 



§ 21. Метрические .nространства 227 

Пусть ~ = (х 1 , х2 , ••• ) - векоторая точка пространства П .zi; 
i 

тогда для каждого l < i существует точка r1 . , такая, что 
lz 

1 r
111

- x 1 j < ef_2· откуда 
' со 

/t) -~!= ~ 2-
1 /r

111
---x1/+ ~ 2-nlrп-Xn/ <; +i=e. 

1=1 n=i+l 

Поэтому пространство П .Zi вполне ограничено. 
i 

Следствие 5а. Гильбертов куб [J"tl.o и, следовательно, про

странство (2(g"t1.'))
111 

вполне ограничены. 
Последнее утверждение следствия вытекает из теоремы 2. 

IX. Эквивалентность между счетно-компактными и компакт
ными метрическими пространствами. 

Теорема 1. Любое счетно-компактное .метрическое про
странство &:: вполне ограничено, следовательно, оно содержит 
счетную открытую базу и, более того, является простран
ство.м Линделёфа. 

Допустим противное, т. е. что пространство &:: не является вполне 
ограниченным; тогда, в силу VIII, 1, существует такое е> О, что 

всякому конечному множеству F соответствует элемент х, для кото
рого р (х, F) >е. Отсюда вытекает существование бесконечной 
последовательности точек р 1 , р2 , ••• , такой, что 1 Pm --· Pn 1 :;?-е для 
любого п и т + п. Очевидно, что эта последовательность не содержит 
сходящеtlся подпоследовательности, следовательно, пространство &:: 
не является счетно-компактным. 

Чтобы доказать, что &:: -пространство Линделёфа, применим 
сначала теорему 3 из п. VIII, cor лас но которой любое вполне огра
ничанное пространство сепарабельно, затем теорему 2 из п. 11, 
согласно которой любое метрическое сепарабельное пространство 

содержит счетную открытую базу, и, наконец, теорему Линделёфа 

(§ 5, Xl). 

Т е орем а 2. Любое счеf!lно-ко.мпактное .метрическое про
странство компактно. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Согласно предыдущей теореме, оно является 
пространством Линделёфа. Следовательно, любое открытое покрытие 
может быть сведено к счетному, а последнее- согласно теореме 

Бореля (§ 20, V)- может быть сведено к конечному покрытию. 

Х. Равномерная сходимость. Метриэация пространства ".!f:t;, 
Пусть %- произвольвое и ".У -- метрическое пространства, обозначим 
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через Ф (%, ~) семейство всех ограниченных отображений f: .VJ: .-~ 
~т. е. таких отображений, что множество /(%) ограничено). 

Теорема 1. Ф(%, ~) есть .метрическое пространство 
с расстояние.м, определяе.мы.м фор.мулой 1) 

(!) l/~--/2/=supl/1 (x)-/2(x)l. 
хЕХ 

В самом деле, расстояние, определенное таким образом, всегда 

конечно, ибо если х'- фиксированная точка, то 

//1 (х)- / 2 (х)/<: 1/1 (х)- !1 (x')l+ 

+ 1/1 (х')- /2 (х') 1 + 1/2 (х')- /2 (х) 1· 
Кроме того, соотношение 1/1-/2 1 =О, очевидно, эквивалентно 

равенству / 1 = j 2; остается проверить неравенство треугольника. 
Мы имеем 

l/1- /2l+ l/1- /зl = sup 1/1 (х)- /2(x)/+sup 1/1 (х)- fз (х) 1 :;> 
:;> sup { 1/1 (х)- /2 (х) 1 + 1/1 (х)- /з (х) 1 J :;> 

:;>supl/2 (x)-/з(x)/=\/2-/зl· 
Согласно определению сходимости в метрических пространствах, 

последовательность функций ffпJ сходится к функции f в рассматри
ваемом функциональном пространстве, если Jim 1 fп- f 1 =О, т. е. если 

n~oo 

для любого е > О существует такое п (е), что для п > п (е) имеем 
sup \ f n (х)- f (х) /<:е, следовательно, 1 f n (х)- f (х) 1-< е для 
хЕХ 

любого х Е !J:. Отсюда вытекает 

Следствие !а. Сходи.мость в пространстве Ф(!J:, ~) 
совпадает с равно.мерной сходи.мостью в обычно.м с.мысле. 

3 а меч а н и е. Согласно теореме 5 из § 20, V, и в силу III (5), 
любое непрерывное отображение компактного метрического про

странства в метрическое пространство ограничено, т. е. ~х с::Ф (%, ~). 
В этом случае формула (1) определяет метрическую структуру в ~х. 
Итак, пусть !1:- компактное метрическое пространство 2), ~- метри
ческое пространство; тогда мы будем рассматривать ~х как метри
ческое пространство с расстоянием, определяемым формулой (!). 

Если пространство !С некомпактно (не локально компактно), 
то трудно ожидать, что пространство ~х будет метрическим. Однако 
можно ввести соответствующую топологию, так называемую открыто-

1) См. Фреше [1], стр. 36. Это определение расстояния между функциями 
восходит (согласно Фреше) к Вейерштрассу. 

2) Как будет выяснено в гл. 4, предположение о том, что !С- метри
ч~скQе пространство, можно опустить. 
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компактную, или ее тес твенн ую, определяя замыкание множества 

Г с: '[I)'X соотношением 

(f Е f)== [(f 1 F) Е Г 1 F для любого компактного F с:%] 
или, что то же самое, рассматривая множество '[l}x как предел обрат
ного спектра множеств ('[IJF) с операцией сужения. 

Подробнее эти построения будут рассмотрены во втором томе. 

Другое обобщение пространства '[l}x состоит в рассмотрении топо· 
логии на множестве всех отображений f 1 F. где множество F ком
пактно (см. I<уратовский [42! ). 

Т е орем а 2. Для всякого топологического пространства !/: 
множество всех непрерывных ограниченных отображений, т. е . 
.множество '[I}ХПФ(%, '[1}), замкнуто в пространстве Ф(%, '[1}). 

Эта теорема непосредственно вытекает из следующей теоремы. 
i 

Т е орем а 2'. Предел равномерно сходящейся последова
тельнос т и непрерывных функций есть непрерывная фунuция. 

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству тео· 
ремы 3 из § 13, VI (случай '[1} = rf). 

Имеет место также следующая теорема 1) (см. Хан [2], стр. 225): 

Теорем а 2". Предел непрерывно сходящейся последователь
ности функций (кота рые могут и не быть непрерывными) 
есть непрерывная фунuция. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть lim f n (х) = f (х). Допустим, что 
lim an =а, однако последовательность !f (ап}] не сходится в точке f (а). 
Тогда существуют окрестность О точки f (а) и последовательность 
натуральных чисел k1 < k2 < ... , такие, что f ( аkп) Е '[1} -д, 

каково бы ни было п. Так как множество '[1}- О является окрест· 

н остью точки f ( аkп)• существует индекс т n• такой, что f тп ( аkп) 
принадлежит этой окрестности. При этом можно допустить, что 

т 1 < т2 < . . . . Поскольку последовательность !f п] сходится не· 
прерывно, из равенства lim ak =а (которое вытекает из равенства 

n -----
liman а) следует, что Iimfmп(akп)=J(a), откуда f(a)E'(IJ-Oc:. 
с: '[1} - о = '[1} - а' что противоречит определению множества а 
(согласно которому f (а) Е 0). 

Т е орем а 3. Равномерная сходимость влечет за собой не
прерывную сходимость в узком смысле, а следовательно, 

в области непрерывных функций__::__ непрерывную сходимость 
(см. § 20, VIII, 1). 

1
) Эта теорема справедлива -также для топологических регулярных

,.2>• ·nространств. 
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Иначе говоря: если последовательность lf п) равномерно сходится 
к функuии /.то из условия limf(xп)=y следует, что limfп(Xп)=y. 

Предположим противное, т. е. что последовательность lf n (хп)) 
не сходится к точке у. Тог да она содержит подпоследовательность 

{ f kп ( х kп)}, никакая подпоследовательность которой не сходится 

к точке у. Так как последовательность (/ пJ равномерно сходится, 
то последовательность { f kп} также равномерно сходится. Поэтому 

существует последовательность натуральных чисел т 1 < т2 < ... , 
такая, что для каждой точки х 

l!k (x)-f(x)l<lfп 
тп 

и, в частности, 

1 fkmп (Хkтп)- f ( XkтJ 1 < ljп. 
Сопоставляя последнее не равенство с равенством lim f (х п) =у, из 
которого вытекает, что lim f ( хkтп) =у, получаем равенство 

lim f k (Х k ) =у, противоречащее определению последователь-
тп тп 

НОСТИ \kп)• 

Т е орем а 4. Если пространство 6!J компактно, то из не
прерывной сходимости в узком смысле следует равномерная 
сходимость (т. е. эти два вида сходимости эквивалентны). 

В самом дел~. если последовательность lf п\ не является равно
мерно сходящейся к f, то существуют е> О, последовательность нату
ральных чисел k 1 < k 2 < ... и последовательность точек х1 , х2 , ••• , 

такие, что 

(2) 

Так как пространство 6!J компактно, существует последовательность 

т 1 < т2 < ... , такая, что последовательность {/ ( х тп)} сходится: 
limf(xmп)=y. Но, по предположению, последовательность lfпJ схо

дится непрерывно в узком смысле, поэтому последовательность 

{/ kтп} также сходится непрерывно в узком смысле. Значит, из усло-

вия limf(xmп)=Y следует, что limfkтп(xmп)=Y· Но тогда при 

достаточно больших п имеем / f kmп ( Хтп)- f ( Хтп) / <е, что пр~ти

воречит неравенству (2). Это противоречие показывает, что последо
вательность 1/ п} не является непрерывно сходящейся в узком смысле. 

Теорема 5. Если пространство% компактно, то из непре
рывной сходимости следует равномерная сходимость (т. е. 
эти два вида сходимости эквивалентны в области непрерыв
ных функций). 

Предположим, как и в предыдущем доказательстве, что последо
вательность lfп) не является равномерносходящейсяк f, т. е. имеет 
место нераве:Нство (2). 



§ 21. Метрические nространства 231 

Так как пространство !С компактно, можно допустить, что после

довательность !хп) сходится, т. е. lim Xn = х. По предположению, 
последовательность 1/ nJ сходится непрерывно, поэтому последова
тельность {f.llп} также сходится непрерывно (см. § 20, VI, замечание), 
но тогда 

(3) 

С другой стороны, так как lim f т (х n) = f (х п), существует после-
т~со 

донательность натуральных чисел т 1 < т2 < ... , такая, что 

jfтп(хп)-f(хп)j<1/п, откуда jfkп(xп)- fтп(хп)j>е-1/п, 

согласно (2). Но это противоречит (3), ибо из формулы Iim xn = х 
следует, что lim/m (хп)=f(х). 

n 

3 а меч а н и я. Если пространство "!./ компактно, то функции, 

являющиеся элементами пространства "!.fx, ограничены (см. IIJ (5) ). 
Следовательно, форму л а (l) определяет метрическую структуру про
странства "!.fx. Вытекающее отсюда понятие предела в соответствии 
с II (i) совпадает с понятием предела, которое рассматривалось 

в п. VIII, § 20 (непрерывная сходимость в узком смысле). 

Эти утверждения следуют непосредственно из теоремы 4. 

Теорема 6. Пусть р-фиuсированная точuа метри

чесuого пространства .я;. Каждому ограниченному подмно
жеству А(+ О) пространства .я; поставим в соответствие 

фуН!<Цию f А' определенную следующим об разом: 
(4) fA(x)=p(x, A)-Jx- pJ. 

Тогда 

(5) dist(A, B)=\!A-fвl· 

Д о к аз а т е ль с т в о. Заметим сначала, что функция f А огра-
ничена: 

j/A(x)J-<p(p, А)+Ь(А). 

Из не равенства JV ( 4) вытекают не равенства 

р(х, А)-<р(р, A)+jx-pj, 

Jx- pJ<p(x, А)+р(А, р)+Ь(А). 

В силу симметрии, можно предположить, что 

dist (А, В)= sup р (х, В). 
хЕА 

Пусть е> О, и пусть а- точка множества А, такая. что 
dist(A,B)<p(a,B)+e. Таккак р(а, А)=О, то, согласно (4), 
мы имеем 

(6) dist(A, В)-< р(а, В)- р(а, А)+ е-< 1 !в- f А 1 +е. 
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С другой стороны, каждой точке х Е .Я: поставим в соответствие 
точку ах множества А. такую, что р(х, A)>jx-ax/-e. 
Согласно IV (4), р(х, B)~jx-ax/+p(ax, В). откуда 

р(х, В)-- р(х, А)~р(ах, B)+e<;;ctist(A. В)+е; 

кроме того, 

р(х, А)- р(х, В)~ dist (А, В)+ е. 

Следовательно, 

(7) 

Из формул (б) и (7) следует тождество (5). 

3 а меч а н и е. В случае, когда пространство .Я: ограничено, 
функuию 1 А можно определить более простым образом, полагая 

IA(x)=p(x, А). 
Из теоремы 6 непосредственно вытекает 

Т е о ре м а 7. Простране т во (2х)т изо .м е т рично не ко то ро.м у 
под .множеству пространства (tx nф(%'. <t'). 

В частности, если пространство я: компактно, то и.меют 
.место .топологические" (или точнее .метрические) включения 

.Я: с: (2х) с: (tx, 
top т top 

приче.м последнее пространство Аtетризуется при по.мощи 
фор.мулы (!). 

Предыдущая теорема позволяет рассматривать пространство (2х)т 
как подпространство пространства (tX. Обратно, если 1- непре
рывная функuия, т. е. элемент пространства ':'Jx, то множество 
точек (х, 1 (х)) прямого произведения .Я: Х ':'/ (график функuии /) 
есть замкнутое подмножество пространства .Я: Х ':'/ (см. § 15, V, 2), 
следовательно, если это множество ограничено, то оно является эле

ментом пространства (2х х ~')т. Более точно, справедлива 

Теорема 8. Если пространство .Я: компактно, то и.меет 
.м ее то топологическое включение 

':Ух с: ( 2х х "'') . 
top т 

Д о к аз а т е ль с т в о. Заметим предварительно, что если 1 : .Я:~':'/ 
и g : .Я:~':'/, то имеет место неравенство 

(8) dist(/, g)<;;IJ-gl. 
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Чтобы убедиться в этом, положим Рх=(х, j(x)) и qx=(x, g(x)). 
Тогда Рх Е f и qx Е g. следовательно, 

Р(Рх• g)-.<IPx-qxl=lf(x)-- g(x)l-.<1/--gl, 

откуда 

supp(Px· g)-.<IJ-gj. 
хЕХ 

Из соображений симметрии получаем 

supp(qx, Л-<lf-gl. 
хЕХ 

откуда вытекает неравенство (8). 
Остается доказать, что последовательность функций f n Е и,ух равно

мерно сходится к функции f Е и,ух тог да и только тог да, когда 

lim dist (f n• Л= О. 
n-).oo 

Так как, по предположению, последовательность {! пJ равномерно 
сходится, то имеет место соотношение 

lim 1 fп- f 1 =О, откуда lim dist Un• Л =0, 

в силу неравенства (8). 
Обратно, допустим, что Jim dist (j n• /)=О. Докажем, что cxo-

n-).oo 

димость последовательности (! пJ к функции f непрерывна. Отсюда, 
в силу теоремы 5, можно будет заключить, что она равномерна 

(так как пространство .3/: компактно по предположению). 
Пусть limxn=X. Докажем, что limfп(xп)=f(x). Положим 

qп=(хп, fп(хп)). Так какр(qп, Л-.<ctist(fn, /),тolimp(qп, /)=0. 
Поэтому существует последовательность точек Pn Е f, такая, что 

limlqn-Pni=O .. Положим Рп=(х~. f(x~))· Тогда имеет место 
соотношение lim J xn -- х~ 1 =О, откуда lim х~ = х и, следовательно, 

lim f (х:) = f (х). С другой стороны, lim 1 f n ( хп)- f ( х~) J =О, откуда 
окончательно получаем, что lim f n (х n) = f (х). 

Следующее утверждение вытекает непосредственно из теоремы 6 
(а также из теоремы 7). 

Т е орем а 9 1). Всякое .метрическое пространство ~'r 

изО.метрично не~tоторо.му подмножеству пространства ~х n 
nФ (.я:. Cf). 

Чтобы убедиться в этом, подставим вместо множества А в фор
мулу (4) множество, состоящее из одной точки а. Тогда имеем 

fa(x)=lx -al-lx-pl, 

1 ~ См. Куратовский [28] и Кунугуи [2], стр. 351. 
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nоэтому /la (x)l-.< /а-р 1 и / la(x)- lь(х) 1 = 1/ х-а /-1 х-Ь 11-.< 
-.<la-b/. откуда /la--lьl<la-b/. С другой стороны, 
1 а (а)- 1 ь (а) = - / а - Р /-[ а -- Ь 1 + 1 а-Р 1 • отк у да / 1 а- 1 ь 1 > 
>la-bj. Следовательно, /10 --lь/=/a-bj. 

Xl. Продолжение относительно замкнутых и относительно 
открытых множеств. Пусть Е- (непустое) фиксированное подмно

жество метрического пространства .я;. Каждому множеству Х с: Е 
nоставим в соответствие множество 

(1) F(X)=E!p(x, Х)-.<р(х, Е-Х)]. 
х 

Полагая р (х, О)= оо, 

(2) 

nолучаем 

F(O)=O; 

F(E)=.%'. {3) 

Имеют место следующие соотношения: 

(4) 

{5) 
(6) 

Х c:F(X); 

F(X)= F(X); 

F (Х U У)= F (Х) U F (У); 

(7) если X 1 U ... UХп=Е, то F(X1)U ... UР(Хп)=.%'; 

{8) ЕПР(Х)=ЕПХ; 

(9) если Х замкнуто в Е, то ЕПР(Х)=Х. 

Включение ( 4) следует иэ того, что nри х Е Х имеем р (х, Х) =О. 
Равенство (5) является следствием неnрерывности функции р(х, А) 

(см. IV {5) ). Перейдем к докаэательству равенства (6). 
Пусть х Е F (Х); тог да, согласно (1) и IV {6), имеем 

р(х, XUY)-.<p(x, Х)-.<р(х. Е-Х)-.<р[х, E-(XUY)], 

откуда х Е F (Х U У). Следовательно. F (Х) с F (Х U У). 
С другой стороны, допустим, что х Е F (Х U У), т. е. 

(10) р(х, XUY)-.<p[x, E-(XUY)]. 

Согласно IV (7), функция р (х, Х U У) равна либо р (х, Х), либо 
р (х, У). Доnустим, что 

(11) р(х, XU У)=р(х, Х). 

Докажем, что х Е F (Х), т. е. 

р(х, Х)-.<р(х, Е-Х); 

ТеМ Ci:!MЬIM будет эавершено докаэатеЛЬСТВО формулы (6). 
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Согласно форму лам ( 1 0), ( 11) и IV (6), 

р(х. Х)-<:р[х. E-(XUY)] и р(х. Х)=р(х, XUY)-<:p(x. У); 

откуда, в силу IV (7). получаем неравенство 

р(х, Х)-<:р[х. E-(XUY)UYJ<p(x, Е-Х), 

так как 

Е-(Х U Y)U У=Е -Х U У ~Е--Х. 

Таким образом, формула (6) установлена. Утверждение (7) выте
кает из формул (6) и (3). Перейдем к доказательству формулы (8). 

Cor ласно ( 4) и (5), Х с:: F (Х). Остается по казать, что 
Е n F (Х) с:: Х. 

Предположим противное, т. е. что х Е [(Е n F (Х)) -- Xl. Со
гласно (1) и IV(3), имеем О<р(х. Х)<;р(х, Е-Х), откуда сле-
дует, что х~Е-Х; поскольку хЕЕ, имеем хЕХ, что противо
речит предположению. 

Формула (9) вытекает из (8), ибо если множество Х замкнуто 

в Е. то Х =Е n Х. 
Наряду с замкнутым множеством F (Х) рассмотрим следующее 

отuрытое множество а (Х): 

(12) a(X)=Eip(x. Х)<р(х, Е-Х)]. 
х 

Заметим, что 

(13) а(Х)= -F(E- Х). 

Сопоставляя соотношения (2) -- (9) с равенством ( 13), получаем 
следующие соотношения: 

(14) 

(15) 

. (16) 

а(Е)=%; 

а (О)=О; 

а (Х n У)= а (Х) n а (У); 
(17) если Х1 П ... ПХп=О. то а(Х 1)П ... nа(Хп)=О; 

(18) Ena(X)=E-E-X; 

(19) если Х отuрыто в Е, то Ena(X)=X. 

У становленные свойства функций F и а позволяют непосред
ственно получить следующие теоремы о продолжении относительно 

замкнутых или относительно открытых множеств. 

Т е орем а 1. Пусть \X
1
J- семейство .множеств, за.мuнутых 

в Е; тогда существует семейство .множеств {F1 J, за.мuнутых 
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в пространстве .%. таких. что Е n F, = Х, и 

(20) из условия Х, U ... U Х, =Е 
1 n 

следует равенство F, U ••. U F, = .%', 
1 n 

какова бы ни была конечиая систелtа индексов tl' ••• , tn. 

Теорема 2. Пусть (Х,)- се.иейство .иножеств, откры
тьtх в Е; тогда существует семейство .иножеств [О,). от
крытых в пространстве .%. таких. что Е nО,= Х, и 

(21) из условия х, n ... n х, =о 
1 n 

следует равенство О, n ... nО, =О, 
1 n 

какова бы ни была конечная система индексов t 1, ••• , tn. 

В саыом деле, достаточно положить 

F,=F(X) и O,=O(XJ. 

Для метрических пространств теорему 4 из § 14, V, можно обоб
щить следующим образом. 

Т е орем а 3. Условие (21) можно заменить следующим усло
вием: 

(22) из соотношения Х, n ... n Х, =О 
1 n 

следует соотношение 

о, n ... nо, = х, n ... n х, . 
1 n 1 n 

Д о J( аз а т е ль с т в о. В силу теоремы 2_, сущестпует семейство 
открытых ыножеств Н,. такое, что Е n Н,= Х,. и из равенства 
Х, n ... n Х, =О следует равенстпо Н, n ... n Н, =О. 

1 n 1 n 
Положим А= Х, и В=.%- Н, в теореме 3, § 14, V; тогда 

существует открытое множество 0,. такое, что 

Х,с.О,с.Н, и О,П(д:-Н)с.Х,. т. е. O,c:H,UX,. 

Допустим, что Х, n ... n Х, =О. Тогда 
1 n 

Остается доказать, что правая часть этого двойного включения 
содержится в левой части. Но, с ОДНОЙ стороны. н, n ... n н, =О, 

1 n 
а с другой стороны, любое пересечение n множеств, взятых из двух 

совокупностей Н, , ... , Н, и Х\ , ... , Х, (причем хотя бы одно 
1 n 1 n 

ИЗ НИХ береТСЯ ИЗ ВТОрОЙ СОВОКУПНОСТИ), СОдерЖИТСЯ В Х 1 n . , , n Х 1 ; 
1 n 

в самом деле, из равенства Е n Н,= Х, следует (см. § 5, III) вклю-
чение EnH,c:EnH,=X,. откуда H,c:Xxc.x,nxx. 
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ХН. Измельчение бесконечных покрытий. Следующее утвер
ждение в случае метрических пространств является обобщением след

ствия из § 14, III, касающегося нормальных пространств. 

Т е орем а. Каждое покрытие лtетрического простран

ства&;: 

(l) %= U at. .ttножества at ·открыты, 
l 

содержит из.мельчение 

(2) .CJ:= U Ht. множества Ht открыты и HL с: aL. 

Д о к аз а т е ль с т в о. По кажем сначала, что 

(2') 

Так как любое метрическое пространство гамеаморфно ограни

ченному пространству (согласно п. V), то можно считать, что про
странство &: ограничено. 

Можно также считать, что at =1= &: для каждого t, ибо если бы 

было а '• = .CJ:. то достаточно было бы положить F Lo =% и F L = о 
при t =1= t0. 

Положим с l =я: - а L. Тог да с L =1= о. каково бы ни было L. 

Для каждой точки х пространства &: положим 

(3) cr(x)=supp(x. Ct). 
L 

(4) 

Тогда Ft = FL. В самом деле, из очевидного соотношения 

[р(х, Ct):;::::.}cr(x)J=[p(x, CL)> ~ р(х, С.") для любого х] 

следует, что 

Множество FL замкнуто, как пересечение замкнутых множеств 

(в силу непрерывности функции р, см. IV (5) ). 
По определению верхней грани, каждой точке х соответствует 

индекс t0, такой, что 

р (х, CL,) >-} sup р (х. CL). 

Тогда, в силу равенств (3) и (4), х Е Fto• откуда следует равен
ство (2'). 
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Равенство ( 1) означает, что каждой точке х соответствует 
индекс 10, такой, что х Е О,,. следовательно (так как множество О,, 
открыто), р (х. с,,)> о. 

Поэтому а(х)>О. Предположим, что хЕР~; тогда, в силу фор
мулы (4). имеем 

р(х,С,)>О. 

Следовательно, х Е О, и FL с:: 0,. 
Далее, так как пространство % нормально, существует открытое 

множество Н,. такое, что F, с:: Н, и fi, n с,= О. 
Форму л а (2) доказана. 

ХШ. 06-множества в метрических nространствах. 

Т е орем а. Пусть Q с:: я; есть .множество типа 0 6 . Тогда 

существует непрерывное отображение f: Q- Cf'N'. такое, что 
.множество :J =Е [у= f (х)] замкнуто в пространстве % Х (f'N'. 

Х, у 

Доказательство. По предположению, Q=01 П02 П ... , 
г де Оn -открытые множества (п = 1, 2, ... ). Положим F k =.%- О k• 

1 
(1) fk(x)= р(х, Fk) для xEOk; 

(2) f (х) = (/1 (х), / 2 (х), ... ) для х Е Q, 

таv. что f: Q- Cf'N'. 
Согласно IV(3), р(х, Fk)>O при xEOk• а, в силу IV(5), 

функция р непрерывна, поэтому, согласно формуле (1), и функ
ции fk непрерывны. Из теоремы 3, § 16, II, следует, что отобра

жение f непрерывно. 
Предположим теперь, что множество :.5 не замкнуто, т. е. имеют 

место соотношения 

(3) lim Xn = х, (х, у) tJ: :j. 
n-+co 

Так как отображение f непрерывно на Q, отсюда следует, что 

х Е%- Q. Поэтому существует целое число k, такое, что х Е F k• 

и, значит, р(х, Fk)= О. Так как фущщюJ р непрерывна, имеем 
р(х, Fk)= lim р(хп, Fk), откуда, в силу формулы (1), 

n-+co 
lim fk (хп) = CXJ. 

Это приводит к противоречию, так как, согласно соотношению (3), 
lim f(хп)=у=(у1 , у 2 , ... ),следовательно, lim fk(xп)=yk. 

С л е д с т в и е. Каждое Gr,-nод.множество .метрического про
странства .СС го.мео.морфно некоторо.му замкнутому под.мно· 

жеству пространства % Х (f'No, 
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Это вытекает из того, что множество Q гомеоморфно множеству ;j 
(согласно теореме l из § 15, V). 

3 а м е ч а н и е l. Если множество Q представляет собой разность 
двух замкнутых множеств, т. е. Q =А-- В, то в предыдущем след-

ствии пространство (ifNo можно заменить пространством (if (см. Сер
пинекий и Куратовский [2], стр. 23). Действительно, в этом случае 

можно положить 

1 
f (х) = Р (х, В) • 

3 а меч а н и е 2. Как мы увидим далее (§ 33, IV), из предьщу
щего следствия вытекает, что 06-подмножество полного пространства 
гомеоморфно полному пространству. 

XIV. Пространства близости. Равномерные пространства 
(основные определения). В этом разделе мы не предполагаем, что 
пространство я; метрическое. 

Определен и е l 1). Множество .я; называется пространством 
близости, если для любых двух подмножеств А, В с .я; устано
влено, являются ли они близкими (близость множеств А и В обо-

значается записью А 6 В; запись А6В означает, что А и В не являются 
близкими), причем выполняются следующие аксиомы близости: 

l. Отношение 6 симметрично. 
2. [A6(BUC)J=(A6B или А6С). 
3. (p6q)==.(p=q). 

4. обя:. 
5. Если А6В, то существуют множества С и D, такие, 

что 

АсС, BcD, CnD=O, А6(-С). B6(-D). 

Естественная топология пространства .я; определяется тождеством 

(l) (хЕА)=(х6А). 

Можно по казать, что при таком определении .я; ее ть вполне 

регулярное (/ 1 -пространство. 
Обратно, каждое вполне регулярное (/ 1 -пространство .можно 

рассматривать как пространство близости, т. е. можно опре

делить отношение близости, удовлетворяющее аксиомам 1-5 и фор-
муле (l). А именно, можно считать, что А6В тогда и только тогда, 
когда существует непрерывное отображение f: %---+ 8, такое, что 
f (А)= О и f (В)= l (А =!= О =!= В). 

1) C;.t. Ефремович [1], [2], см. также. Смирнов [4], [8], Мрувка [2], [3]. 
11~б~;:лл (1 j. 
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В метрическом пространстве отношение близости Ь можно ввести 
наиболее естественным образом при помощи тождества 

(2) (А ЬВ)= [р(А, В)=-= О) (А=!= О=!= В). 

Пространства близости представляют интерес в основном потому, 

что в них можно ввести понятие равномерно непрерывных отобра

жений. А именно если :%' и ;у-- пространства близости, то отобра

жение f : я;~ ;у называется равно_ие рно неп ре рыв н ым, если 

(3) (А ЬВ) ~ (j (А) bj (В)). 

Если пространства .2~ и ;у-- метрические, это определение экви

валентно обычному определению равномерной непрерывности, при

нятому в метрических пространствах (см. IV). 
Существует и другое важное понятие, связанное с равномерной 

непрерывностью. 

Определен и е 2 1). Говорят, что множество :%' снабжено 
равномерной структурой относительно непустого семейства и 

подмножеств множества :%' Х :J[;', если для любого V Е и выполняются 
следующие аксиомы: 

а) диагональ множества :%' Х :%' является под.щtожество.~.t 
множества V; 

б) множество Е [(у, х) Е V] является элементо,и семей-
х, у 

ства и; 

в) если V1 Еи и V2 Еи. то (V1 ПV2)Еи; 
г) если V Е Z, то Z Е и; 
д) существует V 1 Е и. такое, что 

Е V ( [ (х, z) Е V 1] 1\ [(z, у) Е V1]) с V. 
х, у z 

Более того, предположим, что 

е) пересечение всех элементов семейства и есть диагональ 
множества z Х ,%'. 

Пусть р- проиэвольная точка множества %; окрестностью 

точки р будем считать каждое множество вида Е [(р, х) Е V], г де 
х 

V Е и. Таким образом в множестве § определяется векоторая топо

логия, которую мы будем называть топологией, индуцированной 
равномерной структурой относительно и. Легко показать, что 
§--вполне регулярное Jспространство. 

Обратно, каждое вполне регулярное (!1-пространство можно 
наделить равномерной структурой (см. Бурбаки [1)). 

1) См. Вейль [1]. см. также Бурбаки [1], гл. II. См. также Чассар [1], [2]. 
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Интересно сравнить эту теорему с аналогичной теоремой о про

странствах близости 1). 

В метрических пространствах U можно определить как семейство, 
состоящее из множеств, содержащих множество 

(4) V е = Е [ 1 х- у 1 < е], г де е > О. 
х, у 

XV. Псевдометрические пространства. 
Определен и е 1. Функция 'Ф : я; Х .я;-+ (f называется псевдо

.не т ракой, если выполняются следующие аксиоыы (ер. I): 

а) 'IJ (х, х) =О; 
\)) ·ф(х, у)+'Ф(х, z):;?-"ф(у, z). 

Отсюда следует, что 

"ф(х, у):;?-0 и ф(х, у)='Ф(у, х). 

Если, кроме того, предположить, что 

(х =1= у)~ ["ф(х, у)+ 0], 

то псевдометрика, очевидно, становится метрикой. 

Следует заметить, что 

1° если j:!];-+(f, то "ф(х, y)=if(x)-f(Y)I есть псевдо
метрика; 

2° сумма и максимум двух псевдометрик есть псевдо.мет

рика; 

зо сумма сходящегося ряда псевдометри!( есть псевдо.иет

рика; 

4° если 'Ф- псевдометрика, то и функция ф, определенная 
следующим об разом: 

- { "ф(х, у), 
·ф(х, у)= 

1' 

являе тел псе в доме т рикой. 

если ф(х, у)-< 1, 

если ф(х, у):;?- 1, 

Определение 2 2). Пространство% называется псевдо.мет
рическим относительно семейства ЧГ = [Ф1 ] псевдометрик (t Е Т), 
если 

V) для каждой пары х =1= у существует t Е Т, такое, что 
'Фt (х, у) =1= О. 

1) О различных связях между пространствами близости и равномерными 
ttространствами см. Смирнов [7], [6]. 

2 ) Что касается этого определения и последующих теорем, см. Мрувка [4]. 

16 Топология, т. 1 
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Обозначим через Ч'* пополнение семейства Ч' всеми максимумами 
конечных систем псевдометрик, принадлежащих Ч'. 

Теорема 1. Пусть "псевдошары" 

(1) В1 , р, е= Е [1jJ1 (р, х) <е], где 1jJ1 Е Ч'*, рЕ.%' и е> О, 
х 

об разуют базу пространства $. Тогда пространство .%' 
становится вполне регулярным (/1 -пространство.м (это инду
цированная топология псевдометрического пространства %). 

Доказательство. Пусть F=Fc% и РЕЯ:-F. Тогда 
существ_rют t и е, такие, что F П В,, р, е= О. Положим ср1 = ·ф1 /е и 

f (х) = Cft (р, е). Тог да 

f Е gx, f (р) =О и f (х) = 1 при х Е F. 

Справедлива также обратная 

Теорема 2. В любом вполне регулярном J'спространстве 
.можно определить псевдо.метрику, не .меняя его топологии. 

А именно пусть {!1}- семейство функций f 1 Е gx, таких, что 

для каждого множества F = F и любой точки рЕ 2:- Р суще
ствует t, удовлетворяющее условию 

(2) ft (р) Е fJ -- ft (F); 

тогда 

(3) 1jJ1 (х, у)= 1 j 1 (х)- / 1 (у)]. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Очевидно, что пространство .z является 
псевдометрическим по отношению к семейству (1jJ1). Покажем, что 
топология, индуцированная этим семейством, согласуется с исходной 

топологией пространства .я;. 

Пусть О- открытое множество и рЕ О. Положим F =.'!С- О. 

Пусть t удовлетворяет условию (2), положим е= р [/1 (р), j 1 (F)]. 
Отсюда легко получить, что В1 , р, е с О, и поэтому множество О 
открыто в топологии, индуцированной семейством (1jJ1J. 

Обратно, множество В1 , р, е открыто в исходной топологии про

странства .я;, так как функция 1jJ1 непрерывна. 

3 а меч а н и е 1. Можно построить теорию псевдом.етрических 
пространств по аналогии с теорией метрических пространств (см. 

Мрувка [4] ). 
Можно показать, например, что любое замкнутое подмножество 

вполне регулярного пространства является пересечением семейства 

открытых множеств, причем мощность этого семейства равна мощ· 

ности семейства {'ф1 }, рассмотренного выше, · 
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3 а м е ч а н и е 2. Если множество Т счетно и выполнено уело· 
вие у), то формула 

со 

1 х -- у r = ~ 21n "Фп (х. у) 
~ 1 + 1/Jп (х. У) ' 
n=! 

так же как и формула 

со 

~ 1-
Jx -YI = ~2111Рп(х, у), 

n=!; 

определяет расстояние в пространстве .я; (ер. 3° и 4°). 

XVI. Паракомпактность метрических пространств. 

Определен и я. Семейство А подмножеств топологического 
пространства называется диск ре тны.м, если каждая точка простран
ства имеет окрестность, которая пересекается самое большее с одним 
элементом семейства А. 

Семейство называется а-диск ре тны.м, если оно является объеди
нением счетного числа дискретных семейств. 

Теорема 1. Каждое открытое покрытие (011 \ .иетри·tе
ского nростране тв а и .м ее т отк рытое а-дискретное измель

чение. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Положим 

(О) Оа,п=~ [r(x, -Оа)> 2
1п]· 

Очевидно (ер. IV (3) ), что 

(1) 

причем множества 0 11, n открыты (так как функция р непрерывна, 
см. IV (5)). 

Пусть xEOa,n и y~Oa,n+!· Тогда, согласно IV(б'), 

1 1 1 
Jx- Yl ~ Jp(x, -Оа)-р(у. -Oa)J > 

2
n-

2
n+! = 

2
n+!' 

откуда следует, что 

(2) 

Так как множество индексов а произвольно, можно предположить, 

что а -- некоторое порядковое число. Положим 

(3) 

16~ 

На,, n = Оа,, n- U О а, n+l• 
а< ао 
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Тогда, если а1 =F а2 , то либо На,, пС -О а,, п+I• либо На,, пС -Оа,, n+I• 
поскольку либо а1 < ~. либо а2 < а1 • 

Таким образом, согласно форму лам (2) и (3), мы имеем 

1 
р(На,,п• На,,п));- 2п+I, если a1 =Fa2. 

Следовательно, для каждого п семейство В п = {Н а, п) дискретно, 
а тогда семейство {На, п\ а-дискретно при переменных а и n. 

Остается показать, что это семейство является покрытием про-

странства. т. е. что 

Я:= u на,п· 
а, п 

Пусть ха- данная точка. Обозначим через аа наименьший индекс, 
такой, что ха Е О а,· Согласно равенству (1 ), существует такой индекс п0 , 

что ха Е О а,, по· Очевидно, что если а< ао. то Хо ~О а, по+2· Обозна
чим через К открытый шар с центром Ха радиусом 1/2п'+ 2 • Из не
равенства (2) следует, что 

Kn U Оа,п,+r=О, значит, хоЕНа,,п,. согласно (3). 
а< а0 

С л е д с т в и е la. Каждое .метричес1<ое пространство и.меет 
а-дискретную базу. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Для каждого п рассмотрим семейство Fп 
всех шаров радиуса меньше ljп и обозначим через Ап а-дискретное 
измельчение семейства F п· Тог да А 1 U А2 U .•• -искомая база. 

Т е орем а 2. Для 1<аждого а-л01<ально конечного от~< рытого 
nо!Срытия А (см. § 5, VII) .метричес!Сого пространства суще

ствует ло!Сально !СОНечное от!Срьtтое измельчение. 

ДоказатЕОльство. Пусть 

А=А1 U А2 U • • • и Ап= {Оп,t\• 

где t Е Т п• множества Оп, 1 открыты, а семейства Ап локально ко
нечны. 

Согласно теореме из л. XII, существуют открытые множества Н п, 1, 

такие, что 

(4) нп,tсоп,t и UHп,t=UOп,t· 
t t 

Положим Вп ={Н п, 1), где t Е Т 11 • Так как у Оп, 1 =я;, объеди-

нение В1 U В2 U . . . является открытым покрытием пространства. 

Семейства Ап локально конечны, поэтому и семейства В п локально 
конечны. Следовательно, в силу теоремы из § 5, VII, множества 

(5) Kn,t=On,t- U U Hm,t 
m<ntETm 
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-открытые. Такиы образом, для завершения доказательства доста

точно показать, что семейство /Кп, 1) с персменными индексами п и t 
является лакальна конечным покрытием рассматриваемого пространства. 

Пусть х0 -- фиксироuанная точка, и пусть n0 - наименьший ин

декс, такой, что х Е U Н п,, 1, t Е Т пJ· Тог да существует индекс to Е Т гz,. 
такой, что х0 Е Н гz,, 1,. Так как семейства Am лакальна конечны, суще
ствует система V1, V2 , ••• , Vп, открытых множеств, содержащих хо. 
такая, что множество V т пересекается только с конечным числом эле
ментов семейства Am· Ясно, что множество Нп,, 1, n V1 n ... n V п, 
пересекается только с конечным числом множеств вида (5). 

Наконец, чтобы показать, что х0 Е U Кп, 1, обозначим через п0 
п, t 

наименьший индекс, такой, что Хо Е U Оп,, t• г де t Е Т по· Тог да суще
ствует индекс toETno• такой, что хоЕОп,,t,· Согласно (4) и (5), от
сюда следует, что 

хоЕ Кп,,t,· 
Следствие 2а. (Теорема Стоуна А. [1].) Всякое метрическое 

пространство парако.мпактно. 

Это предложение вытекает из теорем 1 и 2, так как дискретное 
семейство, очевидно, лакальна конечно. 

XVII. Проблема метризации. Эта проблема состоит в нахожде
нии необходимых и достаточных условий того, чтобы топологическое 

пространство (регулярное J\-пространство) было метризуемым (т. е. 
было гамеаморфно векоторому метрическому пространству). 

Метризационная теорема Бинга-Нагата-Смир
н о в а 1). Следующие три условия, наложенные на регулярное 
J\-пространство .я;, эt<вивалентны: 

1° пространство .я; .метризуе.мо; 
2° пространство .я; имеет а-дискретную базу; 
зо пространство .!С имеет а-локально конечную базу. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Импликация 1 о~ 2° представляет собой 
следствие 1 а, п. XVI. Импликация 2° ~ 3° очевидна. Итак, в про· 
странстве .я; с а-локально конечной базой В мы должны определить 

расстояние, сохраняющее топологию пространства .я;. 

1) См. Бинг [1], Нагата [1], Смирнов [3] и [1]. См. также Алексан
дров [20], Архангельский [1], [2], [5], [4], Нагата [2], Майкл [3]. 

Исторически первое условие метризуемости было дано в статье Алек
сандрова и Урысона [1]. См. также Фреше [5], стр. 220, и условие Арон
тайна, данное во французском издании этой книги на стр. 138. 

См., кроме того, Читтенден [1]. 
Добавим еще, что имеется обширная литература, касающаяся проблемы 

метризации образов метрических пространств при различных отображе
ниях, таких, как замкнутые, открытые, взаимно непрерывные (метризация 
факторпространств). См., например, Мартин (1], Ханаи [1], Морита и Xa
llaи (1]. Морита (1], Стоун А. [ЗJ. 
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Положим 

(О) B=B1 UB2 U ... , Вп=\0п, 1 \. tЕТп. 

где семейства Bn локально конечны. 
В силу теоремы 3 из § 14, Vl, отсюда следует, что простран

ство ![; совершенно нормально, значит (по теореме 1 из § 14, Vl), 
для каждой пары n, t существует непрерывное отображение 

fп. t: z~ g' такое, что 

(1) (хЕОп,t)=(fп,t(х)=;ЬО). 

Так как семейства Bn локально конечны, каждая точка х содер
жится в открытом множестве И n (х), которое пересекается только 
с конечным числом множеств Оп, 1. Следовательно, на множестве И n (х) 
все функции f n, 1, за исключением конечного числа, тождественно 
равны О. 

Таким образом, следующая функция 

(2) fп(Х, У)=~ /fп,t(x)-fп,t(Y)/. 
te_тn 

г де х Е![;, у Е![;, определена корректно. 

Кроме того, функция fп непрерывна (ер. § 13, V, 1). 
Применим к функции fп ограничивающее отображение (см. п. V) 

(3) /- ( . ) f n (х, У) 
n х • у = 1 + f n (х, у) . 

Легко видеть, что функции f n и fп удовлетворяют не равенству 
треугольника (1 (ii) ). 

Теперь положим 
со 

(4) 
u 1 -

/х-- Yl = ~ 2n fп(х, у). 
n=l 

Покажем, что 1 х --у/-- метрика (т. е. что выполняются усло
вия (i) и (ii) из п. 1) и что эта метрика согласуется с исходной 
топологией пространства ![;. 

Заметим сначала, что поскольку функции fп удовлетворяют усло
вию (ii), то и функция !х-у! удовлетворяет этому условию. Далее, 
чтобы показать, что функция 1 х- у 1 удовлетворяет условию (i) и 
что расстояние 1 х- у 1 согласуется с топологией пространства %. 
достаточно показать (см. IV (3) ), что 

(5) (хЕА)::=(р(х, А)=О), 

каковы бы ни были точка х Е% и множество А с![;, 
Так как сумма равномерно сходящегося ряда непрерывных функ

ций непрерывна (см. § 13, VI, 3), а проекция является непрерывным 
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отображением, то из левой части равенства (5) следует его правая 

часть. 

С другой стороны, если х ~А, то существует пара индексов п, t, 
такая, что 

Х Е Оn, t И А С: %- Оn, t' 

и из формул (1)- (4) следует, что для каждой точки а Е А 

1 1 
-..__ 1 f n. t (х) О 

х-а -::7 F' 1 + f n, t (х) > · 
Следовательно, р (х, А) > О. Тем самым доказательство теоремы 

завершено. 

3 а меч а н и е. Из этой теоремы непосредственно следует, что 

регулярное J'1 -простращтво со счетной базой метризуемо. В § 22 
мы дадим более прямое доказательство этого важного утверждения. 

§ 22. Пространства со счетной базой 

1. Общие свойства. Пусть R1, R2, ••• -база, состоящая из не
пустых открытых множеств, данного J'r-пространства .я;. 

Справедливы следующие теоремы. 

Т е орем а 1. Свойство пространства обладать открытой 
счетной базой наследственно. 

В самом деле, если Е с: .я;, то Е П R1, Е П R2 •••• есть открытая 
база множества Е. 

Т е орем а 2. Если %-регулярное пространство, а О
открытое .множество, то для каждой точки рЕ О существует 

индекс п, такой, что рЕ Rn и Rn с: О. 
Действительно, поскольку пространство % регулярно, существует 

открытое множество Н, такое, что рЕ Н, Н с: О. Более того, суще
ствует такой индекс п, что рЕ Rn с: Н, следовательно, Rn с: О. 

Теорема 3. Пусть /:&:~'У-непрерывное отображение 
на. О то б раже н и е f является го.мео.мо рфиз.мо.м тогда и толы< о 
тогда, когда 

(Rk с: R1)::::? [f (Rk) n f (%- R1) =О]. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Если f- гомеоморфизм, то из включения 

Rk с: R1, эквивалентного соотношению Rk n (%- R1) =О, следует. 
что 

откуда 

J(Rk) n /(%- R1)= о. 

/ (Rk) n! (% -- Rj) =О, 



248 Г л. 2. Метрические пространства 

Поэтому 

/(Rk)П/(2:- Rj)=O. 

таi< как множество f (R k) открыто. 
Обратно, если отображение f непрерывно, но не является гомео

морфизмом, возможны два случая: либо f не является взаимно одно

значным, либо существует открытое множество О, такое, что мно
жество f (О) не является открытым. В первом случае существуют 
две точки х =(= х', такие, что f (х) = f (х'), т. е. существует такой 
индекс j, что 

xERj и x'E~'C-Rj• откуда f(x)=f(x')E/(.'C--Rj)· 

Во втором случае существует точка х, тш<ая, что х Е О, 

f (х) Е f Ut')- f (0). Следовательно, существует индекс j, такой, что 

xER;c:.O, откуда f(x)Ef(.Я::)-/(Rj)· 

В обоих случаях f(x)E/(2:-Rj)· 
С другой стороны, х Е Rj; следовательно, согласно теореме 2, 

существует такой индекс k, что х Е Rk и Rk с:. Rj. Поэтому 
! (х) Е! (Rk) n! (Z - Rj), что завершает доказательство. 

Теорема 4. В любом пространстве со счетной базой суще
ствует последовательность открыто-за.мкпутых .мпожеств, 
такая, что любое открыто-зам!<нутое .множество является 
пределом (в смысле§ 1, V) некоторой ее подпоследовательности 
(см. Серпинекий [58], а также де Гроот [1] ). 

Эта теорема непосредственно вытекает из следующей теоремы 
теории множеств: 

Пусть 01' 0 2, •.• --последовательность подмножеств фикси
рованного пространства я;. Пусть А-се.мейство всех .мно
жеств Х данного пространства, таких, что множество Х, 
а также множество - Х представляют собой объединение 
некоторых •tленов этой последовательпости. Тогда существует 
последовательность множеств А 1 , А 2 , .•• , принадлежащих 
семейству А, такая, что l<аждое множество А Е А и.меет вид 

А= Limes Aik· 
k~oo 

Д о к аз а т е ль с т в о. Рассмотрим все множества, состоящие из 

четного числа положительных целых чисел (т0 • •.• , тk, n0 , .... nk), 
для которых существует множество Х Е А, такое, что 

(1) От U ... U От с:. Х и Оп U ... U Оп с:.-- Х. 
о k о k 

Упорядочим такие системы в бесконечную последовательность 

$ 1, s 2, •••• Пусть ( тg, ... , т1( n6 . ... , п~1 ) есть i-й член последова-
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тельности ( s 1 J; обозначим через А 1 произiJольное множество Х с: А, 
удовлетворяющее условию (1) (для индекса i). 

Пусть А Е А. По предположению, существуют две nоследователь
ности целых чисел т0 , т 1 , . • . и п0 , пр ... , такие, что 

A=Om,UOт,U ... и -A=On,UOn,U 

Положим s 1k = (т0 , ••• , тk, п0 , ••• , пk)· Так как множество А 

удоiJлетворяет условию (1) при каждом k, то 

откуда 

От U 
о 

От0 U ... U Отk С: Aik И 0 110 U • · • U Onk С: - A1k' 

Следовательно, 
со со со со 

А с: U П Atk . и 
k=O j=O +1 

-А с: U П (-Aik+.)' 
k=O J=O 1 

и окончательно 

со 00 00 00 

Ас: U П A1k+.c:: П U A1k+.c:A, т. е. A=LimesAi. 
k=O j=O 1 k=O j=O 1 k~co k 

11. Метризация и введение координат. 
Т е орем а 1 (Урысон [2] ). Любое регулярное J'спростран

ство .2' со счетной базой го.мео.морфно неиоторому сепара
бельно.му .метричесuо.му пространству. 

Более точно: 

(О) .Я: с: fJ No. 
top 

Другими словами, существует последовательность функций 

Г :.Я:~ fl, такая, что f = [/1, р, ... ] есть гомеоморфизм; рас
стояние между двумя точками пространства f1 No, т. е. между двумя 
последовательностями действительных чисел у= [у О>, y(2J, ••. ], 

z=[z(l), z(2J, ••• ],определяется формулой (ер.§ 21, VI(2)) 
со 

(i) IY-Zi=~ Tn!Y(n)_z(n)l· 
n=l 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть Rl' R2 , ••• -база nространства л:. 

Рассмотрим все пары (Rk , Rт )• такие, что Rk с: Rm . Cor ласно 
n n n n 

следстiJию 1 а из § 14, ll, пространство !С нормально, следовательно, 
r1 силу леммы Урысона (§ 14, IV), существует непрерывная функ

гшя / 11
, такая, что 

(ii)O-<:fn(x)-<:1, Г(х)=О при xERk и / 11 (x)=l при xd:.Rm. 
n ~ n 
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Так как функции fn непрерывны, то функция f = [Jl, f2, ... ] 
также непрерывна (§ 16. Il, теорема 3). 

Для доказательства того, что f - гомеоморфизм. достаточно по ка-

зать, что (§ 13, VIII (3а)) из условия р t/: Х следует соотношение 

f (р) t/: f (Х). где Х с. ,!t'. 

Так как рЕ:%'- Х, то существует индекс тп' такой, что 

рЕ Rmn с.%- Х. В силу теоремы 2 из п. I, существует индекс kn• 
такой, что рЕ Rk с. Rm . 

n n 
Пусть хЕХ. Отсюда следует, что xtf:Rmn и, согласно (ii), 

Г (х) = 1. Из формулы (ii) вытекает также, что fn (р) =О и, со-

гласно (i), if(x)--f(p)f ::::> 2~ · 

Следовательно, шар с центром в точке f (р) радиуса 1/2" не пере· 

секается с множеством f (Х). Поэтому f (р) t/: f (Х). 
3 а меч а н и е 1. Как мы видели выше (§ 21, II. теорема 2), 

обратная теорема также верна: лЮбое метрическое се па рабельное 
пространство представляет собой J\-пространство со счет
ной базой. 

Среди этих пространств Гильбертов куб g No имеет наивысший 

топологический ранг, т. е. сам является метрическим сепарабельным 

пространством и топологически содержит все другие метрические 

сепарабельные пространства. Более того. любое подмножество про

странства g No является сепарабельным метрическим пространством. 
Следовательно, изучение регулярных с1 1 -пространств со счетной 

базой равносильно (с топологической точки зрения) изучению под
множеств пространства g N, или подмножеств пространства Фреше (f~o 
(так как пространства g No и (f'No, очевидно, имеют один и тот же 
топологический ранг). 

3 а меч а н и е 2. Интересно сравнить теорему Урысона (и выше
изложенное замечание) со следующей теоремой Банаха и Мазура (см. 

Банах [8], Урысон [9], Серпинекий [62] ): любое сепарабельное 
метрическое пространство изометрично некоторому подмно-

жеству пространства (fg всех действительнозначных непре
рывиых функций, определенных в интервале О--<: х--<: 1. 

Таким образом, топологический ранг пространства (fg также 
является наивысшим среди сепарабельных метрических пространств. 

С топологической точки зрения пространство (fg имеет тот недоста
ток по сравнению с пространство м g No, что оно не является ком
пактом, однако с геометрической точки зрения оно имеет то преи

мущества. что является пространством не только наивысшего 
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топологического, но и наивысшего геометрического ранга среди сепара

бельных метрических пространств. 

3 а меч а н и е 3. В случае метрических сеnарабельных пространств 
включение (О) можно доказать неnосредственно следующим образом. 

В силу § 21, V, можно предположить, что пространство % имеет 
диаметр < 1. Пусть р 1 • р2 •••• -бесконечная последовательность 
точек, плотная в данном пространстве. Каждой точке х Е% поставим 
в соответствие точку h (х) куба ff No с координатами 1 х- р1 1. 

lx-- P2l• · · .: 
(1) h(x)=(lx-p1 1, lx-p2 J .... ],т. е. h(n)(x)=IX-Pnl· 

Функции h(n) непрерывны (в силу § 21, IV), и поэтому функ
ция h непрерывна (согласно теореме 3 из § 16, 11). Мы докажем, 
что h - гомеоморфизм. 

Пусть 

(2) Jim h (xk) = h (х). 
k"""co 

Покажем, что lim xk = х. Допустим, что это равенство не имеет 
k"""co 

места. Тогда существуют '11 >О и последовательность m1 < m2 < ... , 
такие. что 

(3) Jxтk-xJ>'l'l при любом k. 

Пусть j -·-индекс, такой, что 

(4) 

Из условия (2) следует, что lim hUJ (xk) = h(}) (х). т. е. 
k"""co 

Iim lxk-PJI=Ix-Pjl· 
k"""co 

Следовательно, для достаточно больших k 

1 х т k- р j 1 < 1 х- р j 1 + '11/3. 

откуда Jxmk·-xJ<Ixmk-Pji+Jx-p1i<'l1 в силу неравен
ства ( 4). 

Таким образом, мы пришли к противоречию с соотношением (3). 

3 а меч а н и е 4. Предположение о регулярности пространства .%, 
сделанное в теореме 1, нельзя заменить более слабым предположе

нием, что пространство .% хаусдорфово. Это видно на примере 
хаусдорфова нерегулярного (следовательно, неметризуемого) простран

ства, рассмотренного в замечании 2, § 5, Х. Это пространство имеет 
счетную базу. 
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Следствие la. Любое сепарабельное .иетрическое про
странство гамеаморфно вполне ограниченно.иу пространству. 

Это следует из того, что пространство gн, вполне ограничено 
(ер. § 21. VIII, следствие 5а). 

Теорему 1 можно уточнить следующим образом: 

Т е орем а 2. Гамеома рфизмы об разуют плотное множе

ство в пространстве (f!Ho)x. 
Иными словами: для каждого непре рывнаго отображения 

f:.Z~f!Ho и !(аждого е>О существует гамеаморфизм 
h: .Z ~ f!Ho, такой. что 1 h (х)- f (х) 1 <е для любой точки х. 

Следовательно, непрерывное отображение f является пре
делом равномерно сходящейся последовательности гомеомор
физмов. 

Для доказательства достаточно форму л у (l) заменить следующей 
формулой: 

!1 (х) = [!(!) (х), i 2
) (х), ·• ·, in) (х), 1 х- P1l• 1 х -- P2l• • • • ], 

где uелое число п выбрано так, что 1/2 11 <е. 

Следствие 1б. Любое метрическое сепарабельное про
странство является непрерывным взаи.лtно однозначным обра
зоя некоторого подмножества канторо.ва дисконтинуума 75' 
(а также множества иррациональных чисел). 

Это утверждение следует из теоремы Урысона и следствия ба, 

§ 16, II. в силу которых пространство f!Ho является непрерывным 

образом множества 'if. 
Так как множество 'if топологически содержится в множестве <Yf/" 

ирраuиональных чисел, то доказательство завершено. 

111. Сепарабельность пространства ~х. 
Т е орем а 1). Пусть .Z-ко.ипаl(тное .иетричесl(ое прострап

ство, а ~- сепарабельное .метрическое пространство; тогда 

пространство ~х сепарабельно. 
В самом деле, из включения ~с. gHo следует (ер. § 21, Х, тео

tор 

рема 8), что 

~xc.(f!H')x с.( 2gнохх) . 
top т 

Последнее пространство сепарабельно, так как nространство 

gHo Х !):' компактно (см. § 21, IX, теорема 2, п. VIII, теоремы 2 и 3). 

3 а м е ч а н и е 1. Если метрическое пространство .Z не комnактно, 
то пространство ffx (метризованное при nомощи формулы (1), § 21, Х) 

1) См. Борсук [!]. 
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не сепара6ельно. В самом деле, по предположению, пространство vCC 
содержит счетное (бесконечное) замкнутое дискретное подмноже

ство F = (рр Р2• · · · ). 
Поставим в соответствие 1\аждой точке z = [z1 , z2 , ••• ] ка нто

рова множества 'б' функцию fz, определенную на множестве F равен-
1 . 

ством fz (pJ = 2 Z
1

• Так как множество F- дискретное, функ-
F 

ция fz непрерывна: fz Е fl . Пусть, в соответствии с теоремой Титце 
(§ 14, IV), f; есть продолжение функции fz на все пространство %. 
Тогда 

IJ:-f~l>lfz-fwl=l при Z=/=W. 

Так как семейство функций f z• г де z Е 'б', несчетно, то простран

ство f1 J; не сепарабельно. 

3 а меч а н и е 2. Сепарабельность пространства g 8 является пря
мым следствием теоремы Вейерштрасса, согласно которой каждая 
непрерывная функция является пределом равномерно сходящейся после

довательности полиномов с рациональными коэффициентами. Эта тео
рема, выраженная в других терминах, означает, что множество поли-

номов с рациональными коэффициентами плотно в пространстве g 8 . 

IV. Отождествление замкнутых множеств. Пусть F- замкну
тое подмножество метрического сепарабельного пространства %. 
Отождествляя все точки множества F, по.1учим новое метрическое 
сепарабельное пространство, удовлетворяющее тем же аксиомам. 

Точнее, справедлива 

Теорема 1 1). Существует непрерывная функция f, пре
об разуЮщая F в одну точку, не принадлежащую .множеству 
f(%-F), npurte.м f является го.мео.морфиз.мо.м на .множестве 
%-F. 

Д о к аз а т е ль с т в о. В силу теоремы Урысона, можно допустить, 

что %с (!'N', т. е. что точками пространства .%' являются последова
тельности действительных чисел х = [xi, х2 , хз, ... ]. Положим для 
краткости о (х) = р (х, F); через f (х) обозначим точку простран

ства (!'N', определенную следующим образом: 

f(x)=(o(x), xl·o(x). х2·о(х), ... ]. 

Пусть хЕР. тогда о(х)=О, поэтому j(x)=(O, О, О, ... ]. 
Обратно, из последнего равенства следует, что о (х) =О, откудах Е F. 

Так как каждая из координат точки f (х) является непрерывной 
функцией точки х, функция f непрерывна. 

1) См. Куратонекий [39], Хаусдорф [8], Нитка [1]. Заметим, что f (%) 
не обязано быть факторлространством. 
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Покажем, наконец, что f есть гомеоморфизм на множестве .CJ:- F. 
В самом деле, из условия Jim f(xп)=f(x) следует, что lim Ь(х")= 

ll-4-:0 

= Ь (х) и lim х~ · {) ( х ") = х k • Ь (х) л ля каждого k. Пусть х Е !С-F, 
n~oo 

тогда 6(х)=;ЬО и, следовательно, Ь(хп)=f=О для достаточно больших п. 

Отсюда 

k lim Xn = lim 
n~oo n~oo 

поэтому lim xn = х. 
n~oo 

Теорему 1 можно обобщить следующим образом. 

Теорема 2. Пусть $'--.метрическое сепарабельное про
странство, и пусть Fl' ... , Fn- замкнутые непересекающиеся 
подмножества. Тогда существует непрерывное отображение f 
пространства !С на некоторое .метрическое сепарабельное про

странство, отображающее .множества F 1, ••• , Fn в различ
ные точки р 1 , ••• , Pn• ни одна из которых не принадлежат 
.множеству f[.!l:- (F1 U ... UFn)J, причем f есть го.ttео.мор
фаз.м на .множеств е !С- (F1 U ... U F n). 

В самом деле, при помощи повторного применения теоремы 1 мы 
отобразим множества F 1, F 2, ••• последовательно в точки р 1 , р 2 , ... 

требуемым образом. 
Можно nолучить также следующее обобщение теорем Урысона 

и Титце. 

Теорема 3. Пусть F=Fc.!Cc. [J'~~o и JE([J'~~o)F. Суще
ствует непрерывное отображение g: .Я:-+ [!'~~• Х [/ Х [J'~~o, со
впадающее с f на .м нож е с тв е F а являющеес я го.мео.мо рфиз.мо.м 
на .множестве !С- F. 

В самом деле, пусть f* Е ( [/ '~~•)х - продолжение функции f (тео
рема Титце, § 14, IV). Положим 1) 

g(x)=[J*(x), р(х, F), х·р(х, F)], где хЕ.Я:. 

V. Произведение пространств со счетной базой. Множества 
первой категории. В этом пункте мы будем предполагать, что про
странство ".!/ имеет счетную базу. 

Обозначим вертикальное сечение пространства !С Х ".!/ через ".!Jx; 

'Ух=(х) Х ".!/. 

') См. Куратонекий [39), теорема 1. 
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Т е орем а 1 1). Пусть Zc.:C Х :!/. Если .множество Z нигде 
не плотно, то существует .множество Р с .:С первой кате
гории, такое, что для каждой точки х Е .:С- Р .множество 
L n :!ix нигде не плотно в пространстве :!/х. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть R1, R2 •••• -открытая база про
странства :!/. Положим 

(1) Eп=E[(x)XRпcZП:!ixl и P=E1 UE2 U .... 
х 

Очевидно, что En Х Rn С Z, И поэтому En Х Rn = En Х Rn С Z. 
Отсюда следует, что множества En нигде не плотны, ибо в про

тивном случае существовало бы открытое непустое множество OcEn 
и, следовательно, О =1= ОХ Rn с En Х Rn с Z, что невозможно, так 
как множество Z нигде не плотно. 

Поэтому Р ·-множество первой категории. 
Пусть теперь х Е .:с- Р; предположим, что множество z n :!lx 

не является ни г де не плотным в пространстве :!fx. Тог да существует п, 
такое, что (х) Х Rп с Z n :!ix (последовательность (х) Х Rп. 
n= 1, 2, ... , есть база пространства :!fx). Отсюда следует (со г лас но 
формуле (1)) включение х ЕЕп с Р, что приводит к противоречию. 

С л е д с т в и е 1а. Пусть Z с .:С Х :!/. Если Z- .множество 
первой категории, то существует .множество Р с .:С первой 

категории, такое, что для любой точки х Е .:С- Р .множество 
L n :!ix есть .множество первой категории в пространстве :!Jx. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Положим Z = Z 1 U Z2 U ... , где множе
ства Z n ни г де не плотны. Применим предыдущую теорему к каждому 
из множеств Z n и обозначим через Р n соответствующее множество 
первой категории. Тогда Р = Р1 U Р2 U ... есть искомое множество. 

С л е д с т в и е 1 б. Произведение L =А Х В есть .множество 
первой категории в пространстве .:С Х :!/ тогда и толысо то
гда, когда либо .множество А, либо .множество В первой кате
гории. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть Z- множество первой категории. 
Предположим, что ни множество А, ни множество В не являются 
множествами первой категории. Пусть Р- множество, рассмотренное 
в следствии 1а, тогда А cj:. Р. 

Пусть х Е А-Р. Тогда z n :!lx- множество первой категории 
в пространстве :!/х. Так как Z =А Х В, имеем Z П :!ix = (х) Х В и, 

1) См. Улам и Куратонекий [1). 
Предположение о том, что пространство '!f имеет счетную базу, суще

ственно. См. цит. раб., примечание 1 на стр. 248. 
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следовательно, В·- также множество первой категории (в простран
стве су, ер. § 15, VJ). 

Таким обраЗоы, сформу лираванное условие является необходимым. 

Достаточность его вытекает из следствия 2а. § 15, VII. 
Следствие lб можно усилить следующим образом: 

С л е д с т в и е lв 1). D (АХ В)= D (А) Х D (В). 

Доказательство. По определению, (а, b)~D(AXB) озна-
чает, что множество АХ В первой категории в точке (а, Ь); ины!Уtи 
словами, существует открытое множество О, содержащее точку (а, {J), 

такое, что множество ОП (А Х В) первой категории. При этом мы 
можем допустить, что множество О принадлежит базе пространства 
.% Х су. Таким образом. 

О= М Х N, а Е М. Ь Е N, М и N- открытые множества. 

Так как (М Х N) П (А Х В)= (М П А) Х (N П В), то 

[(а, Ь) ~ D (АХ В)]=: 

== v (а Е М) (Ь Е N) (М, N открыты) [(М n A)X(N n В) первой кат.]. 
M,N 

Но, согласно следствию 16, 

[(М ПА) Х (N П В)- множество первой категории]=: 

=:[либо МПА. либо NПВ-множество первой категории]. 

Поэтому 

((а,Ь)~D(АХВ)]=:(либо a~D(A), либо b~D(B)]== 

=:((а, b)~D(A)X D(B)]. 

Теорема 2 2). Пусть f:%~'Y и :j=E[Y=f(x)]. Пуст~ 
х, у 

пространство су плотно в себе. Если множество (% Х 'Y)-;j 
первой категории в точке (х, у), то либо .иножество .% пер
вой категории в точке х, либо множество су первой кате

гории в точке у. 

Иначе говоря (см. следствие lв), 

(2) 

Д о к аз а т е ль с т в о. По условию теоремы, существуют множе
ство О, открытое в пространстве .%, и множество Н, открытое 
в пространстве CJJ, такие, что х Е О, у Е Н и (ОХ Н)- ;j есть множе-

1) См. Сикорский [2]. 
2) См. Куратопекий [Sa] и Улам и I<уратовский [1], стр. 250. 
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ство первой категории. Допустим, что пространство .%' не является 

множеством первой категории в точке х. 

Тог да О не является множеством первой категории, и из след
ствия 1 а вытекает существование точки а Е О, такой, что множество 

~а П (О Х Н) - ':5 = ( (а) Х Н) - ~ 

является множеством первой категории в пространстве ~а. Далее, 

это множество отличается от множества ((а) ХН) только одной точ
кой, а именно точкой ((а), f (а)). Так как это точка накопления 
множества ~а (пространство ~ плотно в себе) и, следовательно, 
нигде не плотное множество в пространстве ~а. то множество 
((а) ХН) является множеством первой категории в пространстве ~а. 
Поэтому Н- множество первой категории в пространстве ~. Но это 
означает, что пространство ~ является множеством первой катеГо
рии в точке у. 

*VI. Произведения пространств со счетной базой. Свойство 
Бэра. Как и в п. V, предположим, что пространство ~ имеет счет
ную базу. 

Т е орем а 1 1). Пусть Z с=..%' Х ~. Если множество Z обла
дает свойством Бара, то существует множество Р с=..%' 
первой uатегории, таuое, что множество ZП~х обладает 
свойством Бара относительно ~х для любой точи и х Е.%'- Р. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Так как множество Z обладает свойством 
Бэра. оно представимо в виде Z = И U V, г де И- множество первой 
категории, а V- множество типа О{') (см. § 11, IV, 2). В силу 
следствия l а, п. V, существует множество Р с:.%' первой категории, 
такое, что И П ~х является множеством первой категории в ~х для 
каждой точки х Е.%'- Р. Так как, очевидно. V П ~х есть 0{')-мно
жество в пространстве ~х. то из равенства 

Z П ~х = (И П ~х) U (V П ~х) 

следует, что множество Z n ~х обладает свойством Бэра относи
тельно ~х. 

Т е орем а 2. Произведение Z =АХ В обладает свойством 
Бара, не являясь при атом множеством первой uатегории, 

тогда и тольuо тогда, uotдa uаждое из множеств А и В обла
дает свойством Бара, но не является множеством первой 
uатегории. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Напомним (ер. § 11, IV, 4), что мно
жество А обладает свойством Бэра тогда и только тогда, когда 

множество D (А) n D (.%'-А) нигде не плотно; с другой стороны, 

1) См. Улам и Куратовский [1]. 
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А есть множество первой категории тог да и только тог да, ко г да 

D (А)= О (ер. § 1 О, V (7)), а это в свою очередь эквивалентно 

тому. что множество D (А) нигде не плотно (ер. § 10, V (11) ). Далее, 
согласно следствию 1в, п. V, имеем 

D (А Х В) n D [(% Х ~)-(А Х В)]= 

= (D(A) Х D(B)J n (D [(%-А) Х ~] U D (% Х (~-В)])= 

= ([D(A) Х D(B)] n [D(%- А) Х D(~)J} U 
U ([D (А) Х D (В)] n [D (%) Х D (;У- В)])= 

= ([D (А) n D (%-А)] Х D (B)J U {D (А) Х [D (В) n D (';У- B)Jj. 

Пусть множество А Х В обладает свойством Бэра; тог да первый 
член этой формулы, а следовательно, и последний член являются 

нигде не плотными множествами. Поэтт.1у множество (D (А) n 
n D (%-А)] Х D (В) нигде не плотно. 

Из теоремы 2, § 15, VII, следует, что либо множество 
D (А) n D (%-А), либо множество D (В) нигде не плотны. 

Аналогично: либо множество D (А), либо множество D (В) n D ('.!!-В) 
нигде не плотно. Предположим теперь, что АХ В не является мно
жеством первой категории; тог да D (А Х В) =1= О, и поэтому 
D(A)ci=O=!=D(B), согласно следствию 1в, п. V. 

Отсюда следует, в силу § 10, V (11), что ни множество D (А), 
ни множество D (В) не являются нигде не плотными. Таким образом, 
множества 

(i) D (А) n D (%--А) и D (В) П D ('.!!-В) 

нигде не плотны и, следовательно, множества А и В обладают 
свойством Бэра, но ни одно из них не является множеством первой 

категории. 

Таким образом, наше условие является необходимым. Его доста
точность следует из того, что множества (i) нигде не плотны, 

поэтому и множества 

(D (А) n D (% -- А)) Х D (В) и D (А) Х [D (В) n D (;У-- В)] 

(так же как и их объединение) нигде не плотны, а это означает, 
что множество А Х В обладает свойством Бэра. Далее, так как 

ни одно из множеств А и В не является множеством первой кате
гории, то и А '>( В не является множеством первой категории 
(согласно следствию 1 б, п. V). 

3 а меч а н и я. Аналогия между свойством Бэра и измеримостью, 

на которую мы указывали в § 11, касается также только что установ

ленных предложений. А именно, если мы в теоремах этого пункта 

и в следствиях 1 а и 1 б п. V заменим множества первой категории 
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множествами меры нуль, а свойство Бэра- измеримостью, мы по

лучим хорошо известные теоремы теории меры 1). 

Теорема 3. Пусть f:.Я:--"!J и З=Е[у=f(х)]; пусть 
х, у 

пространство су плотно в себе. Если .множество З обладает 
свойством Бэра, то оно является .множеством первой кате
гории. 

Д о к а за т е ль с т в о. Согласно V (2), имеем 

D (З) = D ('J) n D (!С Х "!J') = D (З) n D ((!С Х "!J')- З). 

Последнее множество нигде не плотно, потому что З обладает 
свойством Бэра (ер. § 11, IV, 4). 

Далее, множество D СЗ) не может быть нигде не плотным, если 
оно не пусто (согласно§ 10, V (11) ). Этим завершается доказательство 
теоремы, так как условие D (З) =О означает, что множество З
первой категории (со г лас но § 1 О, V (7)). 

3 а меч а н и е. Если не предполагать, что множество З обладает 
свойством Бэра, то оно может и не быть множеством первой 
категории 2). 

Б. ПРОБЛЕМЫ МОЩНОСТИ 

Мы будем рассматривать регулярные с11 -пространства со счетной 
базой. Поэтому можно считать, что определено расстояние 1 х- у 1 

между точками пространства. Иначе говоря, можно предполагать, что 

рассматриваются сепарабельные метрические пространства. 

§ 23. Мощность пространства. Точки конденсации 

1. Мощность пространства. 

Т е орем а. Мощность пространства<:;. с. 
В самом деле, существует последовательность точек r1, r2, ... , 

такая, что каждая точка пространства является пределом некоторой 

подпоследовательности этой последовательности. 

Поэтому мощность пространства не превосходит мощности мно

жества всех последовательностей, составленных из элементов счетного 

множества, т. е. мощности континуума. 

11. Плотное подмножество. 

Теорема. Любое под.множество пространства содержат 
счетное плотное под.множество. 

1) См. Сакс (8] (теорема Фубини). 
2) См. Куратонекий (8а), стр. 85. 

п• 
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В самом деле, любое подмножество метрического сепарабельного 

пространства сепарабельно (§ 21, 1, теорема 2 и § 22, 1, теорема 1). 

III. Точки конденсации. Точка р называется точкой конденса
ции множества Х, если каждая ее окрестность содержит несчетное 
множество точек множества Х 1), иначе говоря, если множество Х 
не является локально счетным в точке р (§ 7, IV). 

Множество точек конденсации множества Х мы будем обозна

чать через Х0 • 

Т е орем а. Множество Х- Х 0 счетно. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть R1, R2, ••• -база пространства. 

Поставим в соответствие каждой тоЧке р множества Х ·- Х0 

индекс n (р) так, чтобы множество Х n Rn (р) было счетным. Тогда 

Х- Х0 с: U (Х n Rп (р)), а это объединение, как счетное объеди-
Р 

нение счетных множеств, счетно (в силу одной теоремы теории мно-
жеств, опирающейся на аксиому выбора). 

IV. Основные свойства операции (). 

(l) (XU У)0 =X 0 U У0 ; 

(2) Х0 - У0 с: (Х- У)0 ; 

(3) (~ Xt)0 с:~ х?; 

(4) ух? с: (У Xt)0
; 

(5) (Х с: У)~ (Х0 с: у0); 

(6) , (Х- Х0)0 =0; 

(7) Х0 с: xd с: Х; 

(8) Хо = Хо0 = X0d = Хо =(Х П Хо)о; 

(9) х n Х0 с: (х n X 0
)d. 

Формулы (1)- (5) вытекают непосредственно из того, что (§ 7, IV) 
объединение двух счетных множеств счетно и что подмножество 

счетного множества счетно. 

Формула (б) вытекает из п. III (потому что счетное множество 
не обладает, очевидно, ни одной точкой конденсации). Так как 

каждая точка конденсации является точкой накопления (§ 9, 11), 
то имеет место формула (7). 

1) Линдел!!ф [2], Юнг (З]. 
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В силу формулы (3), имеем 

(х n хо)О с:: хоn хоо с:: хоо; 
а так как, кроме того, множество Х0 замкнуто (§ 7, IV), то, 
согласно формуле (7), имеем 

хоо с:: xod с:: хо = хо. 

Таким образом установлена формула (8), ибо из равенства 

X=(XnX 0 )U(X-X0
), в силу формул (1) и (6), следует, что 

Х0 =(Х n Х0)0 . Наконец, из формул (8) и (7) вытекает формула (9): 

х n Х0 с:: Х0 = (х n Х0)0 с:: (х n X 0)d. 

V. Разреженные множества. 

Т е орем а. Любое разреженное пространство счетно. 

Так как, согласно IV (9), множество % 0 плотно в себе, то из пред
положения разреженности пространства следует, что % 0 =О, откуда 
.fC=.fC-.fC0

; поскольку эта разность, согласно п. III, счетна, тео
рема доказана. 

Сравнивая эти результаты с § 9, Vl, 3, мы приходим к теореме 
Кантора- Бендиксона 1): любое пространство есть обьединение 
двух множеств, одно из которых является совершенным, 
а другое счетным (и разреженным). 

VI. Объединения разреженных множеств. 

Т е орем а (Серпинский [14] ). Любое пространство, являю
щееся обьединением монотонного семейства 2) разреженных 
множеств. счетно. 

Предположим, что .fC = U CL, где множества CL- разреженные 
L 

(индекс t пробегает множество произвольной мощности), и что про
странство .fC несчетно. 

В силу предыдущей теоремы, это пространство содержит мно

жество, плотное в себе, которое в свою очередь (согласно li) содержит 
плотное счетное подмножество D = [р 1 , р2 , ••• ]. Множество D плотно 
в себе. Каждой точке Pn поставим в соответствие индекс Ln• такой, 

ЧТО Pn ECL , И ПОЛОЖИМ 
n 

со 

S= u CL. 
n=! n 

1) См. Кантор [5], Бендиксон [1], Линделёф [2]. 
2) Семейство множеств называется монотонны.м, если, каковы бы 

ни были множества Х и у, nринадлежащие этому семейству, имеет место 
одно из включений: либо Х Qt У, либо У cz Х. 
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Тогда D с: S. Множество S, как счетное объединение счетных 
множеств, счетно, поэтому достаточно доказать, что 

Допустим противное, т. е. что q Е.%-- S. Тогда существует мно
жество С0 , такое, что q Е С0 • Отсюда следует, что множество С0 
не содержится ни в каком из множеств Ct . Так как семейство мно

п 

жеств Ct монотонно, то Сtп с: С0 , каково бы ни было п. 

Следовательно, S с: С0 , откуда D с: S с: С0 , что невозможно, 
потому что множество С0 разреженное, а множество D плотно в себе 
(и не пусто). 

VII. Точки порядка m. Утверждение п. III, в силу которого 
любое несчетное пространство содержит точки конденсаuии (т. е. точки 

"несчетного порядка"), может быть уточнено следующим образом: 
если тп > ~ 0 - мощность пространства и она не конфивальна 

с w (т. е. если она не является суммой счетного множества карди

на,1ьных чисел, меньших 111), то в пространстве существует 

точка порядка 1Н (т. е. точка, каждая окрестность которой имеет 

мощность тп). Имеет место следующее утверждение: пространство 

состоит из разреженного множества и последовательности множеств, 

таких, что все точки каждого из них имеют один и тот же порядок 1). 

VIII. Понятие эффе"тивности. Это понятие метаматема
тической природы: оно касается метода доказательства теорем суще

ствования. Говорят, что теорема существовании, т. е. теорема вида 

V ер (х), г де ер (х)- функuия высказываний (см. § 1, III), доказы-
х 

вается эффективным образом, если определен объект а и дока-

зано, что а удовлетворяет рассматриваемой теореме, т. е. что ер (а) 2). 
В топологии регулярных с11 -пространств со счетной базой мы 

будем считать, что база пространства определена (это оправ
дывается тем. что в евклидовом пространстве известна определенная 

база: последовательность шаров, радиусы и координаты uентров 

которых рациональны). С помощью базы пространства можно опре
делить различные объекты (множества, функции и т. д.). 

В проблемах мощности задача, вообще говоря, состоит в дока

зательстве того, что некоторое множество имеет ту или иную 

1} См. Серпинекий [7], Кантор [7]. Отметим также недавнюю работу 
Ефимова [1 *]. 

2) Ср. с понятием эффективности у Бореля и Лебега, а также у Ф. Берн
штейна [1] (который различает .Existenz• и .Herstellung•). 

Этой теме посвящены многочисленные исследования Серпинекого 
(см. Серпинекий [11] ). См. также замечания о эффективности в статье 
К настера и Куратовского [1 ]. 
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мощность. При этом доказательство эффективно, если определено 
требуемое соответствие. 

Так, например, данное в п. 111 доказательство того, что множе-

ство Х- Х0 счетно, не является эффективным: мы не определили 
конкретную последовательность, содержащую все точки этого мно

жества; мы лишь доказали, что последовательности такого рода 

существуют. 

Напротив, легко вффективньи.t образом установить, что .мно-

жество Х- Xd счетно. 
В самом деле, если рЕ Х- Xd, то существует такой индекс n, 

что р = Х n Rп (где Rп --множество, принадлежащее базе про
странства). Обозначим через n (р) первый индекс, обладающий 
этим свойством. Очевидно, что двум различным точкам соответствуют 

различные индексы. Таким образом, точки множества Х- Xd рас
полагаются в последовательность (конечную или бесконечную). 

Эффективное доказательство счетности множества Х- Х0 

дано в § 24. 

§ 24. Мощность различных семейств множеств 

1. Семейства открытых множеств. Семейства множеств, 
обладающих свойством Бэра. 

Т е орем а 1. СеJtейство всех открьtтьtх .Аtножеств про
странства имеет Jtощность <:с. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Так как каждое открытое множество является 
объединением векоторого семейства множеств, принадлежащих базе, 

то мощность множества всех открытых множеств не превосходит 

мощности множества всех последовательностей элементов базы данного 

пространства. 

Так как каждое замкнутое множество является дополнением 

к открытому. то се.Аtейство всех за.1щнутых .множеств также 

имеет .иощность <:с. 

3 а меч а н и е. Соответствие между открытыми множествами и 
элементами векоторого подмножества линейного континуума можно 

установить непосредственно следующим образом. 
Пусть R 1, R 2, •.. -база пространства. Допустим, что каждый 

элемент в этой последовательности повторяется бесконечное число раз. 

Пусть О- открытое множество, а k 1, k2, ••• -последовательность 

индексов, таких. что Rkп с: О. Положим 

со 

_(l) t(O)= ~ +• 
п~l 2 n 

t (О)= О 1). 

1) Эту конструкцию предложил .Феликс Хаусдорф. 



Гл. 2. Метрические пространства 

Иначе говоря, двоичное разложение t (О) имеет IЗИд О, а 1 , а2 , ••• , 

где an = 1 или О, п зависимости от того, содержится множество Rn 
в множестве О или нет. Такое разложение всегда содержит беско

нечное число единиu (за исключением того случая, ко г да О = 0). 
Отсюда вытекает, что функuия t взаимно однозначна: 

(2) из не равенств а О=!=Н следует не равенств о t (O)=!=t (Н). 
Легко установить также, что 

(3) из включения ОсН следует неравенство t(O)-<:t(Н). 

Т е орем а 2. Всякое се).tейс т во попарно непе ресекающихся 
открытых множеств (аффективно) счетно. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Если О - (непустое) множество рассматри
паеыого сеыейства, то существует элемент базы, такой, что Rn с О. 

Пусть п (О)- первый индекс такого рода. Так как рассматри
паемые открытые множества, по предположению, не пересекаются, 

то дпум различныы множествам всегда соответствуют два различных 

индекса, так что семейство этих множеств оказывается занумерован

ным в последовательность (конечную или бесконечную). 

В частности, на прямой всякое множество попарно непересекаю
щихся ин те рвалов счетно. 

Из теоремы 2 следует 

Т е орем а 3. Всякое семей с тв о попарно непе ресекающихся 
множеств (Xtl• обладающих свойством Бара, ни одно из кото
рых не является множеством первой категории, (аффеJ<тив

ны-и образом) счетно. 

В самом деле, в силу следствия 3, § 11, IV, множества Int[D(Xt)l 
не пересекаются, а, в силу § 1 О, V (7), они не пусты. 

3 а меч а н и е. Следует заметить, что теорему 2 можно распро
странить (за исключением утверждения об эффективности) на про

изведения любого числа пространств, каждое из которых 
сепарабельно 1). 

Пользуясь обозначениями§ 3, XIV, 3, получаем следующую теорему. 

Т е орем а 4 2). Пусть R --результат применения (Jl)-опе
рации к множествам Ak

1 
••• kn• обладающим свойством Бара. 

Тогда существует индекс IJ. < Q, такой, что R -KIJ есть 
множество первой J<a т его рии. 

1) См. Марчевский [1], [2). Ср. Бокштейн [1]. 
2

) См. Селивановский [2], Серпинекий [48], стр. 29, Шпильрайн-Марчев· 
ский (4). 

Утверждение 4 остается верным (в пространстве действительных чисел), 
если заменить свойство Бэра измеримостью (в смысле Лебега), а множества 
первой категории- множествами меры нуль. 
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Д о к аз а т е ль с т в о. Так как А~ 1 ... kn с А~1 ... kn при а<~. 
то множества 

ва -Аа Aa+l п 
k, ... kn- k, ... kn- k, ... kn• где а<~,. 

попарно не пересекаются (при фиксированных kp ... , kп)· 

Согласно теореме 3, каждой системе r = (kp ... , kn) 
ствует индекс у, < Q, такой, .что при а> у, множество 

соответ

Ва 
k 1 ... kn 

первой категории. Так !{ак множество таких систем r счетно, суще
ствует индекс f..t < Q, такой, что f..t >у,, каково бы ни было r. 
Следовательно, множество В~1 ... kn первой категории, какова бы 

ни была система k 1 ••• kп. Поэтому объединение U В~ 1 ... kп (которое 
берется по всем системам k 1 ••• kп) тоже является множеством пер
вой категории. 

В силу включений 

R-K11- с Ell--Kil- с Т11-= U В~, ... kп' 
множество R- Kll- есть множество первой категории. 

Т е орем а 5. Если множества Ak
1 

... kn обладают свойствой 

Бара в узком смысле и если Z- множество, содержащее 
по одной точке из кажаой непустой разности Ка- U К,. 

~<а 
то Z- множество ne рвой ка т его рии на любом сове рщенном 
множестве. 

Доказэ.тельство. Так как Ка с R, то 

Z с U (Ка- U K-r.)U(R-K!J-). 
a<!J-, ~<а 

Отсюда следует, в силу теоремы 4, что Z является объединением 
счетного множества и множества первой категории. Применяя тео

рему 4 к произвольному совершенному множеству Р, получаем, что 

множество Z n Р есть объединение счетного множества и множества 
первой категории на Р. Так как множество Р совершенно, то любая 
его отдельная точка нигде не плотна в Р; следовательно, Z nР 
является множеством первой категории на Р. 

Как будет показано далее, если R- некоторое неборелевское А-множе
ство (в пространстве 1\' действительных чисел), то множество Z, являющееся 
множеством первой категории на любом совершенном подмножестве, можно 
считать нес четным; это весьма интересная особенность пространства 1\'. 

Добавим, что множество первой категории на любом совершенном мно
жестве можно также получить, извлекая по одной точке из каждой непустой 

разности Da+I-Da, где Da=-Ea (ПО поводу Еа см. § 3, XIV) и где пред
полагается, что { Ak

1 
... kn} -регулярная система замкнутых множеств 1). 

1) См. Лузин и Серпинекий (5]. 
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11. Вполне упорядоченные монотонные семейства 1). 

Теорема 1. Любое вполне упорядоченное се.мейство убы
вающих отuрытых множеств (эффеl(тивно) счетно. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть 0 1 :::> 0 2 :::> ••• :::> 06 :::> Os+I :::> ••• -
трансфинитная последовательность различных открытых множеств. 

Если а не является последним индексом, то существует точка 

Ро. Е (О а- Оо.+ 1 ); следовательно, существует индекс п, такой, что 

Ро. Е Rn с О а, nричем 
(1) Rп с Оо. и Rп- Oo.cr =!=О. 

Пусть п (а)-- наименьший индекс, удовлетворяющий условию (i). 
Двум различным трансфинитным числам соответствуют два раз-

личных индекса, так как из условия а<В следует, что Rп((JJC6fJC0a+l• 
тогда как, согласно (i), включение Rn(a) с Oa+l не имеет места. 
Таким образом, все индексы а (за исключением, может быть, послед

него) занумерованы в счетную последовательность. 

Т е орем а 2. Любое вполне упорядоченное семейство убы
вающих замкнутых множеств (эффективныы образо.и) счетно. 

Пусть F 1 :::> F 2 :::> ••. :::> F6 :::> Fs+l :::> ..• -такая последователь

~юсть. Если а не является последним индексом, то существует точка 

Ро. Е (Ра- F о.+ 1); пусть n (а)- наименьший индекс, такой, что 

Rпса) n F а =1= О= Rпса) n F ан· 

Тогда при а< В имеем F f3 с F a+l' поэтому из соотношения 

Rn(f3)nF 13 =!=0 следует соотношение Rn\f3)nFa+I=/=O, откуда п(а)=!= 
=1= п(В). Следовательно, множество индексов а (эффективным обра

зом) счетно. 

Так как открытые множества являются дополнениями замкнутых, 

можно сформулировать следующее утверждение, являющееся обобще

нием двух nредыдущих. 

Теорема 3. Любое вполне упорядоченное се.мейство возра
стающих или убывающих .множеств, l(оторые все за.мuнуты 

или все открыты, (эффеuтивны.м образом) счетно. 

Замечания. 1. Любое .множество действительных чисел, 
вполне упорядоченное отношением •. меньше", счетно. В самом деле, 
трансфинитная последовательность действительных чисел х0 < х1 < ... 
. . . < Xs < Xs+I < . . . определяет вполне упорядоченное возрастаю
щее семейство замкнутых множеств (FsJ• где F~-полупрямая х<х~. 

2. Утверждения 1 и 2 остаются истинными, если вместо полной 
упорядоченности рассматривать такой порядок, при котором для 

каждого элемента (за исключением последнего, если он существует) 

1) См. Бэр (lj. 
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и.меется эле.мент, непосредственно следующий за ни.м. Таким 
образом, и утверждение 3 можно обобщить на случай такой упоря
доченности. 

Другие обобщения будут указаны в следующих nунктах (III, 2 
и VII, 1). 

111. Раэложимые множесrва. Множество Е называется разло· 
жи.мы.м (§ 12, II), если оно представимо в виде 

E=P~--P2UPз-P4U ... UP~-P6+1U ... , 

где элементы Р6 трансфинитного ряда- убывающие замкнутые мно" 
жества. 

В силу теоремы 2, п. Il, это - счетное множестпо (иначе говоря, 
все индексы ~ меньше некоторого а < Q). 

Т е орем а 1. Разложи.ltЫе .иножества являются одновре
менно .множествами типа Fa и 0 6. 

В самом деле, разность двух замкнутых множеств есть множе

ство типа F а• как пересечение замкнутого множестпа с открытым 

(которое есть множество типа F а в силу § 21, IV). Разложимое мно
жество, как объединение счетного семейства разностей замкнутых 

множеств, также является множеством типа Fa. Кроме того, оно 
является множестпом типа G6, так как дополнение к разложимому 
множеству разложим о (§ 12, VI, 1) и, следовательно, является 

Fа·множеством. 

С л е д с т в и е 1 а 1). Разреженные множеств а являются .мно
жествами типа Fa и 0 0 . 

Действительно, каждое разреженное множество разложимо (§ 12, 
vr. 4). 

3 а меч а н и я. 1. Разложимые множества являются множествами 
типа F а и 0 0 эффективным об раза .м: каждому разложимому 
множеству ыы ыожем постапить в соответствие определенную после· 

довательность замкнутых множеств, объединениеы которых япляется 
данное ыножестпо (а также пос.1.1.едопательность открытых множеств, 

пересечением которых является данное ыножество). 
В самом деле, если множество Е разложиыо, то, в силу § 12, 

Е= U (А~ -В~). 
6<а 

где множества А~ и В~- элеыенты разложения (§ 12, Ш, 3° (i)). 
Так как последовательность А~, в силу II, 2, эффективным обра· 

зом счетна, то индексы ~ < а можно зануыеровать в последователь

ность ~ 1 • ~2 , ••• (которая не обязательно возрастает). С другой сто-

1) Теорема Юнга [5], стр. 65. 
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роны, поставим в соответствие (§ 21, IV) каждому замкнутому мно
жеству последовательность открытых множеств. пересечением которых 

оно является. Тогда 

00 k 
В~= ПО~ 

k=I 

00 k 
и Е= U [А~ - Оа ]· 

n, k=I n n 

Так как двойной ряд легко преобразовать в простой, то опре
делена простая бесконечная последовательность замкнутых множеств, 
объединением которых является множество Е. Это означает, что Е 
есть множество типа F0 аффек,тивно. 

Так как дополнение к разложимому множеству разложимо (§ 12, 
VI. 1), то любое разложимое множество есть эффективным образом 
множество типа 0 6• 

2. Теорема, обратная теореме 1, имеет место, как мы увидим 
в § 37, в полных пространствах, в произвольных же пространствах 

она, вообще говоря, не верна. 

В самом деле, в пространстве рациональных чисел любое множе

ство, одновременно всюду плотное и граничное, является множеством 

типа F 0 и 0 6 (так как пространство счетно), но оно не разложимо, 
так как его граница не является нигде не плотным множеством 

(она совпадает со всем пространством (см. § 12, V. 2°) ). 
3. Теорема 1 имеет место во всяк,ом метрическом простран

стве, не обязательно сепарабельном (см. § 30, Х, теорема 5). 

Перейдем теперь к доказательству следующего утверждения, ко
торое представляет собой обобщение теоремы 3 из п. 11. 

Теорема 2. Любое вполне упорядоченное се.мейство раз
ложимых возрастающих (или убывающих) множеств счетно. 

Принимая во внимание, что характеристическая функция разло
жимого множества точечно-разрывна на любом замкнутом множестве 

(§ 13, Vl), утверждение 2 можно вывести 1) из сЛедующей более 
общей теоремы, которую мы сейчас докажем 2). 

Т е орем а 2'. Любое вполне упорядоченное семейство веще-
ственнозначных функ,ций ~ 

/ 1 (х) <. / 2 (х) <. ... <. f~ (х) <. !~+ 1 (х) <. ... <s < Q), 

точечно-разрывных на любом замк,нутом множестве, счетно. 

Для доказательства теоремы необходимо установить существова
ние такого индекса а, что fa+~(x)=fa(x) Для любых х и S· При 
фиксированном п пусть Rn, 1' Rn, 2, ••• , Rn, i• ••• -последователь-

1) Более прямое доказательство можно найти в работе Хаусдорфа [5]. 
См. также Зальцвассер [1]. 

2) Это доказательство дано Зальцвассером. 
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ность множеств, принадлежащих базе пространства и таких, что су

ществует порядковое число an, 1, удовлетворяющее условию 

1 
!а ·Н (х)- !а . (х) <- при х Е Rn 1, каково бы ни было t. n, t n, t n ' r:, 

Положим Rп = Rп, 1 U Rп, 2 U .... Пусть ап > ап, 1• i = 1, 2, 
Тогда 

1 
fa+•(X)-fa (х)<- при xERn. 

n " n n 

Следовательно, если а > ап, n = 1. 2 .... , то для х Е R1 n R2 n ... 
имеем 

откуда 

1 
!а+~ (х)- !а (х) <-, каково бы ни было n, n 

fa+~ (х) = fa (х). 

Наша теорема будет доказана, как только будет установлено 

равенство Rn = %' для каждого n. 
Допустим противное: существует такое n, что замкнутое множе

ство Р = %'- Rn не пусто. 
Пусть [а 1 , а 2 , .•• ] -счетное множество, плотное в Р. Тогда 

существует индекс v. такой, что 

(i) 

Действительно, каждому т соответствует индекс Vт• такой, что 

Л (а т)= fvm (ат) при 6 > Vт (см. замечание 1, п. 11); следовательно, 

достаточно, чтобы v было больше всех Vт• г де т= 1, 2, .... При 
этом можно еще допустить, что V > an. 

Так как точка ат расположена вне множества Rn. то в каждой 
ее окрестности существуют точка х и индекс ~т> V• такие, что 

JF>т (х)- fv(x) > 1/n. 
Следовательно, существует точка Ьт, такая, что 

С другой стороны, из неравенства V > an следует, что fan (Ьт)-< 

<; fv (Ьт), поэтому fвт (Ьт)- fan (Ьт) > 1jn, откуда Ьт ЕР. 
Пусть ~-число, большее всех чисел ~т• т = 1, 2, ..•• Тог да 

(11) т=1, 2, ..•• 

Так как функция f r> точечно-разрывна на каждом замкнутом 

множестве, существует точка непрерывности ее сужения f r> 1 Р. Пусть 
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OCi=O) -множество, открытое в F и такое, что jj13 (x)-j13 (x')l< 
< 1j2п, где х, х' Е О. 

Аналогично в множестве О существует точка непрерывности 

функции fvi"(J. Пусть Н Ci=O) --множество, открытое в F, такое, 
что 

l/i3(x)-/!3(x')l < 21п и lfv(x)-fv(x')l < iп 
для х, х' ЕН. 

При подходящем выборе т 

вить а т вместо х и bm вместо х'. 
таким образом, 

1 
1 f (3 (а т) - f (3 ( Ь т) 1 < 2n" 

в эти неравенства можно подста

В силу (i), имеем J13 (aт)=fv<aт); 

откуда j/13 (Ьт)- fv (Ьт)\ < 1jп, вопреки (ii). 

С л е д с т в и е 2а. Всякое вполне упорядоченное семейство 
возрастающих (убывающих) разреженных .множеств счетно 1). 

Это следует из того, что каждое разреженное множество разло
жимо (§ 12, VI. 4). 

IV. Производвые множества порядка !Х 2). Производное мно· 
жество порядка а множества Х определяется условиями: 

X(I)=Xd, X(a+l)=(X(a))d и ХIЛ)= n Х(а>, 
а<Л 

если Л- предельное число. 
Так как производвое множество Xd замкнуто и пересечение замк· 

нутых множеств также замкнуто, легко доказать (с помощью транс

фивитной индукции), что множество Х1щ замкнуто, каково бы ни 
было а. 

Кроме того, таi< как каждое замкнутое множество содержит свое 
производное множество, семейство производных множеств является 

убывающим: 

x(l) ::> Х12) ::> ••• ::> х(а) ::> •••• 

Следовательно (согласно 11, 2), семейство проазводньtх множеств 
.множества Х счетно; иначе говоря, существует порядковое число 

~ < Q, такое, что X 113J=X1i3+l)= .•.• 

Так как множество Х(!3) совпадает со своим производным множе
ством, оно совершенно. 

1) В рабnте Куратоnекого [5] имеется прямое доказательство !!Того 
утверждения. Впрочем, эффективное доказательство вытекает из теоремы 
Серпинекого (§ 23, VI) (см. цитированную работу Серnинскоrо). 

2) См. Кантор (4]. 
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В частности, положим X=.Z и .z<O)=%. Тогда(§ 12, I) 

(i) /С= U (.z<a)- .z<a+l)) U .z<i3). 
а<В 

Поскольку каждое из множеств .z<a) - .z{a+I), как состоящее из 
изолированных точек (§ 23, VIII), счетно, то счетное объединение 

U (.z<a) --· .z<a+I)) тоже является счетным множеством. 
а<[3 

3 а меч а н и е. В формуле (i) содержится теорема Кантора
Бендиксона (§ 23, V): отни.ttая от пространства некоторое 
счетное множеств о, .мы получае .м совершенное .ttножес тв о. 

Именно таким способом впервые была доказана эта теорема. 
Преимущества этого рассуждения перед рассуждением, изложенным 

в предыдущем параграфе, заключается в том, что оно не пользуется аксио
мой выбора и дает возможность эффективно занумеровать элементы 
каждого разреженного множества, так как последовательность производных 

множеств и множество Х- )(1 эффективным образом счетны (§ 23, VIII). 
(См. Серпинекий [4].) 

V. Логический анализ 1). В .,2"-пространствах изучались соот
ношения ыежду следующими предложениями: 

(!) лЮбое вполне упорядоченное бесконечное семейство воз
растающих замкнутых ,!tножеств счетно; 

(2) любое вполне упорядоченное бесконечное семейство убы
вающих замкнутых .чножеств счетно; 

(3) любое множество содержит плотное счетное подмно
жество; 

(4) любое разреженное множество счетно; 
(5) любое несчетное множество соде ржи т точку !Сонден

сации. 

Можно доказать, что предложения (4) и (5) эквивалентны, из 

предложения ( 4) следует предложение (2), а из (3) предложение (1). 
Обратные импликации имеют место в тех 2 -пространствах, в кото
рых заыыкание всегда является замкнутыы множеством, но они могут 

быть невервы в более общих .,2"-пространствах. 

VI. Семейства непрерывных функций. Пусть f : .Z--+ "!J - не
прерывное отображение. Если пространство .Z сепарабельно, то су
ществует такая последовательность точек х 1 , х 2 , ••• , что каждая 

точка р пространства .Z является пределом векоторой подпоследо

вательности этой последовательности: р = lim xk . Поэтому, так как 
n 

функция f непрерывна, ее значения определяются значениями в точ-

ках Xn, ибо f(p)=limf(xkJ 

1) См. Серпинекий [10], Куратонекий [5]. См. также (случай метриче
ских пространств) Гросс [1]. 
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Иначе говоря, если 1 (х п) = g (х п) для каждого п, то функции 
1 и g совпадают. Отсюда вытекает, что мощность множества с;;х 
всех непрерывных функций, отображающих пространство .%' в под
множества пространства "!}, не может превосходить мощности мно

жества (счетных) подмножеств пространства "!/, т. е. мощности с~'~о, 

которая равна с. Следовательно, рассматриваемое множество 
имеет мощность -<с. 

Таким образом, множество подмножеств пространства с;;, являю

щихся непрерывными образами фиксированного подмножества про
странства .%', имеет мощность -<с. 

Отсюда следует, что в пространстве, имеющем мощность конти

нуума, существует столько же топологических типов (§ 13, VIIJ), 
сколько типов подмножеств, а именно 2'. 

Vll. Структура монотонных семейств замкнутых множеств 1). 
В метрическом сепарабельном пространстве.%' рассмотрим монотон
ное семейство F замкнутых множеств, т. е. такое семейство. что 

для каждой пары его элементов А, В либо АсВ, либо ВсА. 
Мы будем рассматривать семейство F как упорядоченное: мно

жество А предшествует множеству В, если А с В и А =1= В. 
Очевидно, что семейство О дополнений к множествам- элемен

там семейства F есть монотонное семейство открытых множеств. 

Функция f, рассмотренная в I (1), устанавливает, в силу (2) и (3), 
подобие между семейством О и некоторым подмножеством интер
вала ff. Другими словами, справедлива 

Теорема 1 . . Семейство F подобно некоторому подмноже
ству интервала ff. 

Иначе говоря, каждый элемент А семейства F можно снаб
дить таким индексом у, что О-< у-< 1 и не равенство у 1 < у2 
эквивалентно соотношению 

Ау,сАу,. Ау, =1= Ау,· 

Докажем более точное утверждение. 

Теорема 2. Пусть 1--множество индексов у, которыми 
нумеруются множества Ау. Это множество можно выбрать 

так, чтобы выполнялось следующее условие: концы интерва

лов, смежных с множеством Т. принадлежат 1; если семей
ство F содержит первый или последний элемент, то эти 
алементы снабжены индексами О и 1. 

Отсюда следует, что если семейство F не имеет пустых 

интервалов и содержит первый и последний элементы, то 

1) По поводу п. VII-X см. Куратонекий [38]. Приложении можно найти 
во втором томе. 



§ 24. Мощность различных семейств .множеств 273 

множество J замкнуто. Если, кро.че того, семейство F не 
имеет скачков, то множество J совпадает со всем интерва
лом {/. 

Теорема 2 является прямым следствием следующей теоремы об
щей теории упорядоченных множеств. 

Пусть F- линейно упорядоченное множество, имеющее 
плотное счетное подмножество D; тогда существует ото
бражение ер: F- {/, сохраняющее порядок элементов; .мно
жество l=ep(F) может быть подчинено дополнительному 
условию, сформулированному в теореме 2. 

Отображение ер можно построить следующим образом 1). 

Пусть d0 , dl' ... -последовательность. составленная из всех 

элементов множества D и всех тех элементов множества F, которые 
имеют соседний элемент. Очевидно, можно допустить, что множе

ство F содержит первый элемент d0 и последний элемент d1• 

Положим 

г де (при п > 1) d k' d 1 - пара соседних элементов в системе d0 , 

... , dn_ 1, таких, что dk-<,. dn-<,. d 1• 

Наконец, при а Е F - D положим ер (а) равным нижней грани 

чисел ер(dп), где a-<,.dn. 
Определенное таким образом отображение ер устанавливает тре

буемое соответствие. 
В самом деле, можно доказать по индукции для каждого п. что 

если d1 и dq- два соседних элемента в системе d0 , ••• , dn_ 1, то 

существует такое s, что 
1 

1 ер (dj)- ер (dq) 1 = 25. 

Отсюда заключаем, что если ер (d п) = i/2m, г де нечетно, то 

i-1 i+1 
ep(dk)=-pn и cp(d1)=~· 

где k и l имеют тот же смысл, что и выше. 

Пусть (и, v)- интервал, смежный с множеством J. 
Обозначим через т наибольшее целое число, такое, что в после

довательности ер (d0), ер (d1), • • • существуют два числа вида ij2m и 
(l + 1 )/2m, удовлетворяющие условию 

i . i + 1 
2'n~и<v<~· 

Одно из двух чисел i или i + 1 нечетно; пусть это б у дет l; 
обозначим через п такой индекс, что ер (dп) = ij2m. Тогда существует 

1) tм. Куратовский [3], стр. 215. 

!6 TonoJJoпщ т. t 
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такой индекс l < n, что qJ (d1) = (i + l)/2m, а в системе d0 , .•• , dn 
элементы dn и d1 являются соседними. Отсюда следует, что 

l 
2m=U И 

В самом деле, если это не так, то существует элемент d
8

, такой, 

что dn<;:d8 <;:d1; пусть s- наименьший из таких индексов, тогда 
rp(d

8
)=(2i+ 1)/2т-н. 
Согласно определению числа т, имеем и< (2i + 1)/2m+I < v, 

но это противоречит предположению, что (и, v)- смежный интервал. 

Т е орем а 3. Для любого индекса у, за исключение.и, быть 
.может. С'tетного .множества индексов, иJ.tее.м (см. Серпин
екий [12]) 

(1) Ау= U Аи; 
и<у 

(2) 

В самом деле, пусть R1• R2, ••• -база пространства .%'. Каждому 
у Е 1, не удовлетворяющему равенству (1), поставим в соответствие 
целое число n (у), такое, что 

Ау n Rп(yJ =1= О и Rп(yJ n ( U А и)= О. 
и<у 

Если у =1= у', то n (у) =1= n (у'). Следовательно, множество индек
сов у, не удовлетворяющих равенству (1), счетно. 

Случай равенства (2) аналогичен. 

Т е орем а 4. Для любого у, за исключением, быть .может, 
счет но го .множеств а, и.мее.м 

(3) Int(Ay)= U Int(Au). 
U<Y 

В самом деле, так как семейство множеств Ву=.%'- Ау моно

тонно, то множество тех Ву, для которых 

Ву=!= П Ви, т. е. Int(Ay) =1= U Int(Au), 
и<у и<у 

счетно, в силу теоремы 3. Теперь достаточно доказать~ что если 

у' < у и Ву· =Ву, то Ву= П В и. 
и<у 

Но это равенство следует из двойного включения 

Вус. П Buc.By'· 
и<У 

Vlll. Строго монотонные семейства. Мы говорим, что семей
~тво замкнутых множеств с т pozo мон.р тон.н.о, ecJJи для каждоtt 
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пары А. В (А =1= В) его элементов либо Ac:int(B), либо Bc:int(A). 
Если элементы данного семейства занумерованы некоторым мно

жеством индексов (в соответствии с теоремами 1 и 2. п. VII), 
то строгая монотонность означает, что из неравенства у 1 < у2 
следует включение Ау, с: Int (Ау,). 

Теорема. Если F- строго .монотонное семейство замкну

тых .множеств, то для любого у, за исключением, быть мо
жет, счетного .множества, и.меют .место соотношения 

(4) Ау= П Az = П Int (Az); 
Z>Y Z>Y 

(5) Ау= U А и= lnt (Ау); 
и<у 

(6) Int (Ау)= U Int (Аи) = U Аи; 
и<у и<у 

(7) %-Ау= П .2"--·Аи= П (%-- Au). 
и<у и<у 

Формула (4) вытекает из формулы (2), в силу включения 

Ау с: Int (Az) с: Az. Формула (5) является следствием формулы (1); 
она означает, что Ау является за.икнутой областью. Формулы (6) 
и (7), эквивалентные между собой, вытекают из формулы (3), в силу 

включения Int (А u) с: А и с: lnt (Ау). 
Комбинируя формулы (4) и (7), мы получим формулы для гра

ницы множества Ау. Мы имеем 

(8) Fr (Ау)= П lnt (Az)- U Аи, 
Z>Y U<Y 

и, кроме того (см. (2) и (7) ), существуют две последовательности 

индексов ( ип\ и ( zn\, такие, что 

и 1 < и2 < . . . < у < . . . < z2 < z1 

и 

(9) Fr(Ay)=П[Int(Az )-Аи ]=П(Аz nя:-Аи )· 
n n n n n n 

IX. Связь строго монотонных семейств с непрерывными 
функциями. 

Теорема 1. Пусть fE[JX; тогда семейство F .множеств 

f- 1 ([0, y])=E[O-<J(x)<yJ, где YE"!i=/(.2"), 
х 

строго .монотонно, и для каждого алемента у, не имеющего 
непосредственно следующего за ни.м элемента, .множество 

18* 



276 Гл. 2. Л1етрические пространства 

f- 1 
( [0, у]) является пересечением всех тех элементов, кото

рые за ним следуют, т. е. 

/-1 ([0, у])= n /-1 ( [0, z] ), 
Z>Y 

где область изменения переменной z есть множество 'f!J, 
В самом деле, пусть у 1 < у2 - два элемента пространства 'f!J, 

Из очевидного включения [0, у 1 ] с: [0, у2]- у2 = Int ( [0, у2]) сле
дует, что 

Г 1 
( [0, у 1 ]) с: /- 1 (Int [0, у2]) с: Int [J- 1 

( [0, у2] )], 

так как включение f- 1 [lnt (В)] с: Int [f- 1 (В)] выполняется для каждой 
непрерывной функции f. 

Следовательно, семейство F строго монотонно. 
Допустим, что у не является последним элементом в '&' и что 

среди элементов z >у не существует наименьшего в 'f!/. 
Тогда '&' n [0, у]= П ('&' n [0, z] ), откуда f- 1 

( [0, у])= 
Z>Y 

= /- 1 
[ n ('&' n [0, z] >] = n /- 1 

([0, z] ). 
Z>Y Z>Y 

Принимая во внимание (1) и (7), можно доказать следующее 
утверждение. 

Т е орем а 2. За исключением, быть может, счетного мно
жества элементов у множества f (%), имеем 

/-
1 ([0, у])=Г 1 ([0, у]-у); /- 1 ([у, 1J)=Г 1 ([у, 1]-у), 

Г 1 (у)=/- 1 ([О, yJ-y)nГ 1 ([y. 11-у). 

Последнее равенство является следствием двух nредыдущих: 

Теореме 1 соответствует следующая обратная 

Теорема 3. Пусть F-строго монотонное семейство 
замкнутых множеств, занумерованных в соответствии с тео

ремами 1 и 2 из п. VII некоторым множеством индексов 
(где А 1 = %); тогда существует функция f Е gx, такая, что 
для каждого индекса у < 1 имеем 

(10) Ау=Г 1 ([0, у]) или П Аz=Г 1 ([0, у]), 
Z>Y 

в соответствии с тем, допускает множество Ау элемент, 
который непосредственно следует за ним в семействе F, 
или нет. 
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Функцию f можно определить следующим образом. Пусть (А,1 , As
1
), 

(А,,, As,), ... -последовательность скачков. Положим 

%"=%- ~ [Int(Asп)- А,п] 

и определим функцию f следующим образом: 
1 о для х Е .я;·• 

Докажем сначала, что функция f непрерывна на множестве %*. 
С этой целью отметим очевидную двойную импликацию 

( 11) 

истинную для каждого у, принадлежащего множеству индексов 1. 
Итак, пусть limxn=X, xnE%*. f(x)=q и limf(xп)=q'. 

Покажем, что q = q'. 
Для доказательства неравенства q' :?> q рассмотрим два случая 

в зависимости от того, является или нет q правым концом интер
вала, смежного с множеством Т. В первом случае, в силу VII, 2, 
имеем q Е 1. Пусть г- левый конец рассматриваемого смежного 
интервала (г Е 1). Так как точка х не принадлежит множеству А,, 
то точка Xn также не принадлежит этому множеству при достаточно 
большом n; отсюда f (х п) > q и, следовательно, q' >- q. 

Рассмотрим случай, когда точка q не является правым концом 
смежного интервала; пусть у 1 < у2 < ... , lim Yn = q и Уп Е 1. Ни при 
каком фиксированном n точка х не принадлежит А у , поэтому х k d: Ау 

n ~ n 
для достаточно больших k, откуда f (xk) :?> Yn· Следовательно, q' :?> q. 

Доказательство неравенства q' -<. q аналогично. Пусть точка 
q- левый конец интервала смежности (q, s), тогда для достаточно 

больших n мы имеем Xn Е Aq, ибо из соотношений xn Е%* и Xn (/: Aq 

следует, что xп(/:Int(As), тогда как xEAqc:Int(As). Отсюда 
f(xп)-<.q и q'-<.q. 

В противном случае пусть у 1 > у2 > ... , lim Yn = q и Yn Е 1. 
Для любого фиксированного n мы имеем х Е Ау с: Int(Ay )· Cлe-

n+t n 
довательно, xk Е AYn для достаточно больших k, откуда f (xk)-<. Уп 
и q'-<. q. 

1) Эта формула осуществляет интерполяцию функции f, определенной 
условием 1°: f(x)·<Jп при хЕАrп• Гп<f(х)<Sп при xElпt(Asп)-Arп 
и f (х) > Sn при х Е&:- Int ( Аsп)· 

Если Е= О, то положим р (х, Е)= 1. 
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Итак, непрерывность функции f на множестве .z• доказана. 
Покажем, что если ( х n\ -последовательность элементов множества 
As --А, , сходящаяся в точке х, то f (х) = lim f (хп). 

тп тп n-'?oo 
Мы впрюзе допустить, что Г т <Г т < ... ; полагая q' = lim Г 111 , 

- 1 2 n 
получаем q' = lim f (х п)• поскольку г т < f (х п) < sт <г т . n n n+! 

Очевидно, что точка х не принадлежит никакому из множеств А, , 
тп 

поэтому f (х) 3- q'. С другой стороны, если q' <у Е J, 
то х Е U As с: Ау, ибо s111 < q'; следовательно, f (х) <у, и поэтому 

n тп n 

f(x)<q'. 
Наконец, чтобы установить формулу (10), заметим, что. в силу (11), 

(12) Аус:Г 1 ([0, у]) и /- 1 ([0, y])c:Az для y<zEJ. 

Итак, в случае, когда точка у является левым концом смежного 

интервала, включение f- 1 
( [0, у]) с: Ау следует непосредственно 

из 1 о и 2°. В nротивном случае положим у= lim z n• z1 > z2 > 
Тогда, согласно (12), 

D.) OJ -1 CXJ n Az= n AZn с: n f ( [0, Znl) с: n AZn-1 = n Az, 
z>y n=1 n=! n=2 z>y 

И так как [0, у]= fl [0, ZnJ, ТО ~-! ( [0, у])= fl ~-! ( [0, ZnJ) = 
n=! n=1 

= П Az. 
Z>Y 
Следствия из теоремы 3. 

(13) j- 1([0, y]-y)c:lnt(Ay)c:Ayc:Г 1 ([0, у]); 

(14) Fr(Ay)c:j-
1
(y)c: П Az- U Аис: П Az- U Int(Au); 

z>y и<у z>y u<y 

(15) если элемент у не имеет непосредственно предше
ствующего е.му элежента, то 

j-
1 ([0, у]- у)= U Int(Au), т. е. j-

1
([y. 1])= П .Z--·Аи; 

и<у и<у 

(16) если у не имеет соседнего элемента и О< у< 1, то 

Г 1 (У)=( П .Z-Aи)n( П Az'); 
U<Y z>y 

(17) за исключением, быть может, счетного множества 
индексов у, имеем 

Ау= j- 1 ( [0, у]), Int (Ау)= j- 1 ( [0, у]- у), 
%-Ау=/-1 ([у, 1]-·у), 

Fr (Ау)= j- 1 (у); 
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(18) если U Ау= А0 U [ U Fr (Ау)], 
Y<l O<y<l 

то Fr(Ay)=/- 1 (y) при О+ у+ 1. 

Для доказательства соотношения (1 3) положим и= f (х) <у, 
откуда х Е f- 1 

( [0, и]). Если у имеет предшествующий соседний 
элемент, то f- 1 

( [0, и]) с Int (Ау). Если и< v <у и v Е J, то 
Г 1 

( [0, и]) с Av с Int (Ау). Следовательно, /- 1 
( [0, у]- у)с Int (Ау)· 

Оставшаясн часть соотношения (1 3) очевидна. 

Формула (14) следует из (1 3) и (1 0): 

Fr(Ay)=Ay--lnt(Ay)cГ 1 ([0, у])--Г 1 ([0, у]- у)= 
= Г 1 (у) с Г 1 

( [О, у] ) с А z 

и Аи с /- 1 
( [0, и]), откуда Аи П /- 1 (у)= О. Для доказательства 

формулы (15) положим f (х) <и< у; тогда х Е /- 1 
( [0, и]- и) и, 

в силу формулы (1 3), х Е Int (А и), следовательно, 

Г 1 
( [0, у]- у) с U lnt(Au). 

и<у 

Обратное включение вытекает из формулы (1 3). 
Формула (16) следует из (15) и (10). 
В силу форму л ( 4), (б), (1 О) и (15), для всех индексов у, за 

исключением, быть может, счетного множества, имеем 

Ау= П Az=/-
1
([0, у]) и Int(Ay)=U Int(Aи)=/- 1 ([0, у]-у), 

z>Y и<у 

откуда следует формула (17). 
Наконец, формула (18) следует из формулы (14). 
Из теоремы 3 вытекает 

Следствие За. Пусть F-строго мoнoтoflfloe семейство 
замкнутых подмножеств пространства .Я:. Пусть каждый 
алемент атого се.иейства, не имеющий непосредственно сле
дующего за ним алеоиента. является пересечением всех але
ментов, !(Оторые за ним следуют. 

Тогда существуют действительная непрерывная функция f, 
определенная на .Я:, и множество J с fJ, такие, что семей

ство F совпадает с семейством множеств j- 1 
( [0, у]), где у Е J. 

Х. Строго монотонные семейства замкнутого порядкового 
типа. Пусть F- стре>го монотонное семейство замкнутых подмно

жеств пространства .'С (.Я:+ 0), не соре ржащее лакун и соде р
жащее в качестве алементов nycntдe множество и все про

r:транство .Я:. Эти предположения означают, что 

!=J, о Е. J, 
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В случае, когда множество J несчетно, обозначим через Р его 
совершенное ядро (множество J- Р счетно; см. § 23, V) и через 
Р* -множество. которое получается из Р, если выбросить к.онцьr 
его смежных интервалов. 

Пусть ср- неубьшаю,цая непрерывная функция на множестве f!, 
такая, что ср (Р) = f! и ср возрастает на множестве Р' 1). 

Пусть 'V (t) и Г (t) - соответственно первый и последний эле
мент у, такой. что ср (у)= t. Пусть g (х) = cpf (х). где f- функ
ция, рассмотренная в теореме 3 из п. IX. 

В случае, когда J-<: N 0 , мы положим ср (х) =О для х Е f!, 
'V (О)= О, v (1) = 1. Следовательно, g (х) =О. Это приводит к сле
дующей теореме. 

Теорем а 1. Множество Jn ср- 1 (t) =Е (у EJ) [\'(t)-<: у -<:Г (t)] 
у 

счетно. 

Если y(t) =1= Г(t) и Р +О, то y(t) и Г(t) являются концами 
одноzо и тоzо же интервала смежности для .множества Р. 
Если y(t)=Г(t), то y(t) есть точка .множества Р'. Следова
тельно, y(t) не и.иеет в .множестве J непосредственно пред
шествующеzо ей элемента, а Г (t) не имеет непосредственно 
следующеzо за ней элемента. 

Теорема 2. g-1 (t)=( П Az)U( П .%--Аи)· 
,Г (1) < z и< '1 (t) 

В самом деле, в силу форму л (1 О) и (15), 

n Az = /-
1 

[0, г (t)] =Е [О-< f (х)-< г (t)]. 
ГЩ<z х 

n !С- Au= Г1 
{y(t), 1] =Е {"y(t)-< f(x)-< 1]. 

U<'IW х 

С другой стороны, 

Е [О-<:! (х)-<: Г (t)J n Е [V (t)-<:! (х)-<: 11 =Е [y(t) -<:! (х) -<:Г(t)J = 
х х х 

=Е[/ (х) Е ср -1 (t)] = ~-~ср -1 (t) = g-1 (t). 
х 

поскольку cp-I(f)=E[y(t)-<:y-<:Г(t)], в силу определения v и Г. 
у 

Т е орем а 3. За исключением, быть .может, счетного .мно
жества значений t, имеем 

1 о g-1 ( [0, t]) с: F, 

2° g-1 (t) = f- 1 (у), zде t = ср (у). 
I) Определение такой функции ер не представляет трудностей. См., на

пример. § 16, II, следствие ба (определение функции /). 
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В самом деле, за исключением счетного множества значений t, 
каждое t имеет вид t =ер (у), где у ЕР*. Поэтому 

g-1 ([0, t])=E[O-:(:epf(x)-:(:t] = E[O-:(:f(x)-:(:y]=/-1 ([0, у]), 
х х 

так как условия у'-:(: у и ер (у')-:(: ер (у)= t эквивалентны. Используя 
форму л у ( 1 7), получаем равенство 1 о. 

Равенство 2° следует из тождества 

(g(x)=f) = (epj(x)=f) = (f(x)=y). 

Т е орем а 4. Пусть F- несчетное се..мействJ; для любого 
непрерывного отображения h, такого, что h (%) = [/ и что для 
всех tE[f. за исключениея счетного множества, h-1 ([0,fJ)EF. 
справедливо соотношение g-1 (t) с h- 1 (t). 

Если F- счетное (или конечное) се.мейство, то не суще
ствует никакой функции h, удовлетворяющей у1<азанны..м выше 
условия.м. 

По кажем, что из условия g (х) = g (х') следует, что h (х) = h (х'). 
Допустим противное; пусть, например, h (х) < h (х'). Для каждого t, 

такого, что h (х) < t < h (х'), имеем 

(19) xEh- 1 ([0, f]) и x'Efh- 1 ([0, t]). 

Так как множество таi<их t несчетно, то существует несчетное 

множество таких t, что h- 1 ([0, t])EF. 
Следовательно, каждой точке t такого рода соответствует индекс 

w Е J, для которого h - 1 
( [0, t]) = Aw. Более того, двум различным t 

всегда соответствуют два различных индекса w, ибо если допустить, 
что h- 1 ([0,t])=h- 1([o,t']) при f<t', то найдется точка t", 
такая, что t < t" < t' и 

h-1(t")ch- 1 ([0, t'])---h- 1 ([0, t])=O, 

вопреки предположению, что h-- отображение на. 

Следовательно, множество W всех индексов w, таких, что 

(20) Aw = h-1 
( [0, t] ), где h (х) < t < h (х'), 

несчетно. Обозначим через w• множество, которое получается из W 
удалением его первой точки (если она существует). Тогда для wEW* 
имеем 

(21) 

В самом деле, nусть w' < w; тогда, в силу (20), 

Aw·=h-1 ([o,t']), где h(x)<t'<h(x'). 
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Поэтому xEh-
1 ([0, t'])=Aw· с Int(Aw). откуда вытекает первая 

часть формулы (21). Вторая часть является прямым следствием фор
му л (19) и (20). 

Положим g (х) = t0 = g (х'), т. е. х Е g- 1 (t0) и х' Е g- 1 (t0). 

Тог да, в силу теоремы 2, х' Е Az для каждого индекса z >Г (t0); 

кроме того, х Е$'- А и, т. е. х ~ Int (Au) для любого индекса 
u<y(t0). В силу формулы (21), отсюда получаем, что w-<.Г(t0) и 
w:;? у (t0), т. е. 

W* с J n Е [у Cto) <у< г Cto)J. 
у 

Но тог да множество W* счетно, в силу теоремы 1. 

В. ПРОБЛЕМЫ РАЗМЕРНОСТИ 

Мы сохраняем предположения относительно пространства, сделан

ные в разделе Б. 

§ 25. Определения. Общие свойства 

1. Определение размерности 1). Поставим в соответствие nро
странству .:С целое число п:;? -- 1 или =· которое назовем раз
.ме рнос тью пространства .:С и обозначим dim .:С. 

Символом dimPZ обозначим раз-ttерность пространства .:С 

в точке р. Три следующие аксиомы дают индуктивное определение 

понятия размерности: 

1) равенство dim .:С=- 1 означает, что пространство .%' 
пусто; 

2) если .я;: =1= О, то dim .я;:= sup dimP .:С; 
РЕХ 

3) не равенство dimP.:C-<. п+ 1 означает, что существуют 
сколь угодно -ttалые о ml( рыты е о к рее т нос т и точ1ш р, граница 

которых u.меет раз.иерность -<. п. 
Утверждение 3 можно сформулировать эквивалентным образом 

в топологических терминах: 

1) Идея определения размерности восходит к Анри Пуанкаре ( [3] и [4] 
стр. 65). Затем это определение было точно сформулировано Брауэром ( [1], 
стр. 146 и [3], стр. 795). Теория размерности, основанная на определении, 
очень близком к определению Пуанкаре- Брауэра, была создана и незави
симо развита К. Менгерам и П. Урысоном в многочисленных работах начи
ная с 1922 г. См. Менгер [4] и Урысон [6]. 

Более современное изложение теории размерности можно найти в работе 
Гуревича и Уолмена [ 1 ]. 

Теория размерности, основанная на понятии гомологии, была построена 
П. С. Александровым [14]. 
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3') dimp.% <;: n + l тогда и только тогда, когда каждая 
окрестность точt<и р содержит окрестность точки р, гра
ница ко то рой и.и ее т размерность <;: n. 

Та1шм образом, размерность пространства определена чисто топо

логически, и поэтому она инвариантна относительно го.неоморф

ных отображений пространства. 

Пр и меры. По определению, непустое пространство имеет раз
мерность О, если каждая точка обладает произвольно малыми от
крытыми окрестностями с пустой границей. Таково, например, 

пространство рациональных чисел, так как каждый интервал с ирра

циональными концами имеет в этом пространстве пустую границу; 

О-мерным является также пространство иррациональных чисел и, 
вообще, каждое граничное множество, расположенное на веще

ственной прямой. 

Пространство действительных чисел имеет размерность <;: 1, ибо 
граница интервала состоит из двух точек и имеет, следовательно, 

размерность О. Аналогичным образом, плоскость имеет размер
ность <;: 2 (ибо окружность имеет размерность <;: 1), и, вообще, 
п-мерное евклидоно пространство (fn имеет размерность <;: п. Дока
зательство того, что размерность этого пространства в точности 

равна п, менее элементарно. Мы вернемся к этому в § 28. 

11. Размерность подмножеств. Пусть Е с: .% и р - произволь
ная точка множества Е. Неравенство dimP Е<;: n + l, в силу 3), 
означает, что существует произвольно малая открытая окрестность 

точки р относительно Е, гр; н ша которой относительно Е имеет 

размерность <;: п; иначе говоря, существует произвольно малое 
открытое множество О, содержащее точку р, такое, что 

dim ((Е П Е ПО)- О)<;: п. 
Действительно, границей множества Е nО относительно Е, по 

определению, является множество 

(Е ПЕ П 0)-(Е П О)=(Е П Е П 0)- О. 

Теорема l. Раз.иерность подмножества не превосходит 
размерности всего пространства: 

если рЕЕ. то dimPE<;:dimp.~· 

Д о к аз а т е ль с т в о. Рассуждая по индукциv, можно допустить, 
что это утверждение имеет место для п-мерного пространства и что 

dimp.%<;:n+1. Пусть тогда О-открытая окрестность точки р, 
такая, что dim [Fr (О)]<;: п. Необкодимо дОI<азать. что граница мно
жества Е n О относительно Е имеет размерность <;: п. Но относи
тельная граница равна 

(Е П Е ПО)- О с: б-~ О= Fr (0), 
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и, по предположению индукции, имеет место неравенство 

dim ((Е n Е n О) -О) -<: dim [Fr (О)] -<. n. 

Т е орем а 2. Для того чтобы dimPE-<: n + 1, необходимо 
и достаточно, чтобы существовала произвольно .малая от

крытая окрестность О точки р, такая, что 

dim [Е n Fr (О)]-<: n. 

Доказательство. Предположим, что dimPE-<:n+ 1. Пусть 

тогда Н- множество, открытое в Е, такое, что dim [(Е n Н)- Н]-<: n. 
Так как множества Н и Е- Н отделимы (§ б, V, 3), то существует 
(согласно § 14, V, 1 и § 21, IV, 2) открытое множество О, 
такое, что 

н с: о и (G n Е)- н= о. откуда (Е n 6)- о с: (Е n Н)-- н. 

и, со г лас но 1. 

dim [(Е n G)- О] -<: dim [(Е n Н) -Н] -< n. 

Так как, кроме того, в силу § 14, V, 1, диаметр множества О сколь 
угодно мало отличается от диаметра множества Н, необходимость 
условия установлена. 

Для доказательства достаточности рассмотрим указанное множе

ство О и положим Н= Е nО. Тогда 

(Е n Н)- н= (Е n Е nО)- о с: (Е n G)-о= Е n Fr (О). 

откуда 

dim [(Е n Н) -- HJ -<: dim [Е n Fr (О)] -<: n, 

следовательно, dimPE-<: п+ 1. 

Отметим частный случай теоремы 2. 

Т е орем а 20 . Для того чтобы dimP Е= О, необходимо и 

достаточно, чтобы существовала произвольно .малая окрест
ность О точки р, такая, что Е n Fr (О)= О. 

111. Множество E(n)• 

Определен и е. Точка р принадлежит .множеств у Е<п>• 
если dimp(E U р)-<: n, т. е. если существует произвольно малая 

окрестность О точки р. такая, что dim [Е n Fr (О)] -<: n- 1. 
В частности, если множество Е представляет собой все про

странство !J:', то E(n) является множеством тех точек, в которых это 

пространство имеет размерность -<: n. 
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Включение Е с: E(n) эквивалентно не равенству dim Е-<: п. Со
г лас но 11, 1, из включения А с: В следует, что B(n) с A(n)· 

Т е о ре м а 1. dim (Е П Е<п>)-<: п. 

в самом деле, если рЕ Е n E(n). то, по определению, dimp Е-< n, 
следовательно, в силу 11, 1, 

dimp (Е П Е<п>)-<: п. 

Впрочем, следует заметить, что размерность множества E(n) может 
быть больше п. Если, например, множество Е состоит из одной 
точки, ТО Е(О) = %. 

Теорема 2. Множество E(nJ есть .множество типа 0 6
1)· 

В самом деле, рЕ E(n) тог да и только тог да, ко г да для каждого k 

существует открытое множество О, содержащее точку р, такое, что 

dim [Е П Fr (О)] -<: п- 1 
1 

и Ь(О) < 7i. 

Обозначим через Н k объединение всех множеств О такого рода. 

Тогда Е(п) = Н1 П Н2 П ...• 

Т е орем а 3. Пусть заданы .множество Е и целое число п. 
Тогда существует последовательность открытых .множеств 
D1, D2, ••. , такая, что 

1° dim[EПFr(DJ]-<:п-1; 
2° .множества E(nJПD1 • i= 1, 2, ... , образуют базу .мно

жества E(n); иначе говоря, для любой точки рЕ ErnJ существует 
множество D1, содержащее точку р. диаметр которого сколь 

угодно мал; 

CXJ 

3° положим S = U Fr(D1); имеют .место следующие cooт
t=J 

ношения: 

Е<п> с (Е- S)<o> и dlm [Е(п)- S] -<:О. 

Д о к аз а т е ль с т в о. При фиксированном k произвольной точке 
рЕ E<n> поставим в соответствие открытое множество О (р), содер
жащее р, такое, что 

dim\EПFr[O(p)J}-<:п- 1 и b[O(p)J<-}. 

В силу теоремы Линделёфа (§ 17, I), можно найти счетную после
довательность Dk, 1• Dk, 2, • . • множеств О (р), объединение которых 
равно объединению всех множеств О (р). Преобразовав двойную 

последовательность \Dk, т) в простую последовательность, получим 
искомую последовательность \ D 1}. 

1) См. Менгер [1], стр. 141; Урысон [5], стр. 277; Тумаркин [1], стр. 360. 
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В самом деле, так как любая точка р множества E(n) содержится 

в произвольно малом множестве О (р), то существует такое мно
жество Di. что рЕ Di с О (р), откуда вытекает условие 2°. 

Условие 3° является следствием условия 2°, в силу очевидной 

формулы: 

(Е- S) n Fr (Di) =О= (Е(п)- S) n Fr (Di). 

Частным случаем теоремы 3 является 

Т е орем а 4. Любое п-.мерное пространство содержит 

счетную базу. состоящую из открытых .множеств, границы 

которых имеют размерность -<п-1. Отнимая от про
странства аmи границы. получаем О-мерное (или пустое) 
.множество. 

Т е орем а 5. Из условия dim Х < п следует, что 

Е(о) с (Е U X)rп+IJ· 
В самом деле, если рЕ Е(о), то существует окрестность О 

точки р. такая, ЧТО Е n Fr (О)= о. Следовательно, (Е u Х) n Fr (О)= 
= Х n Fr (О) с: Х, откуда dim [(Е U Х) n Fr (О)]-< п; тем самым до
казано, что рЕ (Е U Х)(п+!)· 

§ 26. Нульмерные пространства 1) 

1. База пространства. По определению, пространство имеет 

размерность О, если любая его точка имеет сколь угодно малую 

окрестность, являющуюся одновременно замкнутой и открытой 

(это эквивалентно предположению, что граница этой окрестности 

пуста). 

Из § 25. 111. 4 вытекает следующая 

Теорема 1. Во всяком О-мерном пространстве суще
ствует счетная база. состоящая из открыто-замкнутых 

.МНОJ/СеС тВ. 

Кроме того, можно предположить, что диа.ме т р а тих .мно
жеств не превосходит заранее заданного положительного 
числа. 

С л е д с т в и я. Во всяком 0-.ме pHO.'.t простране тв е 
la. Любое открытое .множество (в частности, все про

странство) является обьединением последовательности непере
секающихся отк рыто-за.мкн у тых .множеств п роизвольно .ма

лого диаметра. 
1б. Любое замкнутое .множество является пересечением 

последовательности открыто-за.мкмутых .множеr.тв. 

1) Большая часть теорем этого параграфа будет обобщена по индукции 
н следующем параграфе, где приводятся также библиографические ссылки. 
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Для доказательства следствия 1 а положиы, в соответствии с тео
реыой l, 

0=F1 UF2 U ... =F1 U(F2-F1)U(F3 -F1 -F2)U ... , 

г де О -данное открытое ыножество и F 1 , F 2 , ••• - открыто-заыкнутые 
ыножества. Правая часть последнего рапенства представляет собой 

искоыое разложение. 

Следствие 1 б непосредственно вытекает из 1 а. 

*Т е орем а 111 ). Во всяком нульяерном пространстве любое 
яножес тв о типа 0 0 , одно в реяенно плотное и граничное, 
является результато.и (Jl)-операции, при.иененной к регуляр
ной систе.ие (§ 3, XIV) непустых открыто-замкнутых .ино-

жеств {Ak
1 

... kп}· таких, что 

1) b(Ak 1 ... kп)<*• 
2) два множества Ak

1 
... "п и Az

1 
... zп с различными систе· 

.иа.ии п индексов не пересе!i:аются. 
Пусть Q- рассматриваемое множество типа 0 0 : Q = 0 1 П 0 2 П ... , 

где Оп--- открытые множества и Оп:::> Оп+!· Так как множество Q 
не замкнуто, существует индекс j 1, такой, что множество Oj, не зам
кнуто. Поэтому, в силу следствия 1 а, можно положить 

Ь(Ад<1. 

где множества А; замкнуты, открыты, не пересекаются и непусты. 
Продолжим этот процесс по индукции. 

Предположим, что множества Ak
1 

... "п определены и выполнены 

включения 

(i) 

для целых п ~ 1; тог да множества Ak k k определим следую-
~ 1 ... п п+l 

щим образом. 

Если множество Ak
1 

... "n открыто, то существует индекс jп+l ;;> 
~ п + 1, такой, что множество Ak k n 0 1· не является замкну-
~ 1 ... п n+ 1 

тьrм, так как в противном случае ыножество Q П Ak
1 

... "п будет зам-

кнутым, вопреки предположению, что оно плотное и граничное в мно-

жестве Ak k . Следовательно, можно положить, как и выше, 1 ... п 

(Х) 

Ak 1 ... " nО j + 1 = U Ak1 ... k ;, 
п п i=l n 

где множества Ak
1 

... 11 п; непусты, замкнуты, открыты и не пересе· 

каются. Кроме того, в силу не равенства j п+l ;;> п + 1, откуда сле
дует, что О j с: Оn+ 1, в (i) можно заменить п на п + 1. 

n+l 

1) Эта теорема будет использована в r лаве о полных пространствах (§ 36), 
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Таким образом, множества Ak
1 

... kn определены для любого n; 

мы докажем, что множество Q совпадает с результатом (СД)-опера
ции. примененноtl к этим множествам. 

С одной стороны, пусть рЕ Q. Тогда рЕ О},· Следовательно, 
существует индекс k 1, такой, что рЕ Ak,· Предположим, что 

pEAk
1 

... kn· Так как. кроме того, pEOln+I' то существует ин
декс kn+l• такоtl, что рЕ Ak k k • Таким образом, мы приходим 

1 · • · n n+l 
к формуле 

(1) рЕ Ak, n Ak,k, n Ak,k,k, n .... 
С другоtl стороны, если эта формула выполняется, то из вклю

чения (i) следует, что рЕ 0 1 n 0 2 n ... = Q. 

11. Теоремы редукции и отделимости. В нульмерных сепара
бельных пространствах теорема из § 21, XII допускает следующее 

уточнение: можно предположить, что множества FL в формуле (2') 
открыто-за,икнутые. 

В самом деле, имеет место следующее утверждение (ер. с теоре

мой Линделёфа). 

Теорема 1 (теорема редукции) 1 ). Пусть !С- нульмерное про
странство. Тогда любой последовательности (конечной или 
бесконечной) открытых множеств 0 0 , 0 1, ••• соответствует 
последовательность непе ресекающихся от" рытых множеств 

Н0 , Н1 , ••• , таких, что 

Следовательно. если !С= 0 0 U 0 1 U ... , то множества Н1 
от" рыто-замкну ты. 

В самом деле, положим 0 1=F1, 0 UF1, 1 U ...• где множества F 1, 1 
открыто-замкнуты (см. J, следствие la). Перенумеруем двоtlную 
последовательность (i, j) в простую последовательность. Пусть 
n =ер (i. }) - целое число, которое соответствует паре (i, j). Пусть 
F;, 1 = F i, j-U F k, z. г де объединение берется по всем парам (k, l), 
таким, что qJ (k, l) < qJ (i, j). Очевидно, что 

со * со (Х) 

U Fi,j = U Fi,j = U О1. 
i, j;O i, j=O i=O 

00* 00 00 

Положим Н1 = U Fц. Тогда U Н1 = U 0 1 и 
J~O 1=0 i=D 

Hic:Ft,oUFz,1U ··· =Oi. 

1) См. Куратонекий [29], стр. 184. 
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Так как множества F;, j попарно не пересекаются, то и множе
ств:! Hi попарно не пересекаются. 

Из теоремы редукции вытекает следующая 

Т е орем а 2 (теорема отделимости). Пусть в нуль.ltерно;,t про
странстве д: задана (конечная или бесконечная) последователь

ность за.нr<нутых .!tножес'1!В Р0 , F 1, .•• , тar<ux, что 

F0 П f\ П ... =О; тогда существует последовательность от
крыто-за.нrтутых .!tно:нсеств Е0 , Е 1 , ••• , тarmx, что 

F 1 cE1 и Е0 ПЕ1 П ... =0. 

В частности, еслu А u В- два за.юснутых непересеr<ающихся 
.мно:J!Сества, то существует открыто-за.нrтутое htножество Е, 

mar<oe, ttmo А сЕ и ЕПВ=Оl). 
В самом деле, примени:vt теорему редукции, положив 

0 1=%-F1 и Е1 =д:'-Н1 • 

По предположению и в силу формулы (0), имеем 

о::- со 00 

u Оt=%-П Ft=.z'=U Hi. 
i=O i=O i=O 

Следовательно, множества Н1 , так же как и множестnа Е;. открыто
замкнуты. Более того, из последнего равенства следует, что 

Ео n El n ... =о, а из включения Hi с oi nытекает, ЧТО pi с Et. 
Вторую часть теоре~ш 2 можно обобщить следующим образом. 

Теорема 2а. Пусть задана r<онецная cucme.\ta А0 , ••• , Ak 
замrщ у тых непе ресеr<ающихся noд.ltнo:J!Cec тв н уль.ие рного nро

странства. Тогда существует cucme;,ta F0 , ••• , Pk открыто
за.лtr<н ~тых непе ресекающихся .лtно:нсес тв, таких, что 

д:= F 0 U ... U Fk и А 1 с F 1• 

Применим индукцию. При k = 1 теорема верна; допустим, что 
она иже т место при k- 1, k <:;> 2. Тог да существует система открыто
замкнутых непересекающихся множеств F 0 • ••• , Fk_ 2, F*, таких, что 

%=F0 U ... UFk_2 UF*, A0 cF0 , ... , A 11 _ 2 cFk_2, 

Ak-l U А11 с F*. 

Применяя теорему 1 к паре множеств Ak-l' Ak и к множеству F*, 
рассматриваемому как пространство, получаем 

F*=Fk-lUFk' Ak-lcFk-l• AkcFk' Fk-lПFk=O, 

1) Отсюда видно, что в нульмерных пространствах аксиому нормаль· 
ности можно сформулировать в более удобной форме. 

19 Топология, т. 1 
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где множества Fk-l и Fk открыто-замкнуты в множестве р•, а сле
довательно, и в пространстве Jr. 

Следствие 1. Любое вполне ограниченное отuрытое под
множество О нульмерного пространства имеет вид 

(1) 0=F0 UF1 U ... , FinFj=O при iof=j, 

где F,- отт.срыто-за.мuнутые .множества. 

lim 6(Fп)=0, 
n-7:л 

Следствие 2. Пусть F-fteпycтoe за.мuнутое подмноже
ство нульмерного пространства. Тогда существует непрерыв
ное отображение данного простране тв а в .множество F. то
ждественное на .множестве F. Иначе говоря, .множество F 
являете я ре трактом данного простране тв а. (См. Серпин
екий [30]. стр. 118.) 

Отсюда вытекает (§ 13, V. 4) 

Следствие 3. Любую непрерывную фунuцию f, определен
ную на за.мкнуто.м подмножестве F нульмерного простран
ства, .можно продолжить на все пространство таu, чтобы 

ее значения не выходили за пределы лтожества f (F). 
Докажем следствие 1. Для этого, в соответствии со следствием 1 а 

из п. I, рассмотрим последовательность ограниченных открыто-зам

кнутых множеств F~. F~ . ... , удовлетворяющих двум первым раве11· 
ствам (1 ). Будучи вполне ограниченными, множества F: имеют вид 

где 6(Нпt) < ..!.., n 

Пусть О ni -- открытое множество, такое, что Н ni с О ni с F: и 
b(Oni) < 1jп. Тогда F: = OnoU ... U Onkn· К множеству F~. рас
сматриваемому как пространство, применим теорему 1; мы получим 

F: = F по U ... U F пk , F ni n F пj =О при i 'i= j, F пi с Ont• 
!l 

где f'no• ... , Fnkn --открыто-замкнутые множества в F:. а следа· 
вательно. и во всем пространстве. 

Так как F ni с oni' ТО 6 (F пi) < 1jп. Отсюда следует, что 
Foo .... , Foko• Fю •.. . , Flk,• ... -искомая последовательность. 

Таким образом, следствие 1 установлено. Из него получается 

следствие 2. Можно допустить, что пространство вполне ограниченно, 
так как каждое метрическое сепарабельное пространство гамеаморфно 

вполне ограниченному пространству (§ 22, II. следствие 1а). 
Положим О= Jr- F. В соответствии со следствием 1 рассмотрим 

последовательность непустых открыто-замкнутых множеств F 1, F 2, •••• 
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удовлетворяющих условию (1). Пусть Pn- точка множества F, 
такая, что 

(i) 

Положим 

f(x)= { 
х. 

Pn• 

когда xEF. 

когда xEFn. 

Так как множества F n -- открытые и непересекающиеся. отобра
жение f непрерывно на множестве О. Для доказательства того, что 
оно непрерывно на множестве F, положим 

(ii) х0 Е F, Хо= lim Xn• Xn Е О. 
n-?oo 

следовательно, х n Е F k • 
n 

Так как множество F n замкнуто и не пересекается с множеством F. 
оно может содержать только конечное число элементов последова

тельности xl' х2 , • • • • Следовательно (см. (1) ), lim b(Fkn) =О. 
n-?w 

С другой стороны, из условий (ii) следует, что lim p(F. Fk) =О 
n-?-oo n 

и (согласно (i)) lim b(FknUPkn)=O, откуда 
n~w 

lim/xn-Pk /=0, т. е. limjxп--f(xп)/=0, 
n~co n n-+co 

lim f(хп)= Iim Xn=x0 =J(x0), 

а это означает, что отображение f непрерывно в точке х0 • 

Следствие 4. Пусть F0 , Fl' ... - (конечная ила бесконеч
ная) последовательность замкнутых .множеств. Тогда суще
ствует последовательliость открытых .множеств В0 • В 1 , ••• , 

такая. что 
со 00 

(2) Fг- П FmcB; и П В;=О. 
m=O i=O 

В самом деле, положим в теореме 1 

(3) О; = .% -- F; и В; = U Н i· 
jopi 

Кроме того, положим 

(4) 
00 

откуда S = U 0 1• 
i=O 

Тог да, в силу (3), (4) и (0), 

00 00 

F 1 - П Fm= U Om-01=S-01=(B1 UH1)-01= 
m=O m=O 

19* 
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С другой стороны, та){ ){а){ Bi = S- Hi• то, согласно ( 4), 
CXJ CXJ со 

ПВi=П (S-Hi)=S-U Hi=O. 
i~O i=O i=O 

В силу следствия 1 б, § 22, 11, ){аждое сепарабельное метричес){ое 
пространство является непрерывным образом векоторого подмноже
ства пространства &У иррациональных чисел. Это утверждение можно 
обобщить следующим образом. 

Следствие 5 1). Пусть F-се.ftейство (множеств) мощ
ности континуум. Тогда существует множество Z с &У. 
такое, что каждое A1HOJJcecmвo из семейства F является не
прерывным об разом .иножес тв а Z. 

До){азательство. Положим F= (Ez\• где zE&Y. Обозна
чим через Nz множество элементоn у множества &У. таких, что 

y!=z!, уз=z2, уБ=zз, .... 

Так как Nz top'";f", то, в силу следствия lб, § 22. 11, существует 
множество Az с Nz, такое, что множество Ez являетРI его непре
рьшным образом. Положим 

Z= U Azo 
z Е cN' 

Так как множества N z не пересекаются и замкнуты n &У, то 
множество Az замкнуто в Z и, следовательно, в силу следствия 2, 
является непрерывным образом множества Z. Поэтому и множество Ez 
является непрерывным образом множества Z. 

111. Теоремы об объединении нульмерных множеств. 

Т е орем а 1. Если пространство Аfожно разложить в (ко

неrшый или бесконечный) ряд за.мкнутых множеств: ,;с= 

= А 1 U А2 U ... , где все, за исключение;,t, .иожет быть, первого 
.множества, имеют раз.мерность О, а первое .иножество имеет 

разJtерность О в данной точке р, то все пространство имеет 
размерность О в точке р. 

Пусть В-открытый шар с центром n точке р. Построим открыто
замкнутое множество О, такое, что рЕ О с В. 

Множество О определим ка){ объединение множества ОТ){рытых 

возрастающих множеств Оп. Множества Оп определим по индукции 
одновременно с открытыми возрастающими множествами Н n таким 

образом, чтобы выполнялись следующие два условия: 

(i) OпnFiп=O. 
(ii) An С Оп U Hn. 

1) См. Серпинекий [39], стр. 234. 
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Так как множество А 1 имеет размерность О в точке р, то суще
ствует содержащее эту точку ыножество F 1, открыто-замкнутое отно
сительно А 1 • Так как множество А 1 замкнуто, то F 1 и А 1 - F 1 тоже 
замкнуты. Более того, можно предположить, что множество F 1 содер

жится в шаре В, так что множества F 1 и (А 1 - F 1) U (%-В) зам
кнуты и не пересекаются. В силу нормальности пространства, суще
ствуют открытые множества 0 1 и Н1 , такие, что 

F 1c01, (AI-FI)U(%- В)сН1 и 01ПН1 =0. 

Следовательно, условия (i) и (ii) выполняются при n = 1. Пред
положим, что они выполнены для n; докажем их для n + 1. 

Так как множества Ап+l n оп и Ап+l n iiп замкнуты и не пере
секаются, а множество An+l имеет размерность О, то, в силу тео
ремы Il, 2, существует множество Fп+l• открыто-замкнутое в Ап+l• 

такое, что Ап+ 1 ПОпсFп+l• Fп+ 1 Пfiп=0. Далее, множества Fп~l 
и Ап+I -- F п+l замкнуты (поскольку множество Ап+I -- F п+l отно
сительно замкнуто в множестве Ап+J> которое само замкнуто), поэтому 

множества (OпUFп+l) и Й11 U(Aп+l-Fп+l) замкнуты и не пере
секаются. В силу нормальности пространства, существуют открытые 

множества Оп+l и Нп+l' такие, что 

оп u Fп+lcaп+l• нп u (Ап+I- Fп.н)сНп+l и оп+l n нп+I =0. 

Таким образом, услоiJия (i) и (ii) выполнены для n + 1. 
Кроме того, поскольку множества Оп и Нп возрасгающие, из усло

вия ОпПНп=О, которое вытекает из (i), следует, что ОпПНт=О, 
каковы бы ни былиnит (так как ОпПНп+kсОпнПНпн=О). 
Следовательно, если положить 

со со 

0= U Оп и Н= U Нп, 
п~I п~I 

то а n н= о. с другой стороны, в силу (ii), 

со со 

%= U Апс U (OпUHп)=OUff; 
п~I п=l 

отсюда вытекает, что Н =!С-- О. Так как множества О и Н открыты, 
то множество О одновременно замкнуто и открыто. 

Остается доказать, что рЕ ОсВ. Из определения множества 0 1 
следует. что рЕ F 1 с 0 1 с О. С другой стороны, из определения мно
жестtJа Hj следует, что%- ВсН1 , откуда д:- Н1 сВ; но множе
ства а и Hl не пересекаются, поэтому Oc.ft'- HI r:::.B. 

С л е д с т в и е 1. Обидинение счетной последовательнос т и 
н.уль.мерных замкнутых множеств (или, более общо, нульмер
ных F(]·множеств) есть ftульмерное множество. 
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С л е д с т в и е 2. Обьединение двух нульмерных множеств, 
одно из которых является одновременно Fа-.множеством и 
а6-множество.м,- нуль.ме рно. 

Следствие 3. Если к нуль.~rtерно.му .иножеству добавить 
одну точку, то раз.~rtерность ezo не изменится: если dim А =0, 
то А(О) =%. 

Следствие 4. Если О-открытое .множество, то из усло
вия dim (Е ПО)<;;: 0 следует, что Е(о) =(Е- О)(о)· 

)Jля доказательства следствия 1 достаточно рассматривать объеди
нение указанных множеств как пространство. Следствие 2 вытекает 
из следствия 1, ибо оба рассматриваемых множества являются мно

жествами типа Fa относительно их объединения. Следствие 3 является 
частным случаем следствия 2. Наконец, чтобы доказать следствие 4, 
допустим, что рЕ (Е- О)(о). т. е. dimP (р U Е- О)= О. 

Если множество р U Е рассматривается как пространство, то ыно
жество Е nО представляет собой в этом пространстве счетное объеди
нение замкнутых нульмерных множеств, и из теоремы 1 следует, 

что множество (р U Е-0) U (Е n О)=р U Е имеет размерность О в точ
ке р, т. е. что р ЕЕ(О)• откуда вытекает следствие 4. 

3 а м е ч а н и я. Теорема 1 не верна, если сделать только одно 

предположение, что dimp An =О. В самом деле, разложим интервал 
9 = [0, 1] в последовательность сегментов, сходящихся к точке О. 
Пусть А 1 - множество, составленное из точки О и четных сегментов, 
и пусть А 2 - множество, состоящее из точки О и нечетных сегмен

тов. Очевидно, что dimP А 1 = 0= dimP А2 , тогда как dimP (А 1 U А2)= 1. 
Тем более нельзя заменить предположение о том, что множе

ство А 1 замкнуто, предположением о том, что А 1 есть Fа·множество; 
это показыiJает следующий пример: пусть А2 ~- последовательност~> 

точек, сходящаяся к точке О (= р), и А 1 = fJ - А2 • 

IV. Продолжение нульмерных множеств. 

Теорема 1. Любое нульмерное ыножество содержится 
в некотороы нульмерном Q6-.множестве. 

В самом деле, в силу § 25, III, 3, каждому множеству Е соответ
ствует множество S типа F а• такое, что Е n S =О и dim [Е(О)- S] <;;:О. 
Однако если допустить, что dimE=O, то, согласно следствию 3 из 
п. III, Е(о) = %. Следовательно, множество %- S есть нуль мерно~ 

й6-множество, содержащее множество Е 1). 

1) Доказательство, основанное на другой идее, см. в § 35, 11, замечанuе 2. 



§ 26. Нульмерные просtранства 295 

Теорема 2 1). Всякое нульмерное пространство.% топо
логически содержится в нигде не плотном совершенноАt канто
равам множестве '6'. 

По оnределению (§ 3, IX), кантороно множество '6' есть множе

ство последовательностей z = [z 1, z 2, ••• ], где zi nринимает одно из 
двух значений: О или 2. 

Для доказательства теоремы нужно построить гамеаморфизм 

z: .с;;-'6'. 
Пусть R1• R2 •••• , R; . ... -база пространства, состоящая из от

крыто-замкнутых множеств (теорема 1, п. 1), и nусть z-ee характери
стическая функция, т. е. z 1 (х) = 2, если х Е Ri. и zi (х) =О в nротив· 
ном случае. Как характеристическая функция nоследовательности 
открыто-замкнутых множеств, функция z неnрерывна (§ 16, II, след· 
ствие бг). Для доказательства того, что она взаимно неnрерывна, 

остается показать (§ 13, VIII (За)), что из условия рЕ.%'- Х сле
дует включение z (р) Е '6'- z (Х). 

Согласно определению базы, существует индекс i, такой, что 

PERic.%-Xc.%-X. Следовательно, zi(p)=2, тогда как при 

х Е Х имеем zi (х) =О; поэтому J z (р) -· z (х) J > 
3
1
i (здесь мы 

отождествляем последовательность z = [z1, z2, ... , zi, ... ] с числом 

-+-+ ... +--:-+ .... zl z2 zi ) 

3 32 31 

Итак, число z (р) не может принадлежать замыканию множества. 

чисел z (х), т. е. z (р) Е '6' ·- z (Х). 

С л е д с т в и е 2а. Канторава множество '6' имеет наивысший 
топологический ранг с ре д и всех нульмерных про с т ранств. 

Действительно, множество '6' нуль~1ерно, как граничное множество 
на вещественной прямой (см. § 25, 1. nримеры). 

3 а меч а н и е. Этим же свойством обладает Аtножество rYV ар
рациональных чисел интервала g. В самом деле, множество cv1f', 
как пространство всех бесконечных nоследовательностей натуральных 

чисел, содержит множество последовательностей, образованных из 

двух чисел 1 и 2, гамеаморфное множеству '6'. Обратно, множеиво ~ 
ну льмерно, как множество, граничное в интервале; следовательно, оно 

топологически содержится в множестве '6'. 
Это означает, что как множество '6', так и множество еЛ/" имеют 

наивысший топологический ранг среди r.раничных множеств простран· 

ства действительных чисел. 

1) См. Урысон (4], стр. 77. 
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Следствие 2б. Пусть diт§п=Оприп=1, 2, .... Тогда 

Это утверждение вытекает из того, что § 1 Х § 2 Х ... c~No t ~. 
ор 

в силу следствия ба, § 16, Il. 

V. Счетные пространства. 
Т е орем а 1. Любое про с т ране тв о .мощное та, .меньшей .Аtощ

ности континуума, нуль.мерно. 

Более общим образом, если пространство имеет порядок, 
.меньший с, в точке р (см. § 23, VII), то пространство нуль
мерно в этой точке. 

В самом деле, среди шаров радиуса < t: с центром в точке р 

существует шар, граница ("поверхность") которого пуста (так как 
границы двух различных шаров не пересекаются). Следовательно, та
кой шар одновременно замкнут и открыт. 

Т е орем а 2. Любое счетное пространство топологичесtси 
содержится в ;.щожестве ей! рациональных чисел. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть А- счетное пространство. Так I(ак 

пространство А топологически содержится n множестве ~. его можно 
считать подмножеством пространства действительных чисел. В силу 

классической теоремы теории упорядоченных множестп, множестпа 

А U ей! н $! имеют один и тот же порядковый тип, т. е. существует 
возрастающая функция f, отображающая множество А U ей! на ей!. 
Эта функция непрерывна, ибо если дана последовательность х 1 < 
< х2 < . . . . сходящаяся к точке х (предполагается, что точки Xn 

и х принадлежат множеству А U еЙ), то х является n множестве А U rf1t 
первой точкой. следующей за всеми точками xn, и, n силу подобия 
множеств А U rflt и rflt, точка f (х) в множестве rflt обладает тем же 
свойстпом по отношению к последовательности f (х1 ), f (х2), •••• 

Допустим теперь, что f (х) =F lim f (хп); тогда существовало бы 
n~oo 

рациональное число, одновременно большее всех чисел f (х п) и мень
шее числа f (х), что, очевидно, невозможно. 

Таким образом, доказано, что функция f непрерывна. По тем же 
соображениям обратная функция f-1 также непрерывна; следова

тельно, f есть rомеоморфизм, отображающий множество А на неко
торое подмножество множества ей!. 

Заметим, что аналогичный метод позволяет легко доказать, что 

все счетные прост.ранства, плотные в себе, имеют один и 
тот же топологический тип (т. е. гомеоморфны) 1). 

1) См. Серпинекий [5], [1]. 
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§ 27. Пространства размерности n 
1. Теоремы об объединении. 
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Т е орем а 1. Обыдинение п-.ме рного и нуль.ме рного .мно
жеств и.меет размерность -<. n + 1. 

Иначе говоря, из формул dim (.%'- Q) = n и dim Q =О следует 
формула dim .%'-<. n + 1. 

Множество Q U р нульмерно, какова бы ни бпта точка р 
(§ 26, Ш, следствие 3), поэтому существует сколь угодно малая 

окрестность о ТОЧ!(И р, такая, что Q n Fr (О)= о (§ 25. II. тео
рема 20), т. е. Fr(O)c.%'-· Q, откуда dirn Fr(O)-<.n. Следователпно, 
dim .%' -<. n + 1. 

Теорема 2 1). Если пространство .можно представить 
в виде (конечного или бесJ<онечного) обыдинения за~мкнутых 
п-.мерных .множеств: .%'=А 1 U A2 U ...• то ато пространство 
и .м ее т раз.ме рнос ть n. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Теорема справедлива при n =О (§ 26, III, 
теорема 1). Предположим, что она справедлива при n- 1. Положим 

BI=AI и Bk=Ak-- (AIU ... UAk-1). 

Следовательно, множества Bk представляют собой непересекающиеся 
Fа·Множества и 

.%' = В1 U В2 U ... , dim Bk-<. n. 

В § 25, Ш. 3 положим Bk = ЕсЕ(п) и Sk =Е П S; тогда множе
ство S k является счетным объединением множеств размерности 
-<. n - l, замкнутых в множестве Bk и таких. что dim (Bk- Sk)-<. О. 

Множества. замкнутые в Bk• являются Fа·множествами, так как Bk 
есть Fа·множество, и счетное объединение Fа·множеств размерности 
n-1, по предположению индукции, (п-1)-мерно, поэтому dimSk-<. 
-<. n- 1, отк у да по тott же причине 

dim(S1 US2 U ... )-<.n--1. 
Поскольку множества Bk не пересекаются, имеем 

ВiП [U (Bk-Sk)]= U (BiПBk-Sk)=Bt-St. 
k=l k=l 

Таким образом, множество Bt- Si как пересечение Fа·множества Bi 
00 

и множества U (Bk- Sk) является Fа·множеством в множестве 
k=l 

1) См. Гуревич [2], Тумаркин [2]. О компактном пространстве см. Мен
гер [1] и Урысон [5]. 
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CXJ 

Следовательно, множество U (Bk- Sk), рассматриваемое как пpo
k=l 

странство, является объединением счетного числа Fа·множеств раз-
оо 

мерности <;:О. Поэтому dim U (Bk -- Sk) <;:О. Итак, равенство 
k=i 

.% = U Bk = ( U S~г) U ( U (811 - Sk)) является представленнем пpo-
k=l k=i k=i 

странства в виде объединения множества размерности <;: п- 1 и мно
жества размерности <;:О. Следовательно, в силу теоремы 1, простран
ство имеет размерность <;: п. 

С л е д с т в и е 2а. Объединение сце т н ого .нно:нсес т в а п-.ие р
ных Fа·множеств есть п-мерное ;.mожество. 

С л е д с т в и е 2б. Объединение двух n-.«ерных множеств. одно 
из которых является одновременно Fa- и 00-множеством, есть 
п-ме рное множеств о. 

С л е д с т в и е 2в. Если J( (непусто;.tу) множеству добавить 
одну тоцку, то его размерность не изменится. 

Следствие 2г. Пусть дано множество Е и целое цuсло п; 
существует множество S типа Fa, такое, цто 

dim (Е n S) <;: п- 1, Е(п} с(Е- S)(o) и dim [Е(п} -- S] <;:О. 

В частности, любое п-мерное пространство является объеди
нением (п- 1)-ме рного Fа·множества и 0-Jote рного 00-множе
ства. 

Следствие 2д. Пусть 0-- открытое .иножество; из усло

вия dim (Е nО)<;: п следует, цто Е(п} =(Е- О)(п}· 

С л е д с т в и е 2е. Из условий .:С= А 1 U А2 U ... , Ak = Ak, 

dimPA 1 <;:п и dimAk<;:п при k>1 

следует, что dimP.:C <;: п. 
Следствия 2а-2в легко получить из теоремы 2 (см. доказатель

ство следствий в § 26, Ш). 
Из следствия 2а можно вывести, что dim (Е n S) <;: n- 1. если 

взять множество S из § 25, Ш, 3 и множество Е n S рассматривать 
как пространство. 

В частности, пусть множество Е совпадает со всем пространством 

(п-мерным), тогда Е(п)=.% и .:C=(.:C-S)(o)• откуда dim (.:C-S) =О. 
Таким образом, следствие 2г установлено. Заменяя в этом след

~твии множество Е соответственно множествами Е- О и Е n О, МЬI 
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докажем существование двух Fа·множеств S и W, таких, что 

dim (S П Е- О)-<;: n- 1, 

dim (W П Е П О)-<;: n- 1 
(Е- О)(п) с (Е-- О- S)(o), 

и dim (Е П О- W)-<;: О, 
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так как, по предположению, Е П Ос(Е П О)(п)· Итак, множество 

Е- О-- S получается из множества (Е- О- S U (Е П О)-- W) с по
мощью вычитания открытого множества О, пересечение которого 
с последним множеством нульмерно; из § 26, III, следствия 4 заклю· 
чаем, что 

(Е-- О- S U (Е ПО)- W)(o) =(Е- О- S)(o)· 

Поскольку множества S П Е- О и W П Е ПО имеют размерность 
-<;: п- 1 и, кроме того, являются Fа·множествами относительно Е, 

из следствия 2а вытекает, что размерность их объединения также 

-<;: n- 1. Следовательно (§ 25, III, 5), 

(Е-- О- S U (Е П О) -- W)(o) с 

с:[Е-- 0-S U(E П 0)- W U (S П Е)- О U (WПЕ П О)J(п) =Е(п) 
и 

откуда вытекает следствие 2д. Для доказательства следствия 2е поло

жим Е=.:С и 0=.:С-А 1 • В силу следствия 2а, dim (А2 U А3 U .. . )-<;:n, 
откуда dim О-<;: n. Согласно следствию 2д, из предположения, что 

рЕ (.:С- О)(п)' вытекает, что dimP .:С-<;: n. 

Т е орем а 3 1). Для того чтобы (непустое) пространство 
имело размерность -<;:n, необходимо и достаточно, чтобы оно 
являлось объединениеN. (п+ 1) множеств размерности О. 

При n =О теорема очевидна; предположим, что она верна при 

n- 1. В силу следствия 2г, п-мерное пространство является объеди
нением О-мерного и (п- 1)-мерного множеств. Разлагая последнее 

множество на n нульмерных множеств, получаем разложение данного 
пространства в сумму (n + 1) нульмерных множеств. 

Из теоремы 1 непосредственно с,lедует, что объединение (n+ 1) 
нульмерных множеств имеет размерность < n. 

С л е д с т в и е За 2). Если dim А= n и dim В= т, то 

dim(A U В)< п+ т+ 1. 

1) См. Гуревич [2] и Тумаркин [2]. 
2 ) Это следствие с помощью полной индукции можно вывеет~:~ и из оn

ределения размерности (более точно, из § 25, !! (2) ). См. Менгер [4], стр. 114. 
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11. Отделимость замкнутых множеств. 

Т е орем а 11) (см. § 26, 11, 2). Пусть А и В- два замкну

тых непересеJ<ающихся множества в п-мерном пространстве; 

тогда существует открытое множество О, такое, что 

АсО, ОПВ=О и dim[Fr(O)]<;:п-1. 

Более общим образом: пусть А и В-два заякнутых непере
секающихся множес тв(l, Е- множество paз.lte рности ·п >-О 
(расположенные в пространстве .%' произвольной размерности); 
тогда существуют два замкнутых .множества М и N, таких, 
что 

.%'=М U N, А П N =О= В П М а dim (Е П М П N) <;: п- 1. 

В самом деле (§ 22, IV, 2), существует непрерывное отображение f 
пространства .Z' в метрическое сепарабельное пространство .%'*, содер
жащее две точки а и Ь, такое, что f- 1(a)=A, f- 1(b)=B, причем 
отображение f есть гомеоморфизм на множестве .Z'-(A U В). Следо
вательно, 

dim f [Е-- (А U В)]= diш [Е- (А U В)] <;:п, 

и так как 

f (Е) U а U Ь = f [Е- (А U В)] U а U Ь, 

то, согласно следствию 2в из п. 1, 

dim [f (Е) U а U Ь] <;: n. 

В силу § 25, 11, 2, существует открытое множество О, такое, что 

аЕО, bE.Z'*--0 и dim[f(E)П(O--O)J<:п-1. 

Положим М=Г\0) и N=J- 1 (.z*-o)=.Z'-Г 1 (0). Тогда мно
жества М и N замкнуты, так как функция f непрерывна. Далее, 

.Z'* =О U (,Z'*- 0), поэтому .Z' =М U N. 
Из условия а Е о следует, что (а) n (.%'*-О)= О, откуда 

А n N = /- 1 (а) n /- 1(.z*- о)= /- 1 [Са) n (.я:*-- о)]= f- 1 (О)= о, 

а из условия ь Е .z·- о следует, что в n м= О. 
Наконец, так как множества Е П М П N и f (Е) П (0-0) гомео

морфны (поскольку М П N с .Я:- (А U В)), dim (Е П М П N) <;: n- 1. 
Для вывода первой части теоремы 1 положим 

и 0=.%'-N. 

1) См. Гуревич [2], Тумаркин [2], Урысон [5]. 
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3 а меч а н и е. Теорема 1 --в случае п-мерного пространства
дает более сильное свойство, чем свойство нормальности. Оченидно, 

что в нашем случае аксиому отделимости можно было бы сформули

ровать следующим образом: любую пару замкнутых непересекаю

щихся множеств можно отделить замкнутым множеством. Этому 

утверждению соответствует 

Следствие 1а. Любуюпаруза.ю:нутых непересекающихся 
.множеств, расположенных в п-.иерно.н пространстве, .можно 

отделить за.икнутым .иножеством раз.мерности -<;п-1. 
В самом деле, граница множества О, рассмотренного в теореме 1 

есть множество размерности -<; п --- 1, отделяющее множестна А и в: 

Следствие 1б. Условие теореАtЫ 1 необходи.uо и доста
точно для того, чтобы пространство llAteлo раз.иерность ~< n. 

Это услоние является необходимым, в силу теоремы 1. Обратно, 

если отождествить множество А с данной точкой р, а множество В
с дополнением к некоторой открытой окрестности этой точки, то из 

рассматриваемого условия будет с.~едовать, что dimpcZ'-<; n. 
Теорему 1 можно обобщить следующим образом: 

Следствие 1в 1 ). Пусть в п-жерном пространстве заданы 
две cucme.}tьt замttнутых множеств: А0 , •..• Ап u В0 , •••• Bn, 
такие, что А 1 n В 1 =О, О-<; i <;_: п; тогда существуЮт две састе.иы 
замкнутых множеств М0 , ••• , Мп и N 0 , ••• , Nn• такие, что 
для каждого индекса i-<; n 

(1) %=1И1 UN1 • AtПNt=O=Bin Mt 

и dim (М0 П ... П М1 П N 0 П ... П Ni)-<; n -- i -1. 

Множества М0 , ••• , М1 и N 0, ••• , N 1, удовлетворяющие усло

вию (1), определим по индукции (для фиксированного n). При i =О 
их существование вытекает из теоремы 1. Допустим, что они опре
делены для целого числа i, такого, что О -<;. i < n. В теореме 1 по
ложим 

Отсюда следует сущестнование двух замкнутых множеств Mi+l 

и Ni+I• таких, что 

dim (Е П М н 1 П Nн1)-<; n- i- 2, 

а из этих соотношений вытекает требуемое утверждение. 

1) См. Отто и Эйленберг [ 1]. 
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Предыдущее следствие позволяет распространить на п-мерные простран
ства следующее свойство п-мерного куба gn (состоящего из точек (х 1 , .. • , Хп), 
где О< х1 < 1, 1 < i < n). Обозначим через А1 и В 1 две грани куба, перпен
дикулярные оси х1 , а через М1 и N 1 - две половины куба, разделенные 

1 
.плоскостью• х1 = 2 . Тогда условие СJJедствия выполняется. 

Следующее утверждение касается .продолжения замкнутых мно
жеств". 

Следствие lr 1). Пусть А и В-замкнутые множества, 
такие, что dim [§--(А U В)]-< n; тогда существуют замкну
тые .иножества Р а Q, удовлетворяющ,ие условиям 

(2) § = Р U Q, Р П (А U В)= А, Q П (А U В)= В, 

dim [(Р n Q)- (А n В)]-< n- 1. 

В самом деле, применим к пространству %*=%-(А П В) теорему 1, 
подставляя множество А- В вместо А, множество В- А вместо В 
и множество §-(А U В) вместо Е. Тогда 

(3) §-(А П В)= М U N, (А П N)- В= О= (В П М)- А, 

(4) dim[(MПN)-(AUB)J-<n-1. 

откуда dim (М П N)-< n -- 1, ибо М П N П (А U В)= О, в силу равенств 
М П N П (А- В)= О= М П N П (В- А) и (М П N) П (А П В)= О, 
которые вытекают из формулы (3). 

Положим 

Р = М U (А П В) и Q = N U (А П В). 

Согласно (3), %=PUQ. Тогда 

Р П (А U В)= [М U (А П В)] П (А U В)= (М ПА) U (М П В) U (А П В). 

Итак, в силу (3), 

МПВ= (М ПВ-А)U (М ПА ПВ)сА, 

следовательно, 

Р П (А U В) сА. 
Далее, так как 

А-В=А-- (А ПB)cMUN и (А -В) ПN=О, 
то 

А =(А-В) U (А ПВ)сМU (А ПВ)=Р. 

Таким образом, Р П (А U В)= А. 
Из соображений симметрии Q П (А U В)= В. Так как 
(Р П Q) --(А П В)= [(М П N) U (А П В)]--· (А П В) с М П N, 

то dim [tP П Q)- (А П В)]-< dim (М П N)-< n- 1. 

1) См. Гуревич [13]. 
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Наконец, множества М и N замкнуты IЗ множестве .% -- (А n В), 
поэтому множества Р и Q замкнуты (в .%). 

3 а м е чан и е. Отметим следующую теорему, обобщающую следствие 3 
§ 26, II, на п-мерные пространства: любую непрерывную функцию f, опре
деленную на .замкнутом подмножестве Р сепарабельного метриЧ-еского 
п-мерного пространства, можно продолжить на все пространство так, 
чтобы множество ее то<tек разрыва иJ.tело размерность < п и Ч-тобы 
ее зна<tения не выходили за пределы множества f (Р) 1). 

III. Разложение n·мериоrо пространства. Условие Dn. 

Т е орем а 1 2) (обобщение теоремы § 26, II, 1). Пусть задано 
разложение п-мерноzо пространства.% в (конечное или беско

нечное) об'Ьединение открытых множеств: 

.% = 0 0 U 0 1 U ... ; 

inozдa существует последовательность открытых мно-
жеств Н0 , Н1 • ••• , такая, что 

для любой системы п+ 2 различных шtдексов i0, ... , in+l· 
В самом деле, в силу теоремы 3 из п. I, пространство разла

гается в объединение (п+ 1) нульмерных множеств: 

.% = Qo U · • · U Qn. 

На основании теоремы 1, § 26, II (множество Q1 рассматривается как 

пространство), Q1 можно разложить на непересекающиеся множества, 

открытые относительно Q1 и содержащиеся соответственно в мно

жествах 0 1: 

Q1 = Н10 U HJl U ... , где H 1ic0i. 

Множества Н10 , Hjl, . . . попарно отделимы, как непересекающиеся 

и открытые относительно Q1. Следовательно, на основании § 21, XI, 2, 
существует система открытых непересекающихся множеств V 10• V 11 , .•• , 
таких, что, H 1icVJi· Положим 

Ht=<VoiU ... UVпi)ПOi. 
Тогда 

') См. Попруженка [2]. Согласно одному замечанию Отто, можно осво
бодиться от nредположения, что значения функции f действительны. 

2) Теорему 1 для конечного случая получил Менгер [4], стр. 158. См. такж~ 
Урысон [5J. · · 
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Наконец, пусть рЕ Hi n ... n Ht. ; тогда существуют индекс J<п 
о n+t 

и два различных индекса i и i', такие, что рЕ vji n vji'· Но это 

противоречит предположению о том, что множества Vja• Vjl• ••• 

не пересекаются. 

С л е д с т в и е 1а. П редположtиt, что dim О= п; тогда после
довательность Оа, 0 1 • ••• в теоре.ие 4, § 21, VIII, жожliо подчинить 
следующему дополliительliо}.t)' условию: 

(n) Oi n ... n Oi =О, каковьt бы ни были ia<i1< ... <i 1 О IH-1 n+ ' 
В самом деле, если последовательность {Oi) удовлетворяет усло-

виям теоремы 4, § 21. VIII, то последовательность { Hi) из теоремы 1 
(если положить .. '1:=0) также удовлетворяет этим условиям. При этом 
выполняется условие (n) (если заменить множество О множеством Н). 

Определение. Пространство удовлетворяет условию Dn, 
если условие теоремы 1 выполняется для любого его конечного раз-' 
ложения в объединение открытых множеств. 

В силу теоремы 1, любое пространство раз.мер!iости <п 
удовлетворяет условию D". Как мы увидим ниже (во втором томе), об
ратная теорема такж~ имеет место. Установим теперь некоторые важ
ные для приложений свойства пространств. удовлетвор1ющих усло

вию D11 ; этими свойствами (в силу теор.::мы 1) 'обладает каждоа 
пространство размерности < п. -

Теорема 2. Пусть 

%=0aU ... UOm 

-liекоторое разложе!iUе в коliечное обоедаliенае отr<рытых МliО

жеств пространства, удовлетворяющего услова·о Dn. Тогда 
существует система открытых .иножеств На, ... , Hm, 
такая, что 

(2) %=HaU ... UНт• Н;сО; а Hi
0
n ... nH;

11
+

1
=0, 

каковы бы на была анде1<еьt ia < i 1 < ... < iп+l <т. 
В самом деле, в силу следствия,§ 14, lll, множествам На . ... , Н т 

формулы (1) соответствуют открытые множества Н~ .... , н:. такие, что 

%=H~U ... uн;n и ii;cHt. 

Следовательно, эти множества удовлетворяют соотношению (2) 
(если подставить их в (2) вместо Н0 , ••• , Нт). 

Так как множество Н i представляет собой замкнутую область. 
мы выводим из теоремы 2 следующее утверждение: 

Теорема 3. Пусть 

.:C=f'9U ... Uf'171 
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-некоторое разложение пространства, удовлетворяющего 
условию Dn, в конечное обьединение заАщнутых лtножеств. 
Тогда для произвольнаго Е> О существует систе/>tа зa}.tlcHymыx 
областей Н0 • .•• , Нт, удовлетворяющих соотношению (1), где 
множество О; есть обобщенный оттсрытый шар радиуса Е, 
центром l<оторого служит множество F;. 

Теорема 4. Если пространство, удовлетворяющее усло
вию Dn, плотно в себе и открытые множества О; разложения 
,Z' = 0 0 U ... U От непусты, то множества Н; в форNуле (2) 
можно выбрать так, чтобы они удовлетворяли условщо Н;=!=О 
при i=O • ... , т. 

Так как пространство плотно в себе. то множества О; бесконечны. 
Следовательно, в каждом из них можно выбрать точку Р; так, чтобы 
точки р0 , •.. , Pm были попарно различны. Положим 

о;= О;- (Ро• · · · · P;_r, Pi+l' · · · • Рт)• 
тогда 

:f• * 
%'=0oU ... UOm. 

В силу условия Dn, существует система открытых множеств 

Н0 , ••• , Н т, такая, что 

(3) %'=Но U ... U Н т• Н; n ... n fi; =о. 
о n+l 

Так как Р; 1: О~ nри j =!= i, то Р; 1: Hj, откуда, в силу первого 
из равенств (3); Р; Е Н;. 

Рассматривая отне>сительное условие D 12 , можно получить еле
дующее утверждение. 

Теорема 5. Пусть в пространстве (произвольной размер
ности) заданы множество Е, удовлетворяющее условию D12 , 

и система открытых множеств 0 0, ••• , От, тат<ая, что 
Ec:00 U ... U От; тогда существует систелtа открытых мно
жеств Н0 , ••. , Н т, удовлетворяющая условиям 

(4) EcHaU ... UHm. Н;сО; и Н; n ... nн; =О, 
о n+! 

каковы бы ни были индексы i0 < i1 < ... < in+l <т. 
Если,l<роме того, множество Е замкнуто и 0 0 U ... U От=%, 

то существует система открытых множеств Q0 • ••• , Qm, 
такая, что 

Наконец, если множество Е совершенно и 0;=/=0, i=O, .,.,т; 
то можно считать, что Qi=/=0, i =О, ... , т, 

20 Топология, т. [ 
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д о к а 3 а те ль с т в о. Множества Е nО; открыты в Е и удовле
творяют равенству Е= (Е П 0 0) U ... U (Е ПОт). поэтому из свой
ства Dn, которому удовлетворяет множество Е, вытекает существо
вание системы множеств А0 , •.• , А т, открытых в Е, таких, что 

В силу теоремы 2 из § 21, XI, существует система открытых 
множеств V0 , .•. , V т• такая, что 

Множества Н;= V; П 0;, i =О .... , т, являются искомыми. 
В случае, когда множество Е замкнуто. положиы R;=H; U (0;-Е). 

Из соотношения ( 4) получаем 

(7) YR;=(YH;)U(YOi -Е)=> 
=>(YH;)U(yoi- UH;)=UO;=%, 

t t 

В силу соотношения (7) и следствия 1. § 14, III, существует система 
открытых множеств Q0 , ••• , Qm, такая, что 

Из соотношения (8) непосредственно вытекают соотношения (5). 
Наконец, в случае, когда множество Е совершенно, добавим 

к соотношениям (6) (в соответствии с теоремой 4) не равенство А i =1= О. 
Так как A;cH;cR;, то R; =1= О. Следовательно, можно допустить, 
что Q; =1= О, ибо можно, не нарушая условий (5), добавить к мно
жеству Q; произволыюе (не пустое) открытое множество, граница 
которого содержится в R;. 

Для приложений нам понадобится следующая 

Теорема 6. Пусть К0 , ••• , Кs-систе.ма от~tрытых .мно
жеств, такая, что.%= К0 U ... U Ks, и А0 , ••• , А1 - система 
за},щнутых .множеств, пересечение которых А0 П ... П А 1 удовле
творяет условию Dn. Тогда существует система от~tрытых 
.множеств 0 0 , ••• , От, та~tая, что .% = 0 0 U ..• U От, причем 
~tаждо.му инде~tсу i-< т соответствует инде~tс i'-< s, для 
~tоторого О;с::.К;', и ~tаждой системе инде~tсов i0 < l1 < 
, .. < in+l-< т соответствует инде~tс j ~ l, та~tой, что 

А1 n oi n ... n oi =о. 
Q n+l 
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Положим Е= А0 П ... П А 1 • В силу теоремы 5, существуют две 
системы открытых множеств Q0, ••• -, Qs и Н0 , ••• , Hs, такие, что 

-Z'=QoU ··· UQs, Qic:Ki' EПQi П ПQi =0, 
о n+l 

nн1 =О. n+l 

Тогда 

.Я:=QoU ... UQs=Ц(Qi---Aj)UПAj, 
t, J J 

и так как 

ПAj=Ec:ljHi' 
J l 

то 

%= Ц(Qi- Aj)U lJ Hi. 
t, 1 l 

Обозначим через 0 0, ••• , От слагаемые этого разложения (их 

всего (s+ 1)(!+2)). Пусть i0 < ... < in+! <=;;:т. Предположим про
тивное, т. е. что для любого индекса j <=;;:t мы имеем А j П Oio П ... 
. . . n oi +О. Следовательно, ни ОДНО из множеств ai ' ... ' oi 

n+I о n+l 
не принадлежит системе множеств (Qi - Aj)' где i <=;;: s, j <;. l. По-
этому все они принадлежат системе Н 0, ••• , Н s· Но это противо
речит равенству Hi П ... П Hi =О. 

о n+I 

IV. Продолжение n-мерных множеств. 

Т е орем а 1 1) (обобщение теоремы 1 из § 26, IV). Любое 
п-.ме рное .множество соде ржи т с я в некото рол п-ле рно.м 

06-.множестве. 
В самом деле, если Е- некоторое п-мерное множество, то 

Е= Q0 U ... U Qn, где множества Q1 О-мерны (теорема 3, п. 1). В силу 
теоремы l из § 26, IV, каждое множество Qi содержится в векотором 
О-мерном G6 -множестве: QicQ;. Следовательно, EcQ~ U ... U Q~. 
но это объединение является п-мерным G6-множеством (в силу той 

же теоремы l, 3). 

V. Размерноетное ядро. 

Т е орем а 1 (теорема Менгера [3] ). Множество всех тех 
точек п-.мерного пространства, в которых пространство 

илеет размерность п, т. е . .множество $--Z'(n-1) (называемое 

"раз.мерностны.м яд ро.м"), илеет размерность :;;> п -1. 
В силу следствия 2г, п. l, существует множество S типа F

0
, 

такое, что 

dimS<=;;:n -2 и dim(-Z'(n- 1) -S)<=;;:O. 

1) Теорема Тумаркина ([2], стр. 653). 

20* 
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Так как, согласно§ 25, III.2, множество .%-!C(n-1) типа Fa, то 

из следствия 2а, п. I и предположения о том, что dim (!С- д;(п- 1 ))..::::;;: 
..::::;;: n- 2, вытекает, что 

dim [($' - !C(n- 1)) U S]..::::;;: n --- 2. 

Но тогда из тождества 

!С=[(.%- !C(n-1)) U Sj U ["'t'(n-1)- Sj 

следует, что dim !С..::::;;: n- 1, ибо при добавлении О-мерного мно
жества размерность возрастет самое большее на единицу (тео

рема 1. п. I). 

3 а меч а ни е. Доказано, что каждое (непустое) открытое в ядре мно
жество имеет размерность > n- 1. (См. Менгер [3].) Замыкание ядра имеет 
в каждой точке ядра размерность n (см. Гуревич [2], Тумаркин [2], Мен
гер [1] и Урысон [5] ). 

VI. Слабо n-мерное пространство. Пространство размерности n 
называется слабо п-ме рным, если его размерноствое ядро не является 

п-ыерным (тог да, в силу теоремы 1. п. V, это ядро имеет размер

ность n- 1). 
В качестве примера слабо одномерного множества рассмотрим 

множество точек плоскости (х, f (х) ), г де х принадлежит канторову 
множеству 'б": 

и где 

(-l)nl (-1)n2 (-1)nk 
f(x)=--+ 2 + ... + k + ... , /(0)=0. 

2 2 2 

Ядро этого множества состоит из точек, абсцисса которых предста-. 
вляет собой правый конец интервала, смежного с 'б" 1). Так как это 
множество счетно, то оно нульмерно. 

Доказано 2), что для любого n существуют слабо п-мерные 

множества. 

VII. Семейства, определяющие размерность. Свойство про
странства иметь в точке р размерность ..::::;;: n является частным случаем 
следующего свойства: пусть F- некоторое семейство множеств; мы 

б у де м гонорить, что оно определяет размерность пространства 

1) См. Куратовский [19]. Первый пример множества, имеющего размер
ность О в каждой точке, за исключением счетного числа точек, был д~н 
Серпинеким [8]. 

2) Теорема Мазуркевича [6]. 
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в точке р. если существуют произвольно малые окрестности точки р. 

границы которых принадлежат семейству F 1). 

В частности, если F- семейство множеств размерности <;. n- 1, 
то точки, в которых семейство F определяет размерность пространства, 
совпадают с теми точками, в которых пространство имеет размер

ность <;. n. 
Пусть семейство F обладает двумя следующими свойствами (кото

рые выполнены для семейства множеств размерности <;. n- 1): 
1 о оно наеледе твенно, т. е. из включений Х с У Е F следует, 

что х Е F; 
2° оно Fа-аддативно. т. е. из двух условий xfl Е F и Xn= х fl n s. 

где S=Xlux2u ... , С.1едует, что SEF2). 
Как IIОКазал Гуревич (в цитированной работе), большую часть 

теории размерности можно свести к изучению О-мерных множеств 

и Fа-аддитивных наследственных семейств. 

Его метод рассуждения (более абстрактный, чем приведенный 

в тексте) имеет то преимущества, что его можно применять к реше

нию проблем, не относящихся к теории размерности. 

Сформулируем без доказательств (которые, впрочем, аналогичны 
доказательствам соответствующих теорем из § 26) некоторые основные 
теоремы о наследственных Fа-аддитивных семействах F. 

1. Для того чтобы семейство F определяло размерность про
странства в каждой точке, необходимо и достаточно, чтобы про

странство являлось объединением множества, принадлежащего семей
ству F, и множества размерности <;.О. 

2. Для того чтобы в пространстве была оnределена размерность 
с помощью семейства F, необходимо и достаточно, чтобы каждую 

пару замкнутых непересекающихся множеств можно было отделить 

замкнутым множеством, принадлежащим семейству F. 
3. Пусть F и F 1 - два наследственных Fа-аддитивных семейства; 

1
) К. Менгер стоит на еще более общей точке зрения, а именно: точка 

называется "Е-точкой", если она принадлежит произвольнv малым окрест
ностям, обладающим свойством Е. См. Менгер (2]. 

Термин "определять размерность пространства", которым я обязан 
Кнастеру, заменяет здесь термин , Unstetigkeitspunkt" Гуревича, применяемый 
последним в работе [2). 

Одно свойство, аналогичное (но не эквивалентное) свойству быть 
точкой, в которой определена размерность пространства, изучалось Уайбер
ном: речь идет о точках р вида р = G1 ПG2 П ... , где множество Gn есть 
е:>кресщость точки р и Fr ( G п) Е F. См. Уайберн [2). 

2
) М. Гуревич называет наследственное и F а -аддитивное семейство 

,Norma!bereich•. 
Семейства, которые удовлетворяют условиям 1 о или 2° и, кроме того, 

содержат все множества, гомеоморфные своим элементам, изучались Кунугуи 
nри исследовании связей между понятиями размерности и топологического 
ранга (,размерности в смысле Фреше•). См. Кунугуи [1], стр. 41. 
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тог да семейстrзо, состоящее из объединений Х U У, г де Х Е F 
и У Е F 1 -- наследстrзенное Fа-аддитивное. 

4. Семейство множеств, размерность которых определена семей
ством F, наследственно и Fа-аддитивно. 

5. Если пространство разлагается в счетное объединение замк

нутых множестrз, размерность каждого из которых, за исключением, 

быть может, одного выделенного, определена семейством F, тог да как 

размерность rзыделенного множества определена семейством F в точ

ке р, то размерность всего пространства также определена семей

ством F в точке р. 

6. Множество точек, в которых размерность пространства не 
определена семейством F ("ядро" пространства), есть Fа-множество. 
Если это множество непусто, то оно не принадлежит семейству F. 

VIII. Размерность прямого произведения. 

Т е орем а 1 1). dim (% Х 'fl/) <:;: dim% + dim 'fl/. Кроме того, 

(dima% =О= dimь 'fl/):::::? dim(a, ь) (% Х 'fl/) =О. 

Доказательство. Положим dima%=т и dimь'fl/=n. Тогда 
сущестrзуют дrза открытых множестrза R и S, таких, что 

aER. 
е 

6(R) < 2 , dim [Fr(R)] <:;:т -1, 

bES. 6 (S) < f. dim [Fr (S)] <:;: n- 1. 

В силу§ 15, III (3) и§ 21, VI (4), имеем 

(1) Fr(R Х S)= [Fr(R) Х S] U !R Х Fr(S)], 6(R Х S) <е. 

Пусть т= О= n; тогда dim [Fr (R)] =- 1 = dim [Fr (S)], т. е. 
Fr (R) =О= Fr (S), поэтому Fr (R Х S) =О. Следовательно, 

dim(a. Ь) (% Х 'fl/) =О, 

чем завершается доказательстrзо второй части теоремы. 

Таким образом, первая часть теоремы доказана в случае dim %= 
=О= dim с,у. Далее проведем доказательство по индукции. 

Предположим, что теорема верна для всех пар %, 'fl/, таких, что 

dim%+dim'fl/ < k. 

Так как 

dim[Fr(R)J+dimS <:;:(т-l)+n<;:k-1, 

1) См. Менгер [4], стр. 246. 
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то, по предположению, мы имеем 

dim[Fr(R)X Sj<;:k -1 
и аналогично 

dim [R Х Fr (S)] <. k- 1. 

В силу теоремы 2, п. I, имеет место соотношение 

dim ([Fr(R) Х S] U [R Х Fr(S)]) <;:k- 1; 

согласно (!), dim(a, ь) (% Х :У)<;: k, следовательно, dim Ut' Х :У)<;: k. 

3 а меч а н и е 1. В предыдущей теореме знак <;: нельзн заменить 
знаком =. Например, если %-множество точек гильбертона про
странства (см. § 21, I, пример 3), все координаты которых рацио
нальны, то dim%=1=dim(%X.%') (см. Эрдёш [1], Гуревич и 
Уолмен [ 1], стр. 13, 34). 

Л. С. Понтрнrин привел еще более яркий пример, в котором 
каждое из двух компактных метрических пространств имеет размер

ность 2, а их произведение имеет размерность 3 (см. Понтрягин [1]) 1). 

3 а меч а н и е 2. Если пространство % компактно и dim :У= 1, то 

dim (% Х :У)= dim .:С+ 1 

(см. Гуревич [б]). 

3 а меч а н и е 3. Вторую часть теоремы нельзя распространить 

на случай n >О (см. Менгер [5]). Это можно видеть на примере 
произведения (5 Х <Z', г де пространство .:С есть объединение точки О 

и интервалов ( n ~ 1 , +) с не четным n. 

IX. Непрерывные и взаимно однозначные отображения п-мер
ных простране тв. В силу следствия 1 б, § 22, II, любое метрическое 
сепарабельное пространство является непрерывным взаимно однознач
ным образом векоторого О-мерного пространства. Эту теорему можно 
усилить следующим образом: 

Теорема 2). Любое .метрическое сепарабельное простран
ство .:С .мощности с является непре рывны.м взаимно однознач
ным образом некоторого п-.мерного сепарабельного простран
ства для каждого конечного или бесконечного n >О. 

Д о к аз а т е ль с т в о. 1. Рассмотрим сначала случай dim .:С= О. 
Пусть :У есть п-мерное пространство (например, :У= gn, п<;: N 0). 

Обозначим через а семейство всех 06-множеств пространства .ZX".!J. 

1) В. Г. Болтянскцй построцл еще более удцвцтельный пример компакт
ного метрuческого пространства размерностц 2, квадрат которого :цмеет 
размерность 3. - П рим. ne рев. 

2) См. Хцлгерс [ 1 J. 
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Очевидно, что О= с. Следовательно, мы можем положить О= {Ох J, 
где точка х меняется в пространстве .z: (таким образом. Ох пред
ставляет собой некоторую «универсальную» функцию для Gь-подмно

жеств пространства % Х ':!f, см. § 30, XIII). 
Пусть отображение f : % ~ ':!/ таково, что 

(1) ([х, f(x)JEOx)=?(((x)X':!/)c:Ox). 

Это отображение мы определим следующш1 образом. Если ((х) Х ':!/)с: 
с: 0_.., то обозначим через f (х) произвольную точку пространства ':!/; 
в противном случае f (х) есть точка пространства ':!/, такая, что 

(х, f(x)] $Ох. 
Так как пространство % является взаимно однозначным непре

рывным образом множества 

I=EIY=f(x)]. 
х, у 

то остается показать, что dim 1 = n. В силу теоремы 5, § 26, IV, 
существует 06 -множество Z, такое, что 

(2) lc:Zc:.ZX':!/ и dimZ=diml. 

Следовательно, существует точка х0 , такая, что Z =Ох,· Отсюда 
вытекает, что 

(х0 • f (х0)] Е Ох,• поскольку [х0 • f (х0)] Е 1 с: Z. 

Поэтому, в силу (1). 

откуда 

dim ':!/ <;;: dim Ох,<;;: dim (% Х ':!/); 

но (см. п. VIII) dim(.ZX':Y)<;;:dim.Z+dim':!/=O+n и, следова
тельно, dim О.к,=n, т. е. dimZ=n. Наконец (согласно (2)), diml=n. 

2. Пусть% имеет произвольную размерность. В силу следствия 16, 
§ 22, 11. существуют множество Т раЗмерности О и непрерывное 
взаимно однозначное отображение f: Т~%. Как только что было 
показано, существуют также множество 1 размерности n и непрерыв
ное взаимно однозначное отображение g : 1 ~Т. Тог да отображение 
f g : 1 ~% непрерывно и взаимно однозначно. 

Х. Замечания по поводу теории размерности в применении 
к произвольным метрическим пространствам. В § 25-27 предпо
ложение о сепарабельности рассматриваемого пространства было суще
ственно. Следует заметить, что некоторые результаты, установленные 

для сепа.рабельных пространств, можно распространить на произволь

ные метрические пространства (и даже на нормальные пространства), 

если ввести nодходящее определение размерности. 
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Существует несколько определений размерности, эквивалентных 

для метрических сепарабельных пространств. Совсем иначе дело обстоит 
в случае, когда пространство не предполагается сепарабельным. 

В этом случае мы имеем несколько, вообще говоря, различных опре

делений. 

Во-первых, индуктивная разяерность, обозначаемая ind .Z, 
которую мы определили 13 § 25,1 (условия 1-3). Затем комбинатор
ная раз.ие рнос ть, обозначаемая dim .:С, г де равенство dim .:С<:;: n 
эквиuалентно условию Dn (см. § 27, III). Наконец "большая" индук
тивная размерность (см. Чех [ 1 ]), обозначаемая Ind .:С; она опреде

ляется так: lnd О =- 1 и Ind .:С<:;: n тог да и только тог да, ко г да 
для любого замкнутого множества F и каждого открытого мно

жеств О, содержащего F, существует открытое множество Н, 

такое, что 

РеН, Не О, Ind Fr (Н)<:;: n- 1. 

Согласно одной важной теореме Катетава [3], [4] 1), равенство 
Ind .:С= dim д:· имеет место для произвольных метрических про

странств. 

Однако для более общих пространств определения, данные выше, 

могут не совпадать. Например, существует компактное пространство .:С, 

такое, что dim.Z'= 1, тогда как ind.Z'=2 (см. Лунц [1], Локу
циевский [1], Вопенка [1]). 

С вышеупомянутым равенством связаны следующие неравенства 2): 

dim .:С<:;: ind .:С, имеющее место для комnактных пространств (Алек
сандров) и пространств Линделёфа (Морита, с~шрнов); dim .:С <:;:Ind .:С, 
имеющее место для произвольных нормальных пространств. Суще

ствует 3) нормальное пространство .:С, для которого ind .:С< Ind .:С 
(Смирнов), а также нормальное пространство .z, для которого 

О= ind .:С< Ind .:С (Даукер), и полное метрическое пространство .:С, 
для которого ind .:С= О и Ind .:С= dim .:С= 1. 

Добавим, что имеется несколько фундаментальных теорем теории 

размерности, не допускающих обобщений подобного рода. Такова, 
например, теорема, утuерждающая, что размерность подмножества 

не превосходит размерности всего пространстuа; это утверждение 

не верно для комбинаторной размерности компактных пространств 4) 

(однако оно имеет место- 13 силу одной теоремы Чеха [2] -·-в совер
шенно нормальных пространствах). 

1) См. также Морита [3], Даукер и Гуревич [1]. 
2 ) См. Александров [15], Морита [2], Смирнов [2], Веденисов [4]. 
3 ) Смирнов [2], Даукер [4], Рой [1]. 
4 ) См. Александров [16], стр. 26, замечание. См. также Даукер [4]. 
По поводу различных других обобщений теории размерности см. Алек

сандров [18], [19], Даукер [3], Ivlopитa [2], Пасынков [1], Проскуряков [1], 
Смирнов [8], Веденисов [2]. 
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§ 28. Симnлексы, комnлексы, nолиэдры 

1. Оnределения. Пусть р0 , ••• , р n --множество точек евклидона 
пространства (произвольного числа измерений); (геометрически откры

тым) си.ltnлексой (р0 •.• р 11 ) называется множество точек р вида 

(!) р=ЛоРо+···+ЛпРп• где Ло+···+t-11 =1 и Л;>О 
(i=O, 1, ... , п); 

точки р и Р; рассматриваются как векторы 1). 

Точки р0 , .•• , р n называются в е ршинайи сийплекса. 

Коэффициенты Л0 , .•. , Л" называются бapuцeнmputtecкuйu коор
дина тай и точки р относительно точек р0 , ••• , р" 2). 

Любой симплекс вида (Р ;
0 

• • • р ik} O<;_k<;.n, называется 2 ранью 

симплекса S = (р0 ••• Рп). Очевидно, что S представляет собой 
объединение всех граней (Р ;, ... P;k) симплекса S и состоит, сле

доuательно, из всех точек р, удовлетворяющих условию, которое 

получается из условия (1), если заменить строгое неравенство Л; >О 
неравенством }.; ~О. 

Множество S можно также определить как наийеньшее выnу!(лое 
ыножество, содержащее точки р0 , ••• , Pn (выпуклый называется 

множество, которое вместе с любой парой точек содержит прямоли

нейный сегмент, соединяющий эти точки). 

Ес1и все грани симплекса S не пересекаются, то этот симплекс 
называется npocmьtN (или невырожденныя). Это условие эквива

лентно линейftой незавuси.~tос т и вершин симплекса S; напош-шм, 
что тoru,;a р линейно зависит от точек р0 , ••• , Pn• если суще
ствует cucme.~ta ttисел Л0 , ... , Л 11 , удовлетворяющая двум равен

ствам (1). В других терминах множество всех точек, линейно зависящих 
от точек р0 , ... , Pn• называется линейньt.!rt йногооб разие.1t, опре

деленным этими точками; следовательно, симплекс является простым, 

если никакая из его вершин не принадлежит линейному многообразию, 

определенному всеми другими вершинами. 

Говорят, что простой симплекс с n + 1 вершинами имеет гeo
.tte трическую разяе рность n, так же как и линейное многообразие, 
определенное n +- 1 линейно независимыми точками. Как мы увидим 

1) Пусть в еiJклидовом пространстве 'tfk заданьt два вектора 
р = (х 1 , ••• , xk) и r = (Yt• ••. , Yk); 

tю определению, 

p+r=(xt+Yt•'"' xk+Yk)· 
Пусть Л- действительное число; по определению, Лр = (Лх 1 , ... , Лхk)· 

2) Точка р представляет собой центр тяжести системы то·1ек pQ, ••• , Рп. 
если точка р1 является носителем массы Лi. 
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(в п. 11), геометрическая размерность симплекса совпадает с его 

топологической размерностью (в смысле определения § 25). 
В частности, симплекс размерности п = О сводится к одной точке; 

(простой) симплекс (р0р 1) есть прямолинейный сегмент без конечных 
точек; простой симплекс (р0р 1р~ есть внутренность треугольника. 

Т е орем а 1. Любая точка р вырождеNного си.мплекса 

S=(p0 ••• Pn) принадлежит некоторой грани (Pi
0 

••• pik) 

при k < п. (См. Александров и Хопф [1], стр. 607.) 
Если симплекс S является вырожденным, то существует система 

действительных чисел llo• ... , !ln• не обращающихся одновременно 

в нуль и удовлетворяющих условиям: 

!loPo+ · · · +~tпРп=О и !lo+ · · · +flп=O. 

Можно считать, что !ln >О и что, кроме того, среди чисел Лi/!li• 
у которых !li > О, число A11/!ln является наименьшим (числа Л0 , .•• , Лп 
удовлетворяют условию (1)). 

Положим 

Тогда 

~ An 
Ai=Ai-- !11· при i=O, 1, ... , п. 

1-!n 

р=Л~Ро+. ·. +Л~Рп• 

Так как л:= О, то р Е (р0 • • • р n- 1), что и требовалось доказать, 
Допустив в этой теореме, что целое число k является наименьшим 

из возможных, получаем, что любая точка си-uплекса S принад
лежит некоторой простой грани симплекса S. Отсюда вытекает 
также, что 

(2) 

где F0 , ••• , Fт-система простых граней симплекса S. 
Говорят, что множество (конечное или бесконечное) точек р0 , р 1 , 

пространства (f' находится в обще.м положении (в этом пространстве), 
если любая система р., .. . , р., i0< i 1 < ... < ik' где k<r. 

10 lk 

линейно независима. 

Теорема 2. Пусть в пространстве (f' (или в кубе g') 
заданы последовательность точек а0 , а!' ... и последователь
ность положительных чисел е0 , е 1 , •••• Тогда существует 
последова'тельность точек р0 • р 1 , находящихся в общем 
положении, такая, что 

(4) 
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Доказательство проведем по индукции. Пусть р0 = а0 . Для того 
чтобы определить точку Pi• рассмотрим вес тше!Jные многообразия, 
определяемые системами точек р. , . . . • р. , j 0 < . .. < jk < i и 

J о J k 
k < r. Так как каждое из них нигде не плотно, то и их объедине
ние является нигде не плотным множеством. Обозначим теперь через Pi 
любую точку, не принадлежащую этому объединению и у довлетво

ряющую неравенству 1 Р;- а; 1 <е;. 

Замечания. 1° Если r= ~ 0 • то все си.чплексы (Pio ... P;k) 
.можно с•щ тать про с mьutu (следовательно, непересекающимися), 

кшсово бы ни было k. 
2" Если r >- 2п + 1 и L ее ть п-ме рное линейное жногооб ра

зие, то точки р0 , р 1 , •.• • иожно подчинить следующему допол

нительно.иу условию: все си.~tплексы (р;0 ••• р; 1 ) (где l<;: п) не 

пе рееекаю те я с многообразием L. В самом деле, обозначим через 
р -n-!, ... , р _1 линейно независимое множество точек, определяющее 

многообразие L, и построим точки Р; при i >-О с помощью про
цесса, аналогичного предыдущему. 

зо Точки р0 , р 1 , . . . можно выбрать так, чтобы выполня
лось следующее условие: пусть V0 , •.• , V 1 -·линейные много
образия, определенные непересп<ающи.иися множестважи, со

стоящими соответственно из k0+ 1, ... , k1 + 1 элеАtентов 
множества р0 , р 1 , ..• , где k 0 <;;: r, ... , k 1 ~ r; тогда геометри
чест<ая размерность линейного многообразия V0 n ... n V 1 (пред
полагаемого непустым) удовле тв о ряе т соотношению 

Следовательно, в частности. если r >- 2п + 1, то симплексы 
(Р;0 ••• P;k)' k <;;: п, попарно не пересекаются. 

Для определения точки Р; рассмотрим- наряду с построенными 
выше Многообразиями-всевозможные их пересечения, а также все 

многообразия =1= (5', определяемые произвольными парами этих пересе
чений. Тогда Pi- любая точка, не принадлежащая объединению этих 
многообразиИ и находящаяся на расстоянии <е; от точки а; 1). 

Конечное семейство симплексов называется комплексом. Назовем 

замыканием ё комплекса С комплекс, состоящий из всех граней 
симплексов, принадлежащих комплексу С. Комплекс С называется 

замтснутым, если С= С, т. е. если вместе с каждым симплексом 

(р0 ••• Рп) он содержит в качестве элементов все симплексы 

(Р;0 • • • P;k)' где io < ... < ik <;;: п. 

1) См. Александров и Хопф [ 1 ), стр. 596. При доказательстве исполь
зуется то, что размерность многообразия, натянутого на два многообразия И 
и V, такие, что И n V =1= {), равна dim И+ dim V- dim (И n V). 
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Комплекс ё называется простым (или невырожденны.1t), если 
все симплексы комплекса С попарно не пересекаются. В частности, 
комплекс, состоящий из всех граней простого симплекса, является 

простым. 

Комплекс С называется п-.ме рны.м, если п -наибольшая размер
ность симплексов, принадлежащих комплексу С. 

Множество С называется (замкнутым) полиэдром, если суще
ствует простой замкнутый комплекс С= (R1, .•• , Rm), такой, что 

C=R1 U ... URm. 

Очевидно, что полиэдр является компактом. 

ВсЯI<ий полиэдр го.мео.мо рфен полиэдру, являющемуел обмди
нение.м некоторых граней некоторого простого симплекса. 

В самом деле, пусть С- простой замкнутый комплекс с верши

нами q0 , ••• , qm и S есть т-мерный симплекс (р0 ••. Prn)· Тогда 
полиэдр, являющийся объединением ncex симплексов (Р io ... р ik). 
таких, что (qi

0 
••• qik) Е С, гомеоморфен полиэдру С= S (С). 

11. Топологическая размерность симплекса. Пусть S = (р0 •.• Pn) 
-простой симплекс и С= (R 1, ••• , Rm)- простой замкнутый ком
плекс, такой, что 

(1) 

Так. например, если п = 2, т. е. если S- треугольник, и если 
соединить каждую вершину треугольника с центром противоположной 

стороны. мы получим раз.1ожение треугольника S на 6 треугольников 
(называемое барицентрическим разложением). Более точно, комплекс С 

состоит в этом случае из 6 дву~1ерных симплексов, 12 одномерных 
симплексов и 7 отдельных точек (следовательно, т= 25). 

Справедливы следующие утверждения. 

Т е орем а 1. Пусть F- грань сиА1плекса S, тогда для 
каждого индекса I<т либо Rjc.F, либо Rj n F =О. 

Т е орем а 2. Замыкание F является объединение},t симплек
сов, принадлежащих /tо.мплексу, состоящему из всех .мно-

жеств Rj' таких, что Rjc.F. 

Т е орем а 3. Каждому е> О соответствует простой за.мlt· 
нутый комплекс С= (R1 •••. , Rm), удовлетворяющий услоВU/о (1) 
и такой, что b(Rj) <е при j= 1, 2, ... , т. 
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Т е орем а 4 (теорема Шпернера) 1). Пусть v (s) --функция, 
ставящая в соответствие каждой вершине s комплекса С 
положительное целое число, такое, что 

(i) если s Е (Pio ... Pik)' то v (s)- один из индексов i0, ••• , i,.. 
Обозначим через v (R), где R = (q0 ••• q1), .Jttножество 

[v(q0), ••• , v(q1)]. Тогда число р .множеств Rj• таких, что 
v(R)=(O, 1, ... , n), всегда нечетно. 

Для доказательства этой теоремы применим индукцию. Наше 

утверждение очевидно при n =О, ибо в этом случае S = р0 = R и 
v (R) =О, следовательно, р = 1. Допустим теперь, что это утвержде
ние верно для n- 1 и покажем, что тогда оно верно для n. 

Пусть F- семейство (n- !)-мерных симплексов F Е С, таких, 
что 

'v'(F)=(O, 1, ... , n--1), 

и пусть а- число симплексов F, таких, что FEFи Fc(p0 • •• Рп- 1). 
По предположению и на основании теоремы 2, число а нечетно. 

Занумеруем симплексы Rj таким образом, чтобы симплексы R1• 

R2 , ••• , R1 были п-мерными (в геометрическом смысле), а симплексы 

Rt+!• ... , Rm имели размерность< n. 
Обозначим через aj, j < t, число граней F симплекса Rj, таких, 

что F Е F. Заметим, что 
1° если v(Rj)=(O, ... , n), то aj= 1; 
2° если (0, ... , n-l)cv(Rj)=/=(0, .... n), то aj=2; 
3° если (0, ... , п-- 1)cj:.v(Rj), то aj=O. 

Отсюда вытекает, что 

(2) 

Каждому симплексу Rj• j < t, поставим в соответствие его грани, 

принадлежащие семейству F (если они существуют). Тогда каждому 
симплексу F Е F будет соответствовать один или два симплекса Rj, 
в зависимости от того, содержится ли симплекс F в симплексе 
(р0 ••• Pn-!) или нет. Поэтому, в силу (2), имеет место соотношение 

а1 + ... + а1 ==а (mod 2), откуда р ==а (mod 2). 

Следовательно, число р нечетно. 

За м е чан и е. В приложениях теоремы 4 используется только 

неравенство р =1= О. Нечетнасть числа р выступает только в доказа

тельстве этой теоремы. 

1} См. Шпернер [1], Кнастер, Мазуркевич, Куратонекий [IJ. 
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-Т е о р е м а 5. Пусть заданы п + 1 залtкн у тых множеств 
А0 , ••• , An, таких, что каждая грань (Pio ... Pik) (О<k<п) 
симплекса S удовле т во ряе т включению 

(3) (Pi 0 • • • Pik)cAio U · · · U Aik; 

тогда А0 n ... nАп =1= О. 
Пусть r -некоторое целое положительное число. 

ремы 3, можно допустить, что комплекс С= (R1, 

творяет условию (1), а также неравенству 

1 
(4) o(Rj) < r при j= 1, т. 

В силу тeo

Rm) удовле-

:Каждой вершине s комплекса С постаuим в соответствие целое 

число v (s) следующим образом. Согласно условию (1), существует 
один (и только один) симплекс (Pio ... Pik)' содержащий вершину s. 
Следовательно, в силу условия (3), среди множеств Aio' ... , Aik 
существует по крайней мере одно множество, содержащее вершину s; 
обозначим его индекс через v (s). 

Итак, s Е Av (s). Так как условие (i) выполняется, то, согласно 
теореме 4, среди ucex симплексов Ri существует симплекс (который 
мы обозначим через ( sБ ... s~)). такой, что v ( s~) = i. Следовательно, 

sj Е А t· 
В силу ко~шактности множества S, можно считать, что последо

вательность sб, s6, sБ, ... сходится к некоторой точке а. Тог да 

из условия (4) следует, что а= Jim s~ для i=l, ... , п, а из вклю-
-'~оо 

чения s~ Е Ai вытекает, ЧТО а Е Ai = Ai И, наконен, а Е Ао n ... n An. 
Обозначим через Qi грань симплекса S, противоположную вер

шине Pt• т. е. 

(5) Qi = (Ро · · · Pt-lPt+l · · · p,J 
Теорема 6. Пусть А0 , .. • , Ап-зам~<нутые множества, 

такие, что 

(6) 

(7) 

S= А0 U ... U An, 

Ai nQt=O; 

тогда А0 n ... nАп=!= О. 
Кроме того, предположение о замкнутости -~tножеств At 

можно заменить условием их открытости в S. 
В соответствии с теоремой 5 нужно установить включение (3). 

Предположим, что оно не имеет места; тогда в симплексе (Pio ... Pik) 
существует точка а, лежащая в дополнении к множествам Aig• ... , Аiя· 
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Следовательно, на основании раnенства (6) существует индекс i, 
такой, что 

(8) 

(9) 

Из неравенства (8) вытекает, что (Pio Pik)r::.Qi, откуда а Е Qi, 
но это несовместимо с соотношениями (7) и (9). 

Для до~<азательства второй части теоремы 6 предположим, что 

множества А0 , •.• , An открыты в S, и обозначим, в соответствии 
с § 14, III, через А~, ... , А;1 систему замкнутых множеств, такую, 
что 

S=A~U ... UA;; и A;r::.Ai. 

откуда A;ПQi=O (0-<.i-<.п). 

Так как А~ n . . . nА~+ о' ТО А оn 
Т е орем а 7 (основная теорема 1) ). dim S = п. 
Иначе говоря, dim (fn = п. 
Д о к аз а т е ль с т nо. Неравенство dim S-<. п (или dim Cf11 -<. п) 

очевидно (см. § 25, 1, примеры). Докажем, что dim S > п- 1. 
Предположим, что dirn S-<. п- 1. Положим 

(10) 

г де Qi определяется раnенетвам (5). Очевидно, что 

(11) S=P0 U ... U Pn. 

Отсюда, в силу нсравенства dim S-<. п _ .. 1 и теоремы 1, § 27, III 
(теорема разложения), получаем, что существует система открытых 

множестn А0 , ••• , An, такая, что 

S=AoU ... UAn, АоП ... n Ап=О и Air::.Pi, откуда AinQi=O, 

но это противоречит теореме 6. 

Следствие ?а. Пусть С---простой за.tи<Нутый п-мерный 

компле"с и С--соответствующий е.иу полиэдр, тогда dim С= п. 

Следствие ?б. Пусть (р0 ... Рп)- простой или вырожден
ный симплеf(с, тогда dim (р0 ••• Pn)-<. п. 

Второе следствие вытекает из сопоставления теоремы 7 с форму
лой 1 (2). Следующая теорема, относящаяся к тому же кругу идей, 

что и теоремы 5 и 6, будет применяться несколько позже. 

1) См. Брауэр [1]. 
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Т е орем а 8. Пусть 0 1, ••• , Оп-множества, открытые в S и 
такие, что О 1 ПQ1 =0 (1-<;.i-<;.п), и объединение 0 1 U ... UOn 
отделяет вершину р0 от противоположной грани Q0 в S; тогда 
0 1 П ... ПОп =1= О. (См. Куратонекий [37] .) 

Д о к аз а т е ль с т в о. По предположению (см. § 6, V), суще
ствуют два замкнутых множества U и V, таких, что 

(12) S--(01 U ... U011)=ИUV, ИПV=О, РоЕИ. Q0 cV. 

Пусть далее (в соответствии с нормальностью пространства S) 
А0 --множество, открытое в пространстве S и такое, что 

(13) 

Положим (при i > О) 
(14) 

UcA0 и VcS-A0• 

Тогда (при i >О) А1 П Q1 = 0 1 П Q1 =О, так как множество 0 1 открыто 
и 01 n Ql =о ПО предnоложению. Кроме того, в силу последних 

включений (12) и (13), имеем А0 n Q0 =О. Следовательно, .равенство (7) 
имеет место при любых i =О, 1, ... , п. 

С другой стороны, 

A0 U ... UAп=AoU(OtU ... U0п)U[S-A0 -(QtП ПQп)J, 

и так как соотношение Q1 П ... П Qп = р0 очевидно, а в силу (12) 
и (13) 

р0 ЕА0 и S-(01 U ... U0п)cA0 U(S-A0), 
то равенство (6) также имеет место. Поэтому на основании тео
ремы 6 имеем 

А0 П ... ПАп =1= О, откуда 0 1 П ... ПОп ,Р О, 

так как А0 n [S- А0- Q1J =О. 

111. Приложемня к задаче о неподвижных точках. С помощью 
теоремы 5, п. 11 можно легко получить следующую важную теорему. 

Теорема 1 (Брауэр) 1 ). Пусть S=(p0 ••• Рп)-простой 

симплекс и f: S -s -непрерывное отображение .множества S 
в себя. Тогда существует неподвижная точка этого отображе
ния, т. е. точка х0 , т акая, что f ( х0) = х0• 

Мы должны nоказать, что если точке 

Х=Л.оРо+ .. · +Л.пРп• где Л.t:>-0 И Л.о+ · .. +Л.п=l, 

1) Доказательство' см. в работе Кнастера, Мазуркевича и I<уратовскоrо [1 ]. 
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поставлена в соответствие точка 

f(л·)=Л~Ро+ ... +Л~рп' где Л~>О и Л~+ ... +Л~= 1, 

то существует такая точках, что л;= л, (i =О, ... , n). 

Итак, множества А,= Е(/,;<;: л,) удовлетворяют nредn0.10Же
х 

ниям теоремы 5, n. 11: 
1 о они замкнуты, ибо барицентрические координаты Л 1 точки х 

являются неnрерывными функциями точки х; 

2° из условия х Е (Р 1 ••• р 1· ) следует, что Л1 + ... + 1,1 = 1, 
о k о k 

И так как л; + ... + л;k <;: 1, ТО существует индекс i. (0 <;: j <;: k), 
о J 

такой, что л;.<;:Лt .• откуда хЕА, .. Следовательно, (Р 1 ••• р 1 )с J J J о k 
сА1• U ... UA 1•• о lz 

Пусть. в соответствии с теоремой 11, 5, Хо Е Ао n о •• n An . 
• 

Тогда л,<;: л, для i =О, ... , n, откуда 

1 =Л~+ ... +Л~<;:Ло+ ... +Лп= 1, 

и nоэтому л;= Лt· i =О, ... , n. 

Следствие 1а. Пусть В'п-поверхность шара 

б:n+r =Е [< 1 Р 1 <;: 1) (рЕ ifn+l)]. 
р 

Тогда не существует никакого непрерывного отображения 

f: б:n+l ~В'п, тождественного на множестве В'п· 
Иначе говоря, множество В'п не является ретра1Стом 

шара б:n+l· 
Предnоложим, наnротив, что 

(1) /Erfl'~n+t и f(x)=x при хЕВ'п· 

Так как шар б:n+l гамеаморфен замыканию некоторого (п +!)-мер
ного симnлекса, функция - f, в силу теоремы 1, имеет неnодвиж

ную точку х0 , т. е. 

х0 =- f (х0), откуда 1 х0 1 = 1- f (х0) 1 = 1, следовательно, х0 Е 8' п• 
что nротиворечит нашему nредположению. 

IV. Приложеноя к кубам ffn и ffN'. Обозначим через V 1 и W1, 
l = 1, ... , n, противоположные грани куба [f n (8 No), определенные 
соответственно уравнениями х1 =О и х1 = 1. 

Следующая теорема соответствует теореме 6, п. 11 (и из нее 
выводится). 
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Т е орем а 1 1). Пусть заданы n + 1 за.мкнутых лtножеств 
А0 • ••• , An• таких. что 

gn = А0 U ... U Ап, А 1 _ 1 n W 1 =О, Ak n V 1 =О (l < k); 

тогда А0 n ... nАп =1= О. 

В самом деле, пусть S = (р0 • • • Рп)- некоторыМ п-мерны!t 
симплекс. Положим 

f(xl• • • ·• Хп)=ЛоРо+ · · · +ЛпРп• 
Л0 =1-х1 , Л 1 =(1-х2)х 1 , Л2 =(1- х3)х1х2 , ... " 

Легко видеть, что f ([Jn) = S. При этом граница В симплекса S и 
граница V 1 U W1 U . . . U V n U W n куба [J n находятся во взаимно одно
значном соответствии. В самом деле, если х 1 =О. то Л 1 =О; если 
х 1 = 1, то Л 1 _ 1 =О, и обратно, если Л 1 =О, то имеет место одно 
из i + 1 равенств 

т. е. (множества Q1 определены формулой II (5)) 

f (VI) С: Qi, f (W) с: Qi-1• 
1-

г (Qi) с: vl u ... u vi u w1н 
Наконец, отображение f взаимно однозначно внутри куба [J n, 

так как из равенства 

х 1 ••• х1 + 1 = 1- (Л0 + ... +Л1) 
вытекает, что 

_ 1-(Ло+ ... +Лt) 
xi+I-1-(Лo+ ... +Лt-1) 

Положим А;= f (At). Тогда S =А~ U ... U А~ и 

A;nQ1 =f[A 1 ПГ
1 (Q1)]c:f[A 1 П(V1 U ... UV1 UW1+1)]=0. 

Множества А; замкнуты (см. § 20, V. 5), поэтому, в силу 11. 6, 
• • 

Ао n ... nАп =1= О. 

Так как A:nQ1 =0, то A~n ... nA:nB=O, и так как функ-
ция /_ 1

, s взаимно однозначна, отсюда следует, ЧТО Ао n ... n An of= О. 

Теорема 2. Пусть F1, ... ,Fn и Н1 , ... , Нп-две систе.иы 
замкнутых множеств в кубе gn, такие, что 

[Jп=F1 UH1 и F 1 ПV1 =0=H;nWi. 

1) См. Лебег [3], Гуревич [5], [4]. 

21* 
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Тогда 

(Р1 ПН1) П · .. П(Р" ПН") =1= О. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Положим 

А0 =Н1 , А 1 =Р1 ПН2 , .. • , А 11 _ 1 =Р1 ПР2 П ... ПР11 _ 1 ПН11 , 

А"= Р1 n ... nР"' 
Пусть О;= gn_ Н;. Поскольку Oi с Р;. имеем 

А0 U ... U А":::::> Н1 U (01 П Н2) U . • . 
... u(o1n ... no"_1nн")u(o1n ... no")=f!". 

Легко проверить, что предположения теоремы 1 выполнены. Следо
вательно, 

(F1 ПН1) П ... П (Р" ПНn)= АоП ... ПА" =1= О. 

Теорема 2 допускает следующее обобщение. 

Т е орем а 3. Пусть Р 1 , Р2 , .•• и Н1 , Н2 , ••• -две беско
нечные последовательности замкнутых .множеств в кубе tf~'. 
такие, что 

тогда 
со 

n ( Р" n н 11 ) =1= о. 
n=1 

Обозначим через 111 множество точек х=[х1 , х2 , ..• ] куба fl~'. 
таких, что Х11 + 1 = Х 11 + 2 = ... =О. Множества 111 и f!", очевидно, 
гомеоморфны, и при этом г омеаморфизме множество V; n 111 и грань 
х; =О находятся во взаимно однозначном соответствии. Аналогично во 
взаимно однозначном соответствии находятся множество Wi n 111 и 
грань Х; = 1. Следовательно, к множеству 111 можно применить тео
рему 2. Тогда 

111 c:PiUHi• i-<.n, откуда (F1 ПН1)П ... П(F11 ПН11)=/=О, 

и, в силу теоремы Кантора (§ 20, V, 2), получаем rl (F 11 П Н 11
) =!= О. 

11=1 

Те о рема 4 (Гуревич [4]). Пространство f!No нельзя раз
ложить в (счетное) об'Оединение 0-.мерных .множеств (болве 
общо, нельзя разложить в сЧетное обыдинение конечномерных 
пространств). 

В самом деле, пусть Q1, Q2, ••• --бесконечная последователь
ность О-мерных множеств, принадлежащих кубу f!No. Докажем, что 

ro 
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Так как V n и W n -замкнутые непересекающиеся множества, 
а Qn- нульмерное множество, то, в силу теоремы § 26, II, 1, суще
ствуют два замкнутых множества F n и Н n• таких, что 

fl No = F n u н n• F n n v n = о =н n n w n и F n n н n n Qn = о. 
откуда 

р n n Н n С: fl No - Q n · 

Тогда, в силу теоремы 3, 
ro оо ro 

о # n ( F n n н п) с: n ( fl No - - Q п) = fl No - u Q n' 
n=1 n=1 n=1 

3 а меч а н и я. 1. Пусть An- множество точек 
х = [xl' х2 , •.• , Xn, О, О, О, ... ] 

куба ff'<~o, таких, что xi-<...!. при i-<. п. Множество А0 U А 1 U n 
компактно, его размерность бесконечна, однако каждое из мно
жеств An конечномерно 1). 

2. Из гипотезы континуума вытекает следующая теорема 2). 
Пусть (несчетное) пространство% не является об'Ьединение.м 

счетного множества О-мерных множеств; тогда существует 

несчетное множество, любое несчетное подмножество кото

рого бесконечномерно. 

Семейство всех множеств типа G6 имеет мощность с (см.§ 24, 1, 1, и 
§ 26, V, 1 ), а следовательно, в силу гипотезы континуума, мощность 
N 1; расположим все конечномерные множества типа 0 6 в трансфинит

ную последовательность Q0, Q 1, ... , Qa, ... типа Q. Так как каждое 
одноточечное множество является элементом этой последовательности, 

то .% = Q0 U ... U Qa U . . . . С другой стороны, так как каждое 
конечномерное множество является объединением конечного числа 

О-мерных множеств (§ 27, 1, 3), то из условия теоремы следует, 
что никакое счетное объединение элементов последовательности [Qa} 
не исчерпывает пространства .%. 

Следовательно, существует несчетное множество чисел а, таких, 
что Da = Qa- U Q; + О. Если в каждом из Da выбрать по 

~<а 
точке Ра• то множество Р = {Pal будет искомым множеством. 

В самом деле, множество Р n Q~ счетно, каково бы ни было ; < Q, 

ибо Ра (;/i Q~ при 6 < а. К тому же выводу чожно прийти, заменяя 
множество Р множеством Х с: Р. Следовательно, если предположитч. 
что множество Х конечномерно, то, в силу теоремы 1, § 27, IV, 

1) Дальнеilшие теоремы о бесконечномерных пространствах см. в работах: 
Смирнов [9), [10), Левшенко [1], Скляренко [1], [2), Тулмин [1], Зарелуа [1]. 

2 ) Теорема Гуревича [10]. Как заметил Гуревич, гипотеза континуума 

эквивалентна nредположению, что куб gNo удовлетворяет условию этой 
теоремы. 
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существует такой индекс s. что Х с Q~, т. е. Х = Х n Q~. Сле
довательно, множество Х счетно. 

V. Нерв системы множеств. Пусть .%'- произвольное простран
ство, 0 0 , ••• , Оn- подмножества в %, р0 , ••• , Pn- множество точек 
некоторого евклидова пространства (произвольной размерности). Про-

стой комплекс N, образованный симплексами (р 1 ••• р. ), такими, 
Q 'k 

что 0 10 n ... nOtk=f=O, называется нерво.ч 1 ) системы (00, ••• ,Оп)· 

Очевидно, что нерв N является замкнутым комплексом. 
Размерность его равна наибольшему целому числу k, при котором 

существует система индексов i0 < ... < ik, удовлетворяющая соот
ношению Ot

0 
n ... n Otk =1= О. 

Для того чтобы две системы множеств имели один и тот же 

нерв, необходимо и достаточно, чтобы они были подобны в ком
бинаторном смысле (см. § 14, III). 

Пусть S = (р0 ••• Рп)- простой симплекс. Обозначим (см. II (1 О)) 
через Р1 объединение всех граней симплекса S, имеющих точку р 1 
своей вершиной. 

Т е орем а 1. Ко.мплекс S, об разаванный все.ми граня.ми 

симплекса S, представляет собой нерв системы (Р0 , ••• , Рп)· 
В самом деле, пересечение Pt

0 
n ... n Ptk' как объединение всех 

симплексов, имеющих своей гранью симплекс (р 1 ••• р. ), не пусто 
о 1k 

ни для какой системы индексов i0 < . . . < lk. 

Справедлива более общая 

Т е орем а 2. Пусть С--замкнутый подкомплекс ком

плекса S. и пусть С= S (С); тогда С является не рво.м системы 
{CnP0 , •.. , СnРп)· 

Это вытекает из того, что соотношения 

сn Р 1 n ... nР. =1= о и (р1 ... Р. ) с с 
о 1 k о 1k 

эквивалентны. 

Что касается геометрической реализации нерва данной системы 

множеств, то имеет место следующая 

Т е орем а 3. Пусть (00 , ••• , От)- заданная система мно
жеств и п- целое число <;:т, такое, что никакая точка не 

принадлежит п+ 2 множествам этой системы, т. е. 

(n) Ot n ... n Ot =О, каковы бы ни были 10 < 11 < ... < in+ 11 
о n+l 

тогда в пространстве ~2n+l существует простой ко.мплекс 
(раз.мерности <;: n), являющийся нервом данной систе.мы. 

1) См. Александров [9]. Ср. с ПОНЯПiеМ .polyedre reciproque•, введен· 
ным Пуанкаре [2]. 
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Более точно: в е ршаны р0 , ••• , Рт этоzо комплекса .можно вы
б рать так, чтобы выполнялось условие 

IP1-a1 i<e, i=O, 1, ... ,т, 

zде точка а0 , ••• , ат а число е> О заданы заранее. 
В самом деле, в I, 2 положим г= 2п + 1 и обозначим через N 

комплекс, образованный симплексами (р. . .. р. ), такими, что 
'о 'k 

Oto n ... n oik =1= О. в силу (n), ЭТИ симплексы имеют размер-

ность -< п и комплекс N простой. Следовательно, он является 
нервом системы { 0 0 , ••• , О т). 

Vl. Отображения метрических пространсто в полиэдры 1). 

Пусть ( 0 0, .•• , От\-- система открытых подмножеств метрического 
пространства .%, а (р0 , ••• , Рт) -система точек некоторого евкли
дова пространства. Положим 

(1) 

Отображение х множества О называется соответствующа.« си
стемам (00 , ••• ,От) ll {р0 , ••. , Рт), если 

(2) х (х) = Л0 (х) · Ро + .. · + Лт (х) · Рт• 
где 

(3) л. (х) = Р (.х, Fi) 
' р(.х, Fo)+ ... +р(.х, Fт) 

(условимся считать, что р(х, 0)= 1). 

Т е орем а 1. Точка х (х) принадлежат за.иыканаrо са.иплекса 
(простого ала сангулярного) S = (р0 •.. Рт) а имеет бара
цент раческае ко о рданаты Л0 (х), ... , Л т (х), т. е. 

Л0 (х) + ... + Лт (х) = 1 и Лi (х) >О. 

Чтобы убедиться в этом, достаточно установить, что знаменатель 

в формуле (3) не обращается в О ни в какой точке х. Напомним, 
что так как множества f' 1 замкнуты в О, имеет место тождество 

(4) [р(х, P 1)=0J=(xEP1) при хЕО. 

Допустим, что р (х, Р0) + ... + р (х, Р т)= О; тогдар (х, Р1 ) =О, 
следовательно, х Е Р1 для каждого индекса l. Но тогда точка х 
не принадлежала бы ни одному из множеств 0 1, вопреки (1). 

Т е орем а 2. Отоб раженае х непрерывно на множестве О. 

1) См. Александров [б], Гуревич [9], Куратонекий (22]. 
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Это вытекает из того, что функция Л1 (х) непрерывна на мно
жестве а. 

Теорема 3. Обозначим. черезQ1 грань (р0 •• • Pt-tPнt · · · Рт)• 
а через Р1 - объединение граней вида (р1 р1 ••• Р1 ) (О<: k <:т); 

1 k 
тогда имеют место следующие соотношения: 

(5) 

(6) 

(7) 

х[О. П ... П01 - U 0 1]c(pt ... Р1 ); 
1 о k lof. l j о k 

х (F1) с Q1; 

х(О1) с Р1 • 

в самом деле, допустим, что х Е Otj для о-< j-< k и х f. al 
при l=Flj. Тогда xf.F11 и xEFt. откуда Л11 (х)=FО и Л,(х)=О, 
в силу (4) и (3). Следовательно, х (х) Е (р1 ••• р 1 ), откуда вы-

о k 
текает включение (5). 

Согласно (4), если х Е F1, то Л1 (х) =О, следовательно, х (х) Е Q1• 

Наконец, если х Е ai. то At (х) =1= о. следовательно. х (х) Ер /• 
3 а :меч а н и е. Если система 100 , ••• , От\ удовлетворяет усло-

вию (n), то dim х (О)<: п. 
Это вытекает непосредственно из включения (5) и следствия 

7б, п. 11. 

Теорема 4. Пусть си.м.пле"с S=(p0 ... Рrп)-простоа; 
тогда в"лЮчения (5)- (7) можно заменить равенствами 

(8) 

(9) 

(10) 

х- 1 (р 1 ... р.) =01 n ... na1 - U 0 1, 
о 1

k о k l=f>lj 

х-1 (Q,) = Pt, 

x-t (Р1) = 0 1• 

В атом. случае фун"ция х отображает множество О в под
множество полиадра N=S(N), где "омпле"с N (нерв системы 
{00 •••• , От\) состоит из си.м.пле"сов (р1 ••• р 1 ), та"их, что 

о k 
Ot

0 
П .•• П Otk 1= О. 
Наконец, если выполняется условие (n) теоремы 3 п. V, то 

(11) dim N = dim N <: п. 
Так как грани простого симплекса попарно не пересекаются, 

то равенство (8) вытекает из соотношения (5). Если Q1 - объедине
ние всех граней, не имеющих точку р1 своей вершиной, то l-я 

барицентрическая координата любой точки множества Q1 обращается 
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в О; отсюда вытекает формула (9). Формула (10) доказывается ана
логичным образом. 

Для доказательства второй части теоремы достаточно заметить, 

что из условия Ot
0 
n ... n Otk =О следует, в силу (8), равенство 

х- 1 (р 1 ••• р1 ) =О, которое означает, что ни одно значение функ-
о k 

ции х не принадлежит симплексу (р 1 ••• р 1 ); поэтому все ее 
о k 

значения принадлежат полиэдру N. 

3 а меч а н и я. 1. Легко доказать (см. I<уратовский [22) ), что 
каждое подмножество простого симплекса можно непрерывно ото

бразить на полиэдр, являющийся объединением некоторых граней 

этого симплекса. так, чтобы ни одна точка не покидала замыкания 
грани, которой она принадлежит. 

В частности, если таким подмножеством является х (О), а f
рассматриваемое отображение, то суперпозиция отображений g = fx 
преобразует множество О в rюлиэдр и удовлетворяет включению 

g-1 <Pt ... Р1 )c.Ol n ... nol. 
() k () k 

2. Правая часть равенства (8) называется (в алгебре логики 
по Булю) .составляющей высказывания О относительно системы 
0 0, ••• , О т". Высказывание разлагается на попарно не пересекаю
щиеся составляющие. 

Теорема 4 устанавливает соответствие между этими составляющими 
и гранями симплекса S. 

Т е о р е м а 5. Пусть .%' -- вполне ограниченное п-.ме рное 
пространство. Тогда для произвольнога е> О существует 
непрерывное отображение f пространства .%' в п-.мерный 
полиэдр, та!(ое, что 

(12) b[f- 1 (y)] <е, f(af(OBO бы ни было у Е/(.%'). 

Более точно: пусть .%'-пространство, обладающее свой
ством Dn• и 0 0, ••• , От-система от1ерытых .множеств, та
!(их. что .%' = 0 0 U ... U От, а S-простой си.мпле!(С (р0 ••• Рт>· 
Обозначим через An !(О.мпле!(С, об разаванный г ранями си.мпле!(Са S 
размерности -<. п, и положим An = S<Ап). Тогда существует 

фун!(цuя f Е А;, та!(аЯ, что 

(13) 
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В самом деле, пусть пространство .%'обладает свойством Dn; тог да 
• о· существует система открытых множеств Оо, ... , т• такая, что 

о; с: 0 1 и о; n ... nа: =О 
о tn+l 

при t0 < ... < ln+I-::(: т. 
Отображение х, соответствующее системам {о;, ... , О~} и 

{р0 , ••• , Ртl, представляет собой искомую функцию. В самом деле, 

если N-нерв системы {о;, ... , о;п}. то имеет место формула (11), 
откуда N с: An и, следовательно, х (.%')с: An. С другой стороны, 
из равенства ( 1 0), в силу включения (14), вытекает соотношение ( 13). 

Таким образом, вторая часть теоремы 5 доказана. Чтобы вы
вести из нее первую часть, достаточно рассмотреть покрытие 

.%' = 0 0 U ... U От открытыми множествами диаметра <е. 
Справедлива обратная теорема. 

Т е орем а 6. Если всякому покрытию .%' = 0 0 U ... U От 
открытыми множествами соответствует функция f Е А;, 
удовлетворяющая условию (13), то пространство .%' обладает 
свойством Dn. 

* -1 р В самом деле, положим О;= f ( 1). Покажем, что соотноше-
ния (14) выполнены. Первое из этих соотношений вытекает из 11 (11), 
второе следует из включения ( 13), а последнее- из того, что нерв 
системы { Ап n Р0 , ••• , Ап nР mJ, а следовательно, и системы 

{о;, ... ' о~} имеет размерность -::(: п (согласно теореме v. 2). 
К тому же кругу идей относится следующее утверждение. 

Т е орем а 7. Если любому l > n и любой системе открытых 
множеств {00, ••• , OmJ, такой, что .%'=00 U ... U От, нерв 
иоторой имеет размерность l, соответствует функция f Е Af_1, 

удовлетворяющая условию (13), то пространство.%' обладает 
свойством Dn. 

Системе { 0 0 , ••• , OmJ поставим в соответствие систему открытых 
множеств, удовлетворяющих соотношениям (14). Допустим, что при 
некотором k >- п и для любого l-::(: k существует требуемая система 
{о~ ..... о~); докажем, что тогда это верно для k+ 1. 

Так как k + 1 > п, то, в силу предположения теоремы 7, суще. 

ствует функция f Е А:. удовлетворяющая соотношению (13). Положим 
H1=f-1 (P1). Так как нерв системы {AknP0, ... , AknPmJ, 
а следовательно, и системы (Н 0, ••• , Н ml имеет размерность -::(: k, 
то, по предположению, существует система открытых множеств 

{о~ . ... , 0~}. удовлетворяющая двум соотношениям (14), а также 
включению о; с: Н;. При сопоставлении с условием (13) из этого 
включения следует включение (14). 
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Т е орем а 8. П редположи.и, что точки р0 , ••• , Рт про
странства (f'" находятся в общем положении и выполнено 
условие (n); тогда для любой то•ищ у ttAteют место соотношения 

x- 1 (y)=K0 u ... UKт. К1 с:.О 1 • К 1 ПКс=О для l=i=l', 

где множества К1 (пустые или непустые) за.икнуты в обь-
единении О= 0 0 U ... U От. 

Пусть S* = (Р~ ... р~,) есть т-мерный симплекс (в простран-
стве (f'm). Положим (см. (3)) 

х*(х)="А0 (х)·Р;+ •.. +Лт(Х)·Р~1 • 

Обозначим через А~ объединение симплексов (р; ... р; ), г де k <;: п· 
о k 

и положим для любой точки t Е А~ 

J(f)=~o(f) · Ро+ · · · +~т(f) · Рт• 

где ~о (t), ... , ~т (t)- барицентрические координаты точки t (отно

сительно вершин р~ • ... , р:); тогда х* (%')с:. А: и х (х) = f[x* (х)]. 
Следовательно, х- 1 (у)= х*- 1 [J-1 (у)]. 

Так как симплексы (р 1 ••• р 1 ) -простые при k <;: п, то 
о k 

функция f взаимно однозначна на каждом симплексе (р; ... р; ). 
о k 

-1 • 
Следовательно. множество f (у) конечно. Обозначим через Pt объе-
динение граней симплекса S*, nершиной которых является точка р;. 

Положим Н1 = j- 1 (у) nР;; тог да 

-I ( ) •-l (Н) U U ·-1 (Н ) х у =х 0 .. • х т, 

* * ~ так как Ро U ... U Pm = S. Множества 

К0 = х*- 1 (Н0), К1 = х*- 1 (Н1 - Н0), 
Кт=х*- 1 [Нт -(HoU ··. UHт-I)] 

являются искомыми. Действительно, 

KoU. ·. U Кт= 

... , 

= х*- 1 (Н0 U (Н1 - Н0) U ... U [Н т- (Н0 U ... U Hm_ 1)]) = x-l (у), 

K1 c:.x*- 1 (H1)c:x*-1(P;)=Ot (согласно (10)), 

К1 n К1 • с::х*- 1 [Н1 n (Н1 • -- Н1)] =О при i < i'. 
Наконец, так как множества Н1 конечны, то множества Kt 

замкнуты в О. 
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Vll. Аппроксимация непрерывных отображений отображе
ниями х 1). 

Т е орем а 1. Пусть заданы покрытие (произвольного) .метри
ческого пространства .Я:= 0 0 U ... U От отt-срытыми множест
вами, функция fE(ff')x, число е> О и систе.иа точек р0 , ••• 

• • . , Prn куба ff', такие, что 

(15) 6[(р1) U j(01)] <е для i=O, 1, ... , т. 

Тогда отображение х, соответствующее сие те май [ 0 0 , ••• , О rnl 
и [р0 , ••• , Pml• удовлетворяет не равенству 

(16) Jx(x)-j(x)J <е для любой точки хЕ..:С. 

Предварительно заметим, что имеет место 

Теорема 2. Если средиребер (р0р 1 ) (простого или вырож
денног.о) симплекса (р0 ••• Рп) ребро (p0pj) -- наиболыиее, то 

1 Ро -- х 1 ~ 1 р0 - Pj 1 для любой точки х Е (р0 ••. Рп)· 

В самом деле, центр тяжести масс Л0 , •.. , Лп, расположенных 
в точках р0 , ••• , Рп· не может лежать вне шара с центром 

в точке р0 радиуса J р0 -- р j 1 (этот шар содержит все точки р0 , ••• 

· • · • Рп)· 
Пусть теперь х- пекоторая фиксированная точка пространства .Я:, 

и пусть i0 , ... , ik- система всех индексов, таких, что х Е О 1 , ••• 
о 

. . . . х Е О i k. Следовательно, 

(17) xE[Oi П ... no~k- U Oi]· откуда х(х)Е(Р 1 ••• Pt) 
о 14=i. о k ' 

J 

со г лас но (5). 
Выделим среди р 1 , ••• , р. точку, наболее удаленную от точки 

о tk 
f ( х). Можно допустить, что это точка р t • Из соотношения ( 17) и 

о 

теоремы 2, если заменить в ней симплекс (р0 ••• Рп) симплексом 

(f (х) Р 10 ••• Ptk)• вытекает неравенство 

(18) lf(x)-x(x)!~/f(x)-Pt,/· 

Так как хЕО1,. то j(x)Ef(Ot,). откуда 

(19) /Pt, -j(x)j<6[(P1,)Uf(01,)]· 

Из неравенств (18), (19) и (15) вытекает неравенство (16). 

Теорема 3. Любое отображение JE(~')::J; .может быть 
равно.ме рно аппроксимировано функцияАtu х. 

1) Теоремы п. VII позволяют установить (во втором томе) теоремы 
.вложения• в теории размерности; в частности, они позволяют доказать, 

что любое метрическое сепарабельное п-мерное пространство rомеоморфно 
некоторому подмножеству (2n + 1)-мерноrо евклидова пространства. 
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Более точно: пусть дана система открытых множеств 
{ 0 0 , ••• , От), такая, что 

(20) .%=00 U ... UОт и б[/(0 1)) <е при i=O, .... т. 

тогда в кубе [f 7 существует система точек [р0 , ••• , Рт), 
находящихся в обще,и положении, такая, что функция х, 

соответствующая системам {00 •••• , От) и [р0 , ••• , Рт), 
удовлетворяет неравенству (16). 

Наконец, если пространство .% обладает свойство,и Dn, то 
можно допустить, что 

(20') dim х (.%) -< п. 
В самом деле, пусть а 1 Е/(01)(если 0 1 =0,тоа1 -произволь

ная точка куба ff 7
). В силу 1, 2, в кубе gr существует система 

точек р0 , .•• , Рт• находящихся в общем положении, удовлетворяющая 
неравенству (15). Отсюда, в силу теоремы 1, следует вторая часть 

теоремы 3. 
Чтобы вывести первую часть теоремы, разложим куб ff 7 в конеч

ное объединение открытых множеств (например, шаров диаметром <е): 

(21) [J 7 =H0 U ... UНт' где б(Н1)<е. 
и положим 0 1 = /-1 (Н1). Тогда условия (20) выполнены. Отсюда 
вытекает неравенство (16). 

Наконец, если пространство .% обладает свойством Dn' то можно 
заменить систему [ 0 0 , ••• , От) системой {О~ .... , O~,J, такой, что 

* * * * .tc .%=0oU ... UОт. О,с::.о,, о, n ... no, =0. 
о n+t 

Тог да неравенство (20 1
) вытекает из замечания к теореме 3, п. VI. 

3 а меч а н и е. В том случае, когда r :;;> 2п + 1, точки р0 , ••. , Prn 
можно подчинить следующему дополнительному условию: все сим

плексы (Р. . .. р. )• k-< п, не пересекаются с заранее заданным 
,, 'k 

линейным многообразием L размерности -< п. (См. п. l, замечание 2°.) 
Теорему 3 можно уточнить следующим образом. 
Теорема 4. Пусть А и В-два замкнутых непересекаю

щихся множества, таких, что множество Е= А U В обладает 
свойством Dn. Тогда любую функцию fE(ff 7)x, где r:;;>2п+ 1, 
можно равномерно аппроксимировать функциями х, удавлет
во ряющими условию 

х (А) n х (В)= О. 
Пусть так же, как в (21). Н0, ••• , Hs --открытые множества, 

такие, что 

(21') f1 7 =H0 U ... UHs и 6(Н1)<е при j-<s. 
Положим т=2s+1. K1=J-1 (H1) и 
=К0 -А, ... , Os=Ks-A' Os+ 1 =K0 -B, ... , Om=Ks- В. 
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Тогда множества 0 0, ••• , От открыты и удовлетворяют условиям (20), 
так как 6 [f (К j)]-<: 6 (Н j) < е. Кроме того, для любого i-<: т 

(22) либо 0 1 ПА=0, либо 0 1 ПВ=0. 

Так как множество Е обладает своНством Dn, то, согласно § 27, 
lll, 5, существует система открытых множеств Q0 , ••• , Qm, такая, 
что 

(23) !С = Qo U • · · U Qm• 

(24) Q1c01, 

(25) EnQ,0 П ... nQ,n+I=O для i0 < ... <iп+ 1 -<:т. 

Следовательно, в силу (20), 6 [f (Q1)] <е. Рассматривая, как nри 
доказательстве теоремы 3, систему точек р0 , ... , Pm• находящихся 
в общем положении, такую, что 6 [р 1 U f (Q;)] <е, заметим, что 

функция х, соответствующая системам {Q0, ••• , QrnJ и {р0 , ••. , Рт), 
удовлетворяет условию (16). 

Обозначим через N А (соответственно N в) полиэдр, являющиt!ся 
объединением попарно непересекающихся (в силу (25)) симплексов 

(Р10 ••• Pik)' таких, что 

AnQ,0 П ... nQ,k"ЬO, соответственно BnQ,0 П ... nQ,k=f=O. 

Следовательно, в силу (23) и (5), 

х (A)c.N А и х (B)c.N В• 
откуда 

х (A)c.N А и х (B)c.N в· 

Более того, на основании (23) и (22), любое множество Q1 не 
пересекается либо с А, либо с В. Следовательно, 

NлПN8 =0, откуда х(А)Пх(В)=О. 

В дальнейшем будут применяться следующие обобщения тео

ремы 4. 

Теорема 5. Пусть А0 , ... , Аt-за.мкнутые .множества 

размерности -<:n; тогда любую функцию fE([J')x, где r;> 
:.? 2n+ 1, .можно равномерно аппрокси.мировать функциялtи х, 
удовле т во ряющиJ.ш условию 

(26) dim [х (А0) n ... n х (At)l-<: dim (А0 n ... n At)· 

Пусть множества Н0 , ••• , Hs и К0 , ••• , Ks имеют тот же смысл, 
что и в доr<азательстве теоремы 4; тогда 

(27) .% =K0 U ... UKs и 6[f(Kj)] <е. 
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Положим Е= А0 U ... U А 1 и v = dim (А 0 n ... n А 1). В силу § 27, 
III, 6, существует система открытых множеств 0 0 , ••. , От, удовле
творяющая соотношениям (20), и такая, что любому набору индексов 

i0 < ... < iv+l <;;:т соответствует индекс v <;;: l, такой, что 

(28) 

Более того, так как множество Е обладает свойством Dn' систему 
(00 •.•. , OrnJ можно подчинить, в силу § 27, III, 5, условию 

(29) En01
0

n ... no~n+l=O 

(заменяя в случае необходимости множества 0 1 щюжествами Q1, 

удовлетворяющими соотношениям (5), § 27, Ш). 
Пусть (в соответствии с I, 2) р0 , •.• , Prn- система точек, нахо

дящихся в общем положении и удовлетворяющих условию (15), тогда 
выполняется неравенство (16). 

Обозначим через Nv' v=O, ... , l, объединение симплексов 

(Pi ... Pi ). таких, что Av n О1 n ... nО, "ЬО; тогда, в силу (29), 
о k о k 

k <;;: п. Так как точки р0 , ••• , Prn находятся в общем положении 
в кубе g', то все эти симплексы не пересекаются и Nv- полиэдр 
размерности <;;: п. Следовательно, пересечение N 0 n ... n N 1 пред

ставляет собой объединение симплексов (р 10 ••• Pik)' таких, что для 

любого v < l имеет место соотношение Av n oiD n ... n Otk "ьо. 

Отсюда, на основании (28), следует, что k <;;: v, и поэтому 

dim(N0 n ... nN1)<;v. 

Из этого не равенства вытекает не равенство (26), так как (в силу (5)) 

x(Av)cNv и Nv=Nv• следовательно, x(A)cNv. 

Т е орем а 6. Пусть А0 , ••• , А 1 - замкнутые множества, 
размерности которых равны соответственно k0, ••• , k1, при-

чем AvnArt=O, ecлиv=F!J.; тогда любую функцию JE(8')x, где 
г:;? kv при v= О •... , l, лtожно равномерно аппроксимировать 
функциями х, удовлетворяющими условию 

(30) dim [х (А0) n ... n х (А 1)] <;;: k0+ ... + kz-lr (или = -1). 

Пусть Hj и Kj имеют тот же смысл, что и в доказательстве 

теоремы 4 (если заменить 2п + 1 на r); тог да выполняются соотно

шения (27). Пусть (00 , ••• , OrnJ- система всех множеств Kj- UA~, 

где j<;;:s и !J."Ьv<;;:l (значит, т=(s+I)(L+1)-1). Следова
тельно, ни одно множество 0 1, i =О, ... , т, не пересекается н11 
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с какими двумя различными элементами системы { А0 , ••• , A1J. 
Отсюда, если 

Аvпо, п ... пО 1 +О+А ·по .. п ... по .. и v+v', 
о k v 1 о 1k 

. . ·' ·' то все индексы z0 , ••• , zk от ли чаются от всех индексов t0, ... , tk'. 

Пусть точки р0, ••• , Pm удовлетворяют замечанию 3, п. I, мно
жества N 0 • ••• , N 1 имеют тот же смысл, что и в доказательстве 
теоремы 5, а Zv- множество вершин симплексов, образующих мно
жество N v; тог да Zv п Zv· =О. Более того, если система { 0 0 , ... , О т J 
удовлетворяет условию (29), где n заменено на r (см. замечание 
к формуле (29) ), то рассматриваемые симплексы имеют размер
ность < r. Следовательно, в силу замечания 3, п. I, 

dim(Noп ... пN1)<ko+ ... +k1--lr (или =-1), 

откуда, в силу включения х (Av)c.Nv, следует (30). 

Теорема 7. Пусть !С-вполпе оzрапичеппое прострап

ство размерности < r и 11 >О; тогда любую фупкцию fE({fг)x 
.можно равно.ме рно ann роке и .ми ровать функциями х, таки .ми, 
что, каково бы ни было у, .множество х- 1 (у) разлагается 
в конечное объединение непересекающихся за.мкнутых .множеств 

диаметра < 11· 
Пусть множества Н i и К i имеют тот же смысл, что и выше, 

а V0 , ••• , Vq- система открытых множеств, таких, что 

!C=V0 U ... UVq и б(Vv)<rJ при v=O, ... , q. 

Обозначим через { 0 0 , •.. , О т) множество всех пересечений 
к1 пvv. Тогда выполняются соотношения (20) и b(G;) < 11· Так как 

dim !С< г, то можно, кроме того, допустить, что 

Ot п ... поt =0 при i0 < ... <i,+ 1 <т. о r+I 

Пусть точки р0 , ••• , Pm имеют тот же смысл, что и в доказатель

стве теоремы 5; тог да справедлюзо неравенство (16). Кроме того, 

в силу VI, 8, 

x- 1 (y)=F0 U ... UFm• Ft=Ftc.01 и F1 пF1·=0 при i+i'. 

Наконец, б(Рд < rJ• так как 6(01) < 11· 

Vlll. Бесконечные комплексы и полиэдры. Счетное множество 
симплексов Rp R2, • • • называется бесконечным ко.мплексо.м, если 

никакая точка симплекса R; (i= 1, 2, ... ) не является пределом 
последовательности точек, принадлежащих различным э.1ементам 

последовательности {R1) 1). 

1) Обозначение (см.§ 29, 11!): Rt П Ls Ri =О, 
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Понятия замыкания, замкнутого комплекса и простого ко.м
плекса в случае бесконечных комплексов имеют тот же смысл, что 

и в случае конечных комплексов. 

Аналогичным образом, множество С называется бесконечным 
полиэдром, если существует простой замкнутый бесконечный ком
плекс С, такой, что С= S (С). 

Можно доказать, что любое отк рытое под.множес т во про
странства (!n является беконечньиt полиэдром. (Теорема 
Рунге [ 1]. Доказательство см. в книге Александрова и Хоп фа [ 1], 
стр. 143.) 

Понятие не рва бесконечной последовательности множеств 
0 0, 0 1, ••• , удовлетворяющих условию 

(1) ·любое .множество О 1 пе ресекается только с конечным 

числом .множеств О j• 

вводится точно так же, как в случае конечной последовательности 

(п. V). 
Теорема V ,1 допускает следующее обобщение. 

Т е орем а 1. Пусть С- простой замкнутый бесконечный 
1со.мплекс с вершинами в точках р0, pl' ...• и Р 1 - объедине
ние всех симплексов комплекса С. имеющих точку р 1 своей вер
шиной; тогда комплекс С представляет собой нерв последова
тельности Р0 , Р 1 , •.•• 

Иначе говоря, условия (P1
0

.,.p1k)EC и Pt
0

n ... nPtk=I=O 
эквивалентны. 

В самом деле, так как пересечение Р1 0 n ... n Р1 я является объ

единением всех симплексов комплекса С, имеющих своей гр;шью сим

плекс (Pt ... Pt )· то мы имеем (Pt •.. Pt )еР; n ... nР; , и 
о k о k о k 

поскольку (Pl ... Pl ) Е с. то pl n ... n Pt =/=0. с другой СТО· 
о k о k 

роны, если х Е pl n ... n Pt • то точка х принадЛеЖИТ симплексу 
о k 

Rj Е С, гранью которого является симплекс (Р10 ••• Pt
11

)- Поскольку 

комплекс С замкнут, имеем (Pi
0 

••• Ptk) Е С. 
Утверждение V, 3 допускает следующее обобщение. Обозначим 

через (31__1' соответственно через (!~'!, множество точек простран-

ства (31 (соответственно пространства (!~'), первая координата ("абс
цисса") которых равна нулю. В случае конечного l очевидно, что 

y:.l y:.l-1 
пространство о _ 1 изометрично пространству о . 

Т е орем а 2. Пусть 0 0 , 0 1, ••• -последовательность .мно
жеств. удовлетворяющих условию (1), а0 , а 1 , •.• - последова

тельность точек пространства (!~~'! и е0 , е 1 , ... - последова
тельность положительных чисел. Тогда существует простой 

бесконечный комплекс, расположенный в про с т ране тв е (f~'-lf'~'~, 
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с в е ршина.ии в точ1<ах р0 , р 1 , ••• , являющийся не рвом си с те мы 

0 0 , Ор ... , пpи•teJ.t выполнено не равенство 

(2) i=O, 1, .... 

Более того, если условие (n) теоремы V, 3 выполняется, то No 
можно заменить на 2п + 1. 

В самом деле, пусть а;- точка с положительной абсциссой < 1/i, 
такая, что ja;-a;j<e;. Согласно 1,2 (см. замечание 1), суще

ствует точка Р; с положительной абсциссой < 1ji, находящаяся на 
столь мало:-.1 расстоянии от точки а;. что выполняется неравенство (2), 
и, кроме того, все симплексы с вершинами, принадлежащими последо

вателыюсти р0 , р 1 , ••• , не пересекаются (в случае, когда выпол

няется условие (n), требуется только, чтобы симплексы размерно

сти <;:;: п не пересекались). 
Пусть S0 , S 1, ••• -комплекс N, образованный всеми симплексами 

(р; ... Pi )· такими, что Oi П ... П Oi +0. Докажем, что ком-
о k о k 

плекс N есть нерв системы 0 0 , 0 1, ••• , т. е. что N --простой ком-
плекс. Для этого нужно показать, что любому симплексу S 0 соот
ветствует индекс i0 , такой, что выполняется равенство 

(3) san .u.sj=o. 
1 > lo 

Пусть rr --наименьшая абсцисса вершин симплекса S 0 (следова

тельно, наименьшая абсцисса точек симплекса 5;;), и пусть 1/k <;:;: YJ. 
В силу условия (1), никакая точка Pi не может быть вершиной 

бесконечного множества симплексов Sj. Следовательно, существует 
индекс i0 , такой, что при j > i0 никакая из точек р0 , ••• , Pk не 
является вершиной симплекса S j· Так как абсцисса точки р j 
меньше 1/j, то отсюда следует, что все вершины симплекса Si, 
а стало быть, и все точки симплекса Sj имеют абсциссу<;:;: 1/(k+ 1). 
Этому же неравенству удовлетворяют абсциссы точек множества 

U Sj. Так как 1/(k + 1) < YJ, отсюда следует неравенство (3). 
j> 1, 

Отображение х можно построить также для бесконечных последо

вательностей открытых множеств 0 0 , 0 1, ••• , удовлетворяющих усло
вию (1). Положим 

(4) 

Пусть р0 , р 1 , ••• -- последовательность точек евклидона про

странства (5n или пространства (5~'; положим 

со 

(5) 



где 

(б) 
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л, (х) = ! (х, F,) 

2} р (х, Fj) 
j=O 
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Для любой точки хЕО, в силу (1), р(х, Fj)=O при достаточно 

большом j. Так как, с другой стороны, IЗ силу (4), 
со 

~ р(х, Fj) =1=- О, 
j=O 

то суммирование (5) фактически конечное. 
Таким образом, справедлиiЗа 

Т е орем а 3. Фун1<ция х непрерывна на лmожестве О. 

Следующая теорема доказывается аналогично теоремам 3 и 4, 
п. VI. 

Т е орем а 4. Пусть N- !<о.ипле!<С, составленный из си.lt
плексов ( р. . .. Pt )· таких, что О. n . . . n О. =!= О; тогда 

to k to 1 k 

х (О, с N = 8 (N) 

и при это.и выполняются включения VI (5) и VI (7). 
Более того, если f<олtплекс N простой, то он является 

нерво.и систе.иы 0 0, 0 1, •.• и при это.и выполняются равенства 

VI (8) и VI (1 0). 
Наконец, если выполнено условие (n) теоре.иы V, 3, то и.иеет 

место фармула VI (11 ). 

IX. Продолжение неnрерывных фуннций 1). Используя отобра
жение х, построенное для бесконечных систем, можно получить 

более удобную форму теоремы Титце (§ 14, IV) (пространство .%' 
предполагается метрическим сепарабельным). 

Теорема 1. Пусть F=Fc.%' и fE('it'(, г<; N0. Тогда 
существуют .иножество N- обыдинение последовательности 
си.иплексов, содержащихся в пространстве (5', и продолжение 

!*Е[/ (F) u NJX функции /. 
Более точно: пусть .иножество О=.%'- F представлено 

в виде оббединения открытых .иножеств 0 0, 0 1, ..• , удовле
творяющих теоре.ие 4, § 21, VIII, т. е. выполнены условие 

VIII (1) и соотношения 

(ii) 0 1 с О, 

(iii) lim6(01)=0; 
i-?oo 

1) См. Лефшец [1], Куратовский [27]. 
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тогда существует последовательность точек р0 , р 1 • ..• в про
странстве (f', такая, что отображение х. соответствующее 
системам (00• 0 1, •.. ) и (р0 , р 1 , ••• ), представляет собой не
прерывное продолжение отображения f на множество О. 

Очевидно, можно допустить, что О=!= О =!= F и что элементы 
(конечной или бесконечной) последовательности 0 0 , 01> •.. являются 
непустыми множествами. 

Пусть q1, а 1 --·пара точек, такая, что 

(1) 

(2) 

Положим 

(3) / 0 (q1)=f(a1) и / 0 (x)=f(x) при хЕР. 

Функция /о непрерывна на множестве Q = F U q0 U q1 U 
В самом деле, поскольку последовательность q0, ql' . . . является 

дискретным множеством, в силу VIIJ (1), то для доказательства 
непрерывности функции fo достаточно показать, что из условия 

(4) 

следует равенство 

(5) lim f 0 (q .. ) = f 0 (a). 
l ~00 1 t 

Но из неравенств 

la. -aJ-<Ja. -q·J+jq. -а/ 
1t 1t 1t 1t 

и 

справедливых при а Е F (cor ласно (2) и (1) ), вытекает не равенство 

1 Jajt-aJ < 2jqj~-aJ+J;• 
Отсюда, в силу 

(6) 

(4), lim а. =а, следовательно, 
l ~00 1 i 

lim f(a. )=f(a), 
l~oo 1t 

так как функция f непрерывна (на множестве F). 
В силу (3), формулу (5) можно непосредственно вывести иа (6). 
Положим 
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и обозначим через N объединение симплексов ( р10 ••• p 1k), таких, 

что Ot П ... П О1 =1= О. Пусть j*- функция, оnределенная уело-
о k 

виями 

(7) * { f (х) 
f (х)= х(х) 

при хЕР, 

nри х Е О, 

г де функция х соответствует системам (00 , 0 1, ••• ) и (р0 , р 1 , ••• ). 

Так как множество О открыто, то достаточно доказать непрерывность 
функции j* на множестве Р. 

Пусть а ЕР и е > О. Так как функция fo непрерывна на мно
жестве Q, то существует окрестность Н точки а, такая, что для 

q1 Е Н имеем 

(8) !fo(qi)-f(a)i<e, т. е. IPi-f(a)l<e. 

Обозначим через К множество Н nР, пополненное точками х, 
обладающими следующим свойством: 

(9) (х Е OJ =? (01 с Н). 

Множество К является окрестностью точки а. В самом деле, 
в противном случае существовали бы последовательность точек {х1 } 
и последовательность индексов {т 1 J, такие, что 

(10) lim х1 =а, 
i-?oo 

В силу (ii). а~ 01• Следовательно, существует бесконечное мно

жество различных индексов т 1• Но тог да соотношения ( 1 О) не
совместимы с (iii). 

Поскольку К- окрестность точки а, остается показать, что 

если хЕОПК, то 

( 11) 1 !* (х)- f (а) 1 <е. 

ik -· система всех индексов, таких, что х Е О1, •... Пусть i0 , 

.... xEOtk· Тогдэ. имеем 

(12) х Е [о 1 n .. . n о 1k - U о 1]. 
о lф/. 

1 

откуда, в силу (7) и VI (5) (ер. VIII, 4), получаем 

(13) f"(x)E(Pt
0 
... ptk)· 

Так как хЕк nо 1 (при т< k). то. в силу (9), Ot с н. 
т т 

откуда, в силу (1), q1 ЕН. и, следовательно (см. (8)), 
т 

(14) т=О, 1, ...• k. 
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Не равенство ( 11) следует из сопоставления не равенства (14) с соот
ношением (13) (в силу теоремы VII, 2, если вместо симплекса 
(Ро ... Pn) подставить сиыплекс (f (а) р 10 .•• p1k) )· 

3 а меч а н 11 е. Теорема 1 остается верной, если пространство (f'' 
заменить произвольньпr выпуп·лы.м подмножеством. 

Т е орем а 2. Если в предположениях теореАtьt 1 и.!rtеет 

.место включение f (F) с: Cf'~\ и r = N 0, то N можно считать 
беС!сонечньt.tt полиэд рой, принадлежащtиt (f'N'- (5~'1 • 

Аналогичным образом, если r > 2п + 1, f (F) с: (f'':_ 1 и нерв N 
последовательноста (01) и.иеет размерность <." п (т. е. если 
выполнено условие (n) теоре.иы V, 3), то N можно считать 
бесконечным полиэдром размерности <." п, содержащимся в 

пространстве Cf''-(5':._ 1• А именно N=S(N), где N-нерв 
последовательности (0 1}. 

Для того чтобы убедиться в этом, достаточно только видо
изменить определение функции /о (т. е. первое равенство (3)) в дока
зательстве теоремы 1 следующим образом. 

Пусть, в соответствии с VIII, 2, N- простой бесконечный ком

плекс, расположенный в пространстве (f''- (5':._1 (где r = N 0 , соот
ветственно r > 2п-f- 1), с вершинами р0 , р 1 , ••• , являющийся нервом 
последовательности 0 0 , 0 1 , ••• и удовлетворяющий равенству 

(15) lim IP1-f(a1)!=0. 
/~со 

Положим /о (qJ = р 1 • Функция /о непрерывна, так как из усло
вия (4) следует (6), а из последнего, в силу (15), вытекает, что 
lim р. = f (а), что эквивалентно (5). 
i~co 1 i 

Доказательство непрерывности функции t• сохраняется без изме-
нений. 

С л е д с т в и е 2а 1). Пусть.%' и 6.!f- метрические сепарабель
ные пространства, а F --замкнутое подмножество простран
ства .%', такое, что dim(.%'- F)=п, и пусть /EU.!fF, 

Тогда пространство 6.!f можно рассматривать как под
множество некоторого пространства z. такого, что 6.!f зам
кнуто в z. множество z ·-- 6.!f есть бесконечный п-мерный 
полиэдр и функция f допускает продолжение /*Е zx. 

В самом деле, можно считать, что пространство 6.!f расположено 
в пространстве (5'~'1 , поэтому применима предыдущая теорема. 

') Ср. с аналогичной теоремой Хаусдорфа {8] для несепарабельных 
пространств. 
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Г. СЧЕТНЫЕ ОПЕРАЦИИ. БОРЕЛЕНСКИЕ МНОЖЕСТВА. 
В-ИЗМЕРИМЫЕ ФУНКЦИИ 

Пространство, рассматриваемое в § 29-32, предполагаете» 
метрическим. 

§ 29. Нижний и верхний пределы 

1. Нижний nредел 1). 

Определен и е. Точка р принадлежит нажне.ttу пределу 

последопательности множеств А!' А 2 , ••• : рЕ Li А 11 , если любая 

окрестность точки р пересекается со псеми множествами А 11 , начи
ная с некоторого п. 

Разумеется, термин "окрестность" можно заменить термином 

"открытая окрестность", а также термином "открытый шар с цен

тром в точке р". 

Т е орем а. Фор.иула рЕ Li А11 эквивалентна существова-
п~оо 

наю последовательноста точек (р11 ), такой, что 

p=1imp11 И PnEA 11 , 

n~oo 

или равенству 

liш р (р, А 11) =О. 

Заметим, что последовательность (р11 ) определена, начиная с ин
декса, не обязательно равного 1 (в случае, когда сущестпуют пустые 
множества А 11). 

доказательство. Пусть pELiA 11 , и пусть Sm-шap с цент
ром в точке р радиуса 1fт; тогда сущестпует индекс km, такой, что 

SmnA 11 =/=0 при п;;>km. 
Более того, можно допустить, что kт > km-l· Последовате.аь

ность (р11 ), где РпЕSтnАп при kт-<,п < km+l' сходится к точке р, 
так как 1 Pn- р 1 < lfт. Обратная импликация очевидна. 

Пр и меры. Пусть множество А 11 состоит из единственной 

точки Pn• тог да 

Li А 11 = Iiш Рп• 
n~oo n~oo 

1) Понятия нижнего и верхнего пределов принадлежат Пенлеве [1]; 
некоторые соображения по этому поводу имеются еще у Зоретти [1]. 
Хаусдорф называет их «unterer (oberer) abgeschlossener Limes». Эти понятия 
не следует смешивать с понятиями нижнего и верхнего пределов в смыс.щ~ 

общей теории множеств (определенными в § 1, V): 
Lim lnf An = U (Ап n An+I n An-t-2 n ... ) 

n~co n 

и Lim sup Ап = П (Ап U An-t-I U An-t-2 U ... ). 
n~oo n · · 
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если этот предел существует, и Li An =О в противном случае, 

так как р(р, An)=IP-Pnl· 
Последовательность прямоугольников, имеющих общее основание 

и неограниченно уменьшающиеся высоты, имеет своим нижним пре

делом это основание. 

11. Правила действий. Имеют место следующие правила: 

1. LiAп=LiAп=LiAп. 
2. (Ап с: Вп) ~ (Li Ап с: Li Вп)· 

3. Li Ап U Li Вп с: Li (Ап U Вп)· 

За. У Li Ап (t) с: Li (УАп (t)} 

4. Li (Ап n Вп) с: (Li Ап) n (Li Вп)· 

4а. Li (Q Ап (t)) с: Q Li Ап (t). 

5. Если k1 < k2 < ... , то Li An с: Li Ak . 
n 

6. Если An=A, то LiAn=A. 
7. Li An не меняется при изменении конечного числа 

множеств An. 

8. ПАп с: Lim inf Ап с: Li Ап. 
n 

9. Li (Ап Х Вп) = Li Ап Х Ll Вп. 

В самом деле, если q Е Li An и а- открытая окрестность точки q, 
то существует точка рЕ а n Li Ап· Следовательно, начиная с неко
торого п, а n An =1= О, откуда q Е Li An. Кроме того, если множество н 
открыто, то неравенство Н n An =1= О эквивалентно неравенству 

н n An =1= О. Следовательно, Li An = Li А~. откуда вытекает формула 1. 
Формулы 2, 5-7, 9 вытекают непосредственно из определения, 

в то время как формулы 3-4а являются следствиями формулы 2 
(см. § 4, Ш). 

СХ> 

Наконец, П Ап с: Li Ап, следовательно, в силу формулы 7, 
n= 1 n~ro 

СХ> 

П Ап с: Ll Ап• откуда вытекает формула 8. 
n=m n~c:o 

III. Верхний предел. 

Определение. Точка р принадлежит верхнему пределу 
последовательности множеств А 1 , А2 , ••• : рЕ Ls An' если любая 

{Жрестность точки р пересекается с бесконечным числом множеств An. 
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Рассуждая, как в п. 1, можно показать, что это условие экви-
валентно существованию последовательности точеF-С {Pk }· 

n 
таF-Сой, что 

... , р= limpk 
n~""' n 

и 

или, что то же самое, равенству 

lim inf р (р, Ап) =О. 

Пр и мер ы. Пусть { r п) - nоследовательность всех рациональных 
точек, An- множество, состоящее из одной точки rn; тог да Ls А11 
есть множество всех действительных чисел. В примере с прямо

угольниками. рассмотренном в п. 1. Ls An = Li An. 

IV. Правила действий. Имеют место следующие правила: 

1. LsAn=LsAn=LsAn. 
2. (Anc:Bп)=}(LsAnc:LsBп)· 
3. Ls(AпUBп)=LsAпULsBп. 
За. у Ls An (t)c:Ls (У An (t)} 

4. Ls (Ап n Вп)с: (Ls Ап) n (Ls Вп)· 

4а. Ls(QAп(t))c:f~l(LsAп(t)). 

5. Если k1 < k 2 < ... , то Ls Ak c:Ls An. 
n 

6. Если An =А, то Ls An =А. 
7. Ls An не меняется при изменении F-Сонечного числа мно. 

жеств An. 

8 1). Ls An = n UAn+,c:U An = u An u Ls An. 
n t=O n n 

9. Ls (Ап Х Bп)c:Ls An Х Ls Bn. 

Соотношение 1 доказывается так же, как II, 1. Для доказатель
ства равенства 3 положим р = lim Pk , где Pk Е (Ak U Bk )· Тогда n n n n 
существует бесконечная последовательность индексов kn• такая, что 

либо Pk Е Ak , либо Pk Е Bk . В первом случае рЕ Ls An, во вто-
п n n n 

ром PELsBn. 
Соотношения 2, 3а-4а непосредственно вытекают из равенства 3. 

Формулы 5-7 и 9 легко следуют из определения. 
Перейдем к формуле 8. Пусть рЕ Ls An. Тог да р = liш Рkп' г де 

Pk Е Ak . Так как kn ;> п, то Pk Е (А1 U А1 + 1 U ... ) при п > l, сле-
п n n 

довательно, рЕ А1 U Ан1 U ... , каково бы ни было l. 

1
) См. Хаусдорф [!], стр. 237 (4). Для Ll An аналогичш.1й .рормулы не 

существует, см. Энrелькинr [2). 
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Обратно, если точка р не принадлежит множеству Ls An, то су

ществуют окрестность о точки р и индекс т, такие, ЧТО оn An =о 
при n > т. Следовательно. точка р не принадлежит множеству 

Am U Am+l U • · · · 
Последняя часть формулы 8 вытекает непосредственно из § 4, 

III, 9. 

V. Связь между пределами Li и Ls. Имеет место форму л а 

(О) 

точнее 

(1) 

r де n и u распространяются на всевозможные возрастающие после
довательности индексов {kп\· 

В самом деле, с одной стороны, в силу 11, 5 и IV, 5, 

LiAncПLiAk cПLsAk и ULiAk cULsAk cLsAn, n n n n 

а с другой стороны, 

1 о если р $ Li An, то существуют окрестность О точки р и по
следовательность индексов k 1 < k2 < ... , такие, что Оn Ak =О 

n 

при любом n; следовательно, р $ Ls Аkп; 
2° если рЕ Ls An, то существует последовательность {Рkп}· такая, 

что Pk Е Ak и р = lim Pk ; следовательно, рЕ Li Ak . 
11 n n n. 

Далее, имеем 

(2) 

В самом деле, пусть рЕ (Li An-Ls Вп)· Следовательно, р = lim Рп• 
Pn Е An, а так как р $ Ls Bn, то Pn $ Вп• начиная с некоторого до
статочно большого n. Следовательно, Pn Е (Ап - Вп)• и поэтому 
рЕ Li (Ап- Вп). 

С формулами 11, 3 и IV, 3 сопоставим следующую формулу: 

(3) Li (Ап U Bп)cLi Ап U Li Вп U (Ls Ап n Ls Вп), 

отк у да, в частности (на основании Il, 3), имеем 

(4) если Ls Ап n Ls Вп =О, то Li (Ап U Вп) = Li Ап U Li Вп. 

в самом деле, пусть рЕ [Li (Ап u Bn)- (Ls An n Ls Вп)J. Покажем, 
что рЕ (Li An u LiBп)· Пусть, например, р $ Ls вп· Полагая р = lim Pn 

и Pn Е (An U Вп), получим, что Pn ~ Bn при достаточно больших n; 

слел.овательно, Pn Е An, и поэтому рЕ Li An. 
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Vl. Предел. Последовательность .'.tножеств {А 11 ) называется 
сходящейсяк множеству А: А= Lim А 11 1 ), если Li А 11 =А= Ls А 11 • 

n~oo n->oo n~co 

В частности, если множество А 11 состоит из одной точки р 11 , то 
последовательность { А 11 ) будет сходящейся в двух случаях: 1) если 
lim р 11 существует (тогда множество Lim А 11 состоит из единственной 
точки lim р 11), 2) если последовательность {р 11 ) не содержит никакой 
сходящейся подпоследовательности (и тогда Lim А 11 = 0). 

Имеют место следующие соотношения (в форму л ах 1-5 и 9 по-
следовательности {А 11 ) и {В 11 ) предполагаются сходящимися): 

1. Lim А 11 = Lim А 11 = Um А 11 • 
2. (А 11 с:::В 11 ) ==:} (Lim A11 c:::Lim В11). 
2а. (Р 11 ЕАп и p=limp 11 )=:}(pELimA11 ). 

3. Lim (А 11 U В11) = Lim А11 U Lim В11 • 

4. Если k 1 < k2 < ... , то Lim Ak = Lim А 11 • 
11 

5. Если А 11 =А, то Lim А 11 =А. 
6. Предел последовательности не из.ttеняется и сходимость 

не нарушается, если заменить в ней конечliое 1/UСЛО чле!iоВ. 

7. Если А 1 с:::А 2 с::: ... , тoLimA 11 =UA11 • 
n 

8. Если А 1 :::>А 2 :::> ... , то LimA 11 =ПA11 • 
n 

9. Lim (А 11 Х В11) = Lim А 11 Х Lim В11 • 

Правила 1, 2, 5, 6, 9 непосредственно вытекают из соответ
ствующих правил п. 11, IV. Правило 2а выводится из 2. Правила 3 
и 4 следуют из формул 

Ls (А 11 U В11) = Ls А11 U Ls В11 = Li А 11 U Li В11 с:: 
c:::Li (А 11 U B11)c:::Ls (А11 U В11), 

Lim А11 = Li A 11 c:::Li Ak c:::Ls Ak c:::Ls А11 = Lim Ап. 
n n 

Из предположения утверждения 7 следует, что 

Ап = А11 n An+ 1 n ... , откуда U Ап ..:..._ U (А11 nАп+! n ... ), 
11 n 

и, в силу II, 8 и IV, 8, 

U A11 c:::Li A11 c:::Ls A 11 c:::U А 11 • 
n 11 

1) Это понятие не следует смешивать с Limes А11 в смысле общей тео
~~~оо 

рии множеств, см. § 1, V, и п. 1, примечание. 
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Аналогичным образом предположение предложения 8 дает равенство 
Ап=Ап U An+1 U •.. , откуда 

n Anc:Li An = Li Anc:Ls An = n An. 
n n 

Vll. Относительные свойства. Пусть Е- данное множество. 
Нижним пределом последовательности подмножеств An множества Е 
относительно множества Е является множество всех точек р Е Е, 
таких, что если О-- произвольнее открытое множество, содержащее 

точку р, то для всех достаточно больших п имеем Е ПОП Ап =!=О. От
сюда непосредственно вытекает, что нижний предел относительно 

множества Е совпадает с множеством Е n Li An. 
Аналогичным образом верхний предел относительно множества Е 

совпадает с множеством Е n Ls An• а предел относительно Е есть 
множество Е П Lim Ап. 

VIII. Обобщенная теорема Больцано- Веiiерштрасса. 

Любая последовательность под,иножеств сепарабельного 
пространства содержит сходящуюся подпоследовательность 
(предел которой может быть пустым множеством) 1). 

Пусть R 1, R2, .•• -база пространства и Ар А2 , ••• -данная 

последовательность множеств. Определим множества А7 следующим 
образом: 

1) А]= А,, каково бы ни было i; 
2) если для некоторого п > 1 существует последовательность 

k 1 < k2 < ... , такая, что Rп П Ls А~~ 1=0, то положим А7=А~~~ (вы-
~~rо t t 

бор последовательности \ k1} является произвольным); 
3) если не существует никакой последовательности указанного 

выше вида, то полагаем А7 = А7- 1 • 
Покажем, что последовательность Dn =А~ сходящаяся. 
Предположим, напротив, что Ls Dn =1= Li Dn. Тогда, согласно V, 1, 

существует подпоследовательность {DJn}• такая. что Ls D1n =1= Ls Dn. 
Так как оба последние множества замкнуты. то существует такое 

множество Rm• что · 

(1) 

(il) 

RmПLsD1n=0, 
Rm П Ls Dп=/=0. 

Последовательность {DJn} является подnоследовательностью nо

следовательности \Dп}, а последняя в свою очередь начиная 

1) См. Хаусдорф [5], Заранкевич (1], Урысон [10]. См. также Важев
ский [1], (2] и Любен [1]. 
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с (т- 1)-го члена является подnоследовательностью последователь

ности {Ain- 1}. i= 1, 2 ..... В силу (i), отсюда вытекает, что если 
заменить п на т, то мы придем к определению 2). Следовательно, 

Rm П Ls А/= О. Так как последовательность [Dп) (за исключением 
i 4-СО 

первых т членов) является подпоследовательностью последователь-

ности {А71 }, i= 1, 2 ... , то отсюда следует, что RmПLsDn=O. 
что противоречит (ii). 

С л е д с т в и е. В любом сепарабельном пространстве 

LiAп=П'LimAk а LsAп=U'LimAk, n ll 

г.де П' а U' распространяются на любые сходящиеся подпо
следовательнос та {А kп}. 

Для доказательства первого равенства достаточно, п силу V, 1, 
показать, что если р $ Li An• то существует сходящаяся последова

тельность {Аkп}• такая, что p$Lim Аkп' По предположению, суще
ствуют открытая окрестность О точки р и последовательность {А jп}, 

такие, что Аjп ПО= О. Пусть тогда {Аkп}- сходящаяся подпоследо

вательность последовательности {А jп}. 

Перейдем к доказательству второго равенства. В силу V, 1, 
имеет место включение U' Lim Ak cLs An. С другой стороны, если 

n 
р Е Ls А n• то существует подпоследовательность {А "п}, такая, что 

рЕ Li Ak , следовательно, как мы только что видели, существует 
n 

сходящаяся последовательность (Ak. } • такая, что рЕ Lim Ak. с 
Jn ln 

cU'LimAk. 
n 

IX. Пространство (2':t)L. Этим символом мы обозначим для лю
бого метрического пространства .% пространство, элементами 

которого являются все замкнутые подмножества простран
ства .%, а переход к пределу понимается в смысле опреде
ления п. VI. 

Теорема 1. (2'~)L есть :?*-пространство. 

В самом деле, в силу VI, 4 и 5, выполняются условия 1° и 2°, 
§ 20, 1. Чтобы проверить условие 3°, доnустим, что любой после

довательности k 1 < k2 < . . . соответствует последовательнос'Гь 
т 1 < т2 < ... , такая, что 

(1) LimA" =А. 
n4ooo тп 

Докажем, что А= Lim А11 , т. е. Ls AncAcLiA11 • 
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Пусть рЕ Ls А 11 • Тогда, в силу V, 1, существует последовате,1ь· 

ность k1 < k2 < ... , такая, что рЕ Li Ak . Пусть m1 < m2 < ... -
n 

последовательность, удовлетворяющая ( 1 ); тог да, принимая во вни-

мание II, 5, nолучаем 

pELiA1, cLiAk =А, откуда LsAncA. 
n тп 

С другой стороны, пусть рЕ А и k1 < k2 < ... - произвольная 
последовательность, а т 1 < т 2 < ... -соответствующая ей после
довательность, удовлетворяющая условию (1). Тогда (см, IV, 5) 

рЕ А = Lim Ak = Ls Ak с Ls Ak 
n~co mn тп n 

и, следовательно (в силу V, 1), рЕ Li An· Поэтому Ac:Li An. 

3 а меч а н и я. 1. Пространство (2x)L может не быть топологи
ческим. В самом деле, рассмотрим следующий пример: простран-

1 1 
ство .Я: состоит из: 1) числа О, 2) чисел -п+fi• где п=2, 3, ••. , 

1 1 1 1 
k = 1, 2, ... , и - + -k < --1 , 3) числа 1, 4) чисел 1 +-. n п- n 

Пусть А- семейство всех пар ( * +-}, 1 + ~) . Каждое число 
1 -

вида 1 +- является элементом семейства А. Следовательно, м но. n 

жество, состоящее из числа 1, принадлежит множеству А. тог да как 
оно не nринадлежит множеству А. Таким образом, А+ А. 

2. Необходимо отметить, что пространство (2x)L существенно 
отличается от nространств 2х (см. § 17, I) и ( 2х)т (см. § 21, VII). 
Последнее nространство всегда является метрическим, тог да как 

первое может быть неметризуемым (как показывает nредыдущий nри

мер). Первnе пространство, как мы увидим, является сеnарабельным, 

если nространство .Я: сеnарабельно, тогда как (2х)т может быть не
сепарабельным (см. § 21, VIII, замечание 2). 

Т е орем а 2. Если An Е (2X)m и А Е (2Х)т, то из условия 
lim dist (Ап, А)= О следует, что Lim An =А. Следовательно, 
n~co n~co 

пространство (2x)L является взаимно однозначным и непре
рывным образом пространства (2х\, (пространство .Я: пред
полагается ограниченным). (См. Хаусдорф (5].) 

В самом деле, nусть Jim dist (An, А)= О. Тог да любому е> О 
!l~CO 

соответствует индекс п (е), такой, что dist (Ап, А) <е для любого 
п > п (е). Иначе говоря, 
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(1) для любой точки х Е А имеем р (А 11 , х) <е, каково бы ни 
было п > п (е); 

(2) существует последовательность е 11 , стремящаяся к нулю, такая, 

что р (у, А) < е 11 , какова бы ни была точка у Е А 11 • 
Докажем, что Liш А 11 =А, т. е. что 

1°AcLiA11 и 2°LSA 11 cA. 

1°. Пусть х Е А и О-· окрестность точки х. Для достаточно 
малого е > О, в силу (1), имеет место соотношение Оn А11 + О, ка
ково бы ни было п > п (е). Следовательно, х Е Li А11 • 

2°. Пусть, с другой стороны, х Е Ls А 11 • Следоnательно, 
х = Iim Yk , где Yk Е А~г . В силу (2), существует точка ak Е il, 

n~co n fl n n 

такая, что 1 Yk --- а1г ) < е11 • Так как lim е11 =О, то х = lirn ak , 
n n n~oo n~oo n 

откуда х Е А. 

Теорема 3. Пусть %-сепарабельное .14етричеСJ<ое про

странство; тогда пространство (i~')L, а таt<же любое под
множество этого пространства сепарабельны. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть % 1 - вполне ограниченное простран
ство, гамеаморфное пространству !С (см. § 22, 11, следствие 1а). 

Определенное топологически пространство (2X)L гамеаморфно про
странству (2x')L. Итак, поскольку пространство % 1 вполне ограни
чено, пространство ( 2x')m сепарабельно (§ 21, VIII, 2 и 3). 

Так как пространство (2x')L. а следовательно, и пространство 
(2x)L. является непрерывным образом пространства (2Х')п" то любое 
подмножество пространства (2X)L, как непрерывный образ сепара·· 
бельнаго множества, сепарабельно (см. § 13, IV, 3). 

3 а меч а н и е 3. Точки накопления, а также точки конденсации 

являются инвариантами взаимно однозначных непрерывных отображе
ний (.2'*-пространств), поэтому из теоремы 2 вытекает, что если 

А-- нес<tетное под.множество пространства (2x)L. то любой 
алемент множества А, за ttС!(Лючением. быть может, счет
ного числа, является точ!(ой t<онденсации (см. Заранкевич [2] ), 
и. кроме того, множество А содержит подмножество, плот

ное в себе. Следовательно, любое разреженное множество А 
счетно (см. § 23, III и V). 

Т е орем а 4. Пусть !С - сепарабельное метричес!(ое про

странство; тогда пространство (2x)L счетно-!(омпактно. 
Это утверждение вытекает непосредственно из теоремы VIII (с уче

том vr. 1). 
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Теорема 5. Пусть А и В-два зашаtутых непересеuаю
щuхся под.Jtножества Jtempиrtecuoгo пространства %; тогда 

(2AUB)L = (2A)L Х (2B)L. 
top 

В самом деле, любой паре замкнутых множеств Х, У, где Хс:А 
и Ус:В, поставим в соответствие их объединение Р (Х, У)= Х U У. 
Очевидно, что функция F определяет взаимно однозначное отображе
ние пространства (2A)L Х (2в)L на пространство (2Auв)L. 

Непрерывность функции Р является прямым следствием фор

мулы VI, 3. Остается доказать, что функция F взаимно непрерывна, 

т. е. что из равенства Lim (Х n U У п) = Х U У вытекают равенства 
Lim Х n = Х и Lim У n = У. 

В силу IV, 3, имеем 

LsXпULs Yп=Ls(XпU Yп)=Lim(XпU Уп)=ХU У, 

откуда LsXn=X и Ls Yn=Y, поскольку 

Х с: А, Х nc:A, значит, Ls Х nc:A; 

Ус:В, Ync:B, значит, Ls Ync:B 

и АПВ=О. 
Так как Ls Х п П Ls У п =О, то на основании V, 4 

LiXпU Li Уп =Li(Xп U Уп) =Lim(Xп U Уп) =Х U У, 

откуда, как и выше, Li Х n = Х и Li Yn =У. Следовательно, 
LimXп =Х и Lim Уп =У. 

*§ 30. Борелевекие множества 

1. Эквивалентность. Мы определили в § 5, VI, семейство боре· 
ленских множеств данного пространства как наименьшее семей

ство F, удовлетворяющее следующим условиям: 
1) любое замю-tутое множество принадлежит семейству F, 
2) если Х Е F, то (- Х) Е F, 
3) если XnEF. то (Х 1 ПХ2 П ... )EF. 

причем условие 3 можно заменить условием 
3') если ХпЕF. то (X 1 UX2 U ... )EF. 
С другой стороны, мы доказали, что в каждом метрическом про

странстве любое замкнутое множество есть множество типа G6 и что, 

следовательно, любое открытое множество есть Fа·множество (§ 21, IV). 
Опираясь на эти факты, докажем теперь следующую теорему 1): 

1) См. Серпинекий [2]. Об одном обобщении из общей теории множеств 
см. Серпинекий [27]. 
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Т е орем а. Се.мейство борелевсuих .множеств есть наимень
шее се.иейство, удовлетворяющее условия.м 1, 3 и 3'. 

Обозначим это последнее семейство через F*. Докажем, что F= F*. 
Как мы только что за~Iетили, семейство F удовлетворяет условиям 
1, 3 и 3', так что F*c:.F. 

Для устаноnления обратного включения обозначим через F 0 семей
ство множеств, яnляющихся дополнениями к элементам семейстnа F*. 
Семейство F 0 у доnлетворяет условию 1. В самом деле, дополнение 
замкнутого множества открыто, поэтому оно является счетным объеди

нением замкнутых множеств и, следоnательно, принадлежит семей

стnу F*. !{роме того, применяя формулы Моргана, находим, что 
семейстnо ро удовлетворяет услоnиям 3 и 3'. Следовательно, F*c:.Fo, 
а это означает, что любое множество, принадлежащее се~1ейстnу Р, 
яnляется дополнением к векоторому множестnу, также принадлежа

щему семейстnу F*. Отсюда следует, что семейстnо F* удовлетворяет 
условию 2, поэтому Fc:.F*. 

11. Классификация бореденеких множеств. С помощью про
стого теоретико-множествеиного рассуждения доказывается (см. Хаус
дорф [5], Юнг [б]), что семейство бореленских множеств (т. е. наи

меньшее семейстnо F, удоnлетворяющее условиям 1, 3 и 3') пред
ставляет собой объединение трансфинитноt\ последовательности (типа Q) 
семейстn: 

P=P0 UF1 U ... UFaU ... , 

таких, что: 

1 о F0 есть семейство замкнутых множеств, 

2° элементы семейстnа Fa являются или пересечениями, или объ

единениями счетных последовательностей множеств, принадлежащих F~. 

где ~<а, n заnисимости от того, четно число а или нечетно (пре

дельные числа рассматриваются как четные). 

Заменяя n условии I, 1 термин "замкнутый" термином "открытый" 
(см. § 5, VI), получаем следующую классификацию: 

F= Ga U GI U ... U Ga U .• ·, 
где 

1 о 0 0 есть семейстnо открытых множеств, 

2° элементы семейства Ga предстаnляют собой или объединения, 
или пересечения счетных последовательностей множеств, принадлежа

щих а-6 , ~ < а, в зависимости от того, четно число а или нечетно. 

III. Свойства классов Ра и Ga. Семейства Fa с четным индексом 
и семейства Ga с нечетным индексом являются счетно-.мультипли

uативны.ми, т. е. если счетная последовательность множеств принад

лежит такому семеt!ству, то их пересечение также принадлежит это

му семейстnу. Все множестnа, nринадлежащие векоторому семейству 
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такого типа, называются множествами .м ультиплика т ивного класса 

а. Аналогично, семейства Fa с нечетным индексом и семейства Оа с 
четным индексом являются счетно-аддитивными и образуют адди

тивный 1ozacc а. Следовательно, мулыипликативный (аддитивный) 
класс а состо:п из пересечений (объединений) множеств, принадле

жащих классаы <а 1). 

Классы с конечными индексами обозначаются следующим образом: 

Следующие свойства множеств типа Fa и 0 6 (см. § 5, V) распро
стран~ются при помощи индукции на классы с произвольными индек

сами. 

Дополнение .ltножества класса Fa есть .множество класса Оа· 
Объединение а пересечение конечного числа .множеств, при

надлежащах одноNу и то.му же r.;лассу, принадлежат то.му же 

классу. 

Любое множество аддитивного класса а представляет собой объ

единение возрастающей последовательности множеств с индексами 

~ < а; любое множество м у лыипликативного класса а есть пересе

чение убывающей последовательности множеств с индексами ~ <а. 

Для того чтобы некоторое множество было множеством класса Fa 
(класса Оа) относительно Е, необходимо и достаточно, чтобы оно 
представляло собой пересечение множества Е с множеством класса 1-'а 
(класса Оа). 

Пусть f- непрерывная функция, определенная на пространстве %'; 
если У- ыножестсо класса Fa (класса Оа), то и .множество f- 1 (У) 
принадлежит тому же классу (см. § 13, IV (3)- (5) ). 

Добавим, что любое борелевекое множество класса а является 

одновременно множеством любого класса (F и О) с более высоким 
индексом. Это вытекает по индукции из того, что каждое открытое 

множество есть Fа·множество, а каждое замкнутое множество есть 

06 -множество. 
П ря.мое произведение двух множеств класса Fa (класса О а) 

принад.1ежит тому же классу. В самом деле, это так в случае откры

тых и замкнутых множеств и, кроме того (§ 2, 11 (8) и (9) ), имеем 

(У Ап) Х (IJ Вт)= п~т (Ап Х Вт) 
и 

(ПАп)' Х (П Вт)' = П (Ап Х Вт). 
n т n, т 

I) При конечном а множества мульrипликативноrо (аддитивного) класса а 
совпадают с множествами F (множествами О) класса а в смысле Лебеrа. 
См. Серпинекий (46]. 
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В частности, класс множества не меняется при умножении его 
(в смысле прямого произведения) на ось. Отсюда, в силу формулы 

(§ 3, VIII (1)) 

П Ai = П (.2\ Х · · · Х .%1-1 Х Ai Х %i+1 Х · · .), 
l i 

следует, что прямое произведеfше счетного .иножества элемен

тов мультипликативного .класса а принадлежит то~1у же классу а 

(между тем аналогичное утверждение, касающесся аддитивных клас

сов, неверно даже для класса открытых множеств; см. § 16, V). 
Вообще, прямое произведение счетного множества борелевских 

множеств есть борелевекое множество. 

Т е орем а. Если .uножество Z, принадлежащее произведе
нию % Х 'flj', есть .множество класса Fa (l<ласса Оа), то 

(1) Ау= Е [(х, у) Е Z] и Е [(х, х) Е Z] 
х х 

являются .множества.ми того же t<ласса (второе зак.1ючсние 

относится к случаю, когда % = 'fl!). 
в самом деле, если множества z n Е СУ= у0) и z n Е сх =у) 

Х, у Х, у 

являются множествами класса Fa (Ga) относительно Е (у= у0) 
х, у 

( Е (х =у))\, то и множества (1) принадлежат тому же классу, 
х, у 

согласно§ 15, VI и IV, где следует положить (р(х, у)=((х, y)EZ). 
Как известно, в селарабельном пространстве семейство открытых 

множеств (а также семейство замкнутых множеств) имеет мощность <;;.с 

(§ 24, 1). Это же утверждение справедливо для любого борелевекого 
класса. Так как семейство борелевских множеств является объедине

нием N 1 классов, то отсюда следует, что это семейство имеет мощ

ность <;;.с· N 1 =с. Следовательно, в любом сепарабельно.м про
странстве .мощности континуума существуют неборелевские 

.множества. 

Проблема эффективного определения небореленеких множеств 

в пространстве действительных чисел будет рассмотрсна в § 38, VI. 
Проблема же доказательства (без использования гипотезы континуума) 
существования небореленекого множества в произвольнам селара

бельном несчетном пространстве остается открытой. 

IV, Двусторонние борелевсl{ие множества. Множество назы
вается двусторонним .множеством класса а, если оно принад

лежит одновременно классам Fa и Ga· Так, например, множество 
является двусторонним множеством класса О, если оно одновременно 

замкнутое и открытое; оно является двусторонним множеством 

класса 1, если оно представляет собой одновременно множество 
типа F 0 и типа 0 6 . 

23* 
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Любое борелевекое множество класса а есть двустороннее мно

жество класса а+ 1. Очевидно, что дополнение дnустороннего мно

жества является двусторонним множ~стnом того же класса. Отсюда 
следует, что двусторонние множества класса а образуют поле, т. е. 
объединение, пересечение и разность двух двусторонних множестn 

класса а есть двустороннее множестnо класса а. 

V. Разложение бореленских множеств на непересекающиеся 

множества. 

Т е орем а 1. Любое ;,tножество аддитивного 1сласса а> О 
является счетный объединение.ч непересе!<ающuхся двусторон
них .мно:жеств класса а. 

Доказательство. Пусть A=A 1 UA 2 U ... UAnU ... , тогда 

(О) А= А 1 U [А 2-А 1 ] U ... U [An-(A 1 U · .. U An-1)] U · · .. 

Если Аn-множестnо мультипликативного класса <а (п = 1, 2, ... ), 
то оно является двусторонним класса а. Следовательно, элементы 
объединения (0)-непересекающиеся двусторонние множества класса а. 

Т е орем а 2. Любое .множество аддитивного класса а> 1 
является счетным объеданение.ч непе ресекающихся .множеств 

.мультиплакативных классов < а 1). 

Рассмотрим разложение (0). Предположим, что любое множе
ство An принадлежит мультипликативному классу <а, тогда объеди
нение А 1 U ... U An-l является множеством того же класса. Это 
означает, что множестnо 1 - (А 1 U ... U An_ 1) принадлежит аддитив

ному классу < а. Следоnательно, в силу теоремы 1, это множество 
00 

имеет вид U В7. где В7- непересекающиеся дnусторонние множе
i~I 

стnа классов <а (ибо а> 1). Формула 

А= U U (An n вi) 
n=li=l 

дает искомое разложение, ибо An n В7 --множество мультипликатив
ного класса < а. 

Т е орем а 3. Се;,tейство борелевеках .множеств есть наа-
.меньшее се.мейство, содержащее 

(i) все открытые множества, 
(ii) пересечения своих элементов, 
(iii) об'Оединения непересекающихся эле.ментов. 
Пусть Н- семейство, удовлетворяющее условиям (i)- (iii). Пока

жем по индукции, что каждое борелевекое множество принадлежит 

1) Теорема Н. Лузина; см. Серпинекий [28]. 
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семейству Н. В силу (i) и (ii), семейству Н nринадлежит любое 
множество типа Gь, а согласно теореме 2, и любое множество 
типа Оьrг Следовательн-о, и любое множество тиnа Fa принадлежит Н. 

Пусть теперь а > 1; допустим, что любое множество класса <а 
принадлежит семейству Н. Тогда, согласно (ii), множества ыульти
пликативного класса а принадлежат семейству Н и, в силу теоремы 2 
и (iii), любое множество аддитивного класса а также принадлежит 

семейству Н. Следовательно, все борелевекие множества класса а 

принадлежат семейству Н, что и требовалось доказать. 

3 а меч а н и я. В нульмерных сепарабельных пространствах тео

рема 1 верна также при а= О, т. е. открытое мноЖество является 
объединением последовательности непересекающихся открыто-замкну

тых множеств (§ 26, ], следствие la). 
Отсюда следует, что теорема 2 сnраведлива при а= 1, т. е. 

в нульмерном пространстве любое Fа·множество представляет собой 
счетное объединение замкнутых непересекающихся множеств. 

Последнее утверждение не имеет места в пространствах размер

ности > 0: например, открытый интервал нельзя разложить в объеди
нение счетного множества замкнутых непересекающихся множеств. 

Vl. Знакочередующиеся ряды борелевских множеств. 

Теорема 1. Пусть 

А1 ::::J А2 ::::J •.• ::::J А~ ::::J A~+l ::::J ••• ::::J Ау 

- трансфинитная счетная последовательность двусторонних 

.множеств класса а, такая, что Ал= П А~, если Л- предель
~<1. 

ное число или если '),=у. 

При этих условиях .множесто 

S = А 1 -- А2 U Аз- А4 U U Аш+l- Аш+ 2 U 
есть двустороннее .множество класса а. 

В самом деле (§ 12, 1 ( 4а) ), 

- S =- А 1 U А2 - Аз U . • . U Аш- Аш+l U ... U Ау. 
Так как любая разность А~- А~+! является двусторонним мно

жеством класса а и, следовательно, множеством аддитивного 1.:ласса а, 

то множества S и - S, как счетные объединения множеств такого 

рода, также принадлежат аддитивному классу а. Следовательно, 
S- двустороннее множество класса а. 

Т е орем а 2. Пусть А 1 ::::J А2 '::::J ••• - последовательн,ость 
со 

двусто ранних .множеств класса а, такая, что П Ап =О. Тогда 
оо n=l 

U (A2n-l ~ А2п) есть двустороннее .множество класса а. 
n=l 
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Эта теорема является частным случаем теоремы 1. 

Т е орем а 3. Су.м.ма зна/{оче редующегося (счетного) ряда убы
вающих борелевсf{их .множеств .мультиплиf{ативного f{Ласса а 

В=В1-В2 U Вз -В4 U · · · U Вш+1-Вш+2 U · · · 

есть двустороннее htножество f{Ласса а+ 1 1). 

В самом деле, полагая Вл = П Во,. если 'А- предельное число, 
~<), 

и учитывая, что счетное пересечение множеств В~ есть множество 
мультипликативного класса а и, следовательно, двустороннее множе

ство класса а+ 1, выводим из теоремы 1, что В есть двустороннее 
множество класса а+ 1 . 

VII. Теоремы редукции и отделимости. 

Т е орем а 1 (теорема редукции). Пусть 0 1, 0 2, ••• - последо
вательность (f{онечная или бесf{онечная) .множеств аддитив

ного f{Ласса а> О; тогда существует последовательность 

Нр н2. . . . непересеf{ающихся .множеств того же f{Ласса, 

таf{ая, что 

Н1 сО1 и н1uн2u ... =o1uo2u .... 
Следовательно, если %=01 U 0 2 U ... , то .множества Н1 являются 
д в ус то роннилtи класса а. 

Чтобы убедиться в этом, достаточно положить, согласно V, 1, 

0t=Fi!UFt2U ·· ·· 

где Fij- двусторонние множества класса а, и повторить доказа

тельство теоремы редукции, установленной в § 26, 11. 
Аналогичным образом из теоремы 1 выводятся следующие утвер

ждения: 

Teope"'a 2 (теорема отделимости) 2). Пусть F1, F 2, 

последовательность .множеств .мультиплиf{ативного f{Ласса 
а> О, таf{ая. что F 1 n F 2 n ... =О; тогда существует последо
вательность двусторонних .множеств Е1 , Е2 • f{Ласса а, 
таf{ая, что 

F 1 cE 1 и Е1 ПЕ2 П ... =0. 

В частности, пусть А и В- непересеf{ающиеся .множества 
.мультиплuf{ативного f{Ласса а> О; тогда существует двусто
роннее .множество Е f{Ласса а, таf{ое, что 

(1) АсЕ и ЕПВ=О. 

1) Обратная теорема верна в полных пространствах (см. § 37). 
2) Серпинекий [55]. Частный случай см. в работе Серпинекого [19]. 

Там же можно найти много Приложений к общей теории фуЕкций. 
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Другими словами, пусть даны два .множества АсС класса 
а> О, причем первое из них -.множество .мультиплщ•атив

ноzо класса, а второе- аддитивного класса. Тогда существует 
двустороннее .Jtножество Е класса а, такое, что 

(2) А сЕ с С. 

Теорема 3. Пусть F 1, F 2 , .•. -последовательность .мно
жеств .мультипликативноzо класса а> О; тоzда существует 
последовательность .Jtножеств В1 , В2 , ••• аддитивного ,.ласса а, 
такая, что 

со 

F 1 - П FmcBi и П Bi=O. 
m=l i=l 

Теорема 4. Пусть А 1 , •• • , Аk-,.онечная система непере
секающихся .Jtно:жеств .мулыпипли,.ативноzо ,.ласса а> О. 

Тогда существует систе.«а F 1, •.. , Fп непересе,.ающихся 
двусторонних .множеств ,.ласса а, такая, что 

A1 cFi и %=F1 U ... UFk. 

Vlll. Относительно двусторонние множества. 
Т е орем а 1. Пусть А- .множество .мультипликативноzо 

,.ласе а а> О и В-- двустороннее .множество класса а относи
mельно А; тоzда .множество в и.«еет вид в= А n С, zде 
С- двустороннее .множество ,.ласса а (относительно всего 
простране тв а). 

В самом деле, так как В- двустороннее множество класса а 

относительно А, то В и А-В- множества мультипликативного 
класса а относительно А. Но множество А само является множеством 

мультипликативного класса а, следовательно, оба множества В и А-В 

nринадлежат мультипликативному классу а (во всем пространстве). 

В силу теоремы отделиыости (VII, 2 (1) ), существует двусторон
нее множество С класса а, такое, что 

ВеС и СП(А-В)=О, 
откуда 

В= А П В сАП С и СП А сВ, следовательно, В= А П С. 

Имея в виду дальнейшие применения, докажем следуюшее утверж

дение: 

Т е орем а 2. Пусть заданы .множество А и система 
{В1 1 ... tп} двусторонних .иножеств класса а относительно А, 

такая, что 
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Тогда существует систе.ма (С11 ... 1 п} двусторонних множеств 
класса а относительно обьединения 

(О) 

(где су.имирование распространяется на все cucтeAtьt п и.ч

де!аов), такая, что 
(1) Ал-двустороннее множество класса а+ 1; 

(2) 

(3) 

(4) 

А nc, · -В· , · t···ln- t1··· n' 

С· 1 nc. 1 -о· t, ... ll ;, ••. k- ' 

С, t =О, если В, 1 =О. 
1 ••· n 1 ·•· n 

Более того, если А-множество .мультипликативного класса 
а> О и если А= U В, 1 ... tn для любого п, то .и,ножество An 

совпадает со всем пространством. 

По предположению, существует система множеств (D 11 ••• 1n} 
аддитивного класса а (даже двусторонних множеств класса а, если 

А- множество мультипликативного класса а> 0), такая, что 

и D· t -0 tt··· n- ' если 

Обозначим через V п объединение всех пересечений вида Dt
1 

..• 'п n 
n v1, ... 1k и положим 

с,, ... tп = Dt, ... tп- Vп. 

Множество An = U D 11 ••. 'п- V n как разность двух множеств адди

тивного класса а есть двустороннее множество класса а+ 1. Из ра
венства 

А ПDt -D · V -С n 1 ... ln- 11 ... Ln- n- t1 ... in 

следует, что С11 ... 'п- множество аддитивного класса а относи

тельно An, откуда, в силу равенства 

С, t ПС· · -D· t ПD· · -V -О 1 ... n 11 .. • 1 n- t1 .. · n 11 ... 1 n n- ' 

вытекает, что С, 1 ... 'п- двустороннее множество класса а относи

тельно An. Наконец, 

А ПСt 1 · ... tп=(А ПDt1 ... tп)-(А ПVп)=Вt 1 ... 'п' 

ибо из равенства 

А П Dt 1 ... 1 п П D 1, ... Jk = Bt
1 

... tn П BJ
1 

... Jk =О 

следует, ЧТО А n v n =о. 
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Если предположить, что А есть множество мультипликативного 
класса а> О и А= U Bz

1 
••• tn' то 

Bz 1 ••• ln =у Bz 1 ••• tnkc:. у Dz 1 ••• tnk 

и существует (см. VII, 2 (2)) двустороннее множество Е11 ••• 1n класса а, 

такое, что 

Bt1 ••. tnC.Et 1 .•. iпС:.У Dt 1 ••• tnk· 

Определим множества С11 .•• 1n (где п :;?-О) по индукции, усло

вившись, что 

1) С- все пространство и В= А; 
2) если !1 ••• ln- данная система и l- наименьший ·индекс, 

такой, что Bt
1 

... tnl =!=О, то 

Ct 1 ... tпt = (Ct 1 ••• tп n Dt 1 ... tпt) U (Ct 1 ... tп- Et 1 ••• tп); 

3) ДЛЯ k > l 
Ct1 ••• tпk =(Ct1 ... tп n Dt1 ••• tпk)-(Ct 1 ••• tпzU ... U С1 1 ••• 1п (k-1)). 

3 а ы е чан и е. В О-мерном сепарабельном пространстве утвер
ждения 1 и 2 справедливы и при а= О. 

Теореыу 1 можно уточнить следующим образом 1): 

Т е орем а 3. Пусть В1 , В2 , ••• -последовательность дву
сторонних множеств класса а относительно множества А; 
тогда существуют множество У мультипликативноzо класса 

а+ 1 и последовательность CI, С2 , ••• двусторонних множеств 
класса а относительно У. такие, что вn =А n сп и последова
тельности 

(5) 
и 

(6) 

подобны (в смысле § 14, III). 
Более того, если А- множество мультипликативноzо класса 

а> О, то У совпадает со всем пространством. 
Любой системе индексов i 1, ••• , in, составленной из чисел О и 1, 

поставим в соответствие множество В11 ... 1n' условившись, что 

(7) В 1 t =В} n . . . n BJ и В8 = Вп, В~ = А - Вп. 
1 ·· · n 1 n 

1) См. Позамент и Куратовский [11. 
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Тогда выполнены условия теоремы 2 1). Рассмотрим множества 
Ct

1 
••• iп и Ап из условия этой теоремы и положим 

(S) У= А 1 n А2 n ... ; 
(9) С1 =У n С0 , С2 =У П (Соо U С10). • • ·, 

сп= у n (U Ct! ... lll-1o), .... 

Тогда А= В0 U В1 , и вообще, так как множества Bt
1 

.•• 1 п являются 
составляющими множества А относительно множеств Bl, ... , вп 
(см. § 28, VI, замечание 2), то их объединение равно множеству А 
(при фиксированном n). Таким образом [см. (О) и (2)], 

(1 О) А - U Bt · с: U Ct · - А - 1 ••• Ln l ... Ln- n' 

отк у да, со г лас но (8), 

(11) 

Следовательно, в силу (9), (2) и (7), 

А n сп = А n У n (U С t 1 ••• t п-tо) = U (А n С t
1 

••• 1 п- 1о) = 

=UBt t o=U(B) n ... nв?- 1 )ПВп=Вп. 
1 ··· п-1 1 п-1 

Так как Ап- множества м у льтипликативного класса а+ 1, их 
пересечение У также является множеством этого класса. 

Поскольку Ct
1 

.•• tп- двустороннее множество класса а относи

тельно Ап, множество У n Ct
1 

... iп является двусторонним множеством 

класса а относительно У (так как У с: Ап). Следовательно, сп является 
двусторонним множеством класса а. 

Чтобы доказать подобие последовательностей (5) и (6), заметим, 
что если множества Bt

1 
.•• 1 п (при фиксированном п) являются соста

вляющими множества А, то любое пересечение конечного числа эле
ментов последовательности (5) представляет собой объединение не-

которого числа этих элементов, а именно для /1 < ... < lп имеем 
(12) В~~ n ... n в~пz = U Biti2 ... lz , где jzt = llt' ... ' jlп = itп· 

1 п п 

Аналогичным свойством обладает последовательность (6). Из фор
му л (9), (1 0), (8) и (3) вытекает, что 

ck =у n (U Cj! ... Jk-io) n (U Ct! ... tп) =у n (U Cj! ... lп)· 

1) Очевидно, в теореме 2 можно допустить, что индексы i1, ••• , iп при
нимают только два значения О и 1. 

'f1 
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г де последнее объединение берется по всем системам j
1 

j п• 
таким, что jk =О. В самом деле, 

У ПСJ 1 ••. J
11
= У П Ak ПСJ 1 •.. J

11
= 

= у n ( u с i 1 ... l k) n с j 1 ••• j k ... j n = у n с j 1 ... j k n с j 1 ... j k ... j n. 

Таким же образом, согласно (9), (11) и (0), получаем 

У - ck = (У n А ) - (U с. · о) - У n (U с1 ) k J 1 ... J k-1 - 1 ... j k-1 1 ' 

откуда, как и выше, Y-Ck=YП(UC11 ... J
11
). где jk=1. 

Ck ck k ,k Положим о= и С1 =У- С . Отсюда вытекает, что 

ck- У n(U с. ·) l- 11 ... ln • где jk = i, 

и что (см. (4)) для l1 < ... < l 11 

(13) 

где jli = izi• ... • jzn = itn· 

Равенства Bt
1 

... 111 =О и У n Ct
1 

... 111 =О эквивалентны, ибо 

из первого, согласно (4), следует IJTOpoe, и, в силу (2) и (11), 

Bt
1 

••• t
11 
=А П Ct

1 
. •• t

11 
с У П Ct

1 
•.. t

11
• 

Отсюда, в силу (12) и ( 13), немедленно IJытекает подобие после
доiJательностей (5) и (б). 

Допустим теперь, что А- множестiJо мультипликатионого класса 
а> О. В силу первого равенства (1 О) и второй части теоремы 2, 
множестiJо А 11 , а следовательно (см. (11) ), множестiJо У соiJпадает 
со всем пространстiJом. Теорема доказана. 

3 а меч а н и е. Соответствие между элементами последовательно

стей (5) и (б), которое получается, если п-му элементу последо

вательности (5) сопоставить п-й элемент последовательности (б), 
можно продолжить на наименьшие поля, содержащие соответственно 

множества последовательностей (5) и (б); а именно можно поставить 
в соответствие объединению (пересечению, разности) двух множеств 

объединение (пересечение, разность) соответствующих множеств. 

Таким образом определяется некоторый 1) изоморфизм между этими 
двумя полями, так что любое соотношение, выраженное в терминах 

алгебры Буля и имеющее место между множествами первого поля, 

выполняется также и во втором поле. 

1) По поводу этого понятия см. Позамент и Куратонекий [1]. 
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IX. Предельное множество двусторонних множеств. 

Теорема 1. Пусть А-двустороннее .множество uласса 
а> 1. Тоzда существует последовательность двусторонних 
.множеств А11 uлассов <а, таuих, что 

со со 

A=U(A"nAn+tn ... )=П(AпUAn+tU ·· .), 
n=O n=O 

т. е. A=l-imes А 11 в теоретико-множествеином смысле (см.§ 1, V). 
n-+co 

В О-мерных сепарабельных пространствах теоре.ма верна 
таuже при а= 1. 

Д о к аз а т е ль с т в о. По предположению, мы имеем 

(Х) со 

А=UКп. -A=U Lп, 
n=O n=O 

Knc:.Kn+l (откуда Kп=nKn+i)• 
1=0 

L11 c:.Ln+l (откуда - L1 = U (- Ln+ 1)). 
n=O 

г де К n и L 11 - множества м у льтипликативных классов < а. 
В силу теоремы отделимости (VII, 2 (2) ), существует последова

тельность двусторонних множеств А 11 классов <а, таких, что 

Knc:.Anc:. -Ln. 

Двойное равенство, которое необходимо доказать, вытекает из 

формулы (см. § 2, IV) 
со со 00 00 00 со со 

A=UKn=U nкn+ic:.U ПAn+ic:.n UAn+ic:. 
n=O n=O i=O n=O i=O 1=0 n=O 

00 00 со со 

с:.П U (-Lп+t)=П(-Lд=- U Lt=A. 
1=0 n=O 1=0 i=O 

Теорема 1 вытекает также из следующей леммы, относящейся 
к теории множеств и позволяющей уточнить теорему в случае, 

когда а является предельным числом. 

Л е м м а (Серпинский [46] ). Из условий 
СХ) со 

(1) A=U nвп,т• 
n=l m=l 
со со 

(2) А=П UCn,m• 
m=l n=l 

со со 

(3) U Сn, m+l С:. U Сn, т 
n=l n=l 
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----------------------------·------------------
вытеuает., что 

n 

А= Limes Ап• zде 
n~o.o 

Aп=U(BII,ln · · · nвk,п)n(Cl,IIU · · · UCп,k). 
11=1 

Докажем, что 

1° AcU(AnnAn+ln ... ) и 2" 
ll т 

Условие 1° означает, что если рЕ А, то существует индекс п0, 
такой, что для п > п0 имеем рЕ An. Но, в си.1у (1), существует 
индекс k, такой, что 

Согласно (2), 
такая, что 

существует последовательность индексов .... 

Обозначим через п0 наибольшее из чисел k и ik. Для п > п0 имеем 
С i 11 С С 1 k U · · · U Сn, k. k' ' 

Следовательно, 

PE(Bk,ln ... пвll,п)nCik,kc 

c(Bk,ln ... nвk,п)n(C!,kU ... UСп,k)сАп. 

Пусть, с другой стороны, рЕ Ас. Докажем, что существует 

индекс т0, такой, что для т> т0 имеем рЕ A~n• где 
т 

А ~п = П [ Bf, 1 U ... u В/, т u (с~., n ... n с~,. z)]. 
l=l 

По предположению, 

( 4) Ас= П U В~. m• Ас= U П с;, m• П С~. т сП с;, m+l" 
n т tn n n n 

В силу второй из этих формул, существует .индекс k, такой, что 

рЕn с~. k· следовательно, рЕ U с~. k+l· рЕn с~. k+2' • • • • 
n n n 

Из первой формулы (4) следует существование последовательности 
индексов i 1, i 2, ••• , такой, что 

РЕ вf. ~~ n в{ 1, n .... 
Пусть т0 - наибольшее из чисел i 1, ••• , ik. Пусть т > т0 • Тог да 

рЕ Bf, ll с Bf,] u ... u Bf, т ДЛЯ l < k, 

PE(Ci,tn ... nс~.д для L>k. 

Следовательно, для любого l ( <, т) имеем 

PE[Bf.IU ... uяf,тu(cf,tn ... nc~n,t)]. т. е. рЕА~. 
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Из леммы непосредстпенно пытекает следующее утверждение, 

дополняющее теорему 1: 

Т е орем а 2. Пусть А- двустороннее множество иласса 
Л-t-1. где 'А- предельное число. Тогда существует последова
тельность двусторонних .нноJ/сеств An илассав <Л, такая, что 

А =Limes An. 
/l-7CO 

Х. ЛокаJJьно борелевекие множества. о4t-операция Монт
гомери. В соответствии с общим определением локализации свойств 
(§ 7, IV) множество А назьшается .ltножество.и класса а в точке р, 
если существует окрестность Е точки р, такая, что А П Е есть 
борелепское ьшожество класса а. 

Термин "окрестность" можно заменить термином "открытая окрест
ность", за исключением случая, ко г да речь идет о м у льтиплика

тивном классе О (случай лакальна замкнутого множества, см. § 7, V), 
ибо если А n Е-- множестпо класса а, а О- внутренность мно
жества Е, то множество А n О также яплнется множеством класса а 
(за исключением отмеченного случая). 

Наконец, п случае сепарабельного пространства можно заменить 

открытые окрестности открытыми множествами, принадлежащими 

базе R,, R2, •.• пространстпа. 

Теорема 1. Множество В точе1.: множества А, в кото
рых А ло!(ально есть множество аддитивного класса а (или 
мультипликативного класса а> 0), также является множе
ство.м этого класса. 

В частности, если в сепарабельно.м пространстве .%' мно
жество А является в ка:ждой из своих точе1.: множеством 

аддитивного класса а (или мультипликативного иласса а> 0), 
то А есть множество того же класса. 

Рассмотрим сначала случай сепарабельного пространства (см. 
Заранкевич [3] ), когда доказательстпо значительно проще. 

Пусть Rn,• Rn, . ... - последовательнос'!Ъ всех множеств (при
надлежащих базе), таких, что А n Rnk есть множество аддитивного 

класса а. Тогда мнпжестпо 

предстапляет собой множество аддитивного класса а. 

Предположим теперь, что А n Rпk-множество мулыипликативного 
класса а> О. В силу тождества Х n У= Х- (Х- У), имеем 

В= U (А n Rп,J = А n U Rпk = U Rпk- [U Rпk- А] = k k k k 
= U Rпk- U [Rпk -(А n Rпk)]. 

k k 
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Множество Rпk- (А n Rпk) принадлежит аддитивному классу а, 

поэтому множество у [ Rnk- (А n Rnk)] принадлежит тому же классу, 

откуда следует требуемое заключение. 

Таким образом, теорема 1 доказана для сепарабельного про
странства. 

Ее доказательство для произвольнаго метрического пространства 

будет основано на одном общем методе, который мы будем при

менять и в других случаях 1). 
Пусть 0 0 , 0 1, •.. , Or; . ... -вполне упорядоченное семейство 

открытых множеств. Положим 

(1) Kr;=Or;- U 0 11 • 
ТJ<s 

I<аждой трансфинитной последовательности Х 0, Х 1, ••• , Х s• ... 
поставим в соответствие объединение 

(2) 

которое называется результатом al/t-onepaцaи, применеиной к по
следовательности (Xr;). 

Т е орем а 2. аl/t-операция аддитивна, мультиплакативна 
и в случае, когда 

(i) 

дистрибутивна относительно вычитания. 

Аддитивность а!/{ -операции очевидна: из равенства Х; = U Х~ 
(где t пробегает произвольвое множестоо индексов) следует, что 

(3) у (Xr; n К~;)= у [(УХ~) n Kr;J =У [(УХ~) n К;]' 

Чтобы доказать, что аl/t-операция мультипликатиnна, положим 

Xr; = П Xt и заметим, что, в силу (1), 

(4) Кt;ПК11 =0 для s=/='1']. 

Отсюда вытекает, что 

(5) u (Xt; n Kt;) = u n (xt n К~;)= n u (xt n Kq,); 
S S L L S 

1) Этот метод и его применения можно найти в работе Монтгомери [1]. 
См. также Куратонекий [28]. 

Доказательство, основанное на паракомпактности метрических про
странств, см. в работах: Майкл [2а] и Нагами [1]. 



368 Г л. 2. Метрические пространства 

при этом учитывается следующее общее правило: если для любых а, j3 
и ч =1=- s имеем А~() n АТ113 =О, ТО 

U П А~а = П U Asa· 
~ а а s 

Наконец, положим Х с =.Я:- Xf; тог да 
" о 

ибо, с одной стороны, 

откуда 

а, с другой стороны, согласно ( 4), 

cкsnxs) n(к1lnx~)=o. 
откуда 

[У CKt. nx s)] n [У (к~ n xOJ =о. 

Из формул (i), (5) и (6) следует дистрибутивность аJ/-операции 
относительно вычитания: 

у l(X6 - Ys) nк5J =[У (Х~; n К(;)] n [У (У~ n Ks)] = 
= u с х ~; n к~) - u СУ s n к(;). 

~ s 
3 а меч а н и е. Если отбросить предположение (i), то вместо 

дистрибутивности относительно вычитания будет выполняться сле

дующая формула: 

(7) ucx~ n Ks)= u о~;- U(K; nxg). 
~ ~ ~ 

В самом деле, (7) вытекает из (6), в силу очевидного равенства 

UK~=U 0~;. 
(; ~ 

Т е орем а 3. Для а> О классы Fa и Ga иflвариантны по 
отношению к aJ!-one рации. 

Условимся, что р (Х, О)= 1, и положим 

(8) X~=x,nк6 n~[p(x, .я:-О~)~*J· 
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Согласно (1), Х~ПК~= U xr. откуда, согласно (2), nыте-
п=l 

кает, что 

со 

S=U U Х~; 
~ n=1 

следовательно, если положить 

(9) 

ТО 

(10) 

Кроме того, 

( 11) р (х~. xr) >- ~ для 11 =1= ~-

в самом деле, пусть х'У\ Е х~. Xs Е xr и 11 < ~- Согласно (8) и (1), 
имеем 

1 
р (х'У\ • ..2"- О 'У\):> n и х~ Е К6 с ..2"- О 'У\, 

1 
следовательно, 1 х'У\- х~ 1 >- n. откуда вытекает формула (11). 

Множества xg, в силу нераnенства (11), открыто-замкнуты 

в множестве Sn. Так как Fr (Os) П ~ [Р (х, ..2"- Os) :> *] = О, то, 
в силу (8) и (1), имеем 

xr = Х 6 n [Os - U О 'У\) n Е [Р (х, ..2"- 06) :> ~]. 
'11< 6 х 

Это означает, что если .множество Х 6 замкнуто, то .мно

жество Х~ таf(Же замкнуто. Отсюда следует, что множество Sn 
замкнуто, ибо если предположить, что рЕ S n- S п• то существуют 
две точки х'У\ Е х~ и Х6 Е xr. такие, что 

1 
1 ч - р 1 < 2п и 11 =1= ~· 

Но тогда 1 х'У\- Xs 1 < 1jn, вопреки (11). 
Таким образом, мы доказали, принимая во внимание (1 0), что 

если .множество Х~ замкнуто, то S есть F0-.множество. 
Отсюда следует, в силу (3), что если множество Х 6 тиnа F0 , то 
множество S также типа F

0
• В силу (7), отсюда вытекает, что 

если Х~ есть 06-.множество, то S- maf(Жe 06-.множество. 

24 Топология, ~. I 
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Принимая во внимание формулы (3) и (5), мы приходим к тре
буемому заключению: если Х ~есть ),f!iожество !ел асса Fa (али О а), 
то а S- ."MtOJ/Cecmвo того же класса. 

Отсюда мы выводим следующую теорему, частным случаем кото

рой является теорема 1 (согласно теореме 3). 

Т е орем а 4. Пусть Р- некоторое свойство, инвариант
ное относительно ol/t-oпepaцuu, и пусть А- не1щторое мно
жество. Обозначим через S .иножество точек х Е А, для !щто
рых существует от1срыmое множество О, тшще, что х Е О 
и Оn А обладает свойством Р. Тогда множество S также 
обладает этuя свойством. 

Действительно, занумеруем открытые множества О, такие, что 
множества Оn А обладают свойством Р, в трансфинитную последо

вательность 0 0, 0 1, ••• , 0~, ... и положим Х; =А П 0;. 
Тогда имеет место равенство (2), ибо 

s = u (А n о5) = u (А n к 6) = u (Х s n к 1;). 
s s s 

Множество Х 6 обладает свойством Р. Из инвариантности этого 
свойства относительно сl/t-операции следует, что .множество S тоже 
обладает этим свойством. 

3 а меч а н и е 1). Пользуясь методом доказательства теоремы 
в случае сепарабельного пространства, легко показать, что любое 
множество в сепарабельном п;юстранстве, являющееся локально боре

левским в каждой из своих точек, является борелевекам множеством. 

Однако существует несепарабельное метрuчес!сое простран
ство, содер:жащее неборелевС/сое множество, являющееся в каJtс
дой из своих точе1с лакальна борелевекам (неогранuченного 
класса). В самом деле, рассмотрим пространство, образованное 

всеми точками (х, а), где О<. х <. 1 и О<. а< Q; расстояние 
между точками (х, а) и (х', а') положим равным i х- х' 1 для а= а' 
и 1 для а=!= а' (таким образом, э го пространство представля:т собой 
прямое произведение интервала и дискретного множества чисел 

а< Q). Пусть 1 а- "интервал" (х, а), где О<. х <. 1, и Ва- бо
релевское множество с/ а• н~ являющееся множеством класса а 

(см. п. XIV). Множество S = U Ва- локально борелевское, так как 
a<Q 

интервалы 1 а открыты в пространстве, но оно не является боре
ленским, так как если бы оно было множеством класса а, то и 

множество S n 1 а= В а было бы множеством того же класса. 
Теорема 1 позволяет установить для общих метрических про

странств следующую теорему, которую мы доказали для сепара

бельных пространств в § 24, III. 

1) Эт<;> замечание принадлежит Шпильрайну-Марчевскому [4), стр. 112. 
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Т е орем а 5. Любое разложи.иое множество есть .}tНо

жество типа Fa и 0 6. 

Действительно, пусть 

Е= U(F;-H;). где F~::::::>Hc,::::::>F-ь для ~<~. 
s<a 

и F; = 1\. Н;= Н5 . Допустим, что теорема верна для каждого 
а' < а; докажем ее для а, или, принимая во внимание теорему 1, 
докажем, что множество Е лакальна типа Fa и 0 0 в каждой точке. 

Итак, пусть рЕ Е. Тогда существует а'< а, такое, что 
рЕ Fa· -- На•. Положим О= .J;~- На·. Имеб! рЕ О, где О- от
крытое множество, и для ~>а' 

F~cHa·· откуда F~ПО=О, 

следовательно, 

о n u < F ~ -н~) = о. 
~>а' 

Тогда 

ОПЕ=ОП( U (F;-H;)JU!OПFa•-Ha·). 
s <а' 

Так как множество U (Fs- Н;) является (по предположению) 
s <а' 

множеством типа Fa и 0 6, это верно и для множества Оn Е. Сле
довательно, множество Е лакальна типа Fa и 0 6 в точке р. 

XI. Вычисление классов с 
Функция высказываний ер (х) 
(класса Оа), если множество 

помощью логических символов 1). 

называется фунт<цией класса Fa 
Е ер (х) есть множество класса Fa 
х 

(класса Оа)· 
Опираясь на формулы, установленные во введении(§ 1, IV и § 2, 

V- VI), докажем следующие предложения. 

Т е орем а 1. Пусть ер (х) и 'Ф (х)- две функции высказыва
ний класса Fa (класса О а); тогда функции ер (х) V 'Ф (х) и 
ер (х) 1\ ф (х) являются функциями того же класса. 

Это утверждение следует из того, что 

Е [ер (х) V ф (х)] =Е ер (х) U Е 'Ф (х) 
х х х 

и 

Е !ер (х) 1\ Ф (x)J =Е ер (х) n Е 'Ф (х), 
х х х 

поскольку борелевекий класс инвариантен относительно пересечения 

и объединения множеств. 

1) См. Тарекий и Куратовский [1] и Куратовский [15]. 

24* 
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Справедлива более общая 

Теорема 1'. Пусть ер(х 1 , ... , хп)==Ф(хk 1 , ... , xk
1
)V 

V Х ( х11 , ... , Хtт). где индексы k1, ... , k j и l1, ... , lт все-<.п (например, 

ер(х, у, z)=ф(х, у) V х(у, z)). Если фи х-функции класса Fa 
(класса Ga), то функция ер является функцией того же 

класса (приче.м это верно и для ф (\ х). 

В самом деле, 

Е ep(xl, ... , Хп)= Е '\J(Xk
1

, .... Xkj)U Е X(Xt
1 
.... ,Хtт)• 

xl' ... , xn xl' ... , xn xl, .. ' xn 

и так как Е ф ( Xk
1

, ••• , Xkj) есть множество класса Fa, то 
xkl· ... , чj 

и Е Ф(хk 1 , ... , Хkj)-также множество класса Fa, ибо оно 
х1' ... , xn 

получается из предыдущего множества умножением на оси (см. п. 111). 
Очевидно, что, выполняя 1сонечное число логичеС!<UХ сложений 

и умножений над функциями высказываний класса Fa (класса Ga), 
мы всегда получим функцию высказываний класса F0 (класса Ga). 

Т е орем а 2. Если функция высказываний ер (х) есть функ
ция 1сласса Fa, то ее отрицание есть фуНiсция класса Ga. 

Это вытекает из того, что множество Е l ер (х) является дополне-

ни ем к множеству Е ер (х). 
х 

х 

Т е о р е м а 3. Если функции высказываний epn (х), где 
n = 1, 2, ... , являются функциями классов <а, то функция 
V epn (х) есть функция аддитивного класса а, а Л epn (х)-функ-
n n 
ция мультипликативного класса а. 

Это следует из равенств (см. § 2, V (1) и (2)) 

Е V ер" (х) = U Е ер" (х) и Е Л ер" (х) = П Е ер" (х). 
х n ll х х n n х 

В частности, если все epn (х)- функции одного и того же клас

са Fa с четным а, то V epn (х) есть функция класса Faa• а Л epn (х) 
n n 

есть функция класса Fa. Аналогичным образом, если epn, т (х)-функ
ции класса Fa, то Л V epn, т(х) есть функция класса Faab• и т. д. 

т n 
Итак, мы видим, что теоремы 1 - 3 позволяют вычислить 

борелевС!сий класс множества, если это множество определено 

с помощью функции высказываний, которую можно получить, 

исходя из системы таких функций высказываний, классы ко
торых известны, осуществляя при этом только конечное 

число логических операций V, 1\, l. V. Л· 
n n 
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В приложениях часто применяются следующие правила. 

Т е орем а 4. Если ер (х)- функция высказываний класса Fa. 
(класса Ga,) и если f: Т~.Я:-непрерывное отображение, то 
функция высказываний ер [f (t)] также является функцией 

класса Fa (класса Ga). 
В самом деле, положим А= Е qJ (х). Тогда (см. § 3, I) 

х 

Е <v 1! (t)J = Е { ! (t) Е Е <v (х) } = Е (! (t) Е А J =Г 1 (А), 
t t х t 

и так как А- множество класса Fa (класса Ga), то (см. п. III) 
множество f- 1(A) принадлежит тому же классу. 

Т е орем а 5. Пусть ф (х, у)- функция 1сласса Fa (класса Ga), 
тогда фуН!сция qJ (х) = ф (х, у0) при фи!<сированном у0 , а также 
функция х (х) = ф (х, х) принадлежат то.му же классу. 

Чтобы убедиться IJ этом, подставим IJ III (1) 
Z=Еф(х, у) или Z=ЕФ(х, х). 

х х 

Т е орем а 6. Пусть ф (х)- функция класса Fa (класса Ga), 
тогда ер (х, у)= ф (х) является функцией того же класса. 

Это следует из того, что 

Е qJ (х, у)= Е Ф (х) Х ;о/. 
х, у х 

Xll. Приложения. 1. Вычисление ба релевекого класса .мно

жеств Sa =Е (z <а), где а< Q (см. § 3, XVI). 
z 

Каждому z Е 'б' и каждому целому положительному числу п по-
ставим в соответстiJие точку и Е '6', определенную следующим обра
зом: если zn =О, положим и= О; если zn = 2, то иk = 2, когда 
zk = 2 и r n < r k и иk =О в противном случае. 

Обозначая и символом z[nJ, получаем 

(1) (и= z[nl)=:a=Л [(иk = 2) = (zk = 2 = zn) А (r n < rk)j. 
k 

В обозначениях § 3, XVI имеем 

R [n] = Rz n Е (г fl < r), если zfl = 2. 
z r 

Отсюда следует, что если z- порядковое число, то последоiJа

тельность zm. zl21, . . . пробегает все порядковые числа< z. 
Так как множества Е (zj = 2), где j = 1, 2, ..• , открыто-зам-

z 
кнуты в '6', то множество пар и, z. удовлетворяющих условию 
в фигурных скобках, также является открыто-замкнутым. Следова
тельно, множество Е (и= zlnl), т. е. график функции z[nl, замкнуто. 

и, z 
Так как множество 75' компактно, отсюда вытекает, что функция zlnl 
непрерывна (см. § 20-, V, 8). 
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т е орем а 1. для а< g .множества sa =Е (z <а) и, следо-
z 

вательно, составляющие La =Е (z =а) представляют собой 
z 

борелевекие .множества. (Лебег [1], Лузин и Серпинекий [2].) 
А именно, Sa есть .множество класса Оа. 
Отметим сначала два тождества (Л- предельное число): 

(2) 

(3) 

(z <а+ 1)=Л (tlnJ <а); 
fl - -

(z<Ч= V (z<s). 
; <1. 

Применим индукцию. В случае, когда а= О или а= 1, теорема 

очевидна. Допустим теперь, что функция высказываний z < s есть 
функция класса О; для люб~го s < /). Следовательно, если /)=а+ 1, 
то функция высказываний z < а есть функция класса Qa· Так как 

функция z[nl непрерывна, отсюда вытекает (в силу Xl, 4), что функ-

ция высказываний zlnl < а также принадлежит классу Оа· Отсюда, 

в сил~ (2) и Xl, 3, следует, что функция высказываний z < а+ 1, 
т. е. z < /), есть функция класса 0 13 . 

С другой стороны, если /)-предельное число, то к этому за
к,1ючению можно прийти, принимая во внимание (3) и XI, 3. 

3 а меч а н и е. 1. Вычисление класса множества Sa может быть про
ведено точнее. Действительно, множества S n для конечных n замк
нуты, s(ij есть Fа·множество, Sw.2 есть Fаьа·МНожество, и т. д. 

Однако следует заметить (см. § 39, VIII), что Sa являются мно
жествами неогранuченных ·классов, т. е. что любому /) < Q соот
ветствует множество Sa, не являющееся множеством класса /). 

2. Каждому иррациональному числу z интервала (0, 1) поставим 
в соответствие множество Zz, состоящее из чисел Гz•, Гz'• ••• (где 
z отождествлено с последовательностью z1, z 2, ••• , см. § 3, IX, 2). 

Обозначим через z порядковый тип множества Zz. Положим 

Та= Е (z <а). 
z 

Рассуждения, полностью аналогичные предыдущим, позволяют 

доказать, что Та- .мно:нсество класса О а. 
3. Напомним, что порядковый тип '! называется предельны.м, 

если упорядоченное множество Т порядкового типа '! не имеет послед

него элемента. Обозначим через А множество точек z Е 'б', таких, что 
z- предельный тип. В логических терминах (см. обозначения § 3, XVI) 

(z Е А)== Л V ((rп Е Rz)==;(rk Е Rz) 1\ (rk < rп)J == 
n k 

==Л V [(zn = 2)==;(zk = 2) 1\ (rk < r п)J. 
n k 
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Так как множество Е (z" = 2) является открыто-замкнутым (в мно-
z 

жестве '6'), то функция высказываний, записанная в квадратных скоб
ках, есть функция класса 00. Следовательно, .мно:нсество А есть 
.мно:J/Сество Т(ласса 0 6. 

4. Условимся называть порядковый тип четным, если он имеет 

вид Л+2п, где Л-предельный тип и п-целое число>О. Ана
логичным образом, порядковый тип называется нечетньиt, если он 

имеет вид Л+ 2n + 1 1). • 
Обозначим через Р множество точек z, таких, что z- четный 

тип. Тогда P=P0 UP2 U ... , где Р211 -множество элементов z, 
таких, что z имеет вид 'k + 2n. 

Запишем в логических символах определение множества Р2 : 

(z ЕР2)~ .V. { (ri, rj Е Rz) /\ (ri < rj) /\Л (i =1= n =1= j)/\(r" Е RJ ~ 
t, J n 

~ [(rj < Г 11 ) /\ '{ (r1 < rk < r") /\ (rk Е Rz)]}. 
Следовательно, 

(zEP2)= .V { (z 1= 2 = z1) /\ (r 1 < r 1) /\ Л((i =1= n =F Л/\ 
~. 1 1! 

/\ (z"= 2))~ [(r1 < r") /\ y(r1 < rk < r") /\ (z 1~=2)]} 

Отсюда вытекает, что множество Р2 есть О6а-множество. Из анало
гичного определения множеств Р4 , Р6 , ... видно, что все они являются 
аоа·МНОжествами. Следовательно, и р есть Gаа·МНОжество. 

Подобно этому можно доказать, что множество точек z. таких, 

что z- нечетвый порядковый тип, есть 00а·множество. 
5. Пусть Ф- семейство всех последовательностей {1;1J точек 

метрического пространства .:t:, удовлетворяющих условию сходимости 
Коши (последовательность 1;1, 1;2, ... удовлетворяет условию Коши, 

если любому е> О соответствует индекс т, такой, что lsm+i -l;m 1-<:е, 
каково бы ни было i). 

Докажем, что Ф является множеством типа Fao в пространстве §~о. 
По определению, 

а Е ФJ Е'= Л V Л/ ~nz+t- ~m 1-< _!_. 
k 1/Z l k 

Функция высказываний 

fJJk,m,t(~)={/;m+t_sml< ~} 
есть функция класса F0 (при фиксированных k, т, i). В самом деле, 
так как расстояние 1 х- у 1 -непрерывная функция двух персменных 

1) Обычно эти понятия рассматриваются только для типов вполне 
упорядоченных множеств. 
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и 6n- непрерывная функция точки 6 (см. § 16, li), то множество 

~{l6т+l_6тl-< ~} 
замкнуто. 

Применяя теорему XI, 3, получаем, что функция Л cpk, т, 1 (6) есть 
i 

также функция класса F0 , функция V Л CfJk, т, 1 (6) есть функция 
т i 

класса Fa и, наконец, функция Л V 1\ CfJk, т, 1 (s) является функцией 
k т 1 

класса Fаб· Это означает, что множество Ф есть множество клас
са Fаб• что и требовалось доказ<J.ть. 

Отсюда, в силу теоремы XI, 4, вытекает следующее утверждение: 
Пусть fп: Т-+%, п=l, 2, ... ,-последовательность не

прерывных фуН!сЦий; множество С точеu t, для которых 
последовательность {! n (t)) удовлетворяет условию Коши, ее ть 
множество uласса Fаб 1). 

Обозначим через 6 (t) последовательность [/1 (t), / 2 (t), ... }. Тогда 
{t Е С) ==Л V Л cpk т 1 [6 (t)], откуда следует сформулированное 

k т l ' ' 

утверждение 

6. Семейство е плотных в себе последовательностей обра
зует в пространстве z~" множество типа Оь. 

Последовательность s = [s1• s2 •.•. ] называется плотной в себе, 
если для любого п существует точка ;т =1= ;n. сколь угодно блиакая 
к точке 6n, т. е. 

ls Е Е>!== Л V {о < 1 sп- sт 1 < ~ } . 
ll, k т 

Функция высказьшаний в фигурных скобках, очевидно, представляет 
собой функцию класса 0 0 (при фиксированных п, т и k), поэтому 
ее класс не меняется при применении оператора у. 

т 

Следовательно, функция [s Е Е>] является функцией класса Об. 

ХШ. Универсальные функции 2). Пусть F-некоторое семейство 
на 

множеств и Т -некоторое множество. Любое отображение F: Т -+F, 
т. е. 

{Х Е F} ==V [Х = F(t)), 
t 

называется фунuцией, универсальной относительно се.мейства F. 
В дальнейшем мы будем предполагать, что пространство !С (под

множествами которого являются элементы семейства F)-метрическое 

1) Ср. § 2, VI, пример 2. Если fl,A- полное пространство, то С есть 
множество точек сходимости последовательности {/п}· 

2) См. Серпинекий [39], стр. 82. 
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сепарабельное. Возьмем в качестве Т множество cзJ1f' иррациональных 
чисел интервала ff 1). 

Если семейство F имеет мощность<:;;: с, то, очевидно, существует 
функция, универсальная относительно семейства F (так как мно
жество cзJ1f' имеет мощность с). Тог да можно заменить семейство F 
борелевским классом Fa или Оо.. 

Т е орем а. Любо.му a<Q соответствует некоторая функ
ция Оо., универсальная относительно класса Оа, тщщя, что 
множество Е [х Е Оа (z)], принадлежащее прямо.му проuзведе-

x,z 
наю .%' Х сзJ11', есть множество класса О о. 2). 

Воспользуемся следующими обозначениями. Как обычно, мы будем 
рассматривать иррациональное число z как последовательность на

туральных чисел z(IJ, z<2J, .•. (определяемую, например, разложе
нием z в непрерывную дробь). 

Поскольку пространство cзJ1f' гамеаморфно пространству 12/YNo 
(ер. § 3, IX, 2 и § 16, 11, 6), имеется взаимно однозначное соответ
ствие между иррациональными числами z и последовательностями 

иррациональных чисел zщ, Z(z)• •..• такое, что при фиксирован
ном n число z (n) является непрерывной функцией числа z; можно 

положить, например, -

[ (zn-1) ( 2n-1н.zn) ] 
Zcn) = z , ... , z , .... 

Каждому предельному трансфинитному числу Л < Q поставим 
в соответствие последовательность Л1 < Л2 < ... , сходящуюся к Л 
(существование такой последовательности вытекает из аксиомы выбора). 

Наконец, через R1, R2, ••• обозначим базу пространства (содер
жащую пустое множество). 

Определим функцию Оо. следующим образом: 

1) О о (z) = U Rz(n)• 
n 

2) Oo.+I (z) = П Oo.(Z(n)) или 

n 
того, четно или нечетно число а, 

U Oo.(Z(n)) в зависимости от 
ll 

3) Ол (z) = U Ол (Zuz)), если Л- предельное число. 
fl ll 

Докажем, что 
(i) О о. (z) есть множество класса О о.; 

1) В качестве Т берется множество aiY' иррациональных чисел интер
вала 8, а не весь интервал 8, с тем чтобы избежать некоторых не
удобств, связанных с разрывностью функции .п-я цифра двоичного разло· 
жени я числа х•; если рассматривать иррациональное число z как последо
вательность натуральных чисел, то п-й член 9той последовательности 
является непрерывной функцией числа z (см. § 16, 1!). 

Можно было бы обойтись нигде не плотным канторовским множе
ством <с. 

2) Последующее рассуждение, по существу, заимствовано у J!eбera [3]. 
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(ii) если Х - множестnо класса Ga, то существует z Е elfr, такое, 
что Х =О а (z); 

(iii) Е [х Е О а (z)] есть множестnо класса Go.. 
х, z 

Д о к аз а т е ль с т в о. Сnойство (i) непосредственно вытекает из 
свойства (iii) (см. III, теорема). 

Докажем (ii). Пусть сначала Х- множество класса 0 0 , т. е. 
открытое множество. По определению базы, множестnо Х имеет вид 
Х = U Rk . Пусть z- иррациональное число, такое, что 

n n 

z2 = k2, .... 
Тогда 

Следовате.'!ьно, при а= О условие (ii) выполняется. Предположим, 
что оно выполняется для а, и докажем его для а+ 1. Пусть Х
множество класса Go.+I: 

х = n х n или х = u х n 
n n 

(в зависимости от того, четно или нечетно число а), где Х n

множества класса Ga. По предположению, сущестnует последова

тельность иррациональных чисел (zп), такая, что Х 11 = Oa(Z 11). По 
определению функции Z(n)' существуст значение z, такое, что Zn = Z(n) 

для любого п. Следовательно, n заnисимости от четности или нечет
ности числа а имеем 

Oa+ 1 (z)=П0a(Z(t2))=X или Oo.+ 1 (z)=U0o.(z(п))=X. 
lZ ll 

Предположим, наконец, что 

утверждение (ii) верно. Пусть 

Х = UX 11 , где Х"- множестnо 
ll 

дователыюсть р"пJ сходится к 
индекс k", такой, что an <;: '}"k . 

n 

л= lim лп и что для каждого л/1 
Х- множество класса Gic, тог да 
класса Ga , а11 < Л. Так как после-

" 
/с, то для любого n сущестnует 

Следовательно, Х n есть множестnо класса 0 1. • Тог да существует 
kll 

иррациональное число Zkn• такое, что х n = ol.k (zkl,). Если i-индекс, 
n 

отличный от всех индексов kп, то существует иррациональное число zi, 
такое, что oi.i (zJ =о. 

Таким образом, Х = U Ол (zп)· Пусть, как и раньше, z-ирра-
" n 

циональное число, такое, что Z 11 = z(n)· Тогда 

Х = U Ол (Z(п)) =О л (z). 
n n 

Докажем утверждение (iii). Прежде всего заметим, что множе

ство Е (х Е R 11) открыто в прямом произведении пространства .%' и 
х, n 
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множества натуральных чисел. Иначе говоря, функция высказываний 
(двух переменных) х Е Rn есть функция класса 0 0 . Так как функ
ция zn непрерывна при фиксированном n, то, на основании XI, 4, 
функция высказываний х Е Rz(n) является функцией класса 0 0 . То же 

относится и к функции высказываний V (х Е Rz(nJ). которая эквива-
п 

лентна функции х Е U Rz(n) (см. § 2, V). 
n 

Следовательно, функция высказываний х Е 0 0 (z) есть функция 
класса 0 0 и множество Е [х Е 0 0 (z)] открыто. Аналогичным обра-

х, z 
зом, если функция высказываний х Е О а (z) есть функция класса а, 

то функция х Е О а (z(n)) при фиксированном n также является функ
цией класса а, поскольку z(n)- непрерывная функция от z. Следо

вательно, функция высказываний Л [ х Е О а (z(n))] (для четных а) есть 
ll 

функция класса Ga+I (случай нечетнаго а рассматривается анало
гично). Так как 

Л fx Е о а (z<пJ)] == {х Е По а (z(п))}- (х Е о а-н (z)}. 
n n 

отсюда вытекает, что условие (iii) выполняется для а+ 1. Наконец, 
если для любого n функция высказываний х Е 0 1.n (z) есть функция 

класса G'An' ТО у [ х Е о '!сп (z(n))]- функция класса а'А. Отсюда, как 

и раньше, следует, что Е [х Е 0 1, (z)] есть множество класса 0 1 .. 
х, z 

3 а меч а н и е. Для классов Fa имеет место аналогичная теорема: 
для любого а существует универсальная функция Ра, такая, что 

множество Е [х Е F а (z)] есть множество класса Fa. А именно, 
х, z 

Fa(Z)=.%-Oa(Z). 

XIV. Существование множеств класса Ga, не являющихся 
множествами класса f'a. У становим существование таких множеств 

в пространстве сА! иррациональных чисел интервала (0, 1) 1). 

Пусть .% ="У; рассмотрим множество 

Za =Е [Z Е Oa(Z)), 
z 

представляюшее собой проекцию на ось сА! подмножества множе

ства Е [z Е О а (z')], лежащего на диагонали пространства cA!XcAI. 
z, z' 

т. е. на множестве Е (z = z') (см. § 15, IV). 
z, z' 

1
) Для а< 3 это можно установить более прямым способом, см. Бэр [3] 

и [5], а также Лузин [8), пример, данный Л. В. Келдыш. Для произвольных а 
см. работу Энгелькинга и др., Coll. Math. (в печати). 
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Так как Е [z Е О а (z')]- множество класса Ga, то Za также 
z, z' 

является множеством класса Ga (см. 111, теорема). 
Остается доказать, что Za не является множеством класса Fa. 

Предположим противное, тогда "ff- Za есть множество класса Ga· 
Пусть О а- универсальная функция, тогда существует z0 , такое, 

что ~- Za =О а (z0). Но это приводит к противоречию, ибо, со
г лас но определению множества Za, имеет место тождество 

тогда как, по определению числа z0 , 

3 а меч а н и е. Вторая часть этого утверждения представляет 
собой по существу доказательство следующей теоремы общей теории 

множеств: 

Теорема о диагонали 1). Пусть F: Т-+2т, тогда мно
жество Е [t Е Т- F (t)] не может быть значением функ

t 
цuu F. 

XV. Проблема эффективности 2). Доказательство существова
ния множества класса Ga, не являющегося множеством класса Fa• 
приведенное в п. XIV, не эффеtапuвно в том смысле, что мы 
не можем определить фушшию, которая ставила бы в соответствие 
каждому а множество, обладающее рассматриваемым свойством. 

Анализируя рассуждения п. XIII, мы видим, что отсутствие эф
фективности проистекает из того, что мы не определили функцию, 

которая ставила бы n соответствие каждому предельному числу Л 

сходящуюся последовательность чисел < Л; в самом деле, мы только 
утверждали существование, но не определили никакой конкретной 

последовательности такого рода. Такое определение до сих пор не

известно. 

Итак, для того чтобы эффективно доказать существование мно
жеств, являющихся множествами класса Ga, но не являющихся мно
жествами класса Fa, необходимо видоизменить условие 3) опреде
ления оа· 

Воспользуемся для этого функцией z, определенной в п. XII, 2. 
Положим 1' (z) = z, если z < Q, и 1' (z) = - 1 в противном случае; 
функция 1' (z) обладает двумя важными свойствами: 

1) Эта теорема была доказана Кантором; см. его доказательство нера· 

венства 2m > 111. 
2 ) См. Куратоnекий [8], Серпинекий [21). 
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1 о она ставит в соответствие каждому числу z трансфинитное 
число (или -1) таким образом, что исчерпываются все числа а< Q; 

2° функция высказываний Cf'a(z)= (О< 't(z) <а) есть функция 
класса аа· 

Допустим, что функция Оа определена условиями 1), 2), п. XIII 
и следующим условием, заменяющим условие 3): 

Докажем утверждения (ii) и (iii) п. ХШ для а= Л, исходя из 
предположения, что эти условия выполняются для ~ < Л (условие (i) 
есть следствие условия (iii) ). 

Д о к аз а т е ль с т в о. (ii) Любое множество Х класса а~. имеет 
вид Х = U Х п• где Х 11 - множества класса as и О<~~~< Л. 

n n 

Любому ~~~ соответствует иррациональное число v 11 , такое, что 

't (vп) = ~n· 
Кроме того, если а~ -универсальная функция, ТО существует 

n 
число W 11 , такое, что Х n =О~ (w11 ). Но, согласно определению 

n 

функции z(n)' существует значение z, такое, что z(Zn) = V
11 
и z(2n+l) = W

11
, 

каково бы ни было n. 
Таким образом, X11 =0~11 (z(Zn+l)) и O<'t(z(Zn))=~n' откуда 

Х = O,._(z). 
(iii) Докажем, что функция высказываний двух переменных 

х Е О л (z) есть функция класса а~.. Из тождества 

[О <,; (z) = ~] =:::: 1 ер~ (z) 1\ q>~+' (z) 

видно, что функция высказываний [О < 'Т (z) = ~] есть функция 

класса а~+ 1 ; функция [O<,;(z(Zn))=~] также является функцией 
класса a~+l' так как z(Zn)- непрерывная функция от z (см. XI, 4). 
По той же причине функция высказываний х Е Os (z(Zn+l)) есть функ

ция класса а~. если ~ < Л; следовательно, логическое произведение 
двух этих функций, т. е. функция 

[О< 't(z(Zn)) = ~] 1\ [х Е о~ (z(Zn+l))]. 

есть функция класса a~+l· Поэтому функция х Е Ол (z) также 
является функцией класса ал (согласно (3') ). 

Таким образом, проблема существования для каждого а уни
версальной функции класса аа резрешена эффективным образом. 
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Определение множества Za, указанного в п. XIV, дает, следова
тельно, эффективное решение проблемы существования в про

странстве иррациональных чисел множества класса Ga' не являJ[)щегося 
нножеством класса Fa. 

*§ 31. В-измеримые отображения 

1. Классифинация. Отображение (функция) f:% ~:У. г де .:.r 
и су- метрические пространства, называется В-из.не ри.ным !<Лас са а 
(или просто от об ражение.м (фую<цией) класса а), если каково бы 

ни было замкнутое множество F с :У. множество /-1 (F) есть боре
левекое множество мультнпликативного класса а (сы. Лебег [1] ). 

Так как замкнутые множества представляют собой множества 

м у льтипликативного класса О, то, со г лас но этому определению, не

прерывные отображения совпадают с отображениями класса О. 

Взаимно однозначное отображение f называется (обобщенным) 

го.нео.мо рфиз.~tам класса (а, ~). если отображение f- класса а, 

а обратное отображение f- 1
- класса ~ (см. Куратовский [21], Сер

пинекий [48], стр. 66). 
Очевидно, что гомеоморфизмы класса (0, О) совпадают с гомео

морфизмами в обычном смысле. 

Теорема 1. Для того чтобы характеристическая функ
ция некоторого множества А была функцией класса а, необ

ходи.ио и достаточно, чтобы А было двусторонни.и множеством 
класса а. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Характеристическая функция принимает 

только два значения О и 1; в качестве пространства су возьмем 

множество, состоящее из этих двух элементов. Каждый из них пред

ставляет собой замкнутое множество. Предположим, что характери

стическая фуiiКция f является функцией класса а, тогда А =f-1 (1) 

и %-А= f- 1 (О)- множества мультипликативного класса а; сле
довательно, А- двустороннее множество класса а. 

Обратно, пусть А- двустороннее множество класса а; легко 

проверить, что f- 1 (F)- множество мулыипликативного класса а, 
каково бы ни было замкнутое множество F (пространство су со

держит только четыре замкнутых множества). 
Изложенное в § 30, XIV и III приводит к следующим заклю

чениям. 

Т е орем а 2. В любом классе а существуют действитель
ные функции действительного пере.иенного, не принадлежащие 
низши.и класса.и. 
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Т е орем а 3. Существуют функции. не являющиеся В-из
.ме pи-~tьuta. 

Последнее утверждение для сепарабельных пространста вытекает 

также из следующей теоремы: 

Теорема 4. Пусть .Я: и :У-сепарабельные простран
ства. тогда се.~tейство В-из.Jtери.иых функций aJteem _иощ
ность .::;;:с. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть последовательность R1, R2, ••• пред
ставляет собой базу пространства :У; любую функцию f, отобра

жающую пространство .Я: на некоторое подмножество пространстпа ;у, 

можно полностью охарактеризовать последовательностыо множеств 

/
-1 -1 R ) 

(R1). f ( 2 • • · • • 
Так как любая точка у пространства ;у имеет вид у= Rk, n R1г, n 

справедливо тождество 

[у= f (х)) = {х Е /- 1 (у)} ={х Е/) f- 1 (Rkn)} · 

Итак, пусть f есть В-измеримое отображение, тог да множества 

f- 1 (R,)- борелевские, и так как семейство этих множеств имеет 
мощность <;:с, то семейство В-измеримых отображений имеет мощ

ность .::::;: С~0 =с. 

Сформулируем без доказательства следующую теорему. 

Т е орем а 5. Любой паре чдсел (а, ~) (.Фtеньщих Q) соответствует 
отображение f .множества r# на себя: r# = f (o'f), являющееся гомео
.Фtорфизмом в то'iности класса (а,~) (т. е. 1ш f не является функцией 

класса <а, ни f- 1 не является функцией класса <В). Доказательство 
см. в работе Куратопекого [25]. 

11. Необходимые и достаточные условия. ПринимJ.п во внима

ние тождество f- 1 (:!/-У)= .Я:- f- 1 (У), отображение класса а 
можно определить как отображение, для которого f- 1 (О) представлпет 
собой множество аддитивного класса а, каково бы ни было откры

тое множество О. 

Теорема 1. Пусть R 1• R 2, ... -база простраrитва :У; 
для того чтобы f было отображение;,t J<Ласса а, Nеобходи"ио 

и дocтaтottlio, чтобы J<аждое из .Мiiожеств j- 1 (Rп) было AtliO

:жecтвo.lt аддитивного класса а. 
Это следует иэ того, что О= Rk, U Rk, U ... , откуда 

j- 1 (О)= /- 1 (Rk) U /- 1 (Rk,) U ... . 

Отсюда также следует, что если .множества j- 1 (Rп), n = 1, 2 ... , 
б о релевские, то отображение f является В-из.мери.мы;,t, 
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а именно оно принадлежит классу а, где а> an и где f- 1 (Rп)
множество класса an. 

В частном случае, когдасу-множество действительных чисел, 

функции класса а можно определить при помощи следующего усло

вия: множества Е (а < f (х) < Ь} являются множествами аддитивного 
х -

класса а, каковы бы ни были числа а и Ь (впрочем, можно предпо 
ложить, что они рациональные). 

Т е орем а 2. Пусть 'У- дискретное пространство и f
функция класса а; тогда f- 1 (У)- двустороннее .множество 
класса а, каково бы ни было У с"!}. 

Это утверждение следует из того, что любое множество У 
является открыто-замкнутым в пространстве "!}. 

Теорема 3 1). Пусть "!}-сепарабельное пространство; 
для того чтобы функция f была фунt{цией класса а, необхо
димо и достаточно, чтобы для любого е> О существовала 
последовательность J.tножеств Z 1, Z2, ••• аддитивного класса а, 

такая, что 

Д о к аз а т е ль с т в о. Поскольку пространство су сепарабельно, 

существует (см. § 21, II, теорема 2 и замечание 1) последователь
ность 5 1, 5 2, ••. открытых шаров, такая, что 

".Y=S1 US2 U ... и о(Sп)<е. 

Следовательно, достаточно положить Zn = f- 1 (Sп). 
С другой стороны, предположим, что условие теоремы выпол

нено. Тогда 

где Z~- множества аддитивного класса а. Докажем, что если а
открытое множество (в пространстве "!}), то f- 1 (О)- множество 
аддитивного класса а. 

В самом деле, докажем, что множество f- 1 (О) представляет собой 
объединение множеств z~. таких, что f (z~) с: О. 

С одной стороны, из условий х Е Z~ и /(Z~) с: О выте
кает, что /(х)ЕО. т. е. xEf- 1 (0). С другой стороны, из усло
вия f (х) Е а, которое эквивалентно условию х Е /- 1 (а), следует, 

1) См. Лебег [1], стр. 172 (действительная область). Что касается общего 
С,!)учая, с~ Гагаев [1], стр." 183. См. также Фересс [1], где имеется много 
применении рассматриваемои теоремы. 
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что для достаточно больших k неравенство IY- f(x)l < 1jk влечет 
за собой включение у Е О (так как О- открытое множество). Пусть 

п- индекс, такой, что х Е Z~. Тогда из неравенства 6 [! (z~)] < 1/k 
следует, что 

J(Z~) с О. 

Ш. Суперпозиция функций. 

Теорема 1. Пусть !-функция класса а и У--мно

жество класса В; тогда /- 1 (У)- Аtножество класса а+ f) 
(мультипликативного или аддитивного, в зависиNости от класса 
множества У). 

Это утверждение можно получить при помощи трансфинитной 
индукции (по В) ю тождеств 

и импликации (Bn < В):::::}(а+Вп < a+f:\). 
В частности, если f- непрерывная функция, то f- 1 (У)- мно

жество класса В· 

Те о ре~ а 2. Если f: .Я: -*".У есть функция класса а и 
g: ".У---* Z - фуНJ<Ция J<ласса в. то lz = g а f ее ть функция 
J<ласса а+ в. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Согласно § 3, IV (1), имеем 

Если множество F замкнуто, то g- 1 (F)- множество мультипли

кативного класса В; таким образом, согласно теореме 1, f- 1 [g- 1 (F)] 
есть множество класса а-+ в. 

В частности, если функция g непрерывна, то g о f и f о g
функции того же класса, что и f. 

IV. Сужения функций. 

Теорема 1. Пусть (ЕпJ-последовательность множеств 
аддитивного класса а, такая, что .Я:=E1 UE2 U ... , и пусть 
fп=f!Еп-ФУнкция класса а на En; тогда !-функция 
класса а (на всем пространстве). 

В самом деле, пусть О- открытое подмножество в "!J, Тогда 

(см.§ 3, III (15))/-1(0)=/11(0)U/2 1(0)U ... , и так как каждое 
ИЗ МНОЖеСТВ j";; 1 (0), ПО ПредПОЛОЖеНИЮ, ЯВЛЯеТСЯ МНОЖеСТВОМ аддИ· 
тивного класса а относительно Е n• которое само является множеством 

аддитивного класса а, то и j- 1 (О) как объединение множеств, при-

25 Топология, т. { 
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надлежащих этому классу, представляет собой множество аддитивного 

класса а. 

Т е орем а 2. Пусть М и N- два множества мультипли
кативного F<ласса а, таких, что .:С= М U N и сужения f 1 М 
и f 1 N- функции класса а; тогда f также является функ
цией класса а. 

Доказательство этой теоремы совершенно аналогично доказа

тельстrзу предыдущей: достаточно заменить открытое множество О 
замкнутым множеством F и бесконечное объединение- объединением 

двух членов. 

Теорема 3. Пусть !-функция класса а, тогда f\E 
танже является функцией класса а, каково бы ни было под
множество Е. 

Это утверждение непосредственно вытекает из § 3, III (14). 

Теорема 4. Пусть F 1, F 2, ••. , Fk-произвольная конеч
ная систе.ма непересекающихся множеств мультипликатив

ного класса а > О и ;у- конечное пространство, состоящее из 
элементов у 1 , .•• , yk; тогда существует фунF<ция f: .:С-'&' 

класса а, такая, что f (х) = Yi для х Е Fi. 
В самом деле, со г лас но теореме 4 из § 30, VII, существует 

система непересекающихся двусторонних множеств А 1 , ••• , Ak 
класса а, таких, что 

Положим f(x)=Yi для xEAi, l=1, ... , k. Согласно теореме 1, 
f есть функция .класса а. 

V. Функции многих переменных. В случае, когда независимая 
переменная пробегает прямое произведение двух пространств .:С Х с,у, 
функция f называется функцией двух переменных. 

Очевидно, что любую функцию /: .:С- z одной переменной 
всегда можно рассматривать как функцию g: .Z' Х ;у- z дrзух 

переменных, полагая g (х, у)= f (х). 

Теорема 1. Если !-функция класса а и g(x, y)=f(x), 
то g является функцией класса а относительно переменной 
(х, у). 

В самом деле, если х рассматривать как функцию (абсциссу) 
точки (х, у), то она будет непрерывной функцией точки (х, у) (см. 
§ 15, II). В силу теоремы о суперпозиции функций (III, 2), f есть 
функция класса а. 
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Т е орем а 2. Если функция f пере.менных х и у непре
рывна относительно пере .мен ной х и является функа,ией класса а 
относительно пере.иенной у, то она является функцией J(Ласса 
а+ 1 относительно переменной (х, у) 1). 

В частности, если функция f непрерывна относительно каж
дой из переменных в отдельности, то она является функцией 
первмо класса. 

Следовательно, любая функция п пе ременных, непрерывная 
относительно каждой из них в отдельности, является функ
цией класса п- 1. 

Так как доказательство теоремы 2 в случае, когда .я;- сепара

бельное пространство, является более простым, рассмотрим сначала 
этот частный случай. Докажем предварительно следующее утверждение: 

Пусть r 1, r 2, ••. -последовательность точет{, плотная 
в пространстве .я;, и g- непрерывная функция; для того 

чтобы точка g (х) принадлежала замкнутому .множеству F, 
необходимо и достаточно, чтобы для каждого n существовал 
такой индекс k, что !x-rk! < 1/п и g(rk)EBn, где Вп-откры
тый обобщенный шар радиуса 1/п с центром F: 

(i) {g(x)EF}=Л V [!x-r"! < l] Л [g(rk)EBn!· 
n k n 

В самом деле, если Гk 1 , rk,• ... -последовательность, сходящаяся 
к точке х, то lim g (rk ) = g (х); следовательно, для достаточно 

m-+oo т 

больших т имеем 1 rkm- х 1 < 1/п и 1 g (rkm)- g (х) 1 < 1jп. 
Итак, пусть g(x)EF, тогда g(rkm)EBn и правая часть тожде

ства (i) имеет место. Обратно, если предположить, что для любого n 
существует индекс kп, такой, что 1 х- rkn J < 1/п и g (rkn) Е Bn, 
откуда p[g(rk ). F]<1fп, то limrkn=x, откуда limg(rkп)=g(x). 

n n-+co n-+co 

Поскольку }~~р [g (r"п)• F] =О, имеем р [g (х), F] =О, т. е. g (х) Е F. 

Подставим в формулу (i) вместо функции g (х) функцию f (х, у); 
ТОГ да МЫ ПОЛУЧИМ 

{f(x, у)ЕF)=::Л V[lx-r"l < ..!.] 1\ [f(rk, у)ЕВпJ, 
n k n 

откуда 

(ii) /-
1
(F)=Q y{[(~lx-r"l < ~) Х ~J n 

n [.я: Х 1~:/(rk, у) Е Вп J}. 
1) См. Лебег [1] и Куратонекий [16]. Элементарные примеры показывают, 

что функция двух переменных может быть разрЫвной, даже если она не· 
прерывна относительно каждой из двух переменных в отдельности. 

25* 
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Итак, если f (г k• у) определяет функцию класса а относительно 

переменной у, то Е [f (г k• у) Е Bnl есть множество аддитивного 
у 

класса а (при фиксированных k и n). 
Очевидно, что множество Е [[х- Г~z/ < 1/n] является открытым 

х 

шаром. Отсюда методом вычисления класса функции высказываний 

(§ 30, XI) можно вывести, что функция высказываний двух перемен-

ных IJ(x, у)ЕР) и ыножество f- 1 (P) принадлежат ыулыиплика
тивно~IУ классу а+ 1. 

Теорема 2 установлена для случая сепарабельного пространства; 

перейдем к общему случаю ( сы. Монтгомери [ 1], Куратоnекий [28] ). 
Если а= О, то вместо (i) можно пользоваться следующиы тожде-

CTBO~I: 

(iii) [g(x)EP)=~ 'j [lx-x'/ < ~] /\ [g(x')EBnl• 

которое легко вывести аналогичным образом. Заыениы в форы у л е (ii) 
U на U и гk на х'. Так как ыножество в фигурных скобках от-
" х' 
крыто (ибо по предположению а= 0), сумыираванне (нес четное) U 

х' 

приводит к открытому ыножеству и, наконец, /- 1 (Р) есть ыноже
ство типа G6 Таким образоы, теореыа 2 доказана для а= О. Допу
стиы теперь, что а> О. 

Предварительно рассмотриы замкнутое ыножество F и последо

вательность точек, таких, что lim Yn =у. Пусть В"- открытый шар 
с центроы F радиусоы 1/n (сы. § 21, IV). Докажеы, что у ЕР тогда 
и только тогда, l<огда для любого n существует индекс k, 
тalco!i, что Yn+k EBn; в логических символах 

(iv) 

В саыоы деле, с одной стороны, если у Е F, то все точки Ут 
с достаточно большиыи индексаыи удовлетворяют неравенству 

1 У т- у 1 < 1/n, т. е. У т Е Bn; следовательно, за индекс k ыожно 
nринять произвольный достаточно большой индекс. С другой сто-

роны, если у~ F, то, в силу форыулы F = П Ёп, существует индекс т, 
n 

такой, что у~ Вт. 
Из равенства у= lim Уп следует, что, начиная с некоторого ин

декса n > т, все точки Yn-+lz не Принадлежат шару Вт, следова
тельно, не nринадлежат шару Вт; это nоказывает, что правая часть 
выражения (iv) не выполняется. 

Такиы образоы, форыула (iv) установлена. Докажем вспомога
тельную теорему, касающуюся а4t'-операции (см. § 30, Х, откуда 
заимствованы обозначения). 
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В сп о м о г а т е ль н а я т е орем а. Пусть Р- свойство мно
жеств, инвариантное как относительно о#-операции, та~t 
и относительно прямого произведения на пространство .:С. 

Пусть Я:= (р0 , р 1 , ••• , р~ . ... J (пространство§ вполне упо-
рядочено) и 0 0 , 0 1, ••. , О~ . ... - трансфинитная последова-
тельность открытых множеств, такая, что .% = U 0~. Обо-

~ 
значим через 1,; (х) миниNдльный инде~tс. такой, что х Е О~ (х), 
и положи.мw(х)=рs(х)' Пусть ер(х, у)-фуН!щия высказываний 

двух переменных, пробегающая пространство § и та~tая, 
что множество Е ер (х, у) обладает свойством Р, ~tаково бы 

у 

ни было х. 

При этих предположениях множество Е ер [w (х), у] таt<Же 
х, у 

обладает свойством Р. 

Согласно определению функции w (х), имеет место тождество 

(1) (p6 =w(x)J={xEOs- U OYJ}· 
YJ<s 

Следователь но, 

Тогда имеем 

Е ер !w (х), у]= Е V ер (р~;. у);\ [х Е (О~- U OYJ)] = 
х, у х, у s YJ < 6 

=U{ Еер(Р6· y)nE [xE(G6- U OYJ)]}= 
6 х, У х, У YJ<s 

Положим 

Еер(р;. у)=Х6 и ЕСхЕО6)=0~. 
х,у х,у 

Тогда 

(2) Eep[w(x), yJ=U (Xsno~- U о~). 
х, у ~ YJ <~ 

откуда следует, что множество Е ер [w (х), у] порождается множе-
х, у 

ствами (X~J. если применить к ним о#-операцию. 
Так как Х~ = § Х Е ер (Ps· у), то множество Х~ обладает свой

У 

ством Р. 

Поскольку О~= 0 6 Х %, множество О~ открыто. Свойство Р 
инвариантно относительно o1t -операции, поэтому из равенства (2) 
вытекает, что множество Е ер [w (х), у] обладает свойством Р. 

х, у 



390 Г л. 2. Метрические пространства 

Вспомогательная теорема доказана; пусть f- функция, не
прерьшная по х и класса а> О по у. Докажем, что Е [f (х, у) Е F]-

х,у 

множество мультипликативного класса а+ 1, каково бы ни было 

множество F = f. 
Пусть при фиксированном n, n = 1, 2, ... , множество О~- (от

крытый) шар с центром в точке р~ радиуса 1jn. Обозначим через 
Wn (х) функцию w (х), определенную равенством (1). Так как х Е о~ (х) 
и wn (х) = р~ (х) Е Os (х)' имеем 

1 
(3) Jwп(x)-x/ <п· откуда IImwn(x)=x. 

n-+oo 

В силу непрерывности функции f относительно х, из равенства (3) 
вытекает, что 

lim f [wп (х), у]= f { [ lim wn (х)], у 1
1 

= f (х, у), 
n-+oo n-+oo 

откуда, в силу (iv), 
со со 

(4) [f(x, y)EPJ::= Л V (ffwпн(x), YlEBnJ· 
n=l k=l 

Пусть в вспомогательной теореме свойство Р- это свойство быть 

множеством аддитивного класса а; положим 

Так как аддитивный класс а> О инвариантен относительно с4t-опе
рации (см. § 30, Х. 3) и относительно прямого умножения на про

странство .Я: (см. § 30, 111), то множество 

Е IPn [wnz (х), У]= Е (! [wnz (х), )']Е BnJ 
х, у х, у 

есть множество аддитивного класса а, каковы бы ни были т и n. 
Следовательно, в силу ( 4), f- 1 (F)- множество м у льтипликативного 
класса а+- 1 . 

3 а меч а н и е. Функция f : .Я: Х 6.!f--> Z, являющаяся функ
цией первого класса относительно каждой из пере.менных, 
.может быть не В-измеримой (и даже не из.мери.мой в смысле 
Лебега). (См. Серпинекий [б], [23], стр. 68.) 

В самом деле, пусть на евклидавой плоскости (f Х (f множе
ство А -не борелевекое множество, расположенное на окружности 

(или множество, поверхностно не измеримое в смысле Лебега, пере
секающееся с любой прямой, параллельной одной из о~;ей, самое 

большее в двух точках). 
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Характеристическая функция множества А не В-иJмерима (см. п. I), 
тогда как по отношению к каждой из персменных она является функ

цией первого класса; действительно, она обращается в О всюду, за 
исключением (самое большее) двух точек. 

Vl. Сложные функции. Любая пара функций f: (f ~ %, g : (/- 6.!f 
определяет "составную" функцию h : (f _"..% Х "!/ (см. § 3, 111). 

Теорема 1. Пусть %а У-сепарабельные 1) простран
ства. Для тоzо чтобы фун1<цая h принадлежала классу а, 

необходимо а достаточно, чтобы классу а принадлежали функ· 
цаа f а g. 

Н е о б ход и м о с т ь. Пусть О- открытое подмножество про· 
странства %, тогда множество ОХ"!/ открыто, и если h- функция 

класса а, то Е [h (t) Е О Х "!/] есть множество аддитивного I<ласса а; 
t 

так как, в силу тождества lf (t) Е О)= \h (t) Е ОХ"!/}, оно сов па· 
дает с множеством f- 1 (0), то функция f принадлежит классу а. 

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть R1, R2, ••• -база пространства % 
и S 1, S 2, ••• -база пространства "!f. Тогда двойная последователь· 
IIOCTb Rm х sn образует базу пространства % х "!/ (см. § 15, 1, 3). 
Следовательно, достаточно (см. Il, 1) показать, что множество 

h - 1 (Rт Х Sп) принадлежит аддитивному классу а. Согласно 
§ 3, III (23), имеем 

h-
1 (Rт Х Sп) = /- 1 (Rт) n g- 1 (Sп)• 

и так как функции f и g, по предположению, являются функциями 
класса а, то множества /- 1 (Rп,) и /-1 (Sп) принадлежат аддитивному 
классу а; следовательно, их пересечение h-1 (Rпz Х Sп) является мно
жеством того же класса. 

Предшествующие рассуждения можно применить к сче тно.и у 

произведенаю. 

Теорема 1'. Пусть % 1, .fl.~2 , ... -последовательность се
парабельных пространств, и пусть z: (f ~ % 1 Х % 2 Х ... , 
т. е. отоб раженае z представляет собой последовательность 
от об ражена/1. Zp z2, • • • • Для того чтобы z было отоб раже
нием класса а, необходимо а достаточно, чтобы каждое из ото
б раженай zi принадлежало классу а. 

1) Было бы интересно выяснить, существенно ли здесь предположение 
сепарабельности nространства. 
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Необходимость этого условия доказывается так же, как в пре

дыдущем случае, ибо имеет место соотношение 

{z1 (t) Е О)= {z (t) Е (ОХ .%2 Х .:Сз Х . · .)). 

Докажем его достаточность. Обозначим через R~,. т= 1, 2, ... , 
базу пространства .%1. Тог да множества вида 

Rk Х R~ Х ... Х R'k Х .% n+i Х .%н2 Х . · · 
1 2 n 

образуют базу пространства .%1 Х .%2 Х ... (§ 16, I). Имеем 

z-
1

(R1 1 X ··· XR'kпX.%n+IX.%,н2X ... )= 
= z- 1 (R 1 

) n ... n z- 1 (Rn ) n с1 n с1 n 1 k
1 

n krz • • • ' 

по формуле § 3, Vlll (9). 
Так как первые n множеств последн~го пересечения принадлежат 

аддитивному классу а, то и все пересечение также принадлежит этому 

классу, что и требовалось доказать. 

Пусть / 1: .%1 --'>- :У 1 , и пусть 3 = (~ 1 • ; 2, ••• ) - персменная точка 
пространства .%1 Х .Z'2 Х ... тогда, полагая t) (3)=(/1 (~ 1 ), / 2 (~

2 ), ••• ), 

мы получаем отображение-произведение 

t): .%1 х %2 х ... --'>-:У! х '&'2 х ... 
(ер. § 3, VШ). 

Теорема 2. Пусть каждая иа фунJ<Ций / 1 :.%1->"!! 1 
является фуНJ<цией класса а; тогда t)-та1сже фуНJ<ция класса а. 
Пусть функция g: "!/1 Х "!/2 Х ... --'>- Z есть функция класса ~. 
тогда функция g о t) : .%1 Х .%2 Х ... --'>- Z является функцией 
ил асса а+ /3 (пространства ';1/1 предполагаются сспарабельными). 

Дейстnительно, так как функции 31 непрерьшны и координаты j 1 (~
1) 

точки ~ (3) являются функциями точки 3, принадлежащими классу а, 
функция ~ также принадлежит классу а. Кроме того, отображение g о t) 
принадлежит классу а+~· 

Теорема 3. Пусть / 1 :.%1 --'>-"!/1 (i=I, 2, ... )-отображе
ние класса а (пространства ';1/ 1 сепарабельны). Тогда множество 

3 =Е 1/1 (3 1
) = /2 (52)= · · · J, 3 Е П .:ci. 

3 i 

принадлежит мультипликативному классу а в П .'i:'1• 
i 

Более того, отображение f*: 3--'>- "!f, где f* (3) = f 1 (31) для 
5 Е 3, принадлежит классу а и 

J* <З) = n ft c.:cl). 
i 

Наконец, если отображения / 1 - гомеомо рфизмы класса 
(а,~). то отображение j* maJ<Жe является гомеоморфизмом 
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класса (а, М (пространства .J:i предполагаются сепарабель
ньиtu). 

Доказательство полностью аналогично доказательству теорем 4 
и 5 из § 16, IV. 

Т е орем а 4. Для того чтобы характеристическая фун!с
ция последовательности множеств Al' А2 , • • . (ер. § 3, VII) 
была функцией класса а, необходимо и достаточно, чтобы 
каждое из этих множеств было двусторонним множеством 
класса а. 

Это утверждение следует непосредственно из теорем 1' и I. 1. 

Пр и мер ь1. 1. Пусть су -сепарабельное пространство, 11 : % 1 ~су 
и 12 : % 2 ~су- функции класса а и h (xl' х2) = [ 11 (х1)-12 (х2 ) [. 

Тогда lz- функция класса а. В теореме 2 нужно положить g (у 1 , у 2)= 
= 1 у 1 - у2 [; расстояние представляет собой непрерывную функцию. 

2. Пусть 11 и 12 - действительные функции класса а, тогда 

11 ± 12• 11 · 12• 11 : 12 - функции того же класса. 

VII. График отображения 1:% ~су. Пусть l =Е [у= 1 (х)]. 
х, у 

Т е орем а 1. Если 1- функция класса а, то l- .лtножес т во 
мультипликативного класса а. 

В случае, когда су- сепарабельное пространство. теорема пред

ставляет собой частный случай теоремы VJ, 3, где % 1 =су, % 2 = %. 
11 - тождественное отображение, 12 = 1 (i = 1, 2). 

Приведем более прямое доказательство, основанное на другой идее. 
Рассмотрим функцию h (х, у)= 1 у- f (х) 1· Очевидно, что 

1 =Е [h (х, у)= О]= h- 1 (О) 
х, у 

(где О озн11чает число нуль). Так как h- функция класса а (см. VI, при· 
мер 1), то h- 1 (0)-множество мультипликативного класса а 1 ). 

В случае, когда су- Произвольное метрическое пространство. при 

доказательстве мь1 будем опираться на вспомогательную теорему 

из п. V (см. Монтгомери [1] ). 
В этой теореме заменим пространство % nространством су, 

а в качестве множества О~ возьмем открытый шар с центром в точке р~ 

1) См. Хаусдорф [5]. Случай действительной функции см. в работе Сер
пинекого [9]. 

Для общего случая в заметке Куратонекого [ 15] дано другое доказатель
ство, основанное на следующей формуле .разделения переменных•: 

(у =1= у')= V (у Е '1/- Rп) л (у' Е Rп), 
n 

где R 1, R2 , ••• -база пространства. 
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радиуса 1/п (при фиксированном п). Обозначим, как в доказатель
стве теоремы V, 2, через Wn (у) функЦию w (у), определенную ра
венством V (1). Из неравенства V (3) СJiедует соотношение эквива-
лентности 

откуда 

1 
[у= f (x)l =:=Л 1 Wn (у)- f (х) 1-<.-, 

n n 
и, следовательно, 

(1) l=E[y=f(x)J=Q Е [lwп(Y)-f(x)\ < ~]. 
х,у n-1x,y 

Положим в вспомогательной теореме 

(2) ср(х, y)==[Jy-j(x)J-<.~]· 
Так как множество Е (р (х, у) для любого у принадлежит мульти-

х 

пли·катшзному классу а (поскольку f- функция класса а) и так как 
м у льтипликативныИ класс а> О яnляется инвариантом c4t -операции 
(со г лас но § 30, Х, 3) и прямого умножения на пространство "!}, то 
отсюда следует, что Е ер [х, wn (у)]-множество мультипликативного 

х, у 

класса а. 

Согласно (1) и (2), множество 1 также принадлежит мультип.1и
кативному классу а. 

Разумеется, если а= О, т. е. если функция f непрерывна, то 

множество 1 замкнуто (со г лас но § 15, V, 2). Если а= 1, 1 есть 
G6-множество. Однако обратные утверждения не имеют места. 

Т е орем а 2. Если f- функция класса а и А- .множество 
класса ~ в пространстве !С Х "!}, то проекция Р ~тожества 
1 nА на ось %' есть .иножество класса а+В . .мультиплш<а
тивного или аддитивного, в зависимости от того, како~tу 

классу принадлежит А (пространства !С и"!} предполагаются 
се па рабельн ы.ми). 

Пусть h(x)=(x,f(x)). Тогдаh-функция.классаа(согласноV!, 1), 
и поэтому множество Р = h -t (А) принадлежит классу а+ В (со
гласно III, 1). 

VIII. Предел фушщий J ). 

Теорем а 1. Предел сходящейся последовательности фуик
ций класса а есть функция класса а+ 1. 

1) См. Хаусдорф [5]. 
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Положим f (х) = \im fп (х). Согласно V (iv), 
n-+oo 

откуда 

Но fп-Функции класса а, поэтому множество ~~~k(Вп) есть 
множество аддитивного класса а и, следовательно, f- 1 (F) есть мно
жество мультипликативного класса а+ 1, что и требовалось доказать. 

В частности, предел последовательности непрерывных функций 

есть функция первого класса. Предел последовательности функций 

конечных классов есть функция класса (J) + 1. 

Т е орем а 2. Предел равнолtерно сходящейся последователь
ности функций класса а есть функция класса а. 

Действительно, так как сходимость равномерна, существует после· 

довательность целых (возрастающих) чисел тп, таких, что j f (х)-
- f k (х) j < 1/n для любой точки х и любого k :;;?;-О. Покажем, 

mn+ 
что отсюда вытекает соотношение эквивалентности 

Положим, для сокращения записи, у= f (х) и Уп = f n (х). ПредпО· 

ложим, что у Е F; тогда у +k Е В для любых n и k, так как 
mn n 

1 у- у mn+k j < 1/n. Обратно, ~ели предположить, что правая часть 

равенства имеет место, то Ymn Е Bn для любого n, откудар (Утп' F)-<.1/n, 
и так как р (у, F)- непрерывная функция аргумента у (§ 21, IV (5) ), 
то из равенства у= lim у т вытекает, что р (у, F) =О и, следова-

n-+оо n 
тельно, у Е F. 

Итак, 

и поскольку j- 1 k (Ё)- множество мультипликативноrо 1\ласса а, 
mn+ n 

то и f- 1 (F)- множество мультипликативного класса а. Следова
тельно, f- функция класса а. 

В частности, предел равномерно сходящейся последовательности 

непрерывных функций есть непрерывная фун\\ция (см. § 21, Х, тео· 
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рема 2'). Предел равномерно сходящеttся последовательности функ
ций конечных (возрастающих) классов есть функция класса (\). 

3 а меч а н и е. Равномерная сходимость никоим образом не является 
н е о б ход и мы м условием того, чтобы функция f (х) = lim f n (х) 

n~co 

была функцией класса а. Имеется следующее н е о б ход и м о е и 
д о с т а т очное условие (пространство '&' предполагается сепара

бельным): для любого е> О существует сколь угодно большой 

индекс n, такой, что .множество E{!/(x)-fп(x)l<eJ npu-
x 

надлежит аддитивно.му классу а 1). 
Это необходимое условие, ибо функция 

crn (х) = 1 f (х)- fп (х) 1 

есть функция класса а, со г лас но Vl, пример 1. Оно является также 
достаточным. В самом деле, из этого условия вытекает (при фикси

рованном е) существование последовательности возрастающих целых 

чисел k 1 < k2< ... , таких, что множества En = ~ ( J f (х)-fkп (х) J <е} 

принадлежат аддитивному классу а. 

Но последовательность {! n (х)) 

и так как каждая из функций fk 
n 

сходится, поэтому .% = U Е1 , 
l 

есть функция класса а, то, со-

г лас но 11, 3, существует двойная последовательность множеств Z/ 
аддитивного класса а, таких, что 

Так как множества En n Zl принадлежат аддитивному классу а, то 
достаточно (в силу той же теоремы 3, п. 11) показать, что 

Ь [J (Еп П zi)] <;: 3е. 
Пусть Xj и Х2 ЕЕп n Zl. Тогда 

откуда 1 f (х 1)- f (х2) 1 < 3е, что и требовалось доказать. 
Теорем а 3. Пусть GJ!-сепарабельное пространство. Любая 

функция f класса а> О есть предел равномерно сходящейся 

1) Это условие принадлежит Шпильрайну-Марчевскому (см. Гагаев [1] ). 
Что касается других необходимых и достаточных условий, см. цит. раб. и 
Хан [2], стр. 309. 
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последовательности фунт;:цuй ln класса а, таких, что все лtно
жества 1 n (.%) дист<ретны 1). 

Более того, Аtожно предположить, что лtножества ln (.%) 
IСОнечны, если пространство су вполне ограничено. 

Пусть пространство су сепарабельно (соответственно вполне огра

ничено), тогда для любого е> О сущестiJует дискретное множе
ство (соответственно конечное множество) /, такое, что любая точка 
этого пространства расположена на расстоянии < е от некоторой 

точки множества 1 (см. § 21, VIII, 1 и замечание 1). 
Расположим множество 1 IJ последовательность (конечную или 

бесконечную) различных эле?vtентов: у 1 , у2 , .••• Положим 

Ak =Е ( 11 (х)- Yk 1 <е), Bk =Е ( 1 l(x)- Yk 1 > 2е). 
х х 

Так как Ak и Bk- непересекающиеся множества мультипликативного 

класса а, то существуют, согласно теореме отделимости(§ 30, VII, 2), 
двусторонние множества F k класса а, такие, что Akc F k и F k n В= О. 
Со г лас но определению множества 1, имеем 

.%= U Ai, откуда .%= U Fi. 
i i 

Функция g, определенная следующим образом: 

. ) { У! g(x = 
Yk 

есть функция класса а. 

для 

для 

xEF 1, 

xEFk-(F1 U ... UFk_ 1), 

Это следует из того, что множество g- 1 (Yk), совпадающее с мно
жеством F k- (F 1 U ... U F k- 1), принадлежит аддитивному классу а 
(даже является двусторонним множеством класса а); так как значения 

функции g образуют счетное множество, то g- 1 (О) есть мноЖество 
аддитивного класса а, каково бы ни было О. 

Более того, для любой точки х имеет место не равенство J 1 (х)
- g (х) 1 < 2е, ибо из равенства g (х) = Yk следует включение 
х EFk с .%-Bk. 

Положим функции 1 n равными функции g при е, равном 1/п. 
Следующие две теоремы служат для доказательства теоремы 6 

(частным случаем которой является первая теорема) 2). 

Т е орем а 4. Любая фун!Сция 1 IСЛасса а> 1, принилtающая 
толь/Со f(Онечное число значений, есть предел последователь-

1) Что касается случая действительных функций, см. Балле-Пуссен [1], 
Кемписти [1], Серпинекий [19]. Общий случай см. в работе Банаха [7], 
стр. 287. 

2 ) По поводу утверждений, которые сформулированы ниже, в п. VIII, 
см. Банах [7], стр. 283. 
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наста функций fп классов <а, принимающах только значе
ния из области значений функции j. 

Более того, если а= А+ 1, где А- предельное число, то 

j п- функции 1-:лассов < А. 
В самом деле, пусть (у 1 , ••• , Yk)- множество значений функ-

ции f. Следовательно, Ai == f- 1 (уJ-двустороннее множество класса а. 
Согласно § 30, JX, 1 и 2, 

(1) А 1 = Limes А 111 , 
n-+oo 

где А 111 - двустороннее множество класса <а, соответственно 

класса < "л. Положим 

F ln = Aln• F2n = А2п- A1.n• · · · • F kп = Аkп- (Аiп U · · · U Ak-1, п). 

Так как при фиксированном n эти множества не пересекаются и 

являются множествами мультипликативных классов <а (соответ

ственно < .:ч. то, согласно JV, 4, существует определенная на про
странстве .:С функция f n класса < а (соответственно < А), прини
мающая только значения У!' ... , Yk· такая, что /11 (Х)=у 1 для xEF111 • 

Тогда имеет место соотношение f (х) = Iiш f n (х). Действительно, 
n-+co 

k 

пусть х0 -фиксированная точка. Так как%= U А 1 , положим х0 ЕА 1 
i=l 

для векоторого i, т. е. f (х0) = у 1 • Поскольку х0 ~ А 1 при l =1= i, из (1) 
следует, что при достаточно большом n 

XoEAin и Xo~Aln• 
поэтому 

Хо Е Fin• откуда f n (хо) = Yt = f (ха). 

Теорема 5. Пусть lfп) и (g 11 ), n=1, 2, ... ,-две после
довательности функций классов <а, каждая из которых при

нимает только конечное число значений, и пусть 

(2) Iim / 11 (х) == f (х) и Iim g n (х) = g (х). 
n -+оо n-+co 

Тогда существует последовательность функций (h 11 ) клас
сов <а, каждая из которых принимает толыт конечное число 

значений, такая, что 

(3) !im h 11 (х) = g (х) и 1 h 11 (х)- fп (х) 1 <;_с, 

где с удовлетворяет неравенству suplf(x)-g(x)l<c (':!1-ce
x'iX 

парабельное пространство). 
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Так как функция 1 g n (х)- f n (х) 1 есть функция класса <а (п. VI, 
пример 1) и принимает при каждом фиксированном п только конеч

ное число значений, то множество An точек х, таких, что 1 g n (х)
- f n (х) 1 <:;;:с, есть двустороннее множество класса <а (см. 11, 2). 
Положим 

для 

для 

Тогда hп есть функция класса <а (согласно IV, 2). В силу опре
деления функции hn, выполняются соотношения (3). Действительно, 
пусть ха- фиксированная точка, тогда, в силу (2), для достаточно 
больших n имеем 

откуда 

ХоЕАп И hп(Ха)=gп(Ха). 

Следовательно, lim hп (ха)= lim g п (ха)= g (х0). 

Теорема 6. Пусть пространство 'У сепарабельно; любая 
функция f класса а> 1 является пределом последовательности 
функций классов < а. 

Более того, если а= Л+ 1, где Л- предельное число, то эти 
функции принадлежат классам <Л. 

Если 'У- метрическое сепарабельное пространство, то можно счи

тать, что оно вполне ограничено (см. § 22, II, следствие 1а). Поэтому, 
в силу теоремы 3, имеем 

f(x)= lim fт(х), 
m~co 

где / 1, / 2 , ••• -функции класса а, принимающие только конечное 
число значений, и сходимость равномерная. Можно допустить, что 

(4) 

заменяя в случае необходимости последовательность {/ тJ векоторой 
подпоследовательностью. 

Согласно теореме 4, 
f т (х) = lim f mn (х), 

n-+oo 

где f mn- функции класса < а (соответственно <Л), лринимающие 
только конечное число значений. Определим по индукции (относи
тельно т) двойную последовательность функций hmn классов <а 
(соответственно <Л), каждая из которых принимает только конечное 
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число значений, такую, что 

(5) lim hmn (х) = f т (х) и 
!l~OO 

1 
1 hт+l, n- hтп (х) 1-< 'J!i'' 

Положим h 1n (х) = f 1n (х). Предположим, что последовательность 
hтi• hm2, . . . определена; существование последовательности hт+I, I> 

hт+ 1 , 2 • ••• , удовлетворяющей требуемым условиям, вытекает из тео

ремы 5, если заменить в ней функции f на f т• f n на hтп• g на f т+I• g n 
на f т+I, n и константу с на 1j2т. Покажем, что 

(б) lim hnn(x)=f(x); 
n.....:,.co 

это завершит доказательство теоремы 6. 
Пусть заданы точка х0 и е> О. Пусть т- целое число, такое, 

1 2m-l 
что j <е и 

(7) 

Пусть, наконец, п0 > т- целое число, такое, что 

(8) 1 hmn (х0)- f т (х0) 1 <е при n > n0 • 

Тогда при n > n0 , в силу (5), (8) и (7), имеем 

Jhnn (хо)- f (хо) 1-<: [ 1 hnn (хо)- hn-1, n (хо) 1 + 
+ 1 hm·tl, n (хо)- hmn (хо) 1) + 1 hmn (Хо)- fт (хо) 1 + 

+lfm(x0)-f(x0)\<(
2
n
1
_1 + ... + 2~)+е+е<Зе, 

откуда следует равенство (6). 

3 а меч а н и е. Теорема 6 при а= 1, вообще говоря, неверна. 
Так, например, если пространство су состоит из двух элементов О 
и 1, то характеристическая функция одной точки пространства .%' 
действительн:,Iх чисел есть функu1-1:я класса 1, хотя никакая последо
вательность непрерывных функций (значения которых принадлежат 

пространству 'У) не сходится к этой функции. 

Между тем эта теорема остается в силе при а= 1 в следующих 
двух важных частных случаях: 

1° когда пространство (сепарабельное) .%' нульмерно; 
2° когда 'У= g, (5 или 'У= gm (m-<: N 0). 

Действительно, в случае, когда dim .%'=О, утверждение 3 верно 
для а= О, а утверждение 4 верно для а= 1. Что касается случая 2°, 
то имеет место следующая 

Теорема 7. Если 'У= g (или даже gm, m-<: N 0), то любая 
функция первого класса является пределом некотороfi после

довательности непрерывных функций, 
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Достаточно (в силу § 20, IV, 1) ограничиться случаем, когда про
странство vy представляет собой интервал. В этом предположении 

рассмотрим сначала случай, когда функция f принимает только конеч-
й м / -1 (у,.) ное число значени : у 1 , ••• , Yk· , ножество есть множество 

типа F0 . Положим 

В силу теоремы Титце (§ 14, IV), для каждого n существует непре
рывная функция f п• определенная на пространстве %, такая, что 

f n (х) = у 1 при х Е Fin• 1 <;: i <;: k, и, кроме того, значения функ
ций f n не выходят за пределы нижней и верхней граней функции f. 

Тог да имеем f (х) = lim f n (х). В самом деле, пусть х0 -фикси-

k 

рованная точка. Так как % = U А 1 , то для некоторого i имеем 
i=l 

х0 Е А 1 • Согласно (9), при достаточно больших n справедливо вклю
чение х0 Е Fin• откуда f n (х0) = у 1 , т. е. f n (х0) = f (х0). 

Перейдем теперь к общему случаю. Пусть UmJ - векоторая 
последоiJательность функций класса 1, равномерно сходящаясяк функ
ции f, каждая из которых принимает только конечное число значе

ний (теорема 3). Без ограничения общности можно считать, что 
не равенство ( 4) имеет место и что fo (х) =О. 

Tai< как разность f т (х) -- f m-I (х) является функцией первого 
класса (см. Vl, пример 2), то, как мы только что доказали, суще
ствует двойная последовательность непрерывных функций g mn• таких, 
что 

1 
1 gmn (х) 1 <;: 

2
m-! • 

т 

Положим hтп (х) = ~ g 1n (х). Так как соотношения (5) выполняются, 
i=l 

то равенство (6) доказывается так же, как в {;лучае теоремы 6. 

IX. Аналитическое представление. Семейство функций, nред
стави.мых аналитически, есть, по определению (см. Бэр [1] ), наи

меньшее семейство функций, содержащее 

1) все непрерывные функции, 

2) пределы сходящихся последовательностей принадлежащих ему 
функций. 

Такое семейство функций распадается на классы Фа, где а< Q, 
следующим образом: 

1 о класс Ф0 состоит из непрерывных функций; 
2° класс Фа (а> О) состоит из функций, представляютих собой 

пределы сходящихся последовательностей функций классов Ф~, s < а, 
26 Топология, т. t 
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Теорема Лебега- Хаусдорфа 1). Пусть ~-интер
вал g (или, более общим об разом, gm, где тп-<;: ~ 0); тогда 
класс Фu совпадает с се.Аtейством В-измеримых функций класса а, 
соответственно класса а+ 1, в зависимости от того, конечно 
или бесконечно а 2). 

Для доказательства теоремы применим индукцию. Утверждение 
очевидно при а= О; допустим, что оно верно для любого ~ < а. 

Согласно VIII, 7 и 1, класс Ф1 совпадает с множеством функций 
первого класса. 

Согласно VIII, б и 1, множество функций (конечного) класса n + 1 
совпадает с множеством пределов сходящихся последовательностей 

функций класса n, следовательно (если положить а= n + 1 ), класса Ф n; 
это множество совпадает с классом Фn+I (согласно 2°). 

Теорема доказана для а<(!); допустим, что а= 'А, г де 'А -пре
дельное число. 

Любая функция f Е Ф1• имеет вид 

f(x)= Jim fт(х), где fmEФsm и sm<Л. 
т-о.оо 

По предположению, f т есть В-измеримая функция класса ~т+ 1, сле
довательно, класса 'А, откуда, в силу теоремы VIII, 1, f есть функ

ция класса 'А+ 1 . 
Обратно, если f- функция класса Л+ 1, то, согласно VIII, 6, 

f (х) = lim fm (х), где f т- функция класса ~т< 'А. 
т-о.оо 

Следовательно, f т Е Ф. , откуда вытекает, что f Е Ф~.. 
"rn 

Таким образом, установлено совпадение класса Фл с множеством 
В-измеримых функций класса Л+ 1. С помощью конечной индукции 
отсюда можно вывести, как и выше, совпадение класса Фл+п с се
мейством В-измеримых функций класса 'А+ n + 1. 

Замечание. В произвольных (ыетрических сепарабель

ных) пространствах ~ при ОПf>еделении аналитически представимых 

функций удобнее за исходную точку принимать функции ne рвого 
класса вместо непрерывных функций. Таким образом, получается 

трансфинитная последовательность Ф~. Ф~ .... , Ф~ .... (а< !2), г де 
Ф;- семейство В-измеримых функций класса 1, а классы Ф~ для 
а> 1 определены, как выше, условием 2°. 

Доказательство, полностью аналогичное предыдущему, позволяет 

установить следующее предложение: 

1) См. Лебег [1], Хаусдорф [5], гл. 9. 
2) Обратно, класс а В-измеримых функций совпадает с классом Фа-!• 

еслn а бесконечно и не пвляется предел1>ным числом. См. Хаусдорф [5]. 
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Т е орем а Б а н ах а [7]. Для uаждого сепарабельного про

странства ;у класс Ф~. 1-<;;: а< Q, совпадает с се.uейство.м 
В-измеримых функций класса а, соответственно класса а+ 1, 
в зависи.мости от того, uонечно или бесконечно а. 

Х. Теоремы Бэра о фуннциях первого класса 1). Напомним 
сначала, что если f: .:С-> ;у, то множество D точек разрыва функ
ции f представимо в виде 

г де О пробегает семейство открытых множеств, а F -~ семейство 
замкнутых множеств пространства ;у (см. § 13, III (3)). 

Если пространство ;у сепарабельно, то формулу (1) можно заме
нить формулой с счетным суммированием (см. § 13, III (4)): 

(2) D=U[/-1 (Rп)-- lnt[/- 1 (Rп)I}=U[/- 1 (Sп)-/.- 1 (Sп)}. 
n n 

где Sn=".!!-Rn и R 1• R2 •••• -открытая база пространства ;у. 

Теорема 1. Множество D точек разрыва В-из.мери.мой 
функции первого класса есть .множество первой категории 

(пространство ;у предполагается сепарабельны.м). 

В самом деле, так как множество S n в форму л е (2) замкнуто. 
то по условию теоремы множество f- 1 (S п) есть множество типа О~· 

Следовательно, множество f 1 (Sп)- f- 1 (Sn) есть множество типа Fa; 
как множество видаХ -Х, оно является граничным множеством(§ 8, IV), 
следовательно, множеством первой категории (§ 1 О, 11). Поэтому мно
жество D, как объединение множеств первой категории, также является 
множеством первой категории. 

Следствие 1а. Пусть !-функция первого 1tласса и А
произвольное подмножество пространства я;. Тогда .множе
ство точек разрыва сужения f\A есть .множество первой кате
гории относительно А (пространство ;у предполагается сепа
рабельны.м). 

Т е орем а 2. Фущ<ция, точечно- разрывная на любом замн
нутом .множестве, является В-измеримой функцией первого 
класса. 

1) См. Бэр [1]. Функции первого класса играют большую роль в nрило
жениях; таковы, например, полунепрерывные функции, монотонные функции 
(более общо- функции с ограниченной вариацией), производные функции. 
Эти функции будут применяться также nри изучении компактных про
странств в гл. 4, т. 2. 
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Действительно, пусть F- произвольное замкнутое подмножество 

пространства :У. Докажем, что множество f- 1 (F) есть О~- множество. 

Положим 

:у- F = F 1 U F 2 U ... , г де F п = F п. 

К паре множеств /- 1 (F) и /- 1 (F п) (для фиксированного n) при
меним теорему 1 о из § 12, III, со г лас но которой, если Е и Н- два 

множества, такие, что соотношение Х = (Х n Е) n (Х n Н) имеет 
место только при Х =О, то существует разложимое множе
ство D, которое (в силу теоремы 5, § 30, Х) является 0~-множе
ством, удовлетворяющим следующим условиям: EcD и Н n D =О. 

Пусть теперь Х = Х П /- 1 (F) П Х П /- 1 (F п)· Допустим, от про
тивного, что Х + О. Так как множество Х замкнуто, то, по усло
вию теоремы, существует точка р, в которой сужение g = fl Х 
непрерывно. Тогда (см. § 3, III (14)) 

рЕ х сХ n J-1 (F) = g 1 (F), 

откуда g (р) Е gg 1 (F), IЗ силу непрерывности функции g. 
Следовательно, f (р) Е F, поскольку 

g(p)=J(p) и gg 1(F)cF=F. 

Аналогичным образом, из включения х с х n J-l (F п) следует. ЧТО 
f (р) Е F п· Но это невозможно, ибо F n F n =О. Итак, х =О. Сле
довательно, для любого n существует 0~-множество Dn• такое, что 

J-1 (F)cDncst'- f- 1 (F п)· 
Тогда 

J-1 (F)c П DпсП Ist' -- J-1 (Fп)J = %- U J-1 (F п) = 
n n n 

откуда f- 1 (F) = П Dп, и поскольку каждое из множеств Dп есть 
n 

00-множество, то и множество f- 1 (F) является 0~-множеством. 

3 а меч а н и я. 1. Точечная разрьшность функции f на любом 
замкнутом множестве эквивалентна сущее твованию точки непре

рывное т и с ужения fl А на любом замкну том неп ус том мно
жестве А. 

В самом деле, это есть не что иное, как последнее условие, 

использованное при доказательстве теоремы 2. 
2. В теореме 2 вместо замкнутых множеств можно было рас

сматривать совершенные. Это возможно, так как каждая изолиро
ванная точка является точкой непрерывности. 
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Отсюда вытекает (см. § 9, V, 5), что если множество точек раз

рыва некоторой функции является разреженным (в частности, если 

оно конечное), то это функция первого класса. 

3. Для полных пространста (см. § 34. VII) утверждение тео
ремы 1 Эt<вивалентно условию теоремы 2. так что каждое из них 

ха рак те ризует функции первого класса. Между тем в неполных 
пространствах первое условие не является д о с т а т очным (если 

допустить гипотезу континуума N 1 =с). а второе не является н е

о б ход и м ы м для того, чтобы функция была функцией первого 

класса. 

В самом деле, с одной стороны, существует (см. § 40, IV) сепа

рабельное пространство Е мощности N 1, такое, что к а ж д а я функ
ция, определенная на пространстве Е, удовлетворяет условию след
ствия. Так как семейство действительных функций, определенных на 

пространстве Е, имеет мощность с~~. а семейство В-измеримых функ-

ций имеет мощность с (см. п. !), то из неравенства с< с~' (которое 
следует из гипотезы континуума) вытекает существование не В-изме

римых функций, удовлетворяющих условию следствия. 

С другой стороны. характеристическая функция множества типа F
0 

и 0 6, не разложимого в знакочередующийся ряд замкнутых убываю
щих множеств (таково, например. плотное и граничное множество 

в пространстве рац11ональных чисел. см. § 24. III, замечание 2), есть 

функция первого класса (п. l), но она не удовлетворяет условию 

теорем1,1 2 (см. § 13, VI, следствие). 

4. Любая функция f первого класса является эффективно функ
цией первого класса (в смысле § 23, VIII). 

В самом деле, доказательство теоремы 2 позволяет определить 
для любого замкнутого множества Р с. ;у последовательность откры

тых множеств Оп с. .Я: таким образом, что /-1 (Р) = 0 1 n 0 2 n ... 
(ибо любое разложимое множество D эффективно является 06-мно
жеством, см. § 24, III, замечание 1 ). 

Оно позволяет также в случае, когда значения функции f дейст
вительные, определить последовательность непрерывных функций, 
сходящуюся к функции f (так что функция f является эффективно 

аналитически представимой функцией первого класса) 1). 

5. В теореме термин «В-измеримая функция» можно 
заменить термином «аналитически представимая функция>.), 
и тогда можно опустить предположение сепарабельности про
странства ;у (см. Куратонекий [8а] ). 

Видоизмененная таким образом теорема 1 является более общей, 
чем данная в тексте, потому что в сепарабельных пространствах ;у 

1) Если воспольз()ваться, например, процессом, описанным Хаусдорфом [5], 
гл. 9. См. также Балле-Пуссен [1] и Куратонекий (6], где дано решение этой 
задачи без использования трансфинитных чисел. 
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любая В-измеримая функция первого класса становится аналитически 

представимой функцией первого класса, если погрузить пространство ".!/ 
в гильбертово пространство. 

Чтобы доказать видоизмененную теорему 1. положим 

(3) f (х) = lim fп (х), 
n+ro 

где функции f
11 
непрерывны. Обозначим через D множество точек 

разрыва функции f и через ш (х)- колебание функции f в точке х. 
Пусть Е (е)- множество точек х, таких, что ш (х) :;>е. Поскольку 

(1) (1\ D=E(l)UE 2 UE ;зJU···· 

достаточно показать, что Е (е) есть множество первой категории для 
любого е > О. Для фиксированного е положим Е= Е (е). Пусть Ak
множество таких точек х, что 

(4) 1/т(х) -fk(x)) <Т для любого т> k. 

Так как функции f 1, f 2 •••• непрерывны, то Ak = Ak. Следовательно, 
множество Fr (Ak) нигде не плотно. С другой стороны, так как 
последовательность f 1, f 2 , • • • сходится, то 

% = U А1 , откуда Е= U (Е П А1 ). 
i i 

Остается показать, что 

EПAkcFr(Ak)' т. е. что EПint(Ak)=O. 

Пусть х Е Int(Ak). Так как функции fk непрерывны, то существует 
открытое множество О, такое, что 

(5) 

Пусть х 1 , х11 Е О. Согласно (3)- (5), имеем 

lf(x 1)-fk(x1)1<: ~, /f(x11)-fk(x'1
)/ <: .· 

1 fk (х 1)- fk (х11) 1 <.Т' 

откуда / f (х)- f (х'1)) <.3ej4, следовательно, б [f (О)]< е. Поэтому 
ш(х) <е и х~Е. 

6. Пусть % и "!f- два f11 -пространства, f -функция. 
точечно- разрывная на любо.м за.мкнуто.м .множестве 1), и F-

1) В полном пространстве % эти преобразования совпада1от с преобра
зованиями первого класса (см. § 34, VII). 
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открыто-зам"нутое множество в пространстве "!f. Тогда 

множество f- 1 (F) разложимо. 

В соответствии с § 12, V, /,достаточно доказать, что для любого 
замкнутого множества Х из равенстваХ= Х П f- 1 (F) П Х -- f 1 (Р) 
следует, что Х =О. ДоказатеЛьство равенства Х =О полностью 
аналогично соответствующей части доказательства теоремы 2 (если 

заменить F" множеством ".У- F). 

7. Сепарабельность пространства инвариантна относи
тельно отображений f, точечно- разрывных на вся!(о.и 00-лtно
жестве. 

Действительно, пусть пространство ".У= f UC) несепарабельно. 
Тог да оно содержит (в силу § 21, VIII, замечания 1) замкнутое д и
скретное множество мощности N 1: 

:у• = (Yl• У2• · · · • У~· · · .), где s < Q. 

Положим vCZ::* = j- 1 ("!/*) и F~ =(у!' у2 , ••• , у~). Так как f, в силу 
теоремы 2, является фу11кцией первого класса, то .z;*- множество 
типа Оь. По условию теоремы, сужение g = Jl.z:·• точечно-разрьшно 
на л:обом замкнутом множестве (а также на любом 00-множестве) 
nространства vCZ::*. 

Так как множество F~ открыто-замкнуто в пространстве ;у*, то 
из замечания 6 вытекает, что множество А;= g- 1 (F~) разложим о 
в ряд замкнутых множеств в nространстве ,;?;'. Варьируя индекс 1;, 
мы получаем, таким образом, вполне уnорядоченное несчетное семей

ство множеств А 5 , разложимых и возрастгющих. 

Тогда, согласно теореые 2 из § 24. 1//, nространство .z;* несе
нарабельна и, следовательно, nространство ,:;; несепарабельно. 

8. Принимая гипотезу континуума, мы приходим к следующей 
более общей теореме: 

Сепарабельность пространства инвариантна относительно 
В-измеримых отображений. 

Предположим, что пространство ;у= f ($) несеnарабельно, рас

оютрим изолированное множество :у• из предыдущего доказательства 
и поставим в соответствие любому 1; точку х~, такую, что f (х!;) = 
=у~. Так как множество А= (xl' х2 •••• , х~, ... ) несчетно, то 
его мощность равна с, в силу гипотезы континуума. Так как про

странство $ сепарабельно, то множество А содержит подмноже

ство Е, небореленекое в А (см. § 30, III). Положим 

Е=(х~/ х!;2 ' .•• , x~v· ···) и F=(Y51 • У52 • ···• Y~v· ···)· 

Так как функция g=fiA является В-измеримой, а множество F замк
нуто в пространстве ".!!* (поскоJ!ьку оно дискретно), то множество 
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Е= g- 1 (F) ·- борелевское. Итак, мы пришли к требуемому проти
воречию. 

9. Любая функция, определенная на счетно.lt пространстве, 
есть функция первого класса. 

Это следует из того, что любое подмнож~ство счетного прост

ранства есть Fа-множество. 

*§ 32. Функции, обладающие свойством Бэра 

1. Определение. Пусть f:.% ~У. ГоDорят, что отображение f 
обладает свойством Бэра, если, каковJ бы ни было замкнутое 
J.tножество Fc:Y, множество f- 1 (F) обладает свойствоя Бэра. 

Принимая во внимание то, что дополнение к множеству, обла

дающему свойством Бэра, также обладает этим свойством, можно 

в определении вместо заАиснутых множеств рассматривать откры

тые. С другой стороны, так как объединение и пересечение счет
ной последовательности множеств, обладающих свойством Бэра, 

представляют собой множества, также обладающие этим свойством 
(§ 11, III), мы заключаем, что если f- функция, обладающая 
свойствоАt Бэра, и Х -борелевсtие мне~жество, те~ f- 1 (Х)
множество, обладающее свойствоя Бэра. 

Так как лю5ое борелевекое множество обладает свойством Бэра, 
то непосредственно из определения вытекает, что люб а я В-изме ри
мая функция обладает СВJйство.м Бэра. Это одно из наиболее важ

ных свойств, общих для всех В-измер:1мых функций, следовательно, 
и для всех аналитически представи~ых функций (см. также п. 11). 

3 а меч а н и е. Пусть Х ( c,Z"') -множество, обладающее свойст
вом Бэра. Множество f- 1 (Х) может не обладать свойством Бэра 
даже в том случае, когда отображение f непрерывно и множество Х 
нигде не плотно. Таков следующий при мер: .% = 75', :У= g, f (х) = х 
и Х (с%) --множество, не обладающее свойством Бэра относи
тельно .%. 

11. Необходимые и достаточные условия 1). 

Т е орем а. Для того чтобы функция f обладала свой
ством Бэра, необходимо и достаточно, чтобы существовало 
множество Р первой категории (в пространстве .%), такое, 

что сужение f/(.%-P) непрерывно (тогда говорят, что функ
ция f непрерывна с точностью до множества первой катего
рии). Пространство :У предполагается сепарабельным. 

Н е о б ход и м о с т ь. Построим множество Р первой категории, 
такое, что функция g = f 1 (.%- Р) непрерывна, т. е. множество 

1) См. Куратонекий [14], Никодим [5]. 
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g-1 (Н) открыто в множестве .Я:- Р, где Н- произвольное откры
тое множество (rз пространстrзе ".!/). 

Пусть S 1, S 2, •.• -база пространства ".!/. Тогда Н= Sk, U Sk, U 
U .... По условию, f- 1 (S")- множестно, обладающее сrзойством 
Бэр а. В силу определения этого свойства (§ 11, 1), имеем 

Г 1 (S/!)= 01!-P/l u R/1. 

где Оn-открытое ююжестно, а Pn и Rn-множестrза первой кате

гории. Положим 

Р = (Р1 U R1) U (Р2 U R2) U . · .. 

Из формулы g- 1 (Н)= Г\Н)- Р (§ 3, 111 (14)) следует, что 

g- 1 (H)=U[Г 1 (S~~ )]-P=U!~(O~~ --Р~~ UR11 )-Pj. 
n n n п n n 

и так как Pk U Rk с Р, то 
/! /! 

(о 11 - Pk u R ,, ) - Р = о 11 - Р. 
Jl n n n 

Следовательно, g- 1 (Н)= (У olln) -- Р, И, поскольку множество 

U 0 11 открыто, множество g- 1 (Н) открыто rз .Я:- Р. 
/! /! 

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть Р- множество перrзой категории, 
такое, что функция g = f 1 (д:- Р) непрерынна. Пусть Н- произ
вольное открытое множестrзо. Непрерывность функции g означает 

(§ 13, IV (3)), что множество g- 1(H)=f- 1 (H)-P открыто 
rз .Я:-Р, т. е. что оно имеет вид 0-Р, где О-открытое мно
жестrзо (в пространстве %). Тог да 

(1) /-
1 (Н)= Г 1 (Н) -PU (Г 1 (Н) ПР)= О -Р U (Г 1 (Н) ПР). 

Так как множество Р и, следовательно, множество /- 1 (Н) ПР 
являются множествами первой категории, то разложение (1) показы

вает, что множество /- 1 (Н) обладает свойством Бэра, что и требо
валось доказать. 

3 а меч а н и е. Сопоставляя эту теорему с вьшодами п. 1, мы 
видим, что любая В-измеримая функция, и т ем более любая 

аналитически представимая функция, непрерывна с точно

стью до множества первой категории (пространство ".!! пред
полагается сепарабельным) 1). 

Отсюда вытекает также эквивалентность свойства Бэра не
которого множества и его харшстеристич.еской функции. 

1
) Это утверждение было доказано Бэром [2]. См. также Куратон

екий [8а]. 
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111. Операции над функциями, обладающими свойством Б9ра, 

Т е орем а 1 (суперпозиция отображений). Пусть отоб раже
ние f:.:C-"!:1 обладает свойством Бэра а отображение 
g: ;у-+ z является В-изо~tе рио~tьtм; тогда от об раженае h=g о f 
обладает свойствоJrt Бэра. 

Действительно, так как множества lt- 1 (F) = f- 1 [g- 1 (F)] и g- 1 (F) 
В-измеримы, то множество /- 1 [g- 1 (F)j обладаст снойством Бэра. 

3 а меч а н и е. В случае, когда огображение f В-измеримо, 
а отображение g обладает свойством Бэра, отображение g о f может 
не обладать свойством Бэра. В самом деле, рассмотрим пример п. I 
и обозначим через g характеристическую функцию множества Х 
(считая его подмножеством пространсша :У). 

Т с орем а 2. Предел сходящейся последовательности фун~t
ций, обладающих свойство.tt Бэра, mal(Жe обладает этu.1t 
свойством. 

Это утверждение IJытекает непосредстiJенно из формулы (см. § 31, 
VIII. 1): 

где Bn- шар радиуса ljn, имеющий в качестве центра замкнутое 

множеСТIJО F. в самом деле, та!< как множество г;;~k (Вп) обладает 
свойством Бэра, то любое множество, получающееся из него с по
мощью счетного объединения и пересечения, обладает этим свой

ством. 

3 а м с чан и с. Пусть 'У- сепарабельное пространство; можно 
доказать, что предел последоiJатсльности функций, "непрерывных 

с точностью до множеств первой категории", есть функция того же 

вида. Пусть Р11 - множество перiJой категории, такое, что сужение 
fпl (%- Р п) Еепрерьшно. Положим Р = Р1 U Р2 U .... Тогда функ
ция f пl (.Z'- Р) непрерывна, каково бы ни было n; пусть функция f 
является пределом функuий f n; тог да отсюда следует, что f / (%- Р) 
есть функция первого класса (на .:С- Р). 

Так как точки разрыва функции nepiJoгo класса образуют мно
жестiJо первой категории (§ 31, Х, следствие 1а), то множество R 
точек разрыва функции f 1 (% - Р) есть множество первой категории 
в .:С - Р и, следовательно, во всем пространстве %. Таким обра
зом, функция f 1 (%-Р- R) непрерывна и множество Р U R 
является множеством первой категории. 

Т е орем а 3 (функции многих переменных). Пусть функция 

j:.:C-"!:1 обладает свойством Бэра, положим g(x, y)=f(x). 
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Тогда функция g обладает свойство.м Бэра относительно про
изведения .%' Х '!1/. 

Это вытекает из того, что g- 1 (О)= f- 1 (О) Х '!У и сnойство Бэра 
инвариантно относительно умножения на ось (§ 15, VII, 2а). 

3 а меч а н и е. Принимая во внимание эту инвариантность, мь1 

выводим из формулы § 31, V (ii) в случае сепарабельного про

странства .%' следующее утверждение: 

Пусть отображение f:.ZX'!Y-+Z непрерывно относи
тельно пере.менной х и обладает свойством Бэра относительно 
переменной у; тогда оно обладает свойством Бэра (на .ZX'!I/). 

Если пространство несепарабельно, к тому же выводу можно 

прийти, опираясь, как n § 31, V, на инвариантность свойстnа Бэра 
относительно o1t -операции (определенной в § 30, Х). 

Чтобы устаноnить эту инnариантность, докажем сначала инвари

антность свойства быть множеством первой категории. 

В обозначениях § 30, Х, допустим, что множества Х s- первой 

категории, и рассмотриы множества Х~. определенные форыулой 

§ 30, Х (8). Так как множества Х~ открыты в их объединении 
Sn = U Х~ (§ 30, Х (11)), то Sn есть множество первой категории 

~ 
(согласно § 10, III). Следовательно, и множество S =51 U 5 2 U ... 
является множеством перnой категории, что означает инвариантность 

свойства быть множеством nервой категории относительно о1t-опе
рации. 

Из этой инвариантности, а также из инвариантности свойства быть 

множеством типа 0 6 (§ 30, Х, 3) и из аддитивности о1t'-операции 
(§ 30, Х, 2) непосредственно следует инвариантность свойства Бэра 

(так как это свойстnо означает, что рассматриnаемое множество есть 

объединение множества типа 0 6 и множества перnой категории). 

Рассуждая, как в § 31, VI, можно доказать следующее утвер • 
ждение. 

Т е орем а 4. Пусть f: J'-- П .%'1, где .%'1 - сепарабельное 
i 

пространство. Для того •tтобы отображение f обладало 

свойством Бэра, необходи.ио и достаточно, чтобы каждая из 
/(Оорданат отображения f обладала этим свойство.м. 

Комбинируя теоремы 1, 3 и 4, получаем следующую теорему, 

аналогичную теореме 2 из § 31, VI. 

Т е орем а 5. Пусть каждая аз функций / 1 : .%'1 -+'!111 обла
дает свойством Бэра и функция g: П '!1/1 -+ z В-измерима. 

l 

Тогда функция g о t) также обладает этим свойством. Про
странства '!111 предполагаются сепарабельньши. 
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Следуя способу рассуждений § 31, VII, можно доказать следую
щую теорему: 

Т е орем а б. Если f обладает свойством, Бэра, то .uножество 
1 = Е [у = f (х)] 

х, у 

обладает свойствоJt Бэра. 

3 а меч а н и я. 1. Обратная теорема, вообще говоря, неверна 

график отображения f может обладать свойством Бэра, в то время 
как отображение f не обладает этим свойством. Мы вернемся 
к этому во11росу в § 40, IV. 

2. Согласно § 22, VI, 3, если су- сепарабельliое noлтlioe 
в себе пространство, то },сножество 1 является .uножество.u 
первой категории. 

IV. Фующии, обладающие свойством Бэра в уэ1юм смысле. 
Функция f обладает свойством, Бэра в узко.u с.иысле, если, ка-

ково бы ни было замкнутое множество F, .uножес т во f- 1 (F) об
ладает свойством, Бэра в узко.u с.uысле. 

Это означает, что, каково бы ни было .uножество Е, суже
ние f )Е обладает свойством, Бэра относительно .uножества Е, 
или (в силу теоремы п. 11), что это сужение непрерывно с точ
ностью до .uножеств первой категории относительно Е. 
Пространство су предполагается сепарабельным. 

Действительно, рассматриваемое условие необходимо, ибо если 

положить g = f 1 Е, то (§ 3, III (14)) g- 1 (F) =Е П Г 1 (F), и так 
как, по предположению, множество f- 1 (F) обладает свойством Бэра 
в узком смысле, то множество g-I (F) обладает свойством Бэра 

относительно Е. Это означает, что функция g обладает свойством 

Бэра (относительно множества Е). 

Обратно, пусть Е- произвольное множество, и пусть множество 

g- 1 (F) обладает свойством Бэра относительно Е; тогда множество 

f-' (F) обладает свойством Бэра в узком смысле. Следовательно, 
так как замкнутое множество f- 1 (F) произвольно, функция f также 
обладает этим свойством. 

Разумеется, в качестве множеств Е можно брать совершенные 
множества или замкнутые множества (см. § 11, Vl). 

Так как любое борелевекое множество обладает свойством Бэра 
в узком смысле(§ 11, VI), то любая B-uз.uepu.uaя функция 
также обладает эти.u свойством,. Однако существуют функции, 

обладающие свойством Бэра в узком смысле и не являющиеся 

В-измеримыми (см. § 39, 11). 
Теоремы 1, 2, 4 п. III можно доказать аналогичным образом· 

для свойства Бэра в узком смысле, 
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Добавим еще, что свойство Бэра в узком смысле произвольнаго 
мноЖества и его характеристической функции эквивалентны. 

3 а меч а н и е. Из гипотезы континуума следует, что утверждения 
3, 5 и 6, в которых свойство Бэра заменено свойством Бэра в узком 
смысле, не верны (см. § 40, VIII). 

V. Связь с мерой Лебега 1). 

Т е орем а. Пусть f- действительная функция, определен
ная на сепарабельном пространстве .% и обладающая свой
ством Бэра; тогда существует множество Z, такое, что 

.% - Z есть множество перво-й категории и множество f (Z) 
и.меет .меру нуль: т lf (Z)J =О. 

Рассмотрим сначала случай, когда f- н е пр еры в н а я функция. 
Пусть R = (r 1, r 2, ••. ) -счетное множество, плотное в простран

стве .%. Если f- непрерывная функция, то для любых k и п суще
ствует шар sk. n• такой, что 

1 1 
rkESk,n и b[f(Sk,п)J< 2kп' откуда melf(Sk,п))< 2kп' 
где те- внешняя мера. 

Положим 
00 00 

Z=ПUSk,n· 
n=l k=l 

Тогда для любого п имеем 

оо ro 

Z с U Sk, п• откуда j (Z) с U j (Sk, п), 
k=l k=l 

и, следовательно, 

С другой стороны, 

.:c-z= u J .:с- U sk.J 
n=l l k=l J 

и 

со 

R с U S~г, п· 
k=l 

ro 

Следовательно. при фиксированном п множество U Sr;, n открыто и 
k=l 

ro 

всюду плотно. Тогда множество .%- U Sr;, n нигде не плотно и 
k=l 

множество .% - Z является множеством первой категории. 

1) См. Серпинекий [33]. Одно приложение этой теоремы можно найш 
гл . 3, ~ 40. 
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Случай, когда f- функция, обладающая свойством Бэра, сво
дится к предыдущему, ибо, со г лас но теореме п. 11, .%' = Р U (.%' -Р), 
функция f непрерывна на множестве .%'- Р, а Р- множество пер
вой категории. Но, как мы только что доказали, существует множе

ство Z, такое, что т(! (Z)} =О и.%'- Р- Z есть множество первой 
категории. Следовательно, множество 

.%'- Z с:(.%'- Р- Z) U Р 

является множеством первой категории. 



ГЛАВА 3 
ПОЛНЫЕ 

ПРОСТРАНСТВА 

§ 33. Определения. Общие свойства 

1. Определения. Пусть .% -метрическое пространство. После
довательность точек р 1 , р2 , ••• , Pn• ... в пространстве .% мы будем 
называть фунда,ttентальной (или последовательностью Коши), 

если для любого е> О существует индекс п, такой, что 1 Pn- Pk j <е 
при k > п, иначе говоря, если lim О (Еп) =О, где Е" обозна-

чает множество (Рп• Pn+l• · · .). 
Метрическое пространство .Z' назовем полным 1), если любая его 

фундаментальная последовательность является сходящейся, т. е. если 

существует точка рЕ.%, такая, что р = lim р". 
n-> оо 

3 а меч а н и е. Понrпие полного пространства не является топо

логическим понятием: открытый интервал О < х < 1 н~ является 
полным пространством, тогда как множество всех действительных 

чисел, гамеаморфное этому интервалу, полно (в силу классической 

теоремы об эквивалентности условия Коши сходимости последова

тельности действительных чисел). 
Мы будем различать понятия полного пространства в .метриче

ском смысле (которое было только что определено) и полного про

странства в топологачеС!(ОJf смысле, а именно, пространства, 

гамеаморфного некоторому полному пространству в метрическом 

смысле. 

11. Сходимость и фундаментальные последовательности 

Теорема 

да.ментальна. 
1. Любая сходящаяся последовательность фун-

Пусть р = lim Pn; тогда для любого Е> О существует такой 
n -> оо 

индекс n, что 1 Pk- р 1 < ej2 при k :> n. Следовательно, 1 р"- pk 1 <е. 

1) Понятие полноты пространства было введено М. Фреше в его дис
сертации. См. также Хаусдорф [1], стр. 315. Следует заметить, что метри
ческие пространства, удовлетворяющие аксиоме 1 Мура Р. [2], стр. 464, 
являются полными; см. Робертс [1], а также Серпинекий [18], стр. 106. 
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Обратная теорема неrзерна rз неполных пространстrзах. Однако 

имеет место следующее утrзерждение: 

Т е орем а 2. Фунда,'>tентальная последовательность, содер
жащая сходящуюся подпоследовательность, сходится (к пре

делу данной подпоследовательности). 

В самом деле, пусть р = lim р i.. Пусть е и п имеют тот же 
j-'> со 1 

смысл, что и в определении фундаментальности; rзыберем т > п 
таким, что 1 pim- р 1 <е. Так как im >-т> п, то 1 Р;т -- pk j < 2е 

при k > п. Тогда 1 Pk- р 1 < Зе, откуда lim Pk = р. 
k-'> 00 

Т е орем а 3. Любое колtnаl(тное ,fteтpa•tecкoe простран-

с т во являете я по.zны,ft про с т ране тво,'>t. 

Это следует из теоремы 2, § 21, IX. 

111. Прямое произведение. 

Т е орем а 1. Пря.#ое произведение .:С Х су двух полных про
странств, .ttетразJванное пра полtоща форJtулы 

13 - ~~ 1 = У 1 х - х 1 1
2 + 1 У - У1 1

2 
, 

где 3 = (х, у) а ; 1=(х 1 , у 1 ) (см. § 21, VI (1)), является полным 
пространством. 

В само.11 деле, пусть (;п} -фундаментальная последовательность 
точек прямого произведения; тогда по::ледовательности абсцисс х 1 , х 2 , ... 

и ординат у 1 • у 2 , •.• также фундаментальны, ибо 

Jxn-xkl-<l,n--3kl И IYп-Y~гl<l~n-3kl· 

Так как пространства .% и су полные, существуют такие точки х 

и у, что 

х = lim х" и у= lim Yn• откуда (х, у)= lim 3n· 
n-?-(;() n~co п~л 

Предыдущую теорему, спраrзедлиrзую для любого конечного числа 

сомножителей, можно распространить на счетное произrзедение про

странств. 

Т е орем а 2. Произведение П .%; последовательноста пол
i 

ных пространств, метразаванное при помощи формулы 

где ~=(; 1 , ••• , 3п, ... )а 1)=(1)1, .•. , t)n, ... ),является полным 
пространством (см. § 21, VI, замечание 2). 
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В самом деле, предположи~!, что последовательность 31, 32, 

фундаментальна. Пусть i- произвольвый фиксированный индекс. 

Для любого е> О (такого, что 1- 2ie >о) существует такой ин
декс п, что l5п - 3k 1 < е, каково бы ни было k > п. Тог да 

откуда 
1 
•i .i 1 2'f - 1 
~n - ~k < 1 _ 2i f - 1 

-. -1 
21

f 

Так как последняя величина стремится к нулю вместе с Е, то от
сюда вытекает, что последовательность &i· ;~ .... , ~;, .... фундамен
тальна. Так как пространство д;i по:шое, то существует предел 
'i = 11111 ,i OTK"'la '= liш ' ~ ~п' J· ~ ~п· 

n--)- л n--)- OCJ 

В частности, ев~tлидово пространство (5", пространство (5}:0 

всех последовательностей действительных чисел, п-.м.ерный 

;суб g", гальбертов ;суб g~o. пространство <Yf/" иррацио
нальных чисел интервала 8 (N 0 -мощность множества нату

ральных чисел) представляют собой топологичес~tи полные про
странства (т. е. гамеаморфны полным пространствам) 1). 

IV. Пространство (2x)m. 
Теорема. Если %-полное пространство, то про-

странство (2х)т тatcJ/ce является полным 2). 

В самом деле, пусть А 1 , А 2 , ••• -последовательность Коши 

элементов пространства (2Х)т, т. е. для любого е> О сущест!Jует 
такой индекс п (е), что 

(1) (п > п (е))~ (dist (Ап, Ап(е)) <е). 

Положим L = Ls А". Покаже~1. что 

(2) liш dist (L, Ап) =О. 

Достаточно доказать, что dist (L, An1 е) )-<2е, ибо отсюда, в силу (1 ), 
вытекает, что dist (L, Ап)-< Зе при п > п (е). Итак, остается дока
зать, что 

1° р (р, An(e))-< 2е для любой точки рЕ L; 
2° p(q, L)-<2e для любой точки qEAn(e)· 
Пусть R- обобщенный замкнутый шар с центром Ап(е) радиуса е; 

тогда, согласно (1), имеем Anc:R при п > п(е) (см. § 21, VII (2)). 
Как верхний предел последовательности (Ап}, множество L удовлет-

1) Пространство c!V', метризованное так, что оно становится полным про
странством, называется также ,нульмерным пространством Бэра•. 

2) Теорема Хана [2], стр. 124. 

27 Топология, т. 1 
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воряет включению LcAn U An+ 1 U ... (см.§ 29, IV, 8); поэтому LcR, 
откуда следует утверждение 1°, 

Чтобы доказать 2", положим п (E/2k) = пk (можно допустить, что 
nk > пk_ 1 ) и рассмотрим последовательность qn' qn' "·' q • · "' о 1 "k 
определенную по пндукцш1 следующим образом: в множестве А 11 k 
выбираем точку q так1ш образа~!, что q = q 11 J q - q. J < 

11 k "о "k 1' k -! 

< E/2k- 1
, что всегда воз~южно, в силу (1). Последовательность 

q , q , ... фундаментальная, ибо J q - q 1 < E/2k- 1 при т> k. 
"о "1 "т "k 

Так как пространство % полное, эта последовательность сходится 
к векоторой точке l этого пространства. По определению верхнего 

предела, точка l принадлежит множеству L. Так как, кроме того, 

1 
q - q J < 2Е, каково бы ни было k, то 1 q -ll..:(: 2Е, откуда 

"k "о 
следует утверждение 2°. 

V. Функциональное пространство. В § 21, Х, 1 мы отмечали, 
что семейство Ф (%, :У) ограниченных отображений f: %-:>-:у ыожно 
рассматривать как метрическое пространство, если расстояние по

ложить равным 

(О) 1 /1- /2l = sup 1 /1 (х)- /2 (х) 1· 
хЕХ 

Т е орем а 1. Если пространство :у полное, то и прост
ранство Ф (%, :У) полное. 

В самом деле, предположим, что 1 fп- fk 1 <Е при k > п. 
Следовательно, пр11 фиксированном х имеем 1 fп (х)- fk (х) 1 <Е, и 
последовательность f 1 (х), / 2 (х), фундаментальная. Положим 

f (х) = lim f n (х). Так как последовательность {! пJ равномерно 
n~w 

сходится, то функции f n сходятся к функции f в смысле расстоя-
ния (0), и легко видеть, что f Е Ф (%, :У). 

Т е орем а 2. Если пространство :У полное, то и прост

ранство ограни'tенных непрерывных функций полное. 
Действительно, предел равномерно сходящейся последовательности 

непрерывных функций представляет собой непрерывную функцию 

(§ 21, х. 2). 
Эта теорема верна также для пространс.ва функциИ класса а 

(см. § 31, V!II, 2), пространства В-измеримых функций, пространства 
функций, обладающих свойством Бэра (см. § 32, III, 2). 

VI. Полная метризация 06-множеств. Непосредственно из опре
деJiения. полного пространства вытекает СJiедующее утверждение: 



§ 33. Определения. Общие свойства 419 

Любое за.мкнутое под.чножество полного пространства 
са.мо является полны.м пространство.м (относительно индуци

рованной метрики). 
в силу следствия 113 § 21. хш. любое о..,-подмножество метри

ческого пространства .Я: гомеоморфно некогорому замкнутому под-

множеству прямого произведения .я:; Х (f'N', где (f'N,- пространстiЗо 
бесконечных последовательностей деJ.!стiЗительных чисел. Пусть .Я:

ПОЛНОе ПрОСТраНСТВО, 1'0Гда ПростраНСТВО с~' Х (5':1°, как Пр~ИЗGедение 
двух полных пространств, является полным пространстnом, так же 

как и каждое его ·замкнутое подмножество. Итак, мы приходим 
!( следующему результату: 

Теорема Александрова 1 ). Любое 06 -под.!tножсство пол
ного пространства гомео.морфно полно.ну пространству, т. е. 
является полны.ч пр ост ранство.ч в тополоииескоN с,чысле. 

3 а меч а н и я. 1. Процесс, служивашИ нам для доказательства 

следствия в § 21, XIII, позволяет непосредственно определить "новое 
расстояние" в 06 -множестве таким образом, чтобы это множество стало 
полным пространство~!. В самом деле, пусть дано множество 

Q = 0 1 n 0 2 n ... , где О;- открытые множества; положим 
1 

/;(х)= р(х,%-0;) 

Тогда новое расстояние между двумя точками х и у множества Q 
определим следующим образом: 

со 

(1) 11 х -у 11 = 1 х -у 1 + ~., Т i 1 /; (х)- li (у) 1 • 

~ 1 + 1 /; (х)- /; (у) 1 
i=l 

2. Предыдущая теорема является частным случаем следующей 

теоремы о полной метризации (см. КуратовскиИ [43], [44]): 
Пусть %-.метрическое пространство и fm:.z~2f'-нe

npe рывные отображения, т= 1, 2, .... Допусти.м, что 
если х 1 , х 2 , .•• - mat<aя фунда.ментальная последова
тельность, что последовательность fi (х 1), /; (х2), •.. 

(2) ограничена (для t{а:ждого индекса i = 1, 2, ... ), то 

последовательность х 1 , х 2 , ••. сходится. 

При это.м предположении пространство .Я: становится 

полны.м пространство.м относительно новог-а расстояния 

11 х- у 11· определенt:ого фор.мулой (1), приче.м его топология 
не .меняется, т. е. 

1) См. Александров [3]. Простое доказ~тельство этой теоремы быJIQ 
дано Хаусдорфом [ 4 ]. Что касается обратнQЙ теоремы, см. § 35, 111. 

27* 
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Из предыдущей теоремы можно получить еще более общие 
теоремы, имеющие важные приложения, если предположить, что 

в пространстве .% определено понятие сходимости х i ~ х, такое, что 

(X;~X)~(Iim ]х;-·Х[=О)., 
\.(~~'0 

причем непрерывность отображений f т' так же как и сходимость, 
рассыатриваемую в условии (2), следует понимать в смысле сходимости 
х i ~ х. При этих предположениях наша теорема остается верной, 

если в соотношение (3) подставить Х; ~ х вместо lim 1 Х;- х 1 =О. 
i-)c_;o 

VH. Пополнение метричес1юго пространства. Мы доказали 

(§ 21, Х, 9), что любое метрическое пространство .% изометрично 
векоторому подмножеству пространства действительных непрерыв

ных и ограниченных функций, определенных на пространстве .Z'. 
Так как пространство действительных чисел полно, то это функцио

нальное пространство полно, согласно V, 2. Итак, имеет место 

Теорема Хаусдорфа. Всякое .иетрическое пространство 
изометрично под.мно:жеству полного пространства. 

Эту теорему можно также доказать следующим образом 1). 

Рассмотрим пространство .%. элементами которого являются 
фундаментальные последовательности а= [а 1 , а 2 , ... , ai, ... ] точек 
пространства .%. Определчм расстояние между двумя точками а и Ь 

в пространстве !i следующим образом: 
(О) ]a-bl= Jim ]ai-bi]. 

i~w 

Две последовательности, расстояние ыежду которы~ш равно нулю, 

отождествляются (см. § 21, 1, замечание). Пространство .!i', как мы 
докажеы, полное и соде ржи т мно:жество, изомет ричное про

странству .%. 
Прежде всего .% -метрическое пространство, ибо, с одной 

стороны, из неравенства 

вытекает, что 

1) См. Хаусдорф [1], стр. 315. Доказательство Хаусдорфа, которое мы 
приведем здесь, представляет собой обобщение хорошо известного процесса 
Кантора -Мере определения иррациональных чисел. 
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и, следовательно, если последовательности а и Ь фундаментальные, 

то и последовательность чисел 1 а 1 - Ь 1 j, / а2 - Ь2 /, • • • фундамен
тальная. Отсюда вытекает существование предела 

Jim Ja 1 -bi/. 
i~co 

Итак, д.1я любой пары элементов пространства .% определено рас
стояние. С другой стороны, выполняется аксиома треугольника, ибо 

если в неравенстве / а 1 - Ь 1 
/ + / а 1 - с 1 

/ > / Ь 1 - с 1 
/ перейти к пре

делу, то мы получим / а- Ь] + / а -с/ > / Ь- с]. 
В случае, когда для любого l имеют место равенства а 1 = х и 

и Ь 1 =у, очевидно, что / х- у/=/ а- Ь /. Пространство .%' изо
метрично, следовательно, подмножеству пространства .%', состоящему 
из последовательностей вида [х, х, х, .. . ). 

Остается доказать, что пространство .fi полное. Пусть а 1 , а 2 , ••• 

. . . , an, ... -последовательность точек пространства .%'. Тогда 
существует последовательность целых положительных чисел m1, 

m2, ••• , тп, ..• , такая, что 

(1) 1 amn- ai / < ..!_ при . > n п n l тп. 

Пусть последовательность а1 , а 2 , • . • фундаментальная. Докажем, 

что последовательность а= [ af'• а;'' . ... ] также фундаментальная, 
т. е. что а Е .fi и, кроме того, а= Jim ап. 

n....::,.co 

Пусть е> О. Так как последовательность ар а2 , ••• фундамен

тальная, существует индекс q = q (е)> lje, такой, что/ aq- qq+k 1 <е, 
каково бы ни было k. Тогда, в силу (0), существует последова

тельность целых чисел j k• такая, что 

(2) l
at -ai 1 <е q q+k при 

Из неравенства 

1 a;q- a;:~-k 1 < / a;q- а~ 1 +/а~- a~+k 1 + J a~+k- a;+qtk 1· 

согласно (1) и (2), следует, что для индексов i, б6льших mq' jk и 
mq+k одновременно, имеет место соотношение 

(3) / amq_ amq+k/ <..!. +е+-1- < Зе q q+k q ч+k · 

отк у да вытекает, что посл~довательность а фундаментальная. 
Из неравенства 

1 а~- a~t/ <1 а~- а~ппl+ 1 а:'п-а;п; J. 
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в силу (1) и (3), следует, что при i > тп, n > q и l > q имеем 

(4) 1 
i т., 1 + 6 7 а -а.' <- е< е 
n ' n · 

Таким образом, для любого е > О существует такой индекс q, что 
при n > q имеет место неравенство (4), как только индекс i доста
точно большой. Пусть i ~ оо; тогда, в силу соотношения (0), имеем 
1 an- а 1-< 7е, откуда следует, что lirn an =а. 

3 а меч а н и е. Если отождествить точки х пространства .%' с по
сдедовательностями [х, х, х, ... ], то .%', рассматриваемое как под-

множество пространства .i;, плотно в %. В самом деле, пусть 
_ [ 1 2 ] Е ,У: _ ]' _ [ 11 n n ] а- а , а , . . . ..,v, тогда а- tm an, где an- а , а , а , ... , 

n--? ·:.х> 

поскольку, согласно (0), 1 an- а]= lim 1 а 11 - an-u [; так как после
i---? ею 

довательность а фундаментальная, имеем lim 1 an --а 1 =О. 

В частности, если пространство .%' сепарабельно, то и про
странство § сепарабельно. 

§ 34. Последовательности множеств. Теорема Бэра 

Пространство, рассматриваемое в этом параграфе, предполагается полным 
(сепарабельным или несепарабельным). 

1. Коэффициент а (А). Обозначим через а (А) нижнюю грань 
чисел е, таких, что множество А допускает разложение в конечное 

число множеств диаметра < е. Таким образом, равенство а (А)= О 
означает, что множество А вполне ограничено (§ 21, VIII). 

Т е орем а 1). Любая последовательность А 1 :::>.А 2 :::> . • . не
пустых за.t~кнутьtх под.иножеств пространства д:, таких, 

что lim а (An) =О, сходится в пространстве (2Х)т 1< .чепусто.иу 
ll--? CXJ 

.множеству А 1 П А 2 П .... 
Предположим сначала, что последовательность ! Ап) не является 

фундаментальной. Тогда сущестuуют е> О и возрастающая последо

ватеJiьность целых чисел !kп), такие, что dist ( An. Akn) >е. Отсюда 
вытекает, что существует последовательность точек !Рп\, такая, 
что РпЕАп и Р(Рп. Аkп)>е. ибо из включения An:::>Akn следует, 

что р (Ап• х) =О для любого х Е Ak . 
n 

1) См. Куратонекий [13]. CorлaC\IO одной теореме uз гл. 4 (том 2), 
множество А 1 П А2 П ... компактно. 
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Пусть т- целое число, такое, что а (А т) <е. Положим 

А т= Z 1 U ... U Z1 и 6 (Z1) <е. 

423 

Так как точки Pm• Prn-H• Pm+ 2, ••• принадлежат множеству Arn• то 
одно пз множеств Zp .... Z1 (можно допустить, ч го это множество Z1) 

содержит бесконечную подпоследовате.ГJЬность р 1•• р., .. .. Пусть 
1 t, 

j --такой индекс, что i j > ki,. Следовательно, .4,1 . ::::> А1. и Pi. Е Ak . . 
IJ } j IJ 

Из соотношений р. EZ1, P·.EZ1 и 6(Z1)<e следует, что lp.-
tl t J 1 tl 

- р. j <е, откуда Р(Р·, Ak·) <е, вопреки определению последо-
' j l! 11 

вательности \Рп\. 
Это противоречие показывает, что последовательность ( Ап) фунда-

ментальная, а так как пространство (2-h)т полное, то она сходитсп. 
На основании § 33, IV (2) последовательность ( Ап) сходится к мно
жеству Ls Ап• которое совпадает с пересечением П .41, так как pac-

i 

сматриваемая последовательность- убывающая (§ 29, VI, 8). 

Следствие. Пусть (Р,)-се.чейсrпао (счетное или несчет
ное) залитутых .ино:J!Сеств, такое, что: 

1° пересечение любой r:онечной системы множеств Р, непусто, 
2° существуют ALНOJtcecmвa Р, со сколь у:>одно .иалым J<оэф

фациентом а (PJ 
Тогда пересечение всех АLНОJ/Сеств Р, непусто. 

Пусть Xn- такой индс:кс, что а ( Рхп) < 1jп. Положим Р = 

= Рх, nР", n .... Отсюда а (Р) =О, т. е. множество Р вполне 
ограничено, и, следовательно, сепарабельно (§ 21, VIII, 3). В силу 
теоремы Линделёфа (§ 5, XI), применеиной к множеству Р, рас
сматриваемому как пространство (см. § 21, II, теорема 2), существуе1 
последовательность индексов 11, t2, ••• , такая, что 

<XJ 

U (Р- Р,п) = U (Р- Р,), 
n=l t 

следовательно,. 

..() 

П (PnP,п)=П(PnP,)=ПFt. 
n= 1 L t 

Положим An=Fx П ... ПРх ПР, n ... nFt. 
' n 1 n 

Из предыдущей 

00 "'" 

теоремы вытекает, что EJl (Р n I'\) = }Jl An =1= О, следовательно, 

n F, =1= о. 
t 
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11. Теорема Кантора 1). Для любой последовательности 
А 1 :::::> А 2 :::::> . . . непустых замкнутых .множеств, таких, что 

lim о (Ап) =О, .множество П Ai состоит из одной точки. 
n-?oo i 

Эта теорема является прямым сл;одствием теоремы п. I и нера
венства а (А 11 ) <;:О (Ап)· 

3 а меч а н и е 1. Теорема Кантора может быть доказана более 

nрямым способом. А именно, выбирая по точке Pn из каждого 
множества А 11 , мы nолучим фундаментальную nоследоватепьность. 

Предел этой по~ледователыюсти принад.1ежит каждому из мно

жеств А 11 (поскольку множества А 11 замкнуты) и, следовательно, 

nринадлежит ыножеству П Ai. 
i 

Замечание 2. Эта теор~ма характеризует полные nро
странства (среди метрических пространств). В самом деле, nусть 

Р1> р2 , ••• ---фундаментальная последовательность, nоложим Е n = 
=(Рп· Рп+!• .. . ), тогда lim о(Е11)=0. В силу теоремы Кантора, 

суLЦествует точка 

РЕПЕп, откуда IР-Рпi<;:о(Ёп)=О(Еп), 
fl 

следовательно, р = lim Pn· 
ll-?00 

111. Приложеине 1< непрерывным фун«циям. 

Теорем а. Пусть f- непрерывная функция, определен
ная на прJстранстве %', и пусть Р1 :::::>Р2 :::::> •.. - последова
тельность непустых замкнутых .множеств, таких, что 

lim а (Р п) =О (в частности, таких, что lim О (Рп) =О')· Тогда 
n-?oo n~oo 

В самом деле, имеет место включение (см. § 3, III (2а)) 

Обратно, nусть 

УЕП!СРп) и Ап=РпПf- 1 (у). 
n 

1) См. Кантор [4] и Хаусдорф [1], стр. 318, где !~Та теорема приводится 
в той же форме, что и здесь. 
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Саг лас но теореме п. 1, 

П Ап =!= О, откуда /-1 (у) П F 1 П Р2 П ... =!= О, 
n 

следовательно, у Е f (Q Pn). 

IV. Теорема Бэра [1]. Любое .множество первой категории 
является граничным .множеством. 

СХ) 

В самом деле, пусть Е= U Ni, где Ni- нигде не плотные мно-
i~1 

жества, i = 1, 2, . . . . Пусть S0 - произвольный замкнутый шар. 
Докажем, что S0 - Е=!= О. Рассмотрим пос.1едовательность S0 :=;, S1 :=;, •.. 

. . . :=;,Sn:=;,... замкнутых шаров, определенных (по индукции) сле
дующим образом: если множество N n нигде не плотно, то суще
ствует замкнутый шар Sn, такой, что 

СХ) 

Саг лас но теореме :Кантора, существует точка рЕ n s n· Так как 
п~о 

СХ) СХ) СХ) 

П Sпс П (-Nп)=- U Nп, 
п~о п~1 п~1 

то pES0 -E. 

Следствие 1. Дополнение к .множеству первой категории 
не является .иножество.м первой tсатегории (если только про

странство не пусто). 

Следствие 2. Все пространство не является .множе
ством первой категории ни в одной точке. 

Это вытекает из того, что в противном случае существовало бы 

непустое открытое множество первой категории. 

Следствие 3. Любая точка полного пространства, плот
ного в себе, есть точка конденсации. 

В противном случае существовало бы открытое счетное множество, 

и так как любая отдельная точка является нигде не плотным мно

жеством, то это открытое множество было бы множеством первой 

категории. 

Следствие 4. Любое полное счетное пространство 

является разреженным 1). 
Действительно, любое неразреженное пространство содержит 

совершенное непустое подмножество (§ 9. VI, 3). Это совершенное 

1) См. об этом в § 36, V. 
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множество, рассматриваемое как пространство, является полным и 

плотным в себе и, следовательно, несчетным, согласно следствию 3. 

С л е д с т в и е 5. Пусть дано разложение полного простран
ства в ряд за.lt!<Нутых .мно;нсеств: .:с= u zn, и пусть .мно-

n 

жество Е n Z
11 

является разрежеиным при каждом n, тогда 
множество Е также разрежено. 

Пусть D- плотное в себе подмножество множества Е. I<ак 
разреженное множество, D n Z 11 является граничным множеством в D 
(§ 9, Vl, 1). Тогда 

D--Z
11
=D, откуда DПZ11 cD=D-Z11 cD-Z11 , 

следовательно, множество D П Zn является граничным в D (см. § 8, Vl) 
и, как замкнутое множество, оно нигде не плотно в 75. 

Из тождества l5 = (D П Z 1) U (f5 П Z2) U вытекает, что D 
является множеством первой категории относительно самого себя, 

поэтому оно пусто (согласно следствию 2; множество D рассматри
вается как пространство). Следовательно, D =О. 

С л е д с т в и е 6. Пусть Е- плотное в себе (непустое) под
множество полного пространства .fC, и f --непрерывная 
функция, определенная на этом пространстве, такая, что 

сужение f 1 Е взаимно однозначно; тогда множество f (.fC) 
несчетно. 

Предположим, напротив, что f (.fC) = (У 1_:_ у 2 , ••• ). Положим 

Z 11 = f- 1 (у 11 ). Тогда .fC=Z1 U Z2 U ... и Zп = Z 11 • I<роме того, мно
жество Е n Z 

11 
содержит самое большее одну точку, так как 

из условий xEEПZn и x'EEПZn следует, что f(x)=Yп=f(x'), 
откуда х = х' (функция f 1 Е взаимно однозначна). Согласно след
ствию 5, тог да множество Е разреженное, вопреки предположению. 

Следствие 7. Пусть в полноАt сепарабельном несчетном 
пространстве задана система множеств Еа., 

13
, где а< Q и 

~ < Q, обладающих свойством Бэра, такая, что Еа, 13 П Еа., f:\' =О 
при ~ =1= ~'; тогда существует трансфиr-штная последователь
ность [Val· а< Q, такая, что 

(1) 

Без ограничения общности можно допустить, что пространство 

совершенно (отбрасывая, если ·необходимо, его разреженную часть). 
Определим с помощью трансфиннтвой индукции последователь

ность [Va.l• а также последовательность точек [Pa.l· Согласно § 24, 
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I, 3, Ea.f3 является множеством первой категории при фиксирован

ном а и достаточно большом ~· 

Так как множества Еа, 13 не пересекаются (при фиксированном а), 

то среди чисел f-1 существует одно, обозначим его через Va• такое, 

что Р; Е.%'- Ea,va' каково бы ни было ~<а. Так как множества 

Е1 v, Е2 " , ... , Еа " являются множествами первой категории, 
' 1 ' r2 ' та 

а р6 --точки накопления пространства, то, в силу теоремы Бэра • 

.%'- [( U Е~. v ), U (. U ps ')·] =F О . 
. 'S..;; а 'S s <а 

Пусть Ра- точка, принадлежащая этой разности, и Р- мно

жество точек Ра• где а< Q. Так как Ра =F p'S при ~<а, то Р = N 1• 

Поскольку Р n Ea,va =О, отсюда вытекает формула (1). 

3 а меч а н и я. 1. Доказательство теоремы Бэра можно сде

лать эффективны.и в следующем смысле (см. § 23, VIII): пусть 
заданы 1 о база пространства R1• R2 •••. , 2" последовательность 

нигде не плотных множеств N 1, N 2, •.• и 3° шар S0; тогда можно 
определить точку р, принадлежащую множеству S 0-(N1 U N 2 U ... ). 

Действительно, положим Sn = Rk" при п >О, где kп- наимень
ший индекс, такой, что 

и 

со 

1 
b(Rk 1 < -. 

n! n 

Тог да пересечение n si состоит из ОДНОЙ точки, которую мы обо
i=О 

значим через р. 

2. Теорема Бэра 
последовательность 

ряет равенству 

эквивалентна предположению, что любая 
произвольных .~tножес тв Х 11 удовле тв о-

со 

.%'- U [Х п n (.%'- Х п)J = .%'. 
n=l 

Это следует из того, что нигде не плотные множества можно опре

делить как множества вида Х n (.%'- Х) (см. § 8, II). 
3. Если допустить, что множества Еа, 13 не обладают свойством 

Бэра, то следствие 7 становится неверным. В самом деле, с помощью 
гипотезы континуума можно доказать, что в интервале fl суще
ствует система множеств Е n, 13, г де п = 1, 2, . • . и ~ < Q, такая, 
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что Еп, 13 n Еп, 13' =О при ~ =1= ~~. и что для любой бесконечной по
СЛf~довательности у 1 , у2 , ••• имеет место неравенство 

со 

fl - U En, Yn <: N о 
n-l 

(см. Браун и Серпинекий [1] ). 

V. Приложепия к множествам типа 0 6• 

Т е о ре ы а 1. Пусть Ql' Q2, ••• -всюду плотные 06 -.мно
жества, тог.да n Qi также является всюду плотным Oь-.ltнO

i 
жество.м. 

Каждое из множеств .Я:- Qn, как граничное множество типа Ра, 
является множеством первой категории. Следовательно, их объеди

нение U (.Я: -Qi) есть множество первой категории. Поэтому дополне
i 

ние к этому объединению, т. е. множество n Qi, всюду плотно. 
i 

Т е орем а 2. Любое 06-.множество первой катег.о рии ниг.де 
не плотно. 

В самом деле, если множество Q не является ни г де не плотным, 
то существует открытое множество О =1= О, такое, что ыножество 

Q nО плотно в О. Следовательно, если Q есть 06 -множество, то 
О- Q есть граничное Ра-ыножество и, следовательно, множество 
первой категории. Если предположить, что Q- множество перnой 

категории, то открытое множество О, как объединение двух множеств 

первой категории, также было бы множеством первой категории, 

вопреки следствию IV, 2. 
Так как любое 06-множество полного пространства гамеаморфно 

полному пространству (§ 33, VI), то все теоремы п. IV можно 
сформулировать относительно 06-множеств. 

В частности, справедлива 

Т е орем а 3. Пусть Q есть 06-.множество, тог.да любое 
подмножество, являющееся .множеством первой катег.ории в Q, 
есть г.раничное .множество в Q. 

Любое счетное 06 -.множество является разреженным. 

VI. Приложепия к множествам типа Ра и 0 6• 

Т е орем а 1). Любое Ра-и 06 -.множество 2) разложи.мо в знако
чередующийся (трансфинитный) ряд замкнутых убывающих 
.множеств. 

1) См. Хаусдорф [1 ], стр. 462. 
2) Для краткости F а· и й6-множеством называется множество, являю

щееся одновременно множеством тИпа Fa и типа G<'J·- При.м. перев. 
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Действительно, пусть Е есть Fa- и 00-множество, а Х- произ
вольное непустое замкнутое множество. Докажем (см. § 12, V, 1°), 
что либо множество Х П Е, либо множество Х -Е не является 

граничным в Х. В самом деле, в противном случае множества Х n Е 
и Х ---Е, как граничные Fu-~шожества, были бы множествами первой 
категории в Х (о!. § 10, II), а их объединение Х = (Х П Е) U (Х -Е) 
бы:ю бы множеством первой кат~гории относительно самого себя, 

вопреки с.сtедстiJию 1 из п. IV (множество Х рассматривается как 
пространство). 

Прини~tая во внимание обратную теорему (§ 30, Х, 5), по.1учим, 

что в полных nространствах Fa- а 00-JtHOJ!cecmвa совnадают 
с paз.zoJICUJtы.мa .~tножества.ми. 

Замечания. 1. Отсюда вытекает (см.§ 12, V и VII), что под
множество Е полного пространства является Fa- и 00-множеством тогда 
и только тог да, когда для любого непустого замкнутого множества F: 

1 а граница множества Р n Е относительно Р нигде не плотна 
в Р (т. е. отличается от Р); 

2° множество Р n Е есть объединение открытого ыножества и 

нигде не плотного ыножества в Р (или разностью замкнутого мно
жества и ни г де не плотного множества в Р); 

3° множество Р n Е лакальна замкнуто в одной из своих точек 

(или пусто). 
2. Из 3° следует, что любое Fa- а 00-лtножество, однородное 

в пространстве, есть разность двух залtКнутых ,ftн.ожеств 

(как множество, .1окально замкнутое в каждой из своих точек, 

см. § 7, V, следствие). 
3. В полных сепарабельных пространствах любое вnолне уnо

рядоченное се.иейство возрастающах (ала убывающих) Fa- а 
00-.множеств счетно (см. § 24, 111, 2). 

Это утверждение не распространяется 

Нельзя также отбросить предположение 

(см. § 40, 111). 

Пр о б л е ы ы эффект и в н о с т и. 

на множества типа 0 0• 

о полноте пространства 

1. Любое Fa- и 00-множество эффективно является Fа-множе
ством и 00-множеством (см. § 24, 111, замечание 1°). 

2. В совокупности множеств, которые одновременно являются 

Fa- и 00-множествами, можно эффективно реализовать аксиому 

выбора, т. е. можно указать функцию f, определенную на любом 
множестве Х, представляющем собой непустое Fa- и 00-множество, 
такую, что f (Х) Е Х. 

В силу предыдущего утверждения, достаточно доказать это для 

эффективных Gа·Множеств. Иначе г~воря, любо~ последбватель
ности открь!ТЫХ мноЖеств 01' 0 2, ... , тiliшx, ЧТО 01 П 02 П ... =f= 0, 

vk
Прямоугольник
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поставим в соответствие точку р, принадлежащую каждому мно

жеству o,l' n = 1, 2, .... 
Пусть R1• R2, ••• -база пространства, а k1 - наименьший индекс, 

такой, что 

вообще пусть km- наименьший индекс, такой, что 

в силу теоремы Кантора, пересечение Rk, n Rk, n сводится 
к одной точке; это 11 есть та точка р, которую сл~дует выбрать. 

3. Любое счетное семейство непересекающихся множеств типа F0 , 

покрывающее все пространство, эффективным образом счетно. 

В самом деле, так как дополнение к каждому из этих множеств 

есть F0-мвожество, то каждое из них является одновременно F0 - и 

00 -мвожеством. В силу предыдущего утверждения, этим множествам 
мо;кно поставить в соответствие выбраввые точки; так как мно
жество Е этих точек-- разреженвое (п. IV, следствие 5), то оно 
эффективным образом счетно (§ 24, JV). Отсюда следует требуемое 
заключение. 

VII. Приложения 1\ фуннциям первого нласса. Пусть f есть 
В-измеримое отображение первого класса метрического простран
ства !.С в сепарабельное пространство ;у; тог да, в силу теоремы 1, § 31, Х, 
множество точек разрыва отображения f есть множество первой 
I<атегории. Если !.С полно, то это множество нвляется граничным; 

иначе говоря, отображение f точечно- разрывно. Приыевяя это 
утверждение к теореме 2, § 31, Х, мы приходим к следующей теореме. 

Теорема (Бэр [1]). Пусть пространство !.С полно, а 

су- се па рабельно; для того чтобы отображение f : !.С-- ;у 
было В-измери.мым отображением nepвozo класса, необходимо 
и достаточно, чтобы оно было точечно- разрывным на любо.tt 
за.МIСН уто.н .ttHO:JJCec тв е. 

3 а меч а в и я. Непосредственно видно, что условие точечной 
разрыввости может быть заменено условием существования точки 

непрерывности на любом замкнутом непустом подмножестве и что 
вместо замкнутых можно рассматривать совершенные множества 

(см. § 31, Х, замечания 1 и 2). 
Можно рассматривать также 06-мвожества, так как если А есть 

06-подмножество в %, то А топологически полно (§ 33, VI); 
поскольку f- отображение первого класса, сужение f 1 А также 
первого класса и, следовательно, точечно-разрывно. 
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Следствие 1. При тех же условиях, наложенных на Д: 
и ':!/. если .множество точе1-с разрыва функции f счетно, то 

f- фун1сция первого !{Ласса.. 
Действительно, всю<ое непустое совершенное множество, будучи 

несчетным (см. п. IV, следствие 3), содержит точку непрерывности 

функции /. 

Следствие 2. Любое вполне упорядоченное се.иейство 
функций первого 1-сласса (с действительньt.ltu значенал.ltи), опре
деленных на полном пространстве а таюtх, что 

/ 1 (x)-<f2 (x)-< ... -<f~(x)-<f; 11 (x)-< .. . , 

является счетньиt. 

Это- прямое следствие теоремы 2' из § 24, Ill. 

VJIJ. Приложеимя I< теоремам существования. Важность теоремы 
Бэра состоит также в том, что она часто поаволяст доказать суще
ствование элементов, обладающих данным свойствон Р: в самом 

деле, если в полном пространстве множество элементов, не обла

дающих свойством Р, разлагается в ряд нигде не плотных множеств, 

то это множество, будучи множеством первой категории, не соrша

дает со всем пространством, т. е. существует элемент, обладающий 

сnоf\ством Р (и даже всюду плотное множество таi<их элементов). 

Таким образом, например, теорема Понтрягина-Нёбелинга, в силу Iюто
рой любое метрическое сепарабельное п-мерное пространство "'У гамеа
морфно векоторому подмножеству куба 8 2"+ 1, легко доказывается, если 

показать, по в пространстве (82n+J)X функции, которые не явлRются 
гомеоморфизмами, образуют множество первой категории 1 ). 

Показано, что этот процесс приводит к успеху в проблемах 

существования функций (действительного переменного), обладающих 

некоторыми особенностями 2). 

В качестве примера рассмотрим доказательство существования 

непрерывной функции, не имеющей производной (Банах [5] ). 
В действительности мы установим существование функции, еще 

более сишулярной, а именно непрерывной функции, которая не имеет 

ни в одной точке двух правых конечных производных чисел. Это 
последнее свойство непрерывных функций мы и обозначим через Р. 
Рассмотрим для этого пространство Ф непрерывных периодических 
действительных фуНiщий f : ~ ~ ~ с периодом 1 (см. § 33, V). 
У слови е, что функция f не обладает свойством Р, т. е. что она 

1) См. Гуревич [11] и Куратонекий [35а], стр. 334. 
О других приложениях к теории размерностей см. Борсук [4], а также 

том 2 настоящей книги. 
2) См. многочисленные работы Ауэрбаха, Банаха, Качмажа, М.азурке

рнча в Studia Matfz., 3 (1931), а также Штейнrауз [1], Сакс [2], [4], Орлич [1]. 
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обладает по крайней мере в одной точке двумя канечными правыми 

производными числами, эквивалентно существованию целого положи

тельного п и точки х Е g, таких, что 

(1) [ f (х + h~- f (х) 1 <;;: п, каково бы ни было lz >О. 

Множество функций f, не обладающих свойством Р, равно, 

следовательно, объединению U Nn, где Nn- множестuо функций f, 
IJ 

для которых существует точка х, удовлетворяющая соотношению ( 1 ). 
Так как пространство Ф полное (см. § 33, V, 2), остается 

только доказать, что множество N" ни г де не плотно (в Ф). Мно
жество Nn замкнуто, ибо если\/"). k=1, 2, ... ,--последова
тельность функций, а \ х11 J, k=1, 2, ... , -последовательность точек, 
удовлетворяющих условию (1 ), то легко доказать, что, ко г да после

довательность (!k) равномерно сходится, ее предел принадлежит Nn. 

Замкнутость множества N n устанавливается непосредственно, если вос
пользоваться логическими обозначениями. В самом деле, имеем 

(2) Nn=EV Л {1 f(x+h)-f(x) l<n}. 
f xlz>O lz 

Соотношение (2) означает, что множесшо N n есть проекция (параллельно 
оси В) замкнутого множества 

Е Л {1 t<x+h)-f(x) [<п}= П Е {1 t<x+h)-f(x) l<п}. 
f,x lz >О h h >О f, х h 

Так как ось. В компактна, то проекция за~шнутого множества замкнута 
(см. § 20, V, теорема 7). 

Докажем теперь, что множество Nn нигде не плотно; поскольку 

оно замкнуто, достаточно доказать, что оно является граничным 

множеством; так как множество кусочно линейных функций плотно 

в Ф, то достаточно доказать, что если f- кусочно линейная функ
ция, то в Ф --- N n существует функция, отличающаяся от f сколь 
угодно мало. Но это очевидно. 

Таким о5разом установлено существование непрерывных функций, 

не имеющих конечной производной; более того, функции, которые 

не обладают этой особенностью, образуют множество первой кате

гории (и представляют, следовательно, "исключение" в совокупности 

непрерывных функций). 

§ 35. Продолжение функций 
1. Продолжение непрерывных функций. 

Т е орем а 1. Пусть.%- .метрическое пространство, Ас.%, 
".У- полное .метрическое пространство, и пусть f: А ~".У
непрерывное отображение. Тогда отображение f .можно 
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непрерывньиt образо).t продолжить на 06-.множество, содержа
щее А, а и;,rенно на .множество А* таких тottel< рЕ А, цто 
ш(р)=О, т. е. колебание отображения f в точt<е р обра
щается в О (см. § 21, III). 

Каждой точке рЕ А* поставим в соответствие последовательность 

(Рп), такую, что РпЕА и limpn=P· Обозначим через En мно-
п~оо 

жество (Рп• Pn+l• ... ); тогда из равенства ш(р) =О вытекает, что 
lim О [f (Е п)] =О, следовательно, последовательность / (р 1 ), f (р2), 
ll~,_o 

фундаментальная. Так как пространство 'У полное, положиы 

/* (р) = lim f (Рп), т. е. j* (р) = П f (0), 
/!~00 о 

где О пробегает множество всех окрестностей точки р (см. § 34, 
1, следствие). 

Таким образом, отображение f* определено на множестве А* 
(типа 0 0 , согласно § 21, JII). Для х Е А имеем f (х) = j* (х). 
Остается доказать, что отображение j* непрерывно для рЕ А*, т. е. 
что ш* (р) =О, где ш*- колебание /*. 

Так как О- открытое подмножество в .%', имеем 

/*(О) с/ (0), откуда О[/* (О)]<;;: о [f (О)]= О [f (0)]. 

Следовательно (см. § 21, III), 

ш* (р) = inf О[/* (О)]<;;: inf О [f (О)]= ш (р) =О, 

где О пробегает открытые множества, содержащие р. 

3 а меч а н и я. 1. Полнота пространства 'У существенна. Действи
тельно, пусть .%' = g, А= 'У- множество рациональных чисел из .%' 
и f (х) = х для х Е А. Тогда утверждение теореыы не имеет места. 

2. Из предыдущей теоремы вытекает следующее предложение: 
Пусть.%'- сепарабельное .не трическое пространство .ftощ

ности с; тогда существует отображение g: .:с~б. разрыв
ное на каждом .множестве .мощности с. (Теорема Серпинекого 
и Зигмунда [1].) 

Доказательство этого предложения опирается на следующую лемму 
общей теории множеств: 

Пусть Ф- семейство отображений под .множеств данного 
.множества .:С в .множество '3/. Если .%'. 'У и Ф иNеют .мощ
ность т, то существует отображение g: .%'~'&'. которое 

не совпадает ни на каком подмножестве .мощности m ни с каки;"t 
отображением, принадлежащим Ф. 

Для доказательства расположим элементы множеств .%' и Ф в транс
финитные последовательности (ха) и (!а), обладающие наименьшим 
возможным порядковым типом, и оnределим отображение i при 

26 ТополОГ!fЯ, т. 1 
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помощи трансфинитной индукции, условившись, что g (ха)=!= fs (ха), 
каково бы нн было ~ < а. 

Пусть теперь Ф- семеtlство всех действительных непрерывных 
функций, определенных на Об-подмножествах пространства д:. Со
гласно § 30, III и § 24, Vl, семейство Ф иыеет мощность с. Функ
ция g и есть искамоя функция. В самом деле, если бы функция g 
была непрерывна на ш·котором множестве Е мощности с, то суще-

. ствовала бы непрерывная функция f, определенная на Об-множестве, 
содержащем Е, такая, что f (х) = g (х) для х Е Е. Но это невозможно, 
потому что f Е Ф. 

3. Сформу.1ируем без доюtзйте.%ства следующую теорему (см. 

Мазурксвич [7]; для замкнутых отображений см. Вайнштейн [ 1]). 
Пусть д; u ry --полные сепарабельные пространства, Ас.%' 

u отображение f: А--> f (А) onlf(pыmo. Тогда отображение f 
u.tteeт непрерывное открытое продолжение j*: А*-> j* (А''), 
где А*-неt<оторое Об-Jмtожество. 

Пр и .ТJ о ж е н и я к пр о б л е м а м мощно с т и. Упзерждення 2-4 
носят вспоногательный характер; они послужат нам для доказатель

спза теоремы 51). 

Теорема 2. Пусть задана функL(llЯ, т<оторая любо,ttу 
~ < ш6 ставuт в соответствие o~tl-loжecmвo F~ .моuр10сти N 6 ; 

тогда существует функция О;. где ~ < шб, тшщя, что 

В самом деле, расположим вес ~ < С•\) в трансфинитную после
довательность ( а 11 ) типа ro)0 , каждый член которой поnторяется ~ 0 раз. 

Любому 11 < шб Iюставю! в соответствие элемент pYI Е F аУ\ таким 

образом, что 

(2) р =!= р при '11, < '11. У\ Yl' ., ., 

Обозначни через О; множество э 'lеЫеiiтав pYI' таких, что а 11 = ~. 

Пусть теп~рь р,1 ЕО6 ПОs·; тогда а11 =~ и a 11 =s'. откуда~=~'. 
и, следовательно, первое из соотношений (1) выполнено. 

Что5ы установить второе соотношение, допустим, что Pro, Е О5. 
Следовательно, аУ\=~· С другой стороны, со г лас но определению 

последовательности {РУ\), имеем pYIEFa. Следоnательно, pYIEF;. 
fl 

и поэтому Or;,cF~. 

1) Эта теорема была сформулирована Линденбаумом [2], [3] и доказана 
Серпински:-1 [63]. 

См. таюке Варашкевич [2]. 
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Множество всех таких 1], что ач = ;, иыеет при фиксированном ~ 
мощность N ь· Со г лас но (2), такую же мощность имеет множество 
всех /J,

1
, удовлетворяющих этому равенству, т. е. множество 0 5. 

Теорем а 3. Пусть .?:'- нcr;onzopoe (бесА.·онечное) 3tножество 
.лtощности т; тогда существует ce.!teiicmao Р под.1mожеств 

множества .Я: .нощноста 2111
, такое, что uз соотнощенuй Х Е F, 

У Е F и Х +У вьtmeJ;aem, что Х- )1 =т. 
Более того, пусть задано отобра:женuе, которое 1.:а:ждому 

х Е .:С стават в соответствие под.иножество А_,. с .Я:' А10Щ
ности т; тогда ce.нeiicmвo F Аtо:жно подчинить следующе.ну 

более точно.Аtу условию: из соотношений Х Е F, У Е F и Х + У 
следует, что (А,..ПХ)-У=m, каково бы ни было хЕ.:С. 

В силу равенства nt :::-с= ш2 , множество /С можно представить 
в следующем виде: 

Так как т= 2m, имеем 

Mx=PxUQx, 

Для Х С !С ПJЛQ):ШМ 

где Хс=.Я::--Х, 

и обозначим через F семейство множеств F (Х), где Х пробегает 
семейстrзо всех подмножеств пространстrза .:С, 

Отметим, что если х0 Е Х- У, то 

Рх,с:. F (Х)- F (У), откуда F (Х) -· F (У)= т, 
и 

Qx
0
C:.F (У)- F (Х), откуда F (У)- Р (Х) = J!l, 

Таким образои, первая часть утверждения 3 доказана. Для доказа
тельства второй части в соответствии с теоремой 2 положим 

A:nA:·=O для х+х', А:с:.Ах и A:=m. 
Определим семейство F* подмножеств пространства .:С мощно-

сти 2m, такое, что из соотношений Х Е F*, У Е F*, Х + У и х Е .:С 
вытекает равенство (А: П Х) -· У = m, 

Так как множества .:С и А; имеют мощность т, то для 1саждого 
х Е .:С существует взаимно однозначное отображение f х: .:С~ А:, 
Каждому Х Е F поставим в соответствие множество S (Х) = U f х ( Х) 

хЕХ 

и обозначим через F* семейство всех множестrз S (Х), где Х про-

28• 
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бегает семейство F. Так как f (Х)с:А• и А*nА',=Оприх-'-х', 
х х х х ' 

мы имеем 

А'~ nS(X)=A~ n(U/ (Х))=А* n/ (X)=f (Х), 
)to Х0 _ Х Х Х0 Х0 XQ 

откуда 

(3) (А:, n S (Х))- S (У)= fxo (Х)- fx, (У). 

Так как отображение f взаимно однозначно, имеем 
Хо 

f.(X)-f (У)=/ (Х-У), 
.Хо Хо Хо 

откуда 

f (X)-f (Y)=f (Х---У)=Х-У. 
Хо Хо Xn ~ 

Пусть теперь S (Х) =!= S (У), тогда Х =!= У, откуда Х --У= m 
И, В СИЛУ (3) И (4), 

(Ax,ПS(X))-S(Y)=m. откуда (Ax,nS(X))-S(Y)=m. 

То же равенство показывает, что из неравенства Х =f= У следует 

не равенство S (Х) =!= S (}'), откуда F' = F= 2m. 

Теорема 4 1). Пусть .2'-бесJсонечное Jоtножество )4ОЩ
ности 111 и Ф-се.иейство .иощности <::;:ш отображений под
множеств .и.ножества д: в подмно:нсества множества д:, 
имеющие мощность ш; тогда существует семейство F .иощ-

ности 2m подАtножеств из %, тшсое, что из соотношений 
Х Е F, У Е F и Х =!=У следует, что f (Х) --У= m, какова бы ни 
была функция f Е Ф. 

Положим ш = ~ ь и расположим элементы семейства Ф в транс-
финитную последовательность f 0 , / 1, ... , fu.· ... (а< w6) таким 
образом, что любой элемент множества Ф повторяется m раз. 

Для каждого фиксированного f любому значению у функции f 
поставим в соответствие элемент х, такой, что f (х) =у, и для 
f = fu. обозначим через Au. множество элементов х, выбранных таким 

образом. Тогда д:= m и сужение gu. = fu.l Аа взаимно однозначно. 
Существует трансфинитная последовательность р0 , р 1 , ••• , Pu.· ... 

(а < шь), такая, что Pu. Е Au. и 
1 о Ра =f= р~ при ~<а; 
2° Pu.=f=gYJ(p~) при s<a и 'l'l<a; 
зо gYJ(Pu.)=I=P6 при s<a и 'l'l<a. 

1) См. Куратовский [40], а также цит. раб. Линденбаума и Серпинского. 
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В самом деле, множество тех Ps• для которых ~<а, тех gYi(P'§.). 
для которых ~<а и У]< а, _и g~ 1 (Р 6) имеют при фиксированном а 
мощность < ~ fJ• тог да как А~= ~ ь· 

Так как элементы последовательности [Ра], а< ш0 , отличны друг 
от друга (согласно 1°), то множество Р= [Ра) имеет мощность 111. 

Более того, положим А~= р n Au; тог да А~= 111, так как каждое Аа 
повторяется 111 раз в последовательности [А~ J, :; < ш0 . Следовательно, 
в предложении 3 можно заменить пространство .:С множеством Р 

и множество Ах множеством А~· Отсюда вытекает существование 
семейства F подмножеств множества Р мощности 2'", такого, что из 

соотношений Х Е F, У EF иХ=!=- У вытекает равенство А: n Х- У =т, 
каково бы ни было а< ш0 . Покажем теперь, что из этого равенства 

следует равенство fa (Х)- У= 111 (чем и завершается доказательство). 

Так как множество (А: П Х) --У имеет мощность ~ь• выберем 
последовательность ( Pr,,) элементов этого множества, г де а < 11 < ш0 
и У]<: BYI· Поскольку Рв,1 Е А а, функция g а определена на элемен

тах p 13 YI и ga(P13YI)Efa(X). 
Так как эта функция взаимно однозначна, множество всех эле

ментов ga (РвУI) с переменным У] имеет мощность m. Остается доказать, 

что ga (РвТJ) ~У. 
Допусти''' противное. Так как У еР, то, в силу допущения, 

существует ~ < ш0 , такое, что ga (РвУi) = р~. Следовательно, р~ Е У 

и, так как, по предположению, РвТ] ~У, ТО ~ =1= вТ]. 

Рассмотрим два возможных случая. 

1) Пусть ВТJ < ~. тог да а < ~. Итак, условия 

p~=ga(PвYI)· BYI<~ и а<~ 

несовместимы, согласно 2°. 
2) Пусть ~ < BYI' тог да, согласно 3°, несовместимы следующие 

условия: 

Таким образом, в обоих случаях мы приходим к противоречию. 

Т е орем а 5. Пусть .:С- полное сепарабельное простран

ство мощности с; тог.да существует семейство F мощности 2с 
множеств, ни одно из которых не является непрерывным 

образом другого. 
Более ·{того, из соотноutений Х Е F, У Е F и Х =i= У следует, 

что f (Х)- У= с, какова бы ни была непрерывная функция f, 
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определенная на множестве .Z и допускающая .нножество 
значений .иощности с. 

Пусть Ф- семейство непрерывных отображений Об-множеств 
в nодмножества множества д;, имеющие мощность с. Тог да, согласно 

§ 30, IIl н § 24, Vl, имеем Ф =с. Семейство F из теоремы 4 
и есть искомое семейство. 

В сююм деле, соотношение f (Х)- У= с означает, что Х =с; 
следовательно, никакое множество, являющееся элементом семейства F, 
нельзя отобразить ни в какое другое множество при помощи ото

бражения, принимающего мeiJee чем с значений. С другой сторо:-~ы, 
если f- непрерывное отображение, определенное на множестве Х 
и принимаюшее с значений, то существуют, с силу 1, Gь-множество, 
содержащее ыножество Х, и непрерывное продолжение. j* отображе
ния f на это множество. Поэтому /*Е Ф и, следовательно, 

f*(X)- У=с для XEF, YEF иХ=!= У. Так как j*(X)=f(X), 
мы приходим к требуемому заключению. 

Т е орем а 6. В интервале g существует несчетное Юiо
жество, для которого g не является непрерывньиt об разом. 

Мы выведем эту теорему из следующего утверждения, I(Оторое 

б у дет установлено с помощью гипотезы континуума. 

Т е орем а 7 (Серпинский [45] ). Пусть .:С- полное сепара
бельное (несчетное) пространство, tt пусть F- некоторое 

се.мейство J.tащности ~: ~ 1 несчетных подмножеств простран
ства %; тогда в пространстве .Z существует несчетное 
.мно:жество Р, maJ<oe, что ни/(аJ<ой элемент сеАtейства F не 
является непрерывны.м образо.и J.tножества Р. 

Более точно: если У Е F, то У- f (Р) =!=О, J(акова бы ни была 
непрерывная фун1сция f, определенная на множестве Р. 

Все пары (/, У), г де У Е F и f- непрерыnная функция, опре
деленная на некотором G6 -1шожестве, множество значений которой 

содержит множестuо У, расположим в трансфинитную ПОСJiедователь

ность типа ~2 : (! а• У aJ, а < S2 (существование такой последователь
Jюсти вытекает из того, что семейство Gь-множеств, так же как и 
семейство непрерывных функций, определенных на йь-множествах, 
имеют мощность с, следовательно, в силу гипотезы континуума, 

мощность ~ ]). 
При фиксированном а расположим множество У а в некоторую 

трансфинитную последовательность \Уа, 13 }, г де /} < Q, и положим 

Е а, 13 = f~ 1 (Уа, 13). Так как функция f а непрерывна, то множество Е а, 13 , 
будучи замкнутым в множестве определения фун:щни f а• обладает 
свойством Бэра. Так как, кро~1е того, из неравенства В =F 13' следует, 
что Е а, в n Е а, в· =о. ТО применимо следствие 7 из § 34. IV. Отсюда 
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вытекает существоnание последовательности {Уа), где a<Q, и несчет
ного множества Р, такого, что Р n Еа \' =О, каково бы ни было а. 

' а 

Пусть теперь У Е F и f- непрерывная функция. Допустим, что 
У с f (Р). Пусть в соо1ветстnии с теоремой 1 j*- непрерывное 
продолжение сужения fiP на некоторое Gь-множество. Тогда имеем 
Ycj(P)cj*(P). Следоnательно, пара (f*, У) принадлежит после
довательности {f а• Уа), и поэтому при ьекотором а имеем j* = f а 
и У= Уа· 

Так как Р П Е =О, т. е. Р П fa-
1 (>'а,,. ) =О, то >'а, Уа J:. fa (Р), с1., Va а 'f: 

следовательно, у , Е Ус- f (Р)с У- .f (Р). 
а, \а 1 а 

3 а меч а н 11 я. 1. Теорема 6 следует из теоремы 7, если положит!, 
.ft' = g и F = (/J). Доказательстnо теоремы 6 не опирается на гипо
тезу континуума, ибо если предположить, что с> N 1, то теорема 6 
очевидна. Тем не менее без гипотезы континуума нельзя доказать 

существоnание множества мощности с, для которого интервал не 

яв.1яется непрерывным образом. 

2. Неравенство У- f (Р) +О в теореме 7 может быть заменено 
равенством У - f (Р) = N 1• В самом деле, любое множестnо У Е F 
разложим на ~ 1 непересекающихся подмножеств мощности ~ 1 и 

обозначим через F* семейство, которое получается из семейства F 
заменой каждого множества У его Подмножествани. Применяя тео

рему 7 к семейству F*, получш1 требуемый результат. 
3. Если семейство непрерывных функций заменип. семейством 

произвольных функций, имеющим мощность <;. ~ 1 (шт даже <;. ~ 0), 

то теоре},Iа 6 станоuится неверной. В само~1 деле, имеет место сле
дующая теорема (эквиnалентная гипотезе континуума): существует 

счетное семейство Ф отображений f: g--* g, такое, что лю
бому несчетному под.множеству Ре g соответствует отобра
жение JЕФ, при !Соторо.м j(P)= [f (см. Браун и Серпинекий [1]). 

4. Понятие типа непрерывности аналогично понятию топологи
ческого типа. Два множестnа имеют один и тот же тип непрерьшности, 
если каждое из них является непрерывным образом другого (см. 

Серпинекий [39] ). Согласно теореме 5, в любоу,t полно.м сепара-

бельно.м пространстве .мощности с существует 2' различных 
типов непрерывностu 1 ). 

II. Продолжение rомеоморфизмов. 

Теорема Лаврентьева [1], [2]. Пусть .Cl: и 'У-nолные 
.метрические пространства, пусть Ас§, Есу, и пусть 
f: А--'> В- го.мео.морфиз.м; тогда существует продолжение 

1) О других проблемах, касающихся типов непрерывности, см. Вара
шкевич [1], цит. раб. Серпинскоrо, а также Ароншайн [1]. 
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отображения f до го-~tео.«орфизма двух G6-множеств, распо
ложенных в этих пространствах. 

В самом деле, пусть f- гомеоморфизм, определенный на мно-

жестве А, такой, что f(A)=B. Положим g=f- 1
• Пусть теперь 

j*- непрерывное продолжение отображения f на некоторое G0 -мно
жество А* (см. п. 1, 1). Аналогичный смысл придадим символам g* 
и В* по отношению к функции g. Положим 

l=E [y=f*(x)] и 1=E[x=g*(y)]. 
х, у х, у 

Обозначим через А 1 и В 1 проекции множества 1 n 1 соответственно 
на ось ,<[' и на ось :!/. Очевидно, что отображение j* : А 1 ~ В1 есть 
гомеоморфизм. 

Остается доказать, что А 1 и В1 - множества типа G6 . Положим 

h(x)=[x, j*(x)]; тогда A 1 =h- 1 (1). Так как отображение h не
прерывно и множество 1 замкнуто в % Х В* (§ 15, V, 2) и, следо
вательно, является G0 -множеством в пространстве % Х 3', то мно

жество h- 1(1) есть G0 -множество в А*(§ 13, IV (5)) и, следовательно, 
в %. Точно так же докажем, что В1 есть G6 -множество в простран

стве 3'. 
Докажем теперь такое следствие теоремы 1 из п. 1. 

Следствие. Пусть% и 3'-.метрические пространства 
(причем пространство Э' полное), а пусть А с%, а отобра

жение f: А~ Э' является го.1tеомГJрфазяо.1t; тогда его можно 
продолжать до гоо~ио.«орфазма, определенного на G0 -Аtножестве. 

В самом деле, обозначим через %* полное пространство, которое 
топологически содержит пространство д; (см. § 33, VII). Гамеамор

физм f допускает продолжение на множество А 1 , которое является 

G6-множеством относительно пространства %*. Имеет место включе
ние А с А1 с .fC*. Множество А2 = А 1 n .fC- искомое множество: 
оно является G6-множеством (в %), содержит множество А и про
долженное отображение является гамеаморфизмом на А2 • 

3 а меч а н и я. 1. Множество f (А2) может не быть типа G6 . 

В самом деле, пусть %=А- множество рациональных чисел интер

вала g, 3'=8 и /(х)=х. 
2. Теорема Лаврентьева позволяет установить следующую тео

рему, которая другим путем доказана в § 27, IV (теорема 1): любое 
п-.«ерное .множество (расположенное в метраческом сепара

бельном пространстве) содержатся в некотором п-мерном 

G6-множестве; следовательно, оно топологаческа соде ржител 
в полном п-мерном пространстве 1). 

1) Как будет показано в томе 2, термин nолное можно заменить терми
!IОМ комnаt<тное. 
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Доказательство (см. Тумаркин [3]) сводится к случаю, когда 
n =О (см. § 27, IV, теорема 1). Итак, пусть А- нульмерное мно
жество; тогда существует гамеаморфизм между множеством А и не

которым подмножеством канторавекого множества 8' (§ 26, IV, тео
ре~!а 2). Этот гамеаморфизм допускает продолжение, в силу 
предыдущего следствия, на некоторое G6 -множество; это последнее 

множество является нульмерныы, так как оно гамеаморфно подмно

жеству ну.1ьмерного множества 8'. 

111. Топологическая характеризация полных пространств. 

Т е о ре ы а. Пусть "z· -- произвольное .ttem рическое npocm ран
ство. Любое его подяножество, го.мео.иорфное полна.~tу про
странству с;;, является 00-.множеством 1). 

Действительно, пусть в предыдущем следствии f- отображение 

па пространство :У; тогда продолжение /* отображения f совпадает 
с f (потому что отображение /* взаимно однозначно); итак, область 
задания отображения f (т. е. множество А) совпадает с областью 
задания отображения f*, являющейся G6 -множеством 2). 

3 а меч а 11 и е. Из этой теоремы и теоремы из § 33, VI, мы за
ключi!ем, что подяпожес тв о полпого n рос т рапс тв а гомео
морфпо полпо.му прострапству (т. е. топологически полно) 

тогда и только тогда, когда ono является 00-мпожеством. 
Отсюда вытекает, что любое .мпожество, го.меоморфпое 00-мпо
жеству, содержаще.иуся в noлno.tt прострапстве, есть 
G0-.1tnожество 3). 

С топологиче<:кой точки зрения пол пые се па раб ельпые nро

странства --это ne что ипое, r<ак 00-.ltlioжecтвa, располо

жеппые в гильбертово.~t кубе g~o. 
Действительно, в силу теоремы Урысона, любое сепарабельное 

метрическое пространство гамеаморфно подмножеству куба g ~, 
(§ 22, Il); если это пространство, кроме того, полно, то это под

множество, как мы показали, есть некоторое 00-множество. 

IV. Внутренняя инвариантность различных семейств множеств. 
Со г лас но § 13, IX, свойство Р множеств называется внутренне ин

вариантным относительно полных пространств, если всякое подмiю

жество полного пространства, гамеаморфное множеству, обладаю-

1) Это утверждение представляет собой частный случай инвариантности 
борелевекого класса (см. п. IV). 

2) Более прямое доказательство см. в работе Серпинекого [32]. 
8) Теорема Мазуркевича [1]. См. также Серпинекий [25]. Эта теорема 

может быть получена также непосредственно из теоремы Лаврентьева без 
использования теоремы § 33, Vl, см. цит. раб. Лаврентьева. 
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щему свойством Р н расположенному в том же или в другом полнтt 

пространстве, также обладает свойством Р. 

Теорема (Лаврентьев [1]). Пусть Р-внутренне инвари

антное свойство, такое, что если Х обладает свойство.н Р, 
то любое .\tHOJICecmвo типа 0 6 в Х mah·жe oблaiJaem эrnи.1t 
свойство.м. Прu этих предn,J.?Ожениях слеiJующие свойства 

являются внутренне анвариаитны.lm: 

1° свойство Р0 быть обпединениеN счетного сеАtейства Аtно

жеств, обладающих свойсrпво.м Р; 

2° свойство Р6 быть пересечениеАt счетного сеАtейства мно
жеств, обладающих свойство.ц Р; 

3° свойство РР быть разностью двух Аtножеств, обладаю-

щих свойствоя Р; 
4° свойсmвD Ре быть дополнением к множеству, обладаю

щему свойством Р, при дополнительноя предполооtсении, что 
,\tножество, обладающее свойствоАt Р, сохраняет это свойство, 
если к нему добавить F0-AtНOJICecтвo. 

Инвариантность свойства Р а очевидна (она не зависит от 

п редлоложения, что относительные 0 0 -множества обладают свой
ством Р). 

Чтобы доказать 2°, положим А= П An, где множества Ап oб-
n=I 

ладают свойстnом Р; пусть отображение f: А---+ В- гомеоморфизм. 
В силу теоремы Лаnрентьеnа, гамеаморфное отображение f : А ~->-В 
может Gьrть нродолжено на 00-~rножество, которое мы обозначим 

С.:С• 

чере3 А*. Следовательно, А= А ПА*, откуда А= П (An ПА*) и 
n=l 

В= f (А)= П f (Ап ПА*), поскольку отображение f взаимно одно-
n=l 

значно. Так как А* есть 00 -множество, то множества An nА* и 
f (Ап nА*) обладают СВОЙСТ!ЗОМ р. поэтому множество в обладает 
свойством Р0 . 

Доказательство утверждений 3° и 4·~ аналогично. Пусть А = 
= А 1 ·- А2 , н пусть симnолы В, f и А* имеют тот же смысл, чго 
и выше. Тог да 

А= А ПА*= (А 1 П А*)- (А2 П А*), 
откуда В=/ (А)=/ (А 1 ПА*)--/ (А2 ПА*), 

что доказывает 3°. 
Пусть, наконец, А=- А 1 (дополнение к А 1 ). Тогда 

А= А* П (- А 1) =А*-~ (А 1 nА*) 
и 

В = f (А) = f (А*) - f (А 1 П А*) = - ([- f (А*)] U f (А 1 П А*)] . 
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Так как f (А*) есть 00-множество, то - f (А*) есть Fа-множе
ство. Следовательно, множество в фигурных скобках обладает свой

ством Р, а множество В обладает свойстiЗОМ Ре. 
Из 1°, 2", 4° и внутренней инвариантности G.-,-множеств (устано

вленной в п. III) вытекает 

С л е д с т в и е 1 1). Свойства быть борелевскtоt .ttножество.м 
1:ласса Ga, а> О (G.-,, G0a и т. д.), и бopeлeвctuut .множество.tt 
~еласса r""a, а> 1 (Fao• Faoa u т. д.), являются внутренне uнва
риантны.м.а. 

3 а меч а н и е 1. Достаточно предположить, что А-подмножество 
полного пространства, тогда как множество В (гомеоморфное А) можно 
считать подмножеством произвольнаго ыетрического пространстпа .%'. 
В самом деле, если .:С*- пополнение пространства .:С (см. § 33, \111), 
то множество В является, в силу следствия 1, множеством класса 0 0 
(класса Fa) относительно пространства .%'*, а следовательно, и отно
сительно пространства .:С, которое содержит множество В. 

С л е д с т в и е 2. Свойство Бэра в узко.tt с.мысле является 
внутренне инвариантным. 

Действительно, для того чтобы множество А обладало этим свой

ством, необходимо и достаточно, чтобы любое замкнутое подмноже
ство Z IJ А было объединением борелевекого множества и множества 

первой категории в Z (§ 11, VI). 

3 а м е ч а н и е 2. Инвариантность свойства Р Р может служить для 

доказательства внутренней инвариантности разложи.1tости в зна~ео

че редующиеся ряды (конечные или трансфинитные) множеств 

класса Ga (или класса Fa) 2). Например, свойство быть разностью 
двух 00 -множеств является внутренне инвариантным (см. Серпин
екий [15]). 

V. Приложепия к топологическим рангам. 
Теорема 1. Во BCЯI<Oftt полной сепарабелы-tо.}t простран

стве .мощности с существует се.~tейство, состоящее uз 2r ;.иtо
жеств, топологические ранги которых попарно несравнuйы з). 

Эта теорема легко следует из теоремы I, 5. Более непосредствен
ным образом ее можно вывести из следующей теоремы общей теории 

множеств. 

1) Это следствие было установлено без применения теоремы Лаврентьева 
для некоторых частных случаев (впрочем, при дополнительных предположе
ниях на пространства); кроме вышеупомянутых работ .Мазуркевича и Сер
пинского, см. Серпинекий [20] (случай множеств а <'>а' а <'>аб' ••• ) и Ма
зуркевич [4]. Дальнейшие обобщения см. в работах: Хаусдорф [Sa], Тайм~
нов [1], [2], Келдыш [1], Вайнштейн [3]. 

2) Ср. с ,малыми классами" Бореля, § 37. 
3) См. Куратощкий [10], Серпинекий [44], Ванах [9]. 
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Пусть Ф- некоторое семейство отображений подмножеств дан
ного множества /{:' в подмножества множества ,'l;'. Пусть Х и У -
полмножества множества §; назовем их нес равни.мы.ми (по отно

шению к семейству Ф), если в Ф не существует никакого отобра
жения одного из этих множеств в подмножество другого. Имеет 

место 

Теорема 2. Пусть Ф-_!!!I<О_"!_орое се.rtейство взаи.Jutо одно
значных отображений и д:=Ф=m; тоzда существует се-

мейство F, состоящее из 2nt попарно несравни.1tых подАtно
жеств .ltножества д:. 

Множество д:, а также семейство Ф, пополненное всеми функ
циями, обратными к содержащимся в Ф, расположим в две транс
финитные последовательности [ха! и [f al наименьшего возможного 
порядкового типа. 

Пусть Р = [ Ра! - трансфинитная последовательность, определен
ная по индукции таким образом, что Ра отлично от всех р~ и от 

всех f; (р 11), если ; <а и 11 <а. Пусть F- семейство подмножеств 
= nt 

множества Р, такое, что F= 2 и Х- У= m для любой пары 
различных множеств, принадлежащих семейству F (см. 1, 3). 

Допустим, что существует функция f У Е Ф, такая, что f У : Х ~~У 1, 

где Х Е F и У 1 с У Е F. Пусть /~ 1 = fs· Покажем, что из соотно
шений Pa.f_JS..~ У и s <а следует неравенство а< у, откуда полу

чим, что Х- У< m, вопреки предположению. Положим /у СРа) = р11 , 
следовательно, Ра = f'G (р 11). Тогда 11 >а, согласно определению Ра· 

С другой стороны, 1'] =1= а, ибо р11 Е У и Ра $ У. Соотношения а < 1'] 

и р11 =/у (ра) влекут за собой неравенство 11 <·\'. откуда а< у. 

Теорема 2 установлена. Чтобы получить отсюда теорему 1, возь
мем в качестве Ф семейство всех гомеоморфизмов, определен
ных на 06 -подмножествах пространства §. Допустим, что Х Е F, 
Х =1= У Е F и что Х топологически содержится в У; тогда, со
гласно теореме Лаврентьева, существует гамеаморфизм f, опреде

ленный на 06 -множестве, содержашем Х, такой, что f (Х) с У. 
Но это невозможно, так как f Е Ф и Х и У несраннимы по отно
шению к Ф. 

3 а меч а н и я. Аналогичным образом устанавливается существо

вание трансфинитной последовательности .мощности >с .мно
жеств, тополощческий ранz которых возрастает, а также 

трансфинитной последовательности .мощности с .множеств, 
тополощческий ранz I<Omopыx убывает (см. Серпинекий [44], 
Серпинекий и Куратонекий [3]). 
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VJ. Продолжение В-измеримых фующий. 

Т е орем а (Куратовскиtt [20]). Пусть .Я:- произвольнос .~te
тpиttec!coe пространство,~- полное сепарабельное простран

ство а А с .Z'. Пусть далее f: А~".!/-отображение IСЛасса а: 
тогда его .1ижно продолжить (без изменения /{ласса) на неiСо
торое .множество А* .мультиплиiСативного IСласса а+ 1. 

В частности, если .множество А принадлежит .мультиплаiСа

тивно.му IСЛассу а> О, то фуН!сция f -иожет быть продолжена 
на все пространство .Я: 1). 

Так как для а= О теорема установлена в п. 1, положим а> О. 
Согласно § 31, VIII, 3, существует последовательность функций f n 

класса а, определенных на множестве А, равномерно сходящаяся 

к функции f, причем множества fп(А) дискретны. Тогда можно 
положить 

(1) 
1 

1 fп (х)- fk (х) 1 < k, каково бы ни было п :;;> k. 
2 

и fп (А)= [У;. у~ •... , у~ • ... ]· где {У~} -конечная или бесконеч

ная последовательность различных элементов. 

Пусть В; 1 ... ;п=[/; 1 (у;')]n ... П[/~ 1 (у~п)]. Так как каждое 

из множеств f"k 1 (у~) является двусторонним множеством класса а 
относительно А (поскольку точка у~. как изолированная точка мно-

жества fk (А), является открыто-замкнутым множеством в этом мно
жестве), то условия теоремы 2. § 30, VIII. выполнены. 

Следовательно, для любого п существует множество А" мульти

пликативного класса а+ 1 и система {С 11 ... 1,J двусторонних мно

жеств класса а относительно множества Ап• такая, что: 

1° C; 1 ... ;nПCj 1 ... jk=0 при (i1 ... ik)=f=(j1 ... jk) и k<,.п; 

2а An=UC;, .. ,;n; 

3° А П С. · -В· · · tt ... tn- tt··· tn' 

4° если В; 1 ... ;n =О, то С; 1 ... ;n =О. 

Более того (со г лас но второй части предыдущей теоремы), если 
множество А принадлежит му льтипликативному классу а, то А11 = 
= .Я:, так как равенство 

А= /; 1
/k (А)= /"k 1 (у~) U /; 1 (у~) U .•. 

имеет место для любого k. и поэтому А= UB; 1 , каково бы 
1 .. · n 

ни было п. Следовательно. множество А*= П Ап принадлежит 
11 

1) По поводу второй части теоремы, если она относится к функциям 
с действительными значениями, см. Хаусдорф [5]. 
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мультипликативному классу а+ 1; с другоt\ стороны, в случае, 
когда множество А притщлежит мулыипликативному классу а (сле

довательно, когда А 11 ос-=.?:'), имеем А*=.%'. 
Продолжим каждую функцию / 11 на множество 

f (х) = "; п, еслн х ('=С; i . Множество значений n .> n ....... ~ 1 · • · n 

А 11 , полагая 

функции fп, 

определ~нной таким образом, счетно, поэтому чтобы доказать, что 
эта функция прпн:щ.'!ежит классу а (на А 11), достаточно доказать, 

f -1 ( i) что множество n Yn принадлежит аддитивному классу а относи-

тельно А 11 при фиксировilнных п и i. Но это следует непосред

ственно ИЗ равенстnа ~~ 1 (y:J = U Ci
1 

... i
11

_
1
;, Где объединение бе

рется по всем системам из п - 1 индексов. 
Установив это, мы покажеы, что (продолженные) функции f n 

раrзномерно сходятся на ~rножестве А*, а именно что неравенство (1) 
J-Jмеет место для любого Ха Е А*. 

В самом деле, пусть х0 ЕС; 1 ... in и xoECj
1 

... j
11 

при k<:;,n. 

Согласно 1°, il = j!, ...• ilг = j!г· Пусть х Е В;\ ... iп· тогда 

Из равенства ik = jk вытекает, что 

Так как х Е А, то для х справедливо неравенство (1). Это же 
верно для точки х0 , поскольку f n (х) = / 11 (Ха) и f~г (х) = f~г (х0). 
Так как пространство '&' полно, положш~ f (х) = liш f n (х). Таким 

образом, функция f определена для любого х Е А* и, нак предел 
равномерно сходящейся последовательности функций класса а, она 

таюке ПрИНЭДЛСЖИТ I<лассу а (§ 31, Vlii, 2). 

Следствие 1). При тех же предположениях о простран
с твах .%' и ':!/ любая фущ{цая f класса а, определенная на А, 
.иожет быть продолжена на все пространство такилt обра

зо.ц, что она становится функцией !ел асса а+ 1. 
В самом деле, саг лас но первой части предшествующей теоремы, 

существует множество Е мулыипликатиnного класса а+ 1, на но
торое функция f может быть продолжена без изменения своего 
класса (для а= О см. п. 1), а согласно второй части той же теоремы, 

1) В случае, когда '!1 --пространство действительных чисел, см. Сер
nинекий [ 42), Алексич [ 1]. 
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функция /. продолж<Оннап таким образом. мож10т быть продолжена на 
все пространство, как функция класса а+ 1. 

VII. Продолжение rомеоморфизма класса (~, ~). Следующие 
утверждения позво.1яют обобщить утверждения п. II- 1\1 для сепа

рабельных пространств. 

Теорема (Куратовский [21]). Пусть д: а .У-полные 
сепарабельные пространства, а пусть А с JC. В с у а f: А~В 
- го.мео.иорфаз.;t 1"ласса (а, р). Тогда существует го"иео.иор
физ.1t f*: А* -->В*, яв.гяющийся продолжениеJ.t го.~tео.ltорфиз.ма f, 
приче.м .~tножества А* и В* принадлежат соответственно l<лac

ca.1t a+l3+ 1 и в+п+ 1. 
Возвратю1сн к доказательстrзу т..:ореыы Лаuрентьеuа. Пусть 

f : А~ В- гомеоморфизм класса (а, В). А*- множество м у лыишiи
кативного класса а+ 1, А с А*, j*- отображение класса а, опре
деленное на ~нюжестве А*, которое совпадает с f на А (см. п. VI), 
1 = Е [у= j* (х)]. Аналогичный смысл придадим символам В*, g* 

х, у 

и 1 по отношению к отображению g = j- 1. Пусть. наконец, А 1 и 

В1 - проекции множества 1 n 1 на оси .се и 'У соответственно. Так 

как множество 1 принадлежит мультипликатиuному классу р + 1 
(см. § 31, VII. 1), то множ~ство А 1 принадлежит мулыипликати
вному классу а+ В+ 1 относительно А* (см. § 31, VII, 2) и, сле
дователыю, относительно пространства v"C. 

Таким образом. теоре~tа доказана. Рассыотрнм частный cлyчJtl, 

когда А-· множестuо мультипликатиiJного класса а. Полож,ш А*= А 
и /* = f. Тогда А1 =А и В 1 =В. Так как множество f принад
лежит мультппликливному классу а, то В1 принадлежит мультипли
кативному классу В+ п относительно множества В* и поэтому отно
сительно пространства у. Таким образо~1, мы пр их о щм к следующим 

предложениям: 

Следствие 1. Свойство быть .1tнпжество.11 .ltультиплика
тивного класса п >О инвариантно по отношению к го.ltеомор
физ.иам класса (а, 0). 

С л е д с т в и е 2. Пусть .множество А принадлежит .мульти
пликативно.му классу а> О и f- гомео.морфиз.м класса (а, В); 
тогда множество f (А) принадлежит .мультипликативно.му 
классу В+ а. 

С л е д с т в и е 3. Любой го.меомо рфиз.м класса (1, В), опреде
ленный на полно .м се па рабельном простране тв е, пр е об разует 

это пространство в .множество мультипликативного класса 

~+ 1. 
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*§ 36. Связь полных сепарабельных пространсто 
с пространством е1У' иррациональных чисел 

1. (Л)-операция. Допустим, что любой системе n1, ... , nk целых 
положительных чисел соответствует замкнутое подмножество (пустое 

или нет) Pn
1 

••• "k векоторого полного пространства .:С. Обозначю1 

через а последовательность (а 1 , а 2 , .•• ] целых положительных чисел. 
Отождествляя эту последовательность с иррациональны~! числом 

~ + -
1

1 ~ + ... , можно допустить, что а пробегает пространство Q/11 
Ja а 
(см. § 3, IX, XIV). 

Мы будо1 предполагать в дальнейшем, что 

(1) 

(2) lim Ь (Р 1 k) =О. 
k 

а ... а 
.,.со 

Пусть Z- множество таких а, что Par ... ak =F О, каково бы ни было k. 
Множество Ра1 ПРа1а2ПРаiаzазП ... сводится тогда(§ 34, II) к од

ной точке, которую мы обозначим через f (а). Следовательно, 

(3) f (Z) = ~ /]
1 
р а 1 ••• ak; 

... 
таким образом, f (Z) есть результат (Л)-операции, примененноt! 

к сш.:теме {Р111 ••. nk}· 
Обозначим через e/Jf' n

1 
•.• n k множество таких а, что а 1 = n1, 

ak = nk. Множества e/Jf' 111 ••• "k открыто-за~1кнуты в e/Jf' и образуют 

базис нространства $ (см. § 5, Xl, пример 4). Имеет место следу
ющее включение: 

(4) 

В самом деле, если aEZ. то f(a)EPai ... ak' каково бы ни 

было k. Предположим, что а Е e/JI'n1 ... "k; тогда а 1 = n1, ••. , ak = nk. 

Следовательно, /(а) ЕР n
1 

••• "k' откуда вытекает включение ( 4). 

Теорем а (а). Множество Z замкнуто в пространстве$. 

В самом деле, пусть а Е e/Jf'- Z. Тог да существует k, такое, что 
Par ... ak=O. В силу (4), имеем /(ZП<:>_.,1/ar ... ak)=0, откуда 
Z n elfl'at ... ak =О. Так как множество $а1 ... ak открыто и содержит 
точку а, то любая точка множества e/Jf'- Z принадлежит открытому 
множеству, не пересекающемуся с множеством Z. Следовательно, 
множество Z замкнуто (в пространстве е~У'). 
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Т е орем а (б). Функция f непрерывна (на яножес тв е Z). 

В самом деле, пусть а Е z. е > О, и пусть в соответствии с соот

ношением (2) k- такой индекс, что О ( F at ... ak) <е. Cor лас но ( 4 •. 

имеем b[f(ZПJai .. ak)]<e. Так как Jа1 ... аk-окрестность 
элемента а, то функция f непрерывна в точке а. 

Следующее утверждение очевидно: 

Т е орем а (в). Пуст!• Fat ... ak =1= О при любых а и k; тогда 

z =сА~'. 
Теорема (г). Пусть система (Fai .. ak} является диади

ческой, т. е. множество Ра1 ... а'' пусто всегда, за исключение.ч 
тех случаев, когда систе.иа а1 , .•• , а1' состоит из цифр l 
и 2; тогда множество Z гомеоморф.чо 1<анторову .иножеству '6'. 

Действительно, при этих предположениях Z является множеством 

последовательностей, состоящих из цифр 1 и 2. 

Т е орем а (д). Если Pat ... ak П Рьt ... 0k =О, всегда когда 
(а 1 ... ak) =Р (hl ... bk), то фуннция f взаи.ино однозначна. 

Кроме того, 

= 
(5) J(Z)= n UP l k 

k~la а ... а 

(так что в этом случае f (Z) является Fа6 -множеством) и 

(б) 

В самом деле, если а =1= Ь, то существует индекс k, такой, что 

a"=Pbk. Так как f(b)EPьi ... ьk, то f(b)f.Pat ... ak' откуда 
j(a) =1= f(b). 

Равенство (5) следует непосредственно из теоремы 2, § 3, XIV, 
если принять во внимание равенство (3). 

Доказательство равенства (б) сводится, в силу включения ( 4), 
к доказательству того, что его правая часть содержится в левой 

части. Пусть рЕ /(Z) n Pnl ... nk· Тогда имеем 

р = f (а) Е Ра1 ... ak' а Е Z И РЕ Pn 1 ... nk· 

Включение р Ер l k n р 
а ... а п 1 •.. nk означает, что а

1 = п1 • 

Следовательно, а Е Jnl ... nk' откуда вытекает 

PEJ(Zn<?IY'nl ... nk)· 

ak=пk. 

включение 

Т е орем а (е). Добавим к условU!о предложения (д) следую
щее условие: .множества Pat ... ak все открыты (или замкнуты). 

Тогда отображение f: Z -с)- f (Z) является го.мео.морфиз.мо.lt. 

29 Тоnология, т. I 
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В самом деле, пусть lim f (ат) = f (а). Докажем, что lim am =а, 
m~oo т~~ 

т. е. lim ak = ak, каково бы ни было k, или что при фиксиро
т 

rn~co 

ванно11 k имеем a~n = ak для достаточно больших т. 

Так как множество F al ... ak открыто, из соотношения lim f (а т)= 
т -)о-со 

= f (а) Е F al ... ak следует, что f (а т) Е F al ... ak для достаточно боль
ших т. С другой стороны, f (а 11) Е F 1 k • Тогда из условия 

am ... am 

утверждения (д) вытекает, что а~= а1 , ••• , a~n = ak. 

со со 

Теорема (ж). Пусть%= U Fi и F 1 k=UF 1 "·при 
i=l а ... а i=l а ... а t 

л':,бых а и k; тогда f (Z) = %. 
В самом деле, пусть рЕ§; тогда существует индекс n1, такой, 

что рЕ Fn . Доказательство проведем по индукции. Допустим, что 
1 

рЕ F n
1 

... n
1
l. По условию теоремы, существует индекс nk+I• такой, 

что рЕ F n
1 

••• п"п.н 1 • Обозначим через а последовательность 

(п 1 , п2 , п3 , ••• );тогда p=f(a). 

Имея в виду последующие приложения, мы установим следующие 

три предложения. 

= со 

Teopeмa(з).ПycтьJC=UF;uFt k=UF 1 k.для 
i=l а ... а i=l а ... а t 

любых а и k; тогда 

Пусть рЕ F"
1 

... n" и е> О. Докажем, что существует точка 

aEZ, такая, что f(a)EFrz
1 

... nk и /f(a)-p/<,e. 
По условию теоремы, существуют индекс пk+l и точка р1 , такие, 

что 

и более того. существуют последовательность целых чисел nk+l• 

nk, 2, • . • и последовательность точек р 1 , р 2 , ••• , такие, что 

Обозначим через а бесконечную последовательность пр n 2, 

тогда am = пт для любого т. Поэтому 

lim /f(a)-pj/=0, 
j~co 
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согласно (2). Отсюда /(a)=_lim Pj• и так как \Pj- Pi <Е, то 
;~со 

/f(a)- р\<:;;:Е. 
Второе равенство в (7), таким образом, установлено. Но первое 

есть частный случай второго, если считать, что при k =О имеем 
F=.%. 

Т е орем а (и). Пусть выполнены условия утверждений (в) 

(д) и (з), пусть, кро.ие того, .иножество Fn
1 

••• nk нигде не 

плотно в JrtHO;J!Cecтвe Fn
1 

... nk-I (какова бы ни была систе_иа 

индеr<еов п1 ... пk_ 1 ); тогда об раз любого отr<рытого множе
ства пространства ~ при отображении f является множе
ствоJ!t первой категории отuосительно са.иого себя. 

Так как множества ~ n
1 

.•. nk образуют базис пространства ~. 
то достаточно доказать, что множество f ( '"';f! n

1 
..• nk) является ъrно

жеством первой категории относительно самого себя. 

В силу предложения (в), имеем Z = ~, поэтому, согласно вклю
чению (4), f(&fl\ ... nk)cFn

1 
... nk' откуда 

Так как любое из множеств Fn
1 

... n"i нигде не плотно в мно

жестве Fn
1 

... nk (по предположению), то их объединение является 

множеством первой категории в Р n
1 

... nk· Следовательно, множество 

f(~n 1 ... nk) является множеством первой категории в Fn
1 

... nk· 
С другой стороны, в силу (7), (б) и (в), имеем 

F п 
1 

... п k = f ( Z) П F n 1 ... п п = f ( Z П ~ п1 ... 11 k) = f ( ~ п1 ... п k). 

Множество f (~п1 • .• nk). как множество первой категории отно
сительно своего замыкания, является множеством первой категории 

относительно самого себя (см. § 10, IV, 2). 
Мы дополним утверждение (и) следующим предложением: 

Т е орем а (к). В канторовом .мuожестве ~ существует 
систе.иа {Fn

1 
... nk} совершенных множеств, удовлетворяющая 

условия.м теоремы (и). 

Заметим сначала, что каждой точке р прямого произведения 

75' Х 75' можно поставить в соответствие совершенное множество 
Р Р с 75' Х 75', содержащее точку р и ни г де не плотное в простран
стпе ~ Х ~ (гомеоморфное множеству 75'). 

Так как пространство ~ Х ~ гомеоморфно ~ (§ 1 б, II, теоре
ма 6), то анаЛогичным образом любой точке множества ~ можно 
nоставить в соответствие соверш.:нное множество, содержащее эту 

29"' 
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точку и нигде не плотное в 71. Следовательно, если р 1 , р 2 , 
последовательность точек, плотная в 71, существует последователь
ность F 1, F 2, •.• непустых совершенных множеств, нигде не плот

ных в 71, такая, что 
n 

F n n F т= о ДЛЯ п =1= т и Pn Е u F;. 
i=l 

Тогда ыы имеем 71 = U F;. Заменяя в этом рассуждении мно-
i 

жество 71 множеством Fn, мы определим множества Fn,n,• затем 
множества F n,n,n, и т. д. Кроме того, можно допустить, что 

о(Fп 1 ..• пk) < 1/k. Тогда система {Fп 1 ... пk} удовлетворяет услgвиям 
теоремы (и). 

Il. Отображения множества J в полные пространства. 

Теорема 11). Всякое полное сепарабельное пространство 
является (эффективно 2)) непре рывны.~t об разо.м пр ос т ран

ства "ff. 
В самом деле, пусть R 1, R 2 •••. -базис пространства .!j;', такой, 

что R; =1= О и o(R;) < 1 (см. § 21, II). Положим F; = R;. Тогда 

(1) .Z'= UF; и o(F;)-<;1. 
i=l 

Применим индукцию. Предположим, что множество F n
1 

... nk опре

делено, непусто и замкнуто. Рассмотрим это множество в качестве 

пространства; тогда существует бесконечная последовательность не

пустых замкнутых множестrз Fn
1 

... nki' где i= 1, 2, ... , такая, что 

(2) 

Тогда, в силу предложений (б), (в) и (ж), множество .% является 

непрерывным образом множества J. 

Т е орем а 2. Любое полное сепарабельное пространство 
раз.#ерности О гамеаморфно некоторо.#у за.~tкнуто.му под.мно

:нсеству пространства J. 
В самом деле, так как пространство .% ну льмерно, любое его 

открытое подмножество есть объединение бесконечной последова

тельности попарно непересеr:ающихся открыто-замкнутых множеств 

(пустых или нет), диаметр которых может быть сделан сколь угодно 

малым (§ 26, I, следствие 1а). Следовательно, как и в предыдущем 

доказательстве, формулы (1) и (2) имеют место, поскольку множества 

1) Эта теорема будет распространена в § 37 на борелевекие множества. 
2) То есть доказательство позволяет определить непрерывное отобра

жение f: dY'-?.% (см. § 23, VIII). 
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F n
1 

... nk замкнуты, открыты и попарно не пересекаются при фик

сированном k. 
Согласно предложениям (а), (е) и (ж), пространство .%' гамеа

морфно множеству Z, замкнутому в GJJГ. 

Следствие 2а. В пространстве dfl' любое G0 -,иножество 
го~ltеолtорфно некоторо.иу зам1mутоJ.tу множеству. 

Действительно, в силу § 33, \111, любое G6 -множество, содержа
щееся IJ пространстве df/', гомеоморфно полному пространству раз
~tерности нуль. 

Т е орем а 3 (теорема Мазуркевича 1)). Всякое G6 -.иножес т во, 
плотное и граничное в полноАt сепарабельном нуль~иерно,и про

странстве, го~иео~норфно пространству coJfl~. 
В самом деле, согласно теореме 1', § 26, I, рассматриваемое 

G6 -множестiJо является результатом (Л)-операции, приыененной к си
стеме { F n

1 
... nk} непустых открыто-замкнутых попарно не пересе

каюшихся при фиксированном k множеств, удовлетворяющих усло

виям (l) и (2) п. I. Согласно равенству (3) и предложениям (в) 
и (е), это множестiJо гомеоморфно множестiJу "'/у. 

С л е д с т IJ и е За. Любое 06-мrю:жество, плотное и граничное 
в пространстве (3 действительных чисел, голtеолtорфно про
странству ~/'. 

Пусть Q есть G6 -множество и D- счетное подмножество из 
(3- Q, плотное и такое, что множество (3- Q- D плотно (мно
жество D такого вида существует, ибо множество (3 - Q плотно и 
плотно в себе). Следоrзательно, множестrзо Q является плотным и гра
ничным IJ (3-D. Более того, (3-D как G6-множество является 
топологически полншt пространством размерности О (§ 33, VI). 
Поэтому множество Q гомеоморфно пространству J, в силу 
теоремы 3. 

Ш. Взаимно однозначные отображения. 

Теорема. Интервал Ef, а mа1<же п-мерный r<уб gn 
(п !iонечно или равно ~ 0) являются гоJtеомо рфны.ии об раза.ии 

(при го.иеоАtорфизлtе класса (0, 1)) пространства elf!'. 

Пусть N- канторово множестrзо 'б', лишенное левых концов 
смежных интервалов. Каждому числу 

1) См. Мазуркевич [2], Брауэр [2], Александров и Урысон [3]. 
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поставим в соответствие число 

t (х) = !:.!__ + !2_ -j-- + С т + 22 23 . . . 2m+! 

тогда отображение t: N ~ g непрерывно и взаимно однозначно (см. 
§ 16, 11, следствие ба). 

Обратное отображение t- 1 имеет только счетное множество точек 
разрыва ~то точки, которые представляются конечными двоичными 

дробями); следовательно, оно принадлежит первому классу (§ 34, VII, 
сле.дствие l ). 

Так как N- плотное и граничное множество в 'б', то множества 
N и <?;У гамеаморфны (теорема 3, п. Il); пусть s -- гомеоморфизы, 
такой, что s (,/f~') = N. Функция f = t о s удовлетворяет теореме для 
n= 1. 

Поставив в соответствие последовательности (конечной или бес

конечной), составленной из иррациональных чисел х 1 , х 2 , .•. , по

С.'!едовательность f (х 1 ), f (х2), мы определим непрерывное 
отображение g: <?Af'n~ gn. 

Обратное прсобразование g- 1 ставит в соответствие любой точке 
·1 1-1 ) /-1 ) ;~;оп У!> У2' ... пространства fJ' точку (yl ' (у2' ... пространства r?/f • 

Саедован:льно, отображение g- 1 принадлежит первому классу, так 

как отображение .Г 1 принадлежит первому классу (§ 31, Vl, 3). 
Поскольку пространство в~Jt'" гамеаморфно пространству К (§ 16, 
11, 6), обозначим через ll гомеоморфизм, такой, что h (е#')= <?;Уп. 
С уперпозиция g о h и есть искомое отображение. 

3 а м е ч а н и е. Предыдущую теорему можно обобщить, если заменить 
п-мерный куб gn произвольным Fа0 -множеством, состоящим только из 
точек ионденсации (и лежащим в полном сепарабелыюм пространстве). 
(См. Хаусдорф [7].) 

Следствие 1). Всякое .метрическое сепарабельное про
странство %' является го.мео.морфны.м образо.!t (при го;,tео

.морфизАtе ;сласса (0, 1)) некоторого под.иножества Есе/1~'. 
Кроме того, если пространство %'-полное, то ;,tноже

ство Е за.мюtуто (следовательно, топологичес;си полно, сепа

рабельно и 0-"иерно). 

В самом деле, пространство .%' можно рассматривать как под

множество Qc:.(J'~~o(§ 22, 11). 
Если же пространство д: полно, то Q есть 06 -множество (см. 

§ 35, III). Итак, пусть f- отображение, рассмотренное в преды-

дущей теореме (для п = t..~ 0); тогда /- 1
(Q) есть 06 -множество 

в проиранстве df/'; следовательt~о, оно гамеаморфно векоторому 
замкнутому подмножеству пространства <?//' (следствие 2а, п. 11). 

1) В § 37 это следствие будет распространено на борелевекие мю:>
жества. 
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IV. Теоремы разложения. 

Теореыа 1. Любое полное сепарабельное 0-.!tерное не
с•tетное пространство является объедuнеitие.lt некоторого 

счетного .!tножества и .uножества, гамеаморфного простран

ству f2)'f/". 

Б самом деле, согласно теореме К:штора- Бендиксона (§ 23, V), 
это пространство является объединением счетного множества и непу
стого совершенного множества Р. Пусть D --счетное множество, 
плотное n Р. Множестпо Р, рассматриваемое как пространство, 
яв.·mется по.тны~1, сепарабельным и О-мерным. Кроме того, каждая 
его точка есть точка конденсации (§ 34, IV, слсдстпие 3); следопа

те:rьно, множество Р- D плотно в Р. Будучи плотным и гра
ш1чным 00 -множсстпом в Р, оно гамеаморфно простран~тву c;f/' 
(согласно теореме 3, п. II). 

3 а меч а н и е. Отсюда следует, что несчетное 06 -.uножество, 
расположенное в Cf, становится гомеоморфньtJ.t .юtожеству ~. 
ногда в неы вычерJщвается некоторое подходяща.!t образом 
выбранное счет но е множество (теорема Мазуркевича, см. цит. 

раб.). 

Действительно, удаляя рациональные точки, мы получим 06 -мно
жество размерности О, которое становится, как мы показа.ти, гамеа

морфным множестпу "У после удаления счетного множества точек. 

Т е орем а 2. ВсЯJ<ое полное сепарабельное несчетное про
странство является объединением счетного множества и 
.ltножества, которое получается из ~ при гoJ.teo.~topфиз.lte 
к.zасса (0, 1 ). 

Б самом деле, пус rь су- рассматриваемое пространство и JC
полное сепарабельно~ О-мерное пространство, такое, что су= 1 (%), 
г де 1- гамеаморфизм класса (0, 1) (следствие, п. I!I). 

Согласно предыдущей теореме, мы имеем % = D U /V, где D
счетное множество, а N гамеаморфно пространству ~- Равенство 
су= 1 (D) U 1 (N) является искомым разложением. 

V. Связь с канторовским множеством 'б'. 

Т е орем а. Любое непрерывное отображение 1 полного сепа
рабельного пространства %, принимающее несчетное мно

жество различных значений, является гамеома рфизмом на 
не1<ото ром J.tножестве А, гамеома рфном канта ровскоJ.tу мно

жеств у 'б'. 
Кроме того, любое полное, плотное в себе непустое про

странство (которое 3tажет и не быть сепарабельньtJ.t) топо
логtИ!!С!Щ содержит нанторавекое множество 7f (см. Юнг [4]). 
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Поставим IJ соответствие каж'J.ому значению у рассматриnае~юй 

функции f точку ху, такую, что y=f(xy). Пространство.%' сепа
рабельно и множестnо различных точек Ху несчетно; пусть D
некоторое плотное в себе (непустое) подмножество этого ыножества 

(см. § 23, V). 
Пусть р0 =1= р2 - дnе точки множества D, и пусть Р0 и Р 2 -два 

(замкнутых) шара с центрами р0 и р2 , такие, что 

о ( Р 0) < 1 , о ( Р 2) < 1 , 

f (Ро) П f (Pz) =О. 

Существование шаров Р0 и Р2 nытекает из непрерывности функ

ции f: если бы такие шары не существовали, то можно было бы 

определить (рассматривая стяrивающиеся шары) две последователь

ности (rп) и (sпJ, такие, что 

но тогда 

liш r n = р0 , 
n ->оо 

lim Sn=P2 и f(rп)=f(sп); 
n+co 

Jim f(rn)= lim f(sп), откуда f(Po)=f(P2) и Р0 =р2 , 
n -.> :о п. -* ~\) 

ибо функция f взаимно од-нозначна на множестnе D. 
Так как множество D п.1отно в себе, внутри шара Р0 сущест

вуют дnе точки PoJ Е D и р02 Е D и два шара PoJ и Р02 , такие, что 

и 

1 
о(Роо) < 2, 

Придавая аналогичный смысл символам Р20 и Р22 и продолжая 

этот процесс, мы придем к диадической системе непустых замкнутых 

множеств (Рс 1 ... ck}' удовлетворяющих услоnиям (1) и (2), п. l. 
Кроме того, имеем 

(i) 

если 

а это означает, ЧТО Ре! ... с" n pdl ... d" =о. 
Отсюда, в силу п. I, (г) и (д), вытекает, что множество 

со 

А= П U Рс 1 ... ck, г де объединение берется по всем системам из k 
k=l 
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цифр с 1 ••. ck, является взаимно однозначным и непрерывным образом 

множества 'б' ; А= g ('б') 1). 

В силу § 20, V, ба, множество А гамеаморфно множеству 'б'. 
Для доказательства гамеаморфности сужения f 1 А достаточно 

доказать, что оно взаимно однозначно. Итак, пусть х" х2 Е А, 
х 1 =/= х2 ; тогда сущестпуют дпе различные системы индексов (с 1 .•. ck) 
и (d1 ... dk), такие, что х, Е Рс 1 ... ck и Х2 Е Pd

1 
... dk. В силу (i), 

f (х 1 ) =/= f (х2 ), что и требовалось доказать. Чтобы установить пторую 
часть теоремы, достаточно по.'!ожить в предшсстпующем рассуж1.снии 

D=д: и f(x)=x. 
Следствие 1. Любой непрерывный несчетный образ пол

ного сепарабельного пространства топологически содержит 

множество 'б'. Следовательно, он иAteem Jсtощность континуу.ма. 

Следстпие 2. Всякое полное сепарабельное несчетное про
странство содержит множество типа 0 6 , го.меойорфное дно

жеству ";f!". 

Это следствие вытекает из следстпия 1, теоремы 11, 1 и того 
факта, что множество 'б' после удаления концов смежных интсрui!JЮВ 
го~1еоморфно множеству "--~· 

С л е д с т в и е 3. Пусть f- некоторая непрерывная фунi<ция, 
заданная на полном. сепарабельно.м пространстве .%. Тогда 

необходиАtЫМ. и достаточны.и условие.м несчетнаста .>tно:жества 
значений этой функции является существование плотного 

в себе .множества Ее%, такого, что сужение f 1 Е взаимно 
однозначно. 

В силу теоремы этого пункта, услопие необходимо. Оно является 
достаточным, согласно следствию 6 из § 34, IV. 

3 а меч а н и е (см. Гуревич [ 12] ). Последнюю теорему ~южно доказать 
для произвольных метрических пространств следующим образом. Говорят, 
что функция f япляется лакальна постоянной в точке х0 , если существует 
окрестность Е точкн х0 , такая, что суженне f 1 Е постоянно. Имеет место 
следующая теорема: 

Пусть f- непрерывное отображение метрического пространства .Я:: 
в себя, и пусть в пространстве .'(; существует несчетное .множество А, 
такое, что сужение f 1 А не является постоян.чы.Аt ни в какой точке. 
Tou)a пространство ,с;: coдepJicuт совершенное множество Р, такое, 
что функция f 1 Р есть гмиоморфизм. 

Отсюда вытекает, что 
Любое непрерывное отображение метрического сепарабельтюго про

странства, допускающее несчетное множество значений, является го
меоморфизмоАt на некотором совершенном подмножестве. 

1) Функция g может быть определена непосредственно, а именно положим 

Cr + С2 + Сз -t g (с)= Fc, ПFс,с,ПFс,с,с,П для с= 3 9 27 ... ' 

См. Хаусдорф [5]. 
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*§ 37. Борелевс1ше множества в полных сепарабельных 
пространствах 1) 

1. Связь бореленских множеств с пространством "1·". 

Теорема 1. Любое боргдевосое .ltfижество является не
прерывньиt образом пространства ";11". 

Всякое за~Iкнутое подмножество полного пространства полно, и 

поэтому, в силу § 36, 11, 1, является нt:прерывным образом про

странства со/!'. Поэтому нужно доказать (см. § 30, 1), что если 
!fi), i = 1, 2, ... , -последовательность непрерывных отображений 
fi : GJfi" -> 2:, то множества 

S=U/;(co;f/') И Р=П/;($) 
i 

являются непрерывными образами пространства $. 
Обозначш1 через N n множество иррациональных чисел интервала 

(п--1,п) и положим j(х)=fп(х-п+ 1)для xENn, n= 1, 2, .... 
Функция f, следовательно, непрерывна на множестве rэЛ* = U N; 

i 

и f (coff') = S. Кроме того, множество ";/~'*, очевидно, rо~Iеоморфно 
множеству $. 

Для доказательства того, что множество Р является непрерывным 

образом множесша rэff, рассмотрим в пространстве ";f/"~o последова
тельностей а= [а 1 , а 2 , ••• ], где а" Е "-4'~. множество А тюшх а, что 
/ 1 (а 1 ) = / 2 (а

2) = ... , и для а Е А положим /*(а)= / 1 (а
1 ). СоглJсно 

§ 16, IV, Б. А -замкнутое подмножество пространства $11о и, следо
вате.1Ьно, непрерывный образ пространства $. Согласно § 16, IV, 
теореме 3, отображение j* : А~ Р непрерывно. 

Теорема 2. ВсЯ/сое борелевекое .иножество есть взаuJtно 

однозначный u непрерывный образ полного сепарабельного 

0-.'.tерного пространства 2). 

Действитс:льно, так как любое открытое множество топо.1оrически 

полно (§ 33, Vl) и, следовательно, для него утверждение теоремы 

справедливо (в силу следствия из § 36, III), то остается доказать 

(см. § 30, V, 3), что если % 1, % 2, ... -последовательность по.1ных 
сепарабельных О-мерных пространств и /;:.'С;->%, i = 1, 2, ... ,
пос.1едовательность взаимно однозначных и непрерывных отображе

ний, то 

1) См. Л узин [8], г л. 11, а также Куратонекий [25]. См., кроме того, § 39, 
IV и V. По поводу полных не обязательно сепарабельных пространств см. 
А. Стоун [4]. 

2 ) Добавим, что если борелевекое множество состоит только из точек 
конденсации, то оно является взаимно однозначным и непрерывным образом 
множества clv". См. Серпинекий [22]. 
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1 а для множества р = n fi (.Я:i) теорема справедлива; 
i 

2" для множества S = U j 1 (.ZJ также теорема справедлива при 
i 

дополнительном предположении, что множества / 1 (.%1), / 2 (.Я: 2), .•. 

попарно не пересекаются. 

cXJ 

Чтобы установить 1°, рассмотрим в пр ямом произведении П ![:1 
i=l 

множество А таких элементов а=[а 1 , а 2 , ••. ], что f 1 (a1)= 
= f 2 (а

2)= ... и для а Е А положим j* (а)= f 1 (а
1 ). Так как простран-

ство П .%1 полно (§ 33, III), сепарабелыю (§ 16, V, 6) и О-мерно 
i=l 

(§ 26, IV, следствие 2б), то и множество А полно, сспарабе.1ы10 и 
О-мерно (ибо А- замкнутое подмножество этого пространства, 01. 

§ 16, IV, 5). Более того, отображение j*: А на+Р взаимно однозначно и 
непрерывно (§ 16, IV, 3, 4). 

Наконец, чтобы установить 2°, рассмотрим, в соответствии 
с § 36, II, 2, пространство .:~;" как замкнутое подмножество множе
ства N 11 (иррациональных чисел интервала (п- 1, п) ). Функции f 11 , 

п = 1, 2, ... , определяют тогда взаимно однозначное непрерывное ото
бражение объединения U .%1 на множество S. Так J{ак множество U .%1 

i ; 

замкнуто в пространстве положительных иррациональных- чисел, оно я в

ляется топологически полным сепарабельным О-мерным пространством. 

Из теорем 1 и 2 вытекает (из каждой в отдельности) следую

щее важное утверждение. 

Т е орем а 3. (Теорема Александрова [1]- Хаусдорфа [2].) Любое 
несчетное борелевсrсое .мно:нсество топологически содержит t{ан

торовское .множество 'б' и, следовательно, идеет .мощность с. 

Эта теорема вытекает из теоремы l, если принять во внимание 

следствие 1 из § 36, V, а также из теоремы 2, если сопоставить ее 

с теоремой 1 из § 36, IV. 

11. Характеризация бореленских классов множеств с помощью 
обобщенных гомеоморфизмов. Теорему 2 из п. I можно уточнить 
следующим образом. 

Теорема 1. Пусть· .%-полное сепарабельное простран
ство и А-его произвольное подмножество лtультипликативного 
(соответственно двустороннего) класса а+ 1 >О. Тогда су
ществует полное сепарабельное пространство J' и го.мео.мор-
физ.~' f: J' ~.Я: J(Ласса (0, а), такой, что j-1 (А) является 
06-.множество.м (соответственно .множеством типа Fa и 0 6)_ 

Более того, если а+ 1 > 1, то пространство J' .можно 
считать 0-.ме рны.м. 
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Мы докажем эту теорему сначала для двусторонних к пассов. 

Допустим, что теорема верна дпя пюбого двустороннего множества 

класса < ~ (~ > 1). Покажем, что тогда она верна также для дву

стороннего множестnа А класса ~· В силу § 30, IX, 1, множесп;о А 
имеет вид 

со 

А= U (АпПАп+IП · · .)= П (AпUAn+IU · · .), 
n=l n=l 

г де ,\n- двустороннее множестnо кш1сса an и О< а11 < ~· 
Если f3 > 2, то, по предnоложению индукции, сущестnует мно

жестnо Сп, замкнутое в clf/, и гамеаморфизм f n класса (0, а11), опре
деленный нэ С 11 , такой, что fп(Сп)=Ап. Если ~=2, то к тому же 
заключению можно прийти в силу следствия из § 36, III (г де про

странство .% может быть заменено множеством An, ибо последнее 

есть 00-множество). 
Так как множестnо .Z"- А 11 также яnляется дnусторонним класса an, 

то существует множестnо D п• замкнутое в множестве иррациональных 
чисел интервала ( 1, 2), которое связано с множеством .% - А n 

таким же образом, каким связаны множества Сп с An. Положим 
.z·n =Сn U D n; тог да отображение / 11 • определенное на всем множе
стnе .z·;p непрерыnно, взаимно однозначно и удоnлетворяет соотно-

шениям fп(Сп)=Ап и fп(Dп)=д:-Ап. Отображение /~ 1 при

надлежит классу an, ибо сужения f~ 1 )Ап и /~ 1 J(.%-Ап)• по пред
положению, nринадлежат классу an и An- двустороннее множество 

класса ап (см. § 31, IV, 2). 
Заметим, что .Z"n- топологически полное сепарабельное О-мерное 

пространстnо и что Сn 11 Dn- открыто-замкнутые подмножества 

этого пространства. Пусть Е= П %; -прямое произведение про-
i 

странств % п• т. е. nространство последоnательностеtt а = [ а 1 , а 2 , ... ] , 

где ап Е %n. Пусть далее J'- множество таких а Е Е, что / 1 (а 1 ) = 
=/2 (а 2)= .... Положим f(a)=f 1 (a 1) для aEJ' (сы. § 16, IV). 
Так как множество J' замкнуто в Е и Е- топологически полно, 
сеnарабельно и О-мерно (§ 33, III, § 16, V, 6, § 25, IV, следстnие 2б), 
то и множество J' обладает этими свойствами. В силу § 16, IV, 
f (J') =% и, согласно § 31, VI, 3, f- гомеоморфизм класса (0, ~). 
если ~-предельное число, и класса (0, а), если ~=а+ 1. 

1'vlножество f- 1 (А) является Fa· и 00-множестnом. Действительно, 
мы имеем 

Г 1 (А)= lJ (t- 1 (Ап) П /- 1 (Ап+I) П · · ·) = 
n=l 
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Так как функция f непрерывна, то .:юстаточно доказать, что множе

ство f- 1 (Ап) открыто-замкнуто в J'. Итак, для а Е J' имеем 
(!(а) Е AnJ = !fп (а") Е AnJ = [а" Е CnJ, 

и поскольку множество Сn открыто-замкнуто в .:С п• то множество 

Г 1 (Ап) = J' n Е (ап Е с"} 
а 

открыто-замкнуто в J', так как 
л-1 со 

Е [а" Е Сп!= П д:; Х Сп Х П .:Сп+j· 
а i~l j~l 

Случай двусторонних множеств рассмотрен; выведем отсюда тео

рему для случая мультипликативных классов. 

Пусть А- множество мультипликативного класса а+ 1 (>О); 
тогда А= ПАп, где Ап- двустороннее множество класса а+ 1. 

ll 

Следовательно, согласно только что доказанному, существуют полное 

сепарабельнос пространство.%'", 06 -множество (и даже Frr- и 06 -мно
жество) С" и гамеаморфизм fп класса (0, а), такие, что 

fn(.:Cп)=.X И f~ 1 (Ail)=Cn. 
Пусть пространство J' и отображение f определены, как выше; тогда 

!CJ)=Jlc.:cl)n/2C.:C2)n ... =.:С, 
1-l (А)= Г 1 СА1) n /-1 СА2) n ... . 

!- 1 (Ап)=J'П(.%'1Х ··· Хд:п-lХСпХ.:Сп+lХ ... ). 

Эти соотношения показывают, что /- 1 (Ап) является 06-множеством 
в J'. Следовательно, и множество f- 1 (А) обладает этим свойством. 

3 а'<! е чан и я. 1. Класс отображения f- 1 не может быть понижен. 
Действительно, пусть отображение f- 1 принадлежит классу ~. тогда 
множество А= ff- 1 (А)-двустороннее класса~+ 1, так как f- 1 (А)
двустороннее множество класса 1 (~ 31, III, 1 ). 

Следовательно, если множество А принадлежит классу а+ 1, но 

не принадлежит классу а, то ~:::>а. 
2. Теорему можно обобщить, если заменить а+ 1 на а+~ и 

класс 0 6 (соответственно Fa и 0 6) на мультипликативный (соответ
ственно двусторонний) класс ~ (см. Куратоnекий [25] ). 

Следствие 1а. Любое .множество А .мультипликативноzо 

класса а+ 1 > О является zо.мео.мо рфны.м об разом (при zо.мео
.морфиз.ме класса (0, а)) некотороzо полного сепарабельноzо 
пространства. 

Если а+ 1 > 1, то .можно считать, что это пространство 
0-.ме рно. 
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Действительно, множество f- 1 (А), рассмотренное в теореме l, 
есть Об-множество и, следовательно, топологически полное про

странство. 

Следствие la и следствие 3 из § 35, VII дают 

Следствие lб. Для того чтобы некоторое .множество при
надлежало АtультипликативноАtу классу а+ 1 >О, необходи.+tо 
и достаточно, чтобы оно было го.ttеоАtорфным образо.1t (при 
гамеаморфизме класса (0, а)) некоторого полного сепарабель
ного пространства. 

С л е д с т в и е 1в. В любо.и несчетной борелевско.м .множестве А 

дультипликативного класса а+ 1 > 1 существует счетное под
.иножество D, такое, что множество А- D является гоАtео
.морфныАt образом (при гамеаморфизме класса (0, а)) простран
ства &У'. 

Пусть, в соответствии со следствием 1 а, J'- полное сепарабель
ное О-мерное пространство и f- гамеаморфизм класса (0, а), такой, 

что f (J') =А. Если Е- счетное подмножество пространства J', 
такое, что множество J' -Е гамеаморфно множеству <2111' (см. 
§ 36, IV, 1), ТО положим D = f (Е). 

Теоре.ма 2. Пусть А и В-несчетные множества соот
ветственно мультипликативных классов а+ 1 > 2 и ~ ·+ 1 > 2; 
ntогда существует гамеаморфизм f: А ~в класса (а, ~) 1). 

Пусть, в соответствии со следствием 1в, D и Е- два счетных 
множества и / 1 и / 2 - гомеоморфизмы соответственно классов (0, а) 
и (0, ~), такие, что / 1 ($)=А- D и / 2 ($)=В- Е. Положим 

f (х) = / 2/;
1 (х) для х Е А- D и определим f для х Е D так, 

чтобы D отображалось на Е взаимно однозначно. Определенное таким 
образом отображение f является отображением класса а на мно
жестве А- D (§ 31, III, 2) и класса 1 (§ 31, Х, замечание 9), а, 

следовательно, класса а, на множестве D. 
Так как D и А - D- множества типа Оба относительно А и, 

следовательно, принадлежат аддитивному классу а, то функция f 
есть функция класса а на всем множестве А (согласно § 31, IV, 1). 

Из соображений симметрии f- 1 есть отображение класса~ на мно
жестве В. 

3 а меч а н и я. 1. Таким образом, если ограничиться бореленскими 
подмножествами полных сепарабельных пространств, то равномощ

ные множества гамеаморфны в обобщенном смысле. 

2. Аналогичным образом доказывается (см. Куратоnекий [25]), 
что между любыми двумя полными сепарабельными простран-

1) Это отношение между множествами А и В Макки [1] называет боре
левекам изоморфизмом. Оно имеет интересные приложения в теории групп. 
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ства.ми 1) одинаковой .мощности существует zо.мео.морфиз.м 
класса (1, 1). 

111. Разложение двусторонних множеств в знакочередующиеся 
ряды. 

Т е орем а. Для того чтобы А было двусторонним .нноже
ство.ч класса а+ 1, необходимо и достаточно, чтобы оно раз
лагалось в знакочередующайся счетный (трансфинитный) ряд 

убывающах .иножеств, принадлежащих .мультипликативно.му 
1;лассу а: 

(!) A=B1 -B2 UB3 -B4 U ... UBw--Bw+ 1 U .... 

В силу § 30, VI, 3, условие теоремы является достаточным. Для 
доказательства необходимости рассмотрим, в соответствии с теоре

мой 1 из п. II, полное сепарабельное пространство J' и гомеомор
физм j:J'--JC класса (0, а) (%'::>А), такой, что f- 1 (A) есть Fa· 

и 00-множество. В силу теоремы § 34, VI, множество f- 1 (А) имеет 
вид 

г де { F ;) -убывающая последовательность замкнутых множеств. 
Так как отображение f взаимно однозначно, то 

A=/Г1 (A)=/(F1)-f(F2)U ... U/(Fw)-/(Fw+I)U ... , 

и { Bs = f (Fs)) - убьшающая последовательность множеств мульти

пликативного класса а, поскольку f- 1
- отображение класса а. 

IV. Малые классы Боре ля. Предыдущая теорема естественным 
образом приводит к классификации двусторонних множеств данного 

класса а (г де а не является предельным числом). А именно если 

ряд ( 1) типа ~. то говорят, что множество А принадлежит .мало.м у 

классу F~. Аналогичным образом, если дополнение множества А раз
ложимо в ряд типа ~. то говорят, что множество А принадлежит 

.мало.му классу а~. 
Таким образом, классификация двусторонних множеств класса а 

(при фиксированном а) на "малые классы" подобна классификации 
борелевских множеств на классы Fo. (или Оа). 

1 2 3 1 ') 3 
Например, множества малых классов F 1, Р1. F1 • ... и Gi, Gi· G1. 

имеют вид соответственно 

F, 
.%'- F, 

Fl- F2, Fl- F2 U Fз, ... ; 
.%-F1 UF2 , %'-F1 UF2 -F3 , 

1) Следовательно, и между любой парой множеств типа G0 . Что ка
сается множеств типа Fao• см. замечание в § 36, III. 
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Методом, аналогичным тому, который служил нам для доказа

тельства существования для каждого а (в пространстве иррациональ

ных чисел) борелевекого множества, принадлежащего классу а, но 

не принадлежащего классу <а (§ 30, XIV), можно установить су
ществование множеств, которые принадлежат данному малому классу, 

но не принадлежат малым классам с низшими индексами (сн. Ла

ьрентьев [3], Лузин [8], Серпинекий [38] ). 

3 а меч а н и е. Определение классов О~ выражается более есте
ственным образом, если воспользоваться деленuе.tt множеств, полагая, 

'j 
по определению, Х : У= Х U (- У). Тог да Ou_- класс множеств, 
разлагающихся в "знакочередующееся пересечение" типа ~ возрастаю

щей последовательности множеств аддитивного класса а: 

где 

0 1 с02 с ... cOwc .... 

В самом деле, из соотношения 

-A=B1-B2 U ... UBw-Bw+lU ... 

вытекает, что 

A=[-(BI-B2)JП ... П[-(Bw·-Bw+l)JП ... = 
= [(-BI): (-В2)] П ... П [(-Bw): (-Bw+I)] П 

*§ 38. Проективные множества 

Пространство предполагается полным сепарабельным. 

!. Определения. Борелевекие множества называются n poelonuв
ftы.ttu .множествами класса О. Прое.tетuвные .мно:нсества ~-.:ласса 

2n + 1 -это непрерывные образы проективных множеств класса 2n 
(расположенных в том же пространстве); npoeJcmuвныe .мно:нсес тва 

класса 2n- этодополнения к проективным множествам класса 2n- 1 1). 

В частности, проективные ююжества класса 1, т. е. непрерывные 
образы бореленских множеств, называются аналuтuческu.мu или 
А-.мно:нсества.м~t 2), а их дополнения, т. е. проективные множества 
класса 2, называются аналuтuческu.мu дополненuя.{tu или CA··.v.нo
жecmвa.ttu з). 

:xJ 

1) При помощи счетных операций U и П легко продолжить эту клас-
п~I n=l 

сификацию на трансфинитные числа ( < Q), подобно тому как при класси
фикации бореленских множеств. 

2) Или .суслинскими множествами•. (См. Хаусдорф [5] .) 
3 ) Понятие аналитического множества было введено Суслиным и Лу

зиным [1]. Теория аналитических множеств развита главным образом Лузи
ным и Серпинским. Понятие проективного множества принадлежит Лузину [5]. 
См. Канторович и Ливенсон·[2]. 
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11. Соотношения между проентивными классами. Обозначим 
через СХ семейство дополнений к множествам, принадлежащим дан

ному семейству Х, и через Р Х- семейство непрерывных образов 
множеств, принадлежащих Х. Справедливы очевидные формулье 

(1) 

(2) 

(3) 

Кроме 

(4) 

(5) 

(б) 

того, 

ССХ=Х; 

ХсРХ=РРХ; 

(ХсУ)=}(СХсСУ и РХсРУ). 

если Ln есть п-й проектипный класс, то 

L2n+l = РL2п• PLzп+l = Lzn+l; 

L2п = СL2п-1: СL2п = L2n-1; 

CL0 =L0 и PL0 =L1=A. 

Мы докажем, что 

ю1еем 

(7) LznCL2n+k и L2n+l с L21!+2H для п>О и k= 1, 2, .... 

Очевидно, достаточно доказать, что 

(i) 
(ii) 

(iii) 

L2n С L2n+l• 
Ln С: Ln+2' 

L2n+1 С L2n~ 4· 

Включение (i) >ШЛяется прямым следстпием соотношений (2) и ( 4). 
Включение (ii) имеет место для n =О, в силу соотношений (2), (3) и 
(6). Для n > О имеем либо Ln = PCLn-z• либо Ln = CPLn_ 2 (полагая 
L_ 1 = L0). Допустим (рассуждая по индукции), что имеет место 

включение Ln_2 с Ln; тогда, согласно соотношению (3), имеем 

PCLn_ 2 с РСLп и СРLп_ 2 с CPL 11 , откуда следует включение (ii). 
Наконец, включение (i) дает CL2п+l = L2n+ 2 с: L2n+З• откуда, 

согласно соотношениям (3) и (1), L2n+l = CCL2n+l с CL2n+З = L2пн· 

111. Свойства проентивных множеств. 

Теорема 1. Пусть .Zk-полное сепарабельное простран
ство, k=1, 2, ... , и Рkс::.%'1<-проективное яножество 
!(Ласса п; тогда пря,иое произведение (конечное или бесJ<анеч

ное) П Pi является проективныА-t .иножеством класса n в про-
i 

странстве П .Zi· 
i 

Т е орем а 2. Пусть Р и Q- проективные множества 
класса n, расположенные соответственно в полных сепара

бельных пространствах %' и ';1/, f: Р- '&'-непрерывное ото

бражение; тогда множество f- 1 (Q) принадлежит классу п. 

30 Топология, т. 1 
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Кроме того, если n нечетно, то f (Р)- .множество класса n; 
если n четно, то f (Р)- .множество класса п+ 1. 

Т е орем а 3 (Серпинский [36] ). Пусть Р1 , Р2 , ••• - проек
тивные .множества класса n, тогда u pi и n pi- тоже npo-

i i 

ективные .иножества класса n. 
Мы докажем эти свойства методом конечной индукции. 

Для n =О (случай бореленских множеств) утверждения 1, 3 и 
первая часть теоре,1ы 2 и:v1еют место (§ 30, III). Вторая часть 

утверждения 2 также имеет место. Действительно, если простран
ство '.У несчетно (в противном случае множество f (Р) было бы 
счетным и, следовательно, класса 1), то существует борелевекое 

подююжество N с "!J, такое, что Р = g (N), где g- непрерывное 
отображение (см. § 36, V, следствие 2 и § 37, I, теорема 1). Сле
довательно, f (Р) = f g (N)- множество класса 1. 

Допустим теперь, что n > О и что все три утверждения имеют 

место для n -- 1 (мы обозначим их 1n_ 1, 2n_ 1, 3n_ 1). 

Рассмотри'vl два случая. 

а) Случай нечетнаго n. Положим Pk = Pk (Rk), где Rk- под
М1-i0жестпо пространства .2' k класса n- 1 и Pk- некоторая непрс
рыв!-!ая функция, определенная на множестве Rk. 

Доказательство теоремы 1. Каждой точке (х 1 , х2 ••. . )Е 
Е П Ri поставим в соответствие точку [р 1 (х 1 ), р2 (х2), ..• ] Е П Pi, 

i i 

тогда мы получим непрерывное отображение р: П Ri ~ПР; (см. 
i i 

§ 16, V, 8). Так как П R 1, в силу 1n_1, есть множество (четного) 
i 

класса n -- 1, то П Р1 --множество класса n. 
i 

Д о к аз а т е .·1 ь с т в о т е орем ы 2. Пусть, как и выше, Р = р (R), 
г де R с !С. Пусть, кроме того, Q =<](Т), г де Т с '(IJ есть подмно
жество класса n- 1 и q : Т-~ "!J- непрерывное отображение. Имеют 

ыесто следующие очевидные тождества (где х Е%, х* Е R и у Е Т): 

{х Е /- 1 
(Q)} := (! (х) Е Q) = V ([х = р (х*)] 1\ [fp (х*) Е QJ) = 

х* 

- V ([x=p(x*)]/\[fp(x*)=q(y)]), 
х*,у 

откуда 

/-
1 (Q)=E V ([х=р(х*)] 1\ [fp(x*)=q(y)]). 

х х*, у 

Следовательно, множество .f-1 (Q) является проекцией (§ 2, V, 
теорема) и, следовательно, непрерывным образом множества М 

точек (х, х*, у), удовлетворяющих условию в фигурных скобках. 
Так как функции р, f о р и q непрерывны, причем р определена на 
R, а q на Т, то множество М замкнуто в произведении !С Х R Х Т. 
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Так как последнее, согласно 1 n-1' есть множество класса n- 1, 
то множество М является пересечением замкнутого множества (класса 
n- 1) и множества класса n- 1. В силу 311 _1' М- множество 

класса n- 1 в пространстве д: Хд: Х 'У. и /- 1 (Q), как непрерывный 
образ множества М, есть множество класса n, согласно второй 

части теоремы 2tt_ 1. Кроме того, равенство f (Р) = f р (R) означает, 
в силу 211 _ 1, что f(Р)-множество класса n в пространстве ry, 
как непрерывный образ множества R. 

Д о к аз а т е ль с т в о т е орем ь1 3. Пусть теперь Pk = pk (Rk) 
и R11 с%. Имеют место следующие тождества: 

Следовательно, 

00 

U Pk=E V V {х=р11 (х*)). 
11=1 xx .. k 

со 

Это означает, что U Pk есть проекuия множества 
k=1 

со 

М= Е V{x=p11 (x*))= U Е {x=pk(x*)). 
х, х* !г k:::::l х, х* 

Так как отображение р11 , определенное на R1,, непрерывно, то мно

жество Mk = Е (х = Pk (х")) замкнуто в произведении д: Х Rk, 
х х• 

которое, сог ла~но 1 11 _ 1, принадлежит классу n- 1; следовательно, 
множество Mk, как пересечение замкнутого множества с множеством 

класса n- 1, принадлежит, в силу 311 _ 1, классу n- 1. В силу 

того же предложения, М= U Mk- множество класса n- 1 и, 
k=1 

согласно 211 _ 1, U Pk- множество класса n, как непрерывный образ 
k=l 

(проекuия) множества М. 
со 

с другой стороны, включение х Е n Pk означает, что суще-
k=1 

ствует последовательность точек х1 , х 2 , .•• , такая, что х = pk (xk). 
Обозначая через а= [а1 , а2 , ••. ) переменную, которая пробегает про
странство Д:~'~о, получаем 
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Следовательно, множество П Pk есть проекция множества 
k=1 

Е Л (x=Pk(ak)J = n Е (x=pk(ali')J. 
х,а /г k=1 х,а 

Итак, достаточно (в силу 3n_ 1) доказать, что множество Е ( х= Pk (ak)) 
х,а 

есть множество класса n ·- 1 (в пространстве д: Х §~о). Это сле
дует, как и выше, из того, что функция Pk• рассматриваемая как 

функция от а, непрерывна (потому что ak- непрерывная функ
ция от а при фиксированном k; см. § 16, !!) и определена на мнu
жестве 

E{akERk)=.ZX ... X%XRkX%X%X 
а 

которое, согласно 1n_1, принадлежит классу n-1. 
б) Случай четного n >О. Так как Р- множество класса n, 

то - Р есть множество класса n- 1 (нечетного). 
Предложение 3 непосредственно вытекает из 3n_ 1 и формул 

Моргана: 

-(yPk)=QC-Pk) и -(QPk)=y(-Pk). 

В силу равенства (см. § 2, 11 (3)) Р Х :У= д: Х :У- (Ре Х :У) и 
в силу 1 n-l, множество Р Х :У принадлежит классу n и тому же 
классу принадлежит множество % 1 Х ... Х .%k_ 1 Х Pk Х .!Сн 1 Х .... 
Предложение 1 n получается отсюда, если принять во внимание пред

ложение 3n и тождество (см. § 3, VIII (1) ): 

Р1 ХР2 Х .. · = 
= (Pl Х %2 Х .Zз Х ... ) n (%1 Х Р2 Х .Zз Х ... ) n .. ·. 

Наконец, перейдем к теореме 2. Согласно теореме о продолже
нии непрерывных функций (§ 35, 1, 1), существует а.,-множество 
Р* ::J Р и непрерывное продолжение / 1 функции f на множество Р', 
т. е. f = / 1 [ Р. Тогда (см. § 3, III (14)) 

/-J (Q) = р n /; 1 (Q) и /; 1 (Q) = /; 1 (:У- Qr) = р*- /; 1 (Qc). 

Согласно 2n-l' /; 1 (Qс)-множество класса п-1; согласно 3n, 

J; 1 (Q) = Р~ n [.z- f; 1 (Qc)]- множество класса n. Взяв пересече
ние этого множества с множеством Р и применив предложение 3n, 

мы получим, что f- 1 (Q)- проективное множество класса n. 
Кроме того, пусть N с :У (как и в случае n =О)- борелевекое 

множество, такое, что .%' = g (N), где g- непрерывное отображе
ние; множество g-1 (Р) является множеством класса n в простран-
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стве :1J и, следовательно, множество f (Р) = f g [g- 1 (Р)] с: :у есть 
множество класса n + 1. 

Предложения 1-3 доказаны полностью. 

Т е орем а 4. Пусть f есть В-измеримая функция, опре
деленная на йНОJ!Сестве Р класса п; тогда множество 
1 = Е [у= f (х)) есть .ltножество класса п. 

х,у 

В самом деле, 1- борелевекое множество относительно произ
ведения Р Х z; (§ 31, VII, 1). Будучи пересечением борелевекого 
множества и множества Р Х z;, принадлежащего классу п (со
г лас но 1 ), 1 является множеством класса п (со г лас но предложению 3 ). 

Т е орем а 5. Предложение 2 остается справедливым, если 
допустить, что f- произвольная В-из.меримая функция. 

В самом деле, согласно § 35, VI, существует В-измеримая функ
ция / 1, опре;1.еленная на всем пространстве !С и такая, что f = / 1 1 Р. 

Поэто~1у (§ 3, III (14)) /- 1 (Q) = Р n /; 1 (Q). Следовательно, доста-

точно доказать, что /; 1 (Q) есть множество класса п. 
При нечетном n это так: положим 1= Е [у= / 1 (х)]; тогда 

х, у 

множество /; 1
(Q) есть проекция множества JП(% Х Q) на ось д:. 

Если n четно, то утверждение справедливо, в силу равенства 

J;i ("!!- Q) =!С- t;l (Q). 

Кроые того, f(P) есть проекция множества Е (y=f(x)) 
х,у 

на ось :у. 

3 а м е ч а н и е. Таким образом, мы получаем эквивалентное опре
деление проективного класса: множество Р, расположенное в про

странстве д:, есть множество класса 2п + 1, когда (в д: или в другом 

полном сепарабельном пространстве) существуют множество R класса 
2п и В-измеримая функция f, определенная на R, такие, что Р = f (R). 

Для относительно проективных множеств справедливо следующее 
предложение. 

Т е орем а 6. Пусть Е с: !С есть Оь-множество. Для того 
чтобы множество А с: Е было проеА:тивным класса п относи

тельно Е, необходимо и достаточно, чтобы оно было 1<ласса n 
(относительно %'). 

Применим индукцию. Для п =О теорема очевидна. Для того 
чтобы множество А было бореленским относительно Е (которое 
является борелевским), необходимо и достаточно, чтобы множество А 

было борелевским. 
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Допустим, что п > О и что теорема верна для п- 1. Пусть п 
нечетно. Предположим, что А- множестnо класса п относительно Е; 
тог да А -непрерывный образ векоторого подмножестnа из Е 
класса n- 1. Согласно 2, А - ~шожестnо класса n относительно 
пространства .Я:. Аналогичным образом, из предпо.1ожения, что 

А-- множество класса п, следует, что А- множество класса п 

относительно Е. 

Пусть п- четно. Если А-- множество класса п относительно Е, 
то А= Е- В, где В- множестnо класса n- 1 относительно Е, и, 
следовательно, относительно пространства .Я:. Так как д;- В есть 

ыножество класса п, то из предложения 3 следует, что множестnо 

А= Е n (.Я:- В) тоже класса п. 
Обратно, предположим, что А-- множество класса п; тог да 

А= .Я:- В, где В-· множество класса п- 1. Следователыю, ыно
жестnо Е n В также класса п -- l, и поэтому Е П В- множество 

класса п- 1 относительно Е. Так как А с Е, то А =Е- В= 
=Е- (Е n В), откуда следует, что А- множестnо класса п отно

сительно Е. 

IV. Проекции. 

Т е орем а. Проективные мноJ/сества нечетнаго класса n, 
расположенные в пространстве .Я:, совпадают с проекцая.ии 

множеств класса п- 1, расположенных в произведении 

.я:: х .я: 1). 

В самом деле, с одной стороны, проекции множестn класса п- 1 
являются множествами класса п (согласно III, 2). С другой стороны, 
любое множество Р класса п есть непрерывный образ множестnа R 
класса п- 1 : f (R) = Р, где R с .Я:. Следоnательно, множество Р 
есть проекция множества Е [ х* = f (х)), которое, со г лас но III, 4, 

x,x=t: 

является множеством класса п- 1 (в .Я: Х .%'). 
3 а меч а н и е 1. Доказанная теорема остается справедлиnой, ec.zu 

пространство .Я: Х .Я:: заменить пространством .Я: Х e/V. 
В самом деле, в силу теореыы 1, § 36, 11, пространстnо .Я: 

является непрерывным образом множества e/V, т. е. .z· = f (&f!} 
Если Р- множество класса п (четного или нечетног о), то множество 

Р1 = f- 1 (Р)- также класс& n (согласно Ш, 2). 
Следовательно, множество Р является непрерывным образом мно

жества класса п, расположенного в e/V, а последнее представляет 
собой -для нечетног о п- непрерывный образ векоторого подмно

жества из rYf!" класса п- 1. Следовательно. Р есть проекuия на 

1) .:!то предложение объясняет термин .проективное множество". 
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ось § множества класса п - 1, расположенного в произведе
нии § Х efY. 

3 а меч а н и е 2. В частности, аналити•tеские множества со
впадают с проекцияяи (на ось %) зам1<нутых множеств, 
лежащих в пространстве § Х е/У (см. Шпильрайн-Марчевский 
и Куратоnекий [ 1] ). 

В саыо~1 деле, IJ силу теоремы 1 из § 37, I, любое борелевекое 

множ~стiJо явш1ется непреrывНЫ\1 образом множества е/У; это верно 
и JЛЯ любого аналитического множества. Следовательно, если А -
аналитическое множество, то существует непрерывная функция f, 
определенная на dl и такая, что множестiJо А является проекцис.:tt 
на ось .Я: замкнутого множества Е (х = f (а)] пространства д; Х о/У 

х, а _ 
(переменная а пробегает множество е/У). Обратно, проекция зам
кнутого множества есть аналитическое множество (в силу п. III, 2). 

V. Универсальные функции. В соответствии с определениеч 
§ 30, XIII, отображение Ln, ставящее в соответствие каждому ирра
ционалыю:.!у числу а проекпшное множество Ln (а) класса п (лежа
щее в пространстве %), называется универсальны;,t относительно 
класса Ln, когда Ln совпадает с семейством значений функции Ln. 

Т е орем 1. Для любого п >О существует универсальное 
отображение Ln, такое, что ;,шожество Е (х Е Ln (а)] есть 

х, а 

множество /(Ласса п (см. Лузин [8], стр. 290). 

Пусть, в соответствии с замечанием из § 30, п. XIII, F- уни

версальное отображение относительно семейстiJа замкнутых подмно

жеств пространства .Я: Х $, такое, что ~шожество Е ( (х, а*) Е F (а)} 
х,а, а* 

замкнуто в пространстве .Я: Х е/УХ elY (а и а* пробегают мно
жество е/У). Любое аналитическое подмножество пространства ,;;;: 
есть проекция замкнутого подмножестiJа пространства .Я: Х е1~". 
поэтом\', чтобы получить универсальное отображение L1 относи
те,lЫЮ-L1 (=А), поставим в соответствие каждому а проекцию F (а) 
11:1 %, т. е. 

Множество 

Е (xEL1 (a)J= Е V ((х, a*)EF(a)], 
х, а х, а а* 

как проекuия замкнутого множества Е ((х, а*) ЕР (а)), является 
х,а,а~ 

аналитическим. 
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Доказательство проведем по индукции. Для четного n положим 
Ln (а)=.%'- Ln-i (а). Отображение Ln универсально относительно Ln 
и множество 

Е (хЕLп(а))= Е {xfLп_ 1 (a))=!.CXJ- Е (xELn_ 1 (a)) 
х, а х, а х, а 

принадлежит классу n. 
Пусть n > 1 нечетно; обозначнм через L~-I отображение, уни

IJеDсальное относительно семейства подмножеств класса n- 1 про-
ст~анства .%' Х J. такое, что Е ((х, а*) Е L~_ 1 (а)) яnляется 

х а а* 

множествоы класса ·n - 1 (в .%' Х J' Х cJV). Рассуждая, как IJ случае 
n = 1, легко показать, что отображение Ln, определенное тождеством 

(хЕLп(а)) -- V.((x, a*)EL~_J(a)), 
а* 

и есть требуемое отображение. 

Vl. Теорема существования. 

Теорема. Пространство в!У иррациональных чисел ин
тервала Ef соJгржит для любого n >О проективное .шtоже
ство класса n, которое не является .множеством класса < n; 
('JYj содержат также непроективные множества. 

Рассмотрим унив~рсальное отображение Ln, определенное в п. V 
(полагая %' = J). Пусть индекс n > 1 нечетный, положим 

En=E\aELп(a)) И En+l=J-En=E(afLп(a)). 
а а 

Будучи проекцией множества Е ( х Е L" (а)) П Е (х =а) класса n, 
х, а х, а 

En также является множеством класса n. Следовательно, 11шожество 

Е n-+ 1 - класса n + 1. 
С другой стороны, согласно теореме о диагонали (§ 30, XIV), 

En+I не пр~шадлежит классу n и тем более Iслассу < n (так как n 
нечетно). Отсюда следует, что множество En не принадлежит 
классу < n, ибо в противно~! случае множество En+ 1 принадлежало бы 
классу < n + 1 . 

Допустим теперь, что каждое из множеств Е n расположено 
в интервале (n-1, n). Тогда множество E00 =E1 UE2 U ... не 
является проективным. 

3 а меч а н и я. 1. Процесс, примененный в п. V и Vl, позволяет 
эффективно определить (см. § 23, VIII) множества En и Е00 • Суще
ствование множеств, не являющихся проективными, может быть уста

новлено (не эффективно) более простым способом. В самом деле, 

так как семейство бореленских множеств имеет мощность континуума 

и семейство всех непрерывных образов каждого такого множества 
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также имеет ту же мощность (§ 24, VI), то для любого n класс Ln 
a-t1eem А1ощность с. Значит, ту же мощность имеет объединение U Li. 

i 
А так как семейство всех подмножеств полного сепарабепьного 

несчетного пространства имеет мощность 2с > с, то отсюда непо

средственно вытекает существование множеств, не являющихся про

ективными. 

2 .• v1ожно доказать (Банах и Куратоnекий [2] 1) ), что в простран-

стве gg (непрерывных функций) существует линейное множество 
класса 2n, которое не является множеством более низкого класса 

(множество называется линейным, если оно вместе с элементами f и g 
содержит любую функцию вида Л/+ ~tg). 

3. В случае пространства действительных чисел возникает про

бле!>tа аз.иера.иоста по Лебегу множества Е3 . Заметим, что это 

множество определено в явном виде 2). 

Vll. Инвариантность. 
Т е орем а. Пусть Р- проеt<тавное множество класса n; 

тогда любое множество, гомеоморфное множеству Р (располо

женное в том же или в другом полном сепарабельном пространстве), 

также является проектавным множеством класса n. 

Теорема очевидна для произвольнога нечетнаго n, ибо любой 
непр~рывный образ множества Р есть множество класса n. В слу
чае n =О (случай бореленских множеств) теорема верна, согласно 

следствию 1, § 35, rv. Если n > о четно, ТО СВОЙСТВО Ln-! у до

влетворяет условиям теоремы § 35, IV, т. е. оно инвариантно отно

сительно гомеоморфизмов и, кроме того, 

1) любое 0 6 -множество относительно множества класса n- 1 
есть множество класса n ·- 1; 

2) объединение векоторого множества класса n- 1 и F а-мно
жества есть множество класса n- 1. 

Отсюда следует, что свойство множества 

к множеству класса n- 1, т. е. быть множеством 

инвариантно з). 

быть дополнением 

класса n, внутренне 

VШ. Проективные функции высказываний~). Функция выска
зьшанай ер (х) называется фунt<цаей класса Ln, если Е ер (х)- мно-

х 

жество класса Ln. Установим следующие правила "проективного 

исчисления". 

1) По поводу дальнейших результатов см. Кли [1]. 
2 ) См. об этом Куратонекий [18]. См. также § 39, I, 2°. 
3) Об инвариантности класса СА см. Александров [2]. По поводу обоб

щения этой теоремы на отображения, более общие, чем гомеоморфизмы. 
см. работы, указанные в примечании к следствию 1, § 35, IV. 

4 ) См. § 1, 2 и 30, XI. См. также Тарекий и Куратовский [1]. 
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1. Пусть ер(х)-фуН!щия класса L 11 , тогда ее отрицание 
iep(x) принадлежит классу CLn. 

Действительно, ~ 1 ер (х) = [~ f (x)Jc· 

2. Пусть ер(х) --функция класса L 11 в пространстве .Z, 
тогда ер (х)- фунt<ция класса L 11 в пространстве .Z Х '!/. 

В самом деле (lll, 1 ): Е ер (х) =[Е ер (x)J Х '!/. 
х, у х 

3. Пусть ер 1 (х), ер2 (х), ... -конечная или бесконечная после
довательность функций t<,ласса L 11 (п -фиксированное 

1)), тогда 
функции V epk (х) и Л epk (х) также принадлежат t<лассу L 11 • 

k k 
Это прямое следствие утверждения III, 3. 
4. Пусть ф (х, у)- функция класса L 11 (в .Z Х '!/), тогда 

фуН!щия высказываний V ф (х, у) является функцией класса PL
11

, 

у 

а ЛЧJ(х, у)-функция класса CPCL 11 (в пространстве .Z). 
у 

Действительно, ~шожество Е VЧJ(x, у) есть проекция (см.§ 2, V) 
х у 

множества Е ф(х, у) и, следовательно, принадлежит классу PL
11 

х, у 

(п. IV). Кроме того, ~ф(х, y)-I[YIФ(x, У)]. 

5. Пусть ф(х, у)-фунt<ция класса L 11 , тогда ер(х)=ф(х, у0) 
при фш<сированно.м у0 есть функция того же класса, так же 
каt< и функци~ х(х)=ф(х, х). 

В самом деле, поскольку функции ф (х, у) 1\ (у= у0) и lj; (х, у) 1\ 
1\ (х =у) принадлежат классу L 11 , Е (ф (х, у) 1\ (у= у0)) есть шю-

х, у 

жество класса L 11 относительно ююжества Е (у= у0), а Е (lj; (х, у) 1\ 
х,у х.у 

1\ (х =у))-- множество класса L 11 относительно диагонали Е (х =у) 
х,у 

(см. III, 6). 
Следовательно (§ 15, IV и VI), множества Е ф (х, у0) и Е ф (х, х) 

х х 

принадлежат классу L 11 (в пространстве .%), откуда следует наше 

утперждение. 

3 а меч а н и е 1. У становленные правила показьшают, что логи
ческие операции 1. V, 1\, у, Л над проективны.uи фуН!<ция.ми 
высказываний всегда приводят u проективньиt функциям выска
зываний. Вместе с правилами § 30, Xl они позволяют в то же 
;~ремя вычислить борелевекий или проективный класс функuии выска

зываний и, следовательно, множества, которое она определяет. 

1) Это условие можно отбросить, если распространить определение t{лас
сов L 11 на бесконечные индексы (ер. n. 1, nримечание). 
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Эти правила показывают, что, пользуясь логическими обозначе
ниями, можно естественным образом прийти к понятию проективного 

множества. 

3 а меч а н и е 2. Пусть задана функция высказываний двух перс
менных ф (х, у); для вычисления класса множества V ф (х, у) можно 

у 

воспользоваться правилом 4, в силу которого множество Е V ф (х, у) 
х у 

есть прое!\Ция множества Е ф (х, у), а также правилом 1, § 2, V, 
х,у 

в силу которого Е V ф (х, у) есть об7>единение U Е ф (х, у). Второе 
х у у х 

пршзило ·-г де у рассматривается как индекс -наиболее удобно в слу

чае, ко г да у пробегает счетное множество значений, а также в част

ном случае, когда множество Е ф (х, у) открыто при любом фикси-
х 

ров<1нно:v1 у (ер. § 15, 11, теорема 3 и § 20, V, следствие 7б). 
Аналогичные замечания касаются оператора Л· Так, например, 

в § 34, VШ (2) h рассматривается как индекс, а не как точка про
странства. 

Приложение. Прямолинейная достижиJ,tость. Точка х назь:
вается nр ЯJrtолинейно д ос mи:Jiси.мой относительно множества М с х· 

(обозначается х Е Ма), если в пространстве .!С существует прямоли

нейный сег:-.1ент [х, у], пересекающийся с множеством М не более чем 

в одной точке х (и несводящийсяк этой точке). Принадлежность точки z 
сегменту [х, у] выражается равенством 1 х- z 1 + 1 z- у 1 = 1 х- у 1; 
отсюда следует, что (х, у, z Е%') 

(х Е М а)== (х Е М)!\ V {(у =F х) !\Л [( 1 х- z 1 + 1 z- У 1 = 
у z 

= 1 х- У 1) !\ (z =F х) =? 1 (z Е М)] } = 
= (х Е М)!\ V {(у =F х) !\ Л [( 1 х- z 1 + 1 z- у 1 =F 

у z 

=F 1 х -У 1) V (z = х) V 1 (z Е М)] } . 

Таким образом, функция высказываний ер ( х) = ( х Е MaJ полу
чается с помощью логических операций над функциями 

~(x)=(xEMJ, v(x, у)=(х=у). 

б(х, у, z)=(lx--zl+lz-yl=lx-yl). 
Вторая и третья функции, очевидно, принадлежат классу F 0. Что, 

касается первой функции, то она зависит от условий, наложенных 

на множество М. Пусть М есть F 0-множество; тог да, применяя 

правила ~ 30, Xl, получаем, что функция в квадратных скобках есть 

функция класса 0 0 . Если пространство компактно, то операция Л, 
z 

осуществленная над этой функцией, также дает функцию класса Go, 
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(§ 20, V, следствие 7б); логически умножая последнюю на функцию 
(у =1= х) класса 0 0 , мы не меняем ее класса. Далее, применяя операцию V, 

у 

мы приходим к функции класса А (правило 4); умножив ее на функ
цию (х Е М) класса F 0 , мы получим, наконец, функцию ер (х). кото
рая, следовательно, является функцией класса А. 

Иначе говоря, пусть М есть F0-.~tножество в некоторо.ч 

ко.нпактно.м пространстве; тогда множество его пря.нола
нейно достuжtиtых точек является аналитачески/rt (теоре~tа 

Никодима- Урысона; доказательство см. в работе Куратовского [18]). 
Вообще, пусть М- подмножество J.:ласса L 2n+ 1 некоторого пол

ного пространстrза; тогда Ма- множество класса L2n+З· 
3 а меч а н и е 3. Класс множестrза 1Иа не может быть понижен. 

В самом деле, существует (в Cf2) замкнутое множество М. для кото
рого Ма не является борелевским (см. Никодим [2]. [4], [6], Уры
сон [3], Лузин [9]) 1). 

IX. Инвариантность проективных классов относительно про

сеивания через решето и относительно (Л)-операции. Напо:vtним 
(см. § 3, XV), что решетоJ.t называется любая функция W, которая 
каждой конечной двоичной дроби r Е c!Jf0 ставит в соответствие мно
жество Wrc<Z'. Множество А точек х. таких, что существует беСJю
нечная последовательность r 1 < r 2 < . . . . удовлетворяющая условию 
х Е Wr, n Wr, n .... называется просеянны.ч через данное решето. 

В логических символах: пусть а Е gNo, тогда имеем 

(1) (хЕА)-у t;;(ak < ak+1) Л (xEWak)= 

- V Л [(а''< ak+ 1
) Л V (r =а") Л (х Е Wr)]. 

а k r 

В дальнейшем мы будем предполагать, что множества Wr являются 
подмножествами векоторого полного сепарабельного пространства .'r. 

Основной результат, касающийся решета, состоит в тоы, что 

проективный класс Ln инварuантен относительно операции 

просеавания для О =1= п =1= 2 (теоремы 1 и 5). 

Т е орем а 1. Если все .иножества, образующие р2шето 

W = (WrJ• принадлежат нечетно.му классу п, то .множество А. 
просеянное через это решето, также принадлежит t<лассу п. 

Эта теорема легко следует из формулы (1). В caмo:vt деле, так 

как суммирование V счетное, то функция высказываний в квадрат
r 

ных скобках от переменных х и а является функцией класса Ln. 
Следовательно, множество А принадлежит классу PLn = Ln. 

Мы применим эту теорему к одному важному частному случаю, 

а именно, к решету С, определенному в § 3, XVI. Множество, 

• 1) В случае достижимости по дугам это не так, см. Мазуркевич [7а]. 
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просеянное через это решето, является дополнением к множеству 

'~=Е (i < Q) (обозначения см. § 3, XVI). Так как множества 
t 

С,-- аналитические (даже открыто-замкнутые), то можно сформули

ровать следующее утверждение. 

С л е д с т в и е 1а (Лузин и Серпинекий [3] ). Множество 

L =Е (i < Q) является .иножествоN класса СА. 
t 

Более точно: 

(2) [х Е ('if- L)] = V Л [(ak < ak 1-1
) А V (rz = ak) А (t1 = 2)]. 

а k l 

Пусть теnерь W = (W,} и Z = [Z,}- два решета, где W,c% 
и Z,c'.Y; положим 

(3) Мх =Е (х Е W,) и N у= Е (у Е Z,). 
r 

Имеет место следующая 

Теорема 21). Пусть W,-множества класса 2n и Z,-мно
жества класса 2n- 1; тогда мно:жество Р, составленное из пар 
(х, у), таких, что Мх подобно подмножеству множества N у 
является множеством класса 2n- 1 (в пространстве .% Х '!!/) 

Заметим предварительно, что если .М, N ccf10 • то условие их 
подобия эквивалентно существованию двух последовательностей дей

ствительных чисел (интервала ff) а= [а 1 , а2, ... ] и Ь = [bi, Ь2, ... ], 
таких, что 

1 о последовательность а 1 , а 2 , ..• содержит все элементы мно-
жества М, 

2° последовательность Ь 1 , Ь 2 , ••. содержится в множестве N, 
3° из неравенства а 1 > aj следует неравенство Ь 1 > bj. 
В логических обозначениях имеем 

Уь { f:. (С' Е 1И)=? У, (г= ап)] А J;;. (bk Е N) А 
А Л [(а 1 > aj)=?(bi > bj)J}. 

lj 

Подставим множество М х вместо М и множество N у вместо N 
и заметим, что (в силу определения множеств М х и N у) имеют 
место следующие тождества: 

(rEMx)=(xEW,) и (bkENy)==(yEZь'')-V[Cr=bk)Л(YEZ,)]· 
г 

Заменяя (а=?~) на (l а V ~). получаем, наконец, 

[(х, у) Е PJ = Уь { f:. [(х Е w;) V '{(г= ап)]А 

А f;:. У [(г= ьk) А (у Е Z,)J А tt:j [(а 1 .-< aj) V (Ь 1 > bj)J }· 

------
1) См .• второй принцип• Лузина [8]; см. также Куратовский [34]. 



478 Г л. 3. Полные пространства 

Так как W~ и Z,- множества класса 2п- l и операции Л. V, 
r n 

Л. V и Л счетны, отсюда следует, что функция высказываний 
k r i, j 
(переменных х, у, а и Ь) в фигурных скобках есть функция класса 

2п- l. Следовательно, Р- ыножество класса PL2n-l = L2n-l· 
Таким образом, лемыа установлена; применим ее сначала к част

ному случаю, когда решета W и Z совпадают с решетом С из 
§ 3, XVI. Пусть -r и а- два порядковых типа; условимся писать: 

(4) 1"-<<J. 

когда множество Т типа -r подобно подмножеству множества S типа а 
(в частном случае, когда -r и а- типы вполне упорядоченных мно

жеств, отношение -r-< а совпадает, очевидно, с -r--<: а). Из лемыы 
вытекает такое следствие. 

С л е д с т в и е 2а. Множество Е (t-< и)- аналитическое. 
t, и 

Действительно, в случае когда W,=C,, t есть, по определению 
(§ 3, XVI), порядковый тип множества М1 , определенного равен

ством (3). 

Теорема 31 ). Пусть все .множества, образующие petueтo W, 
принадлежат четному классу п >- 4; тогда просеянное .нно
жество А также принадлежит классу п. 

Применим теорему 2 к случаю, ко г да Z, =С, (см. § 3, XVI), и 
обозначим через f.L (х) порядковый тип множества Мх. Множестrю 

Р = Е [f.L (х)-< t] есть множество класса п- l. 
х, 1 

С другой стороны, так как t пробегает все счетные порядковые 
типы а (§ 3, XVI), то, согласно определению решета, мы имеем 

[х Е (.:С- А)]= [f.L(X) < Q] _ V [~t (х)--<: а< Q] = 
а 

=V [fl(x)--<:t < QJ=V!(x, t)EPJ л (i < Q). 
t t 

Так как множество Е (t < Q), в силу следствия la, есть множество 
1 

класса 2 и, следовательно, класса п- 1 (см. Il, 7), то множество 

Е [(х, t) ЕР] (t < Q) также является множеством класса п- l. 
х, t 

Множество .:С-· А является множеством класса PLn-l = Ln-l и, 
следовательно, класса п- l. Поэтому А- множество класса п 
(в силу II, 5). 

Т е орем а 4. Проективные классы Ln для О =F n =F 2 инва
риантны относительно (Jl)-операции. 

1) Г\о поводу теогем 3 и 4 см. Куратовский [32}. 
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Пусть 1) А= U П Аа1 ... am· Систему { Аа1 ... am} можно считать 
а т 

регулярной (см. § 3, XIV), ибо в противном случае ее можно "регу
ляризировать", заменив системой 

А:1 ... arn = Аа1 n Аа1а2 П ... n Аа1а2 ... am, 

что не влияет на проективный класс множеств, которые ее образуют. 
Согласно теореме § 3, XV, множество А просеяно решето~!. обра

зованным множествами, принадлежащими системе { Аа1 ... am}, следо

вательно, множествами класса rl. Тог да. в силу 1 и 3, А есть мно
жество класса Ln. 

3 а меч а н и е. В случае нечетног о п теорему 4 можно доказать 
более прямым способом. В самом деле, мы имеем 

Следовательно, для доказательства того, что эта функция высказьша

ний принадлежит классу п, достаточно показать, что функция 

х Е Аа1 ... am при фиксированном т принадлежит классу п (в про

странстве % Х сзJ/1"). А это непосредственно вытекает из тождества 

(хЕА 1 m)=V ... V(a 1=k1)f\ ... (\(am=kт)l\(xEAk ... k ). 
а . "а kl km 1 т 

Следствие 4а. (СД)-операция и вычитание, при.иененньtе 
к .множествам, принадлежащим од нов ре.менно класса.и РСА 
и СРСА, не выводят за пределы этого се.нейства .иножеств. 

Следовательно, наименьшее се Nейс тв о ,нножес тв, содержащее 

все за.ю<Нутьtе .множества и замкнутое относительно (Jl)-опе
рации и вычитания. содержится в классах РСА и СРСА 2). 

Теорема 2 касается соотношения 1: -<а; следующая теорема ка

• сается равенства 1: =а. 

Т е орем а 5. Пусть .множества W, и z, принадлежат одно
вре.менно классу 2п и классу 2п-l; тмда .множество Т, 

состоящее из пар (х, у), таких, что .множество Мх подобно 
.ино:жеству Ny, является .множеством 1<ласса 2п-l. 

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 2. 

1) Другое доказательство см. у Адисона и Клини [1]. 
2) Изучение этого семейства множеств, представляющих собой естествен

ное обобщение А- и СА-множеств, было предложено Н. Н. Лузиным [4]. 
См. Никодим [7]. 

Следствие 4а было замечено Канторовичем и Ливенеоном [1], [2]. См. 
также указания Н. Н. Лузина [11]. 
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В самом деле, подобие множеств М и N выражается следующим 
образом: 

V { Л (Cr Е М)~ V (г = а")] 1\ Л (Cr Е N)~ V (г = Ь")] А 
а,Ь т n т rz 

1\ Л (а" Е М) 1\ (Ь" Е N) 1\ 1\ [(ai > aj)~(bi > bj)]} . 
n t,J 

Отсюда вытекает, что 

[(х, у) Е TJ = V {Л [(х Е w~) V V (г= а")] 1\ Л [(у Е z~) V 
а,Ь т n т 

V V (г= b")l 1\ Л V [(r = Ь") 1\ (х Е Wт) 1\ (s = Ь") 1\ (у Е Z8 )] Л 
n n r,s 

1\ 1\ [(ai <: aj) V (bi > bj)] } . 
l ,J 

Простое вычисление показывает, что множествu Т является мно
жеством класса 2n- 1. 

С л е д с т в и е 5а. М~tожество Е (t = u) является а~tалити-
t. а 

чески.м. 

Чтобы убедиться в этом, достаточно подставить вместо решета W 
и Z решето С из § 3, XVI. 

С л е д с т в и е 56. М~tожес тв о Lт: =Е (t = "t) является aflaлu
t 

тическим, 1<аков бьt flU бьtл порядJ<овьtй тип (счетflьtй) "t. 

При фиксированном "t пусть u0 - тю:ой элемент канторавекого 

множест~а 'б'~ что u0 = "t. Так как функция высказываний двух _:Iер~
менных t =и принадлежит классу А, то функция высказываний t = и0 
одного переменнаго t тоже принадл\'жит этому классу (см. VIII, 5). 
Отсюда следует требуемое заключение. 

3 а меч а н и е. Недавно проф. Д. Скотт получил более сильный 

резулыа-r, а именно: при любом порядковом типе "t множество Lт: 
представляет собой борелевекое множество 1). 

Х. Трансфинитная индукция. Докажем, что наряду с уже рас
смотренными операциями трансфинитная индукция не выводит- при 

достаточно общих предположениях- за пределы проективных мно

жеств (Куратовский [301 ). 
Прежде всего заметим, что любое отображение F, ставящее 

в соответствие каждому семейству Х множеств (принадлежащих про

странству %) подмножество F (Х) пространства %, определяет транс-

1) См. Скотт [1), см. также Рыль-Нардзевский [1]. Частичные резу,1ь
таты см. в статье Хартмана [1], относящейся к этим вопросам. 
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финитную посл~довательность множеств А0 • Al' ... , Аа, сле-

дующим образом: 

A 0 =F(O) и Aa=F(Xa) при а> О, 

где Ха- семейство множеств (А;). ; <а. 
Ставится задача определить, при каких условиях множество 

Е (х Е А 1) (i < 9) является проектшзным множестiJом в 8" Х %. 
х, t 

Обозначая прописными готическими буквами подмножества пря
мого произведения 8" Х %, положим 

(1) З'=Е[(t, х)ЕЗJ. где tE'i!f'. 

и, как обычно, 

(2) L=Ей' < R). 
t 

Теорема l. П)1сть R1 -отображеuие, ставящее в соот

ветствае любой moЧJ(e t Е L а любо.м.у .м.uожеству ~с: Е (ii < t)x.z 
и 

.1tuожество R1 ('В)с:v'С. 

Тогда существует одuо а толь!(о одuо .1mожество Зс:L Х %, 
та!(ое, что 

(3) З' = R, [3 n Е (й < t)] . IЩJ(OBO бы ua было t < Q. 
и, х 

ДейстiJительно, пусть ~0 • ~1 1 , ••• , ~а• . . . (а < Q)- трансфи
нитная последовательность подмножеств пространства L Х .:!,', опре
деленная по индукции следующим образом: 

(4) ~о= Е (t=O)A [xER0 (0)], 
t, х 

(5) 'tTa = U ~f3 U Dta, где Dla = Е (i =а) Л [х Е R1 ( U ~13 )] • 
f3<a 1, х \[3<а 

Легко доказать но индукции, что 

(б) ~Тас:ЕСа-<а)Х%. 
и 

Кроме того, 12I0 c: ~Т 1 с: ... с: 'tiac: . . . . Положим 

З = 'tio U 9( 1 U · · · U ~а U • · · • 
в силу 

(7) 

(8) 

IJКЛЮЧеНИЯ ( 6 ), Имеем 

1}1~ = ~~ при t <а, 
~~=О при других t. 

Тогда имеет место равенство 

(9) з' = u ~~ = 'lТт= R, ( u_ ~rв). 
a<Q (3<1 

откуда следует формула (3), так как U _ ~113 = 3 n Е (u < t). 
~<1 и, х 
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Единственность множества 3 легко доказьшаетсн по индукции. 
В тех же обозначениях имеет место следующее утверждение 

(которое представляет собой явное определение множества З. задан
ного в неявном виде соотношением (3) ). 

Теорема 2. Пусть ~:'6'-(~fa), а<9. Тогда и.ttеют Аtесто 
следующие тождества (t, v, zf'б, xf%): 

((v, х)ЕЗ) = 
== (v <!:~)А v л ((t <;: :V) =? [®1 (z) = R1 (® (z) n Е cil < t))]) ;\ 

z t и, х 

1\ (xEG.'v(z))= 

= (v < 9) 1\ Л { [Л (Г<;: V>] :::? [~~ (z) = R1 (Ф (z) n Е (и-< t))··] :::? 
z t \. и, х 

=? [х Е ®v (z)J} . 

1 
Прежде всего заметим, что множество ~а может быть определено 

следующим образом: 

~~=R1 [~fаП Е (u <t)] при t<;:a и ~{~=0 длн других t. 
и, х 

Действительно, в силу соотношения (5), 

~а n Е cL; <t)= U -~13' 
и, х 13<1 

откуда, в силу (7) и (9), получается искомый вывод. 
Следовательно, множество З. как объединение множеств ~а• 

представляет собой множество точек (v, х), такое, что v < 9, для 
которых существует точка z Е '6', такая, что 

1° при t<;:v имеем 6:! 1(z)=R 1 [®(z)n Е (ii <f)], 
u,x 

2о х Е ®v (z) 

(разумеется, ® (z) = ~а)· 
Это условие, выраженное в логических символах, дает первое 

тождество. Так как множество ~а определено соотношениями (7) 
и (8) однозначно, то условие выполнения включения (v, х) Е З (где 

v < Q) можно сформулировать также следующим образом: какова бы 
ни была точка z, удовлетворяющая условию 1°, для нее выполняется 
условие 2°. Отсюда следует второе соотношение эквивалентности. 

Теорема 3. Пусть ®-определенное на '6' универсальное 
отображение относительно проективных .множеств класса 
ln (п > 1), принадлежащих пространству 'it Х .%, такое, что 
множества 

Е [(t, х) Е® (z)J и Е (х Е R1 [® (z) n Е (и< t)]) 
~~х ~~х ~х 
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принадлежат классу L 11 • Тогда множество З. рассмотренное 
в теореме 1, является проективны.м множество.и (lёлассов 

L11 + 4 и СL 11 _н). 
Прежде всего, отображение ® удовлетворяет условию теоремы 2, 

т. е. множества ?la, определенные форму.1ами ( 4) и (5), принадлежат 
классу L11 • В само~1 деле, рассуждая по индукции, нужно только 

доказать, что П1а- множество класса L11 при условии, что мно

жества ?(в для В <а являются множествами класса L11 . Поскольку 
U ?(В есть множество класса L11 , существует такое z0 , что 6) (z0) = 
В<а 

= U i!(B, и так как U ?{В с: Е (u <а), отсюда следует, что 
fJ<a В<а tt, х 

(t= а) А [ х Е R1 (rbl а ?{В) J == 

= (i =а) А { х Е R1 (® (zo) n и~х (ii < t)]} 
Так как, по предположению 

в фигурных скобках является 

Е (t =а) борелевекое (§ 30, 
t 

(см. VIII, 5), функция 
функцией класса L11 

XII), множество П1а 

классу L11 • У становив это, выводим из тождества 

высказываний 

и множество 

принадлежит 

(10) (A=B)==Л[(CxEA)A(xEB))V((x$A)!\(x$B))J. 
х 

что множество 

z, t~, х [®1 
(z) = R1 (® (z) n fx (u < t))] 

проективное (класса п + 2 или п + 3 в зависимости от того, 

является п четным или нечетным). Заменим t <:-:; на 7-< v (см. IX ( 4) ); 
так как множество Е (t-< v) проективное (и даже аналитическое, 

1, v 
см. IX, следствие 2а) и так как Е (v < R) есть СА-множество 

v 
(IX, следствие 1 а), то из теоремы 2 следует, что 3- проектив

ное множество классов Ln+ 4 и CLn+ 4 . 

Пр и л о ж е н и я. 1) Множество Лебега, универсальное отно
сительно аналитически представимых функций, является 
п роек тивным I ). 

Это множество определяем следующим образом. Положим для 

t(l) t(2) 

t=з+т+ 
t(I·211

) t<иn) ((5·2n) 
(11) t(n)=-3-+-9--+2'7+ 
1) Определение этого множества см. в статье Лебега [1], гл. VIII. 

Проблема проективности этого множества была nоставлена Н. Н. Лузиным. 
Она решена Куратовским [31]. 
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Пусть А- плоское борелевекое множество с l5' Х б'. содержащее 
среди вертикальных сечений все замкнутые и все открытые подмно

жества из (f. Рассмотрим в пространстве 75' Х 75' Х (5 множество З. 
определенное следующими условиями: 

О t t(n( 
З =А, З' У= Lim sup З Y(n) для О< t < Q и у Е l5' 1), 

11-""СО 

.31 = О для всех остальных t. 

В этом случае множество R1 (~) может быть определено следую

щим образом: так как Q) с Е {U < t) Х l5' Х (f, то R1 ('З) с l5' Х (f 
и 

определено условиями: 

Ro (О)= А, R1 (iJJ) = Е [х Е Cim sнр ~t 1 " 1 · У(п)] лля t =F О. 
у, z n-?oo 

Пусть С~- универсальное отображение относительно любого ана
литического подмножества из l5' Х l5' Х (5, такое, что множество 
Е [(t, у, х) Е® (z)]- аналитическое (см. п. V). Остается доказать, 

z, t, у, х 

что множество z, ~~. х [Су. х) Е R1 (® (z) n и,~ х (Й < t))] являетс11 ана
литическим множеством. Итак, имеем (для t =F О) 

(СУ. x)ER1 (G\(z)nи.~}li <t))]= 
= [х Е Lim sup G)'[nJ. Y(n) (z)] =л v(x Е Gin+kl, Y(ll! k) (z))= 

n-?co n k 

= f::. у [(tln+kl, Y(n-i k)• х) Е(\) (z)]. 

Так как функции t1"1 и У<п) при фиксированном n непрерывны (см. 
§ 30, XII), то отсюда вытекает требуемое утверждение. 

2) Изменим теперь определение отображения R1 (Q)) следующим 
образом: положим .Я:= l5', R 0 (О)= А, г де А- открытое множество, 
такое, что АУ есть функция, универсальная относительно открытых 
множеств (см. примечание 1 на стр. 366), 

r со 1rnJ 1 
Rt ('JJ)= Е { Х Е U IJJ. 'Y(n) ~ ЮIИ 

у, х 1 n= 1 J { 

со [ll] J 
Е х Е n '81 

• У(п) } 

у, х n=1 J 
в зюзисимости от того, четио или нечетно t (в смысле § 30, XII, 4). 

1) Об определении tlnJ см. § 30, Xlf. 
В соответс"I,;виис (1), через 81

• У обозначено множество Е [(t, у, х) Е ,8]. 
х 

По определению (§ 1, V), 
СХ) CXJ 

Lim sup А11 = n U An+k· 
n~oo ti=O k=O 
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Множество В. определение которого вытекает из определения 
множества R1 (~). является nодмножеством nространства 'lf3, таким, 

ЧТО ДЛЯ каждОГО t < Q МНОЖеСТВО В1 - борелеВСI<Ое МНОЖеСТВО 
класса 0 1 и функция В1 ' У (аргумента у) является универсальной 
относительно семейства подмножеств из '6' класса 01. Проективность 
множества В вытекает, как и в предыдущем примере, из определе
ния R1 (~). Единственное дополнительное допущение: множество 

тех t, для которых t есть четный порядковый тип, является боре
ленским; мы это доказали в § 30, XII, 4. 

3) Пусть для точки t* Е 75' множество Е (t*n = 2) получается из 
r n 

множества Е (tn = 2) 1) вычеркиванием последнего элемента (если он 
r n 

существует; в противном случае мы положим t* = t). Легко видеть, 
что t• есть В-измеримая функция от t (см. § 39, V, 2). Множество 3 
определяется следующим образом: 

ro {nJ 
во= А, 31, у= u 31 . Y(n) или (f- вt•, у 

n~l 

в зависимости от того, четно или нечетно t. 
Соответствующее множество R1 (~) определяется, как в пpи-

t[nJ у t• У 
мере 2, с заменой множества n ~ . (n) множеством (f- ~ .. 
}{ак и выше, 3- проективное множество. 

В примерах 1 - 3 множество 31 зависит только от t (а не от t). 
Таким образом, полагая Аа = 31

, где t- некоторое число, такое, 
что t =а, мы определяем трансфинитную последовательность боре
ленских множеств (а именно класса а в примерах 2 и 3). В следую-
щем nримере множество 31 зависит от t. 

О t у ro 1* у -
4) Пусть 3 =А, 3' = П В ' (п) для нечетноrо t, 

n=I 

х Е 31
' У== V (Y(2n+l) < t) 1\ (х Е 3Y(2n+l)' Y(2n)) для четного Т. O·«J<(Q. 

n=I 

Здесь множество R1 (~) может быть оnределено следующим 
образом: 

((у, х) Е R1 (~)j == ([(t =О) 1\ ((у, х) Е А)] V [(t- нечетное) А 

-А Л (х Е~~·. Y(n)) 1 V [(t > О- четное) А V (Y'(2n+l) + 1 -<. t) А 
n n 

1) В § 3, xvr, это множество обозначено симвоJiом Rt· 
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Отсюда, как и выше, следует, что множество 3- проективное 1). 

XI. Операции Хаусдорфа. Пусть Au А2 , ••• -~ произвольная 
последовательность множеств и В- некоторое множество бесконеч
ных последовательностей целых положительных чисел (рассматри

ваемое I<ак подмножество пространства $); говорят, что .множе
ство Н получается из последовательности {Ап} с помощью 
оп е рации Ха ус до рфа с б аз ой В 2), если 

(1) ( х Е Н) == 'f { (а Е В) А ~ ( х Е А ап)}. 
Таким образом, например, операция 

ro ro 

Lim sup Ап = П U Апн 
n~oo n=O k=O 

является операцией Хаусдорфа. Ее база состоит из последователь
ностей целых положительных чисел а= [а 1 , а 2 , •.. ], содержащих 
бесконечное число попарно различных членов. Операции U и П-

n n 
также операции Хаусдорфа. Вообще (Л)-операцию можно привести 
к операции Хаусдорфа (см. Хаусдорф [5] ). 

Т е орем а 1. Пусть .множества An и база В- проектив
ные множества нечетнаго класса k; тогда Н- проективное 
множество того же класса. 

В самом деле, имеем 

(х Е Аап)==Л [(т= an)~(x Е Ат)J. 
т 

Следовательно, в силу (!), 

(х ЕН)== V {(а Е В) А Л [(т= а11)~(х Е Ат)J }· 
а т, n 

Отсюда следует, что множество Н принадлежит классу PL 11 = Lk. 
Вернемся теперь к вычислению проективного класса множества 3, 

определенного трансфинитной индукцией (см. п. Х). Когда это опре

деление получается при помощи операции Хаусдорфа, часто удобнее 

пользоваться другим методом (отличным от изложенного в п. Х). 

Следующий метод, принадлежащий Джону фон Нейману 3), позво
ляет доказать, в частности, что множество З. рассмотренное в при
мерах 1, 2 и 4 п. Х, является разностью двух аналитических МНО• 

жеств. Для упрощения обезначений мь1 ограничимся формулировкой 
теоремы, которая охватывает случай множества Лебега (пример 1). 

1) Это множество встречается в работе КУJ:iатовского [8]. 
2) Хаусдорф [5], Колмогоров [1], Канторович и Линенсон [2], Ляnунов 

[2], [3] (где можно найти многочисленные библиографические ссылки). 
~) См. фон Неймаи и Куратоnекий [1 ]. Некоторые приложения можно 

найти в работе Тугуе [1]. 
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Некоторое обобщение этой теоремы позволяет провести требуемое 
вычисление в примерах 2 и 4. 

Мы воспользуемся следующими обозначениями. Через г обозначим 
конечную систему целых положительных чисел k 1, ••• , kn (n ::?--О); 
пусть v- отображение, которое каждому г ставит в соответствие 
целое число v (г)::?-- О; г можно рассматривать как конечную двоич
ную дробь О-< г< 1, а именно (см. § 3, XV) 

1 1 1 
г= -k- + -k-k-+ ... + -k--.-k-. 

21 21+2 21+ ... -r" 

Пусть Г- множество всех отображений у. Введем в это мно· 
жество топологию следующим образом: последовательность у 1 , у2 , ••. 

сходится к у, когда lim 'Уп(г)=у(г), каково бы ни было г. Тогда 
ll~OO 

Г- полное сепарабельное пространство. В самом деле, оно 
гамеаморфно пространству иррациональных чисел. Чтобы убедиться 

в этом, расположим числа г в бесконечную последовательность г 1 , 
r 2, . . . и каждому элементу v из Г поставим в соответствие эле
мент а= (V (г 1 ), v (г2), ... J пространства $. 

Обозначим через Ь (у)= bk , (у) бесконечную последователь-
' l' ... , ~г n 

н ость v (k1, ... , kn, 1 ), v (kp ... , k", 2), . . . . В частности, 

b0 (V)= (y(J), у(2), ... ). Наконец, ПОЛОЖЮI V.Г= (y(k1), ••• 

• . . , y(k 1, ... , kп)}. Следовательно, у, О= О (пустое множество). 
Заметим, что при фиксированном г функции у и Ь" рассматри-

ваемые как функции переменнаго 'У· непрерывны. Символы t1" 1 и t (n) 

имеют (для t Е 'б') тот же смысл, что и в п. Х ( пример 1 ); определим 
символы t 1'1 и t (r) при помощи конечной индукции, счнтая, что 
t[Oi_t- t И 
·--(О) 

tfk1' ... , kn, kn+11 = (f[k1' ... , kпJi'гп-нl, 

t (k1, ... ' kn, kn+1) = (t (111, ... ' kп)) (kn+t)' 

Легко доказывается, что функции t 1M и tr:;:r) для фиксированного г 
являются непрерывными функциями от t и v и что 

( tfk1J)(k2, ... , kп] = tfk1, k2, ... , kn] (t(k )) (k k) = t (k k k )· 
' 1 2, ... , n 1, 2, ... , n 

Т е орем а 2. Пусть А с: 'б' Х (5 и В с: ei/1"- два аналити
ческих .множества. Множество 3 с: 'б' Х 'б' Х (5, определенное 
условиями 

[а"] 

з1 • У = U n о1 

' у<а"). для о < t-< .-. Е и> Е в <J ~~. у о, а , 
а " 

31 =О для всех остальных t, 

является разностью двух аналиmа'tеских .множеств. 
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БоJ1ее точно, имеет место тождество 

(t, у, х)ЕЗ!= 

=<t < Q) /\ V {<у(О) =1= О)/\ Л [(у (г) =1= О)/\ (tM =о)) 9 
У r 

::::? ((Ум· х) Е А)] /\ [(v<'> =1= О)/\ (t1Y,;J 4= О)=? (Ь, (у) Е В)]}. 
~ак только будет установлено это тождество, из него непосред

ственно будет следоват~>, что множество З является пересечением 
СА-множества и аналитического ыножества, ибо, с одной стороны, 

ыножество Еёf < S2) есть СА-множество (согласно следствию 1а, 
t 

п. IX), а с другой стороны, функция высказывани« в фигурных 
скобках- аналитическая, так как пересечение Л счетно и функции 

r 

у (г), t 1"· ' 1, У(у, r) и Ь, (у) непрерывны по у (при фиксированном г). 
Перейдем к доказательству этого тождества. 

1) Пусть (t, у, х) Е З. Мы докажем методом трансфинитной 
индукции, что существует функция уЕГ. удовлетворяющая условию 
в фигурных скобках и, более того,' принимающая при г= О задан
ное заранее значение р =1= О. 

Пусть сначала t О, т. е. t =О; тогда (у, х) Е А. Пусть у
функция, определенная следующим образом: у (О)= р и у (г)= О 
для г+ О. Условия в скобках очевидным образом выполняются. 

Допустим теперь, что а > О ~ что наше предположение имеет 

место для каждого t, такого, что t <а, 
Пусть t =а. Включение (t, у, х) Е З означает, что существует 

бесконечная последовательность а= (а 1 , а 2 , ••• ) Е В, такая, что для 
каждого n имеем 

f'ij -'Так как t а < t, то для каждого n существует, по предnоложению 
индукции, функция УпЕГ, такая, что 

1о 'Уп(О)=ап, 

2° если Yn (г)+ о и t[an] [Уп· ']=о, то (.У (an) (Уп· ')' Х) Е А, 

3° если Yn (г)+ О и t[an] [Уп· '] 4= О, то Ь, (Уп) Е В. 
Dпределим v следующим образом: v (О)= Р и для г= (k1, ••• , kт), 
где т=f=О, положим 'V(k1, ... , km)=Yk,(k2, ... , km)· Тогда 

у, г-. у, (k 1, ... , kт) ={у (k1), у (k1, k2), .... У (k1, k 2, ••• , kт)) = 

= {ak', Yk,(k2)' · • ·• Yk,(k2• • · •• km)} = {ak'• Yk" k2• • • •• km} 
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и 

b,(y)={y(kl• •• ., km• 1), y(kp ... , km• 2),' ... }=. 

= {Yk (k2, ••. , km' 1). V~e (k2, •••• k • 2) .... } = bk k (V· )· 
1 1 т 21 '''' т .. ,1 

Отсюда легко вытекает, что условие в фигурных скобках выпол
няется. 

2) Обратно, допустим, что у удовлетворяет условию в скобках. 

Покажем, что (t, у. х) Е З. Пусть сначала t =О. Так как v (О) =1= О 

и tlv. OJ = t 101 = t, то (У(у, О)' х) Е А. Так как, кроме того, У(у, OJ = 
= Y<oJ =у. то (у. х) Е А= 3°. следовательно, (t, у, х) Е З. 

Допустим теперь, что а> О и что наше предположение выпол-

няется для каждого t, такого, что t <а. 
Пусть l=a. Положим а=Ь0 (у)={у(1), у(2), ... J. Так как 

V (О)=/= О и tiY.OI = t =/=О, то Ь0 (V) Е В, т. е.. а Е В. Остается дока
зать, что для любого n имеет место соотношение 

[an] 
t • У( n) ( [an] ) 

х Е З а • т. е. t • у (ап>· х Е з. 

Положим Vk, (k2, ••• , km) = V (k 1, k 2, ••• , kт). т =!=О. Легко про
верить, что условия 1 о- 3° выполняются для любого n. Так как 

t[an] <а, то, по предположению, отсюда следует, что 

(t[an]' У (an)' Х) Е З. 

§ 39. Аналитические множества 

Пространство предполагается полным сепарабельным. 

1. Общие теоремы. Напомним сначала некоторые свойства ана
литических множеств, установленные в § 38. По определению, ана
литические множества совпадают с непрерывными образами борелен

ских множеств {§ 38, I). Так как любое борелевекое множество 
есть непрерывный образ множества eJ1f' иррациональных чисел, то 
аналитические множества можно определить как непрерывные об

разы .множества eJ1f' (§ 38, IV) 1). 
Свойство быть аналитическим множеством инвариантно относи

тельно счетных операций: объединения, пересечения и прямого про
изведения, а также относительно (d)-операции и относительно В-из
меримых отображений (данного множества на подмножество того же 
или другого полного сепарабельного пространства). 

1) По поводу более общего подхода к понятию аналитических множеств 
(не обязательно метрических) см. Шоке [3], [4), Фралик [2], [3], Шнейдер 
[1], Сион [11. Брасслер и Сион [1]. Роджерс [1). · 
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Согласно следствию 1, § 36, V, имеем 

Теорема О. Любое аналитическое несчетное .множество то
полоz.ически содержит сове рruенное множество 'б'. (См. Суслин [ 1 ].) 

Таким образом, аналитические множества "реализуют" гипотезу 
континуума: их мощность либо конечна, либо N 0 , либо с. 

Как мы увидим далее (см. п. JJ), любое аналитическое множество 
(следовательно, и любое множество СА) обладает свойством Бэра 
в узком смысле и измеримо в смысле Лебега (если оно содержится 
в пространстве действительных чисел). 

3 а меч а н и я. 1. Вышеупомянутые свойства показывают, что 
аналитические множества обладают векоторой "регу лярностыо", ко

торая определяет их приложения. Среди применений теории анали
тических множеств укажем важную теорему об обращении непре· 

рывных функций (п. V, теорема 3). 
Как мы увидим, многие задачи элементарного характера при

водят к аналитическим множествам или к множествам класса СА. 
Существуют также очень простые и важные примеры множеств, кото
рые являются проективными, не будучи борелевскими; так, в про-

странстве 2g (замкнутых подмножеств интервала) множество замкну
тых несчетных множеств является аналитическим, но не является 

бореленским (см. Гуревич [8] ); дифференцируемые функции обра

зуют в пространстве б'g небореленекое множество класса СА (см. 
Мазуркевич [8] ); в пространстве б'g х g функции f двух переменных 
х и у, для которых существует точка у, такая, что частная про

изводная f~ (х, у) существует для любого х Е fl, образуют множе

ство класса РСА, которое не является множеством низшего класса 
(см. Мазуркевич [9] ). 

2. Существенно заметить, что "регулярность", которой обладают 
аналитические множества, вообще говоря, не является свойством 

проективных множеств более высоких классов. Гёдель [ 1], [2] 1) 

отметил, что гипотеза существования (в пространстве действительных 

чисел) неJ<\ЗМеримых множеств класса РСА и СРСА не противо
речит системе аксиом теории множеств. 

То же самое относится к существованию несчетных множеств 

класса СА, не имеющих совершенных подмножеств. 
3. Как доказал В. Гуревич [7], результат (d)-операции, при

мен~;нной к замкнутым подмножествам метрического сепарабельного 

(не обязательно полного) щ:остранства, содержит совершенное мно
жество (если только он представляет собой несчетное множество). 

Так как любое аналитическое множество представляет собой резуль
тат (Л)-операuии, применеиной к замкнутым множествам (п. II), то 

1) См. также Адисон [3], Новиков [4], Куратовский [41), Серпинс~ий 
и Куратовский [5]. 
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предшествующая теорема является обобщением теоремы, в силу кото

рой любое аналитическое несчетное множество содержит совершенное 
множество. 

О другом обобщении см. п. 11, следствие 3. 

Теорема 1. Пусть Ас..!С-несч.етное аналатич.еское .мно
жество; тогда любое аналитич.еское .множество А* получ.ается 
из него при помощи отображения первого класса. (См. Серпин
екий [42].) 

Очевидно, достаточно доказать, что это предложение имеет место 
для А*= &У. Действительно, так как множество А аналитическое 
и несчетное, оно содержит множество, гамеаморфное множеству 75', 
и, следовательно, множество N, гамеаморфное множеству &У. Поло
жим f (х) = х для х Е N. Так как N является 00-множеством в про
странстве !С, !С:::::> А (см. § 35, III), то оно топологически полно, 
следовательно, существует отображение· j*: !С~ N первого класса, 
которое совпадает на множестве N с отображением f (§ 35, VI, след
ствие). Следовательно, j* (А)= N, что и тр~бовалось доказать. 

Т е орем а 2. Если даны два аналитич.еских несч.етных .мно
жества размерности О, то каждое из них является непре
рывным образом другого. (Доказательство см. в работе Серпин
екого [41].) 

Т е орем а 3. Любое аналитич.еСJ<ое 
взаимно однознач.ны.м и непрерывньи.t 

СА-множества. (Мазуркевич (5].) 

.мно:нсес тв о являет с я 

об разо.м не1<ато pozo 

Более точно, пусть f- непрерывное отображение, опре
деленное на за.мкнуто;,t подмножестве F с &У; тогда .множе
ство F содержит СА-множество С, такое, ч.то f (С)= f (F) 
и сужение f /С взаимно однознач.но 1). 

Для доказательства последнего предложенИя расположим сначала 
иррациональные числа а= [а1 , а2 , •.• ] в лексикографическом порядке: 

(1) [а-< Ь] = (а 1 <;: Ь 1 ) 1\ Л [(ak <;: bk) V V (ai < bi)l. 
k i < k 

Очевидно, что функция высказываний [а -< Ь] является функцией 

класса F0 . Кроме того, в любом замкнутом множестве Х (=!=О) суще
ствует первый элемент. В самом деле, таким элементом является 

точка р (Х) = n х n• где XI- множество точек а Е Х, таких, что 
n 

а 1 принимает минимальное значение, и г де Х п• п > 1, -множество 
таких а Е Х n-I> что an принимает минимальное значение. В силу 
теоремы Кантора (§ 34, II), пересечение множеств Х n состоит из един· 
ственной точки. 

1) Обобщение rпoro утверждения см. в п. V, 5. 
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Пусть теперь С- множество точек вида р [J- 1 (х)]. где х про
бегает множество f (Р): 

(~) [aECJ==laEPJ 1\ Л (lf(a)=/(b)J=}[a-< Ь]}. 
ь 

Множество С есть множество класса СА, ибо функция высказывани~ 
в фигурных скобках является борелевско~. Кроме того, сужение f 1 С 
взаимно однозначно, ибо из того, что а Е С, Ь Е С и f (а)= f (Ь), 
вытекает, что а-< Ь-< а, откуда а= Ь. 

Наконец, имеем f (С)= I (Р); де~ствительно, достаточно вместо а 
в левую часть равенства (2) подставить р [J- 1 (х)]. 

11. Аналитическое множество как результат (иl)-оnерации. 
А!'" 1 1 1 1 

Множество QIY nl ... nk иррациональных чисел а= гат + jtZ2 + ... ' 
таких, что а1 = n1, ••. , ak = nk (см. § 36, 1), обладает, как легко 
видеть, следующими сво~ствами: 

00 00 

(1) е#"= U C?Yn. et11"n 1 ... nk= U е!11"п 1 ... п n; 
n=l n=l k 

(2) е#" n! ... nk n et1l" т! ... mk =о для (nl ... nk) =1= (mr ... mk); 
00 

(3) (a)=[]
1

et11"at ... ak; 

со со 

(4) et1f" =у /:]
1 

et1f" al ... ak = /]
1 

1.} et1f" al ... ak• 

Формула (4) показывает, что множество е#" является результатом 
(еЛ)- операции, применеиной к системе множеств et1l" n

1 
... nk. 

(5) lim Ь (et11" 1 ak) =О; 
k~co а ... 

(б) если f- н.епрерывн.ая фун.кция, определен.н.ая н.а et11". то 
00 00 

f(a)= []J(et1f"at ... ak)= /]J(et1f"at ... ak). 

Действительно, в силу (3), 

f(a) = f (i]l et1f" al ... ak) С: ii f (et1f" al ... ak) С: {J/ (et1f" а1 
... ak). 

00 

и множество []
1 
f ( et1l" al ... uk) состоит из единственной точки, по-

скольку из непрерывности функции f вытекает, в силу (5), что 

lim Ь [f (е#" at ... ak )] =О, откуда klim Ь [f (et11" al ... ak )] = 0, 
k~co ~со 

и поэтому ь(бl f (е#" al ... ak)) =о. 
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Теорем а. Для того чтобы множествобыло ана.zитическим, 
необходимо и достаточно, чтобы оно представляло собой 
результат (Jl)-операции, применеиной к некоторой регуляр
ной систе,ие заАtкнутьtх множеств. 

В самом деле, пусть А- аналитическое множество; тог да суще
ствует непрерывная функция f, такая, что А= f (сэ/У). 

Множество А представляет собой результат (Jl)-операции над мно-

жествами f (<21Уп 1 ... nk). Действительно, в силу предложения (6), имеем 
со 

А= /(GJY) =~/(а)=~ /]1 f (GJYa1 ... ak). 

Обратно. (Jl)-операция, примененная к замкнутым множествам 
(и даже к аналитическим множествам), всегда приводит к аналити

ческим множествам (§ 38, IX, 4). 
С л е д с т в и е 1. Аналитические множества обладают свой

ством Бэра в узкоои смысле. 
Действительно, любое замкнутое множество об,ладает этим свой

ством, и это свойство инвариантно относительно (Jl)-операции. в силу 
следствия из § 11, VII. 

По той же причине аналитические Jtножества изJtеримы 

в с.мысле Лебега (в cлytJae пространства действительных чисел, ком

плексных чисел и т. д.). 
Так как дополнение всякого множества, обладающего свойством 

Бэра или измеримого по Лебегу, есть множество того же вида, то 
отсюда следует, что множества класса СА также обладают этими 
свойствами. То же самое относится к множествам, получающимся 

из замкнутых множеств при помощи вычитания и (Jl)-операции. 

3 а меч а н и е 1. В силу следствия 1, множество Е1 из § 38, VI. 
являющееся аналитическим и неборелевским, дает ответ на вопрос 

Лебега (J. Math., 1905, р. 188) о существовании небореленеких 
множеств, обладающих свойством Бэра в узком смысле (см. Лузин 
и Серпинекий [3] ). 

С л е д с т в и е 2. Любое аналитическое множество А является 
просеянны.м через решето, состоящее из замкнутых множеств. 

Другими словами, существует семейство замкнутых .~tно

жеств W,, г Е сЯ0 , такое, что условие х Е А эквивалентно суще
ствованию бесконе•tной последовательности чисел г 1 < г2 < .... 
удовлетворяющих соотношению х Е w,l n W,, n . о •• 

Это утверждение, в силу теоремы § 3, XV, является непосред
ственным следствием теоремы, доказанной выше. 

Замечание 2. Если множество Ас:[! определяется при по

мощи решета W, то элемент f(W) Е [J --А можhо опреде:шть эф
фективно (в предположении, что А+ [!) 1). 

1) См. Лузин и Новиков [1], Самнеи [2]. 
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С л е д с т в и е 3. Любое проективное .множество Е класса РСА 
является об'Ьединением. N 1 борелевеках .множеств. 

Следовательно, если Е имеет .мощность> ~ 1 • то Е содержит 
некоторое (не пустое) совершенное .множество. 

Пусть сначала Е- аналитическое множество. Тогда оно пред
ст:шляет собой результат (Л)-операции над векоторой системой зам
кнутых множеств. В обозначениях § 3, XIV, имеем 

(7) Е= П Еа= U Ка; 
a<Q a<Q 

отсюда при помощи трансфиннтвой индукции легко получить, что 

множества Е а и К а борелевские. Таким образом, первая часть след
ствия установлена в случае, ко г да Е есть А- или СА-множество 1). 

В общем случае, когда Е есть РСА-множество, положим Е= f (С), 
где С- некоторое СА-множество, f- непрерывная функция. Тогда 

С= U Ва, следовательно, Е= f (С)= U f (Ва). 
a<Q a<Q 

Так как Ва- борелевекое множество, множество f (Ва)- аналити
ческое; следовательно, оно является объединением N 1 бореленских 

множеств. Поэтому и множество Е обладает этим свойством. 
Вторая часть следствия вытекает из первой. В самом деле, пусть 

Е> N 1' тогда по крайней мере одно из слагаемых, на которые раз
лагается Е, несчетно; как несчетное борелевекое множество, оно 
содержит непустое совершенное подмножество (§ 37, I, 3). 

3 а меч а н и е 3. Из полученных результатов следует, что несчет
ные РСА-множества могут иметь только две мощности: а именно ~ 1 
и с. Впрочем, неизвестно, существуют ли РСА-множества или вообще 
проективные множества мощности N 1. 

Относительно СРСА-множеств никакие аналогичные утверждения 
не известны . 

С л е д с т в и е 4. Пусть %-полное сепарабельное несчетное 
пространство. Тогда% разлагается в обыдинение ~ 1 попарно 
не пересел:аюv.1,ихся непустых борелевсJшх .множеств. 

В самом деле, пусть Е- аналитическое небореленекое подмно

жество пространства % (существование таких множеств вытекает 
из§ 38, VI). Положим Аа=Ка- U К~. тогда, nрименяя формулу(?), 

t<a 
получим 

Аналогичным образом, полагая, 

La = .%' -Е а И 

1) Ср. с теоремой V!II, 3. 
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получаем 

.%-Е= U La= U Во.. 
о.< Q о.< Q 

Следовательно, 

(8) .%= U Ao.U U Во.· 
O.<Q o.<Q 

Множества Аа и Во.- борелевские. Все слагаемые разложения (8) 
попарно не пересекаются. Имеется несчетное множество индексов а, 

таких, что Аа =1= О, ибо в противном случае множество Е было бы 
бореленским (как счетное объединение борелевских множеств). 

3 а меч а н и е 4. l{ разложению полного сеrrарабельного несчетного 
пространства .% в объединение ~ 1 непустых попарно не пересекаю
щихся бореленских множеств можно прийти также, опираясь на следу

ющую теорему Хаусдорфа [6]: в пространстве .% существует 
трансфинитная последовательность 0 0 с 0 1 с ... с Оо.с ... 
. . . (а< Q) попарно различных 06-множеств, такая, что .% = 
=U Оо.. Положим Fo.=Oo.- U О5; тогда .%= U Fa, где 

o.<Q 5<а a<Q 
F а- непустые попарно не пересекающиеся Fа6-множества. 

Это разложение имеет то преимущества перед разложением (8), 
что его слагаемые принадлежат Fа6-классу, тогда как слагаемые раз
ложения (8) не принадлежат ограниченному классу. С другой сто
роны, разложение (8) является эффективным (множество Е, так же 
как и его слагаемые, могут быть определены), тогда как существо

вание последовательности { Oo.J устанавливается не эффективным 
образом. 

Добавим, что проблема разложения пространства на ~ 1 непустых 
попарно не пересекающихся 00-множеств остается открытой (см. Сер· 
ПИНСКИЙ (61 j ). 

111. Первая теорема отделимости. 
Т е орем а 1). Пусть А и В- два непересеt(ающихся анали

тических множества; тогда существует борелевекое множе
ство Е, такое, что 

АсЕ и 

Лемма (Серпинский [35], 11, стр. 180). Назовем "В-отдели
мыми" любую пару множеств А, В, для которых справедлива 
теорема. Если .чножества Р = U Pi и Q = U Qi не являются 

i i 

1) Теорема Лузина [7]. Важно заметить, что аналогичная теорема для 
СА-множеств неверна. Простой nример см. в работе Серnинекого [43]. См. 
такЖе Лузин [8] и Новиков [1]. По поводу теорем отделимости для высших 
проективных классов и их связи с аксиомой конструктивности Гёделя 
см. Адисон [2] и Новиков р]. 
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В-отделимыми, то существует пара .нножес тв Р n• Qrn, 
не являющихся В-отделимыми. 

В самом деле, пусть Znm- борелевекое множество, такое, что 

Pn С: Znm С:!.(; -Qm· 
Тогда 

00 00 

Рпс: П Zптс: П (!.С-Qт)=!.С- U Qm=!.C-Q. 
m=l m=l m=l 

Следовательно, 
со со со 

р = u р n с: u n z nm с: !.(;- Q. 
n=l n=l m=l 

('() со 

а это означает, что борелевекое множество U П Znm разделяет 
"""1 m=l 

множества Р и Q. 
Таким образом, лемма установJiена. Возвратимся к доказательству 

теоремы; допустим противное, т. е. что существуют не перссекаю

щиеся аналитические множества А и В, не являющиеся В-отделимыми. 

Пусть f : "~~А и g : df/" ~В- непрерывные отображения 
на. Тогда (см. II (l)) имеем, 

A=Uf(шri) и B=Ug(df/"i). 
i i 

Следовательно, со г лас но предшествующей лемме, существуют два 
множества f (df/" n) и g(df/" т,), не являющиеся В-отделимьши. Так 
как, кроме того, согласно 11 (1), имеем 

и 

отсюда вы1 екает (по индукции) существование двух бесконечных по

следовательностей n1, n2, • • • и m1, т2 , ••• , таких, что множества 

J(dfl"п 1 ... пk) и g(dfi"m
1 

... mk) не являются В-отделимыми ни для 
какого k. Положим 

1 1 1 1 1 1 1 1 
а=-1 +-

1 
+ ... и Ь=-1 +-

1 
+ .... nt n2 mt m2 

Так как f(a)EA. g(b)EB и АПВ=О. то if(a)-g(b)I>O. 
Поскольку отображения f и g непрерывны, то (см. 11, 5) для 

достаточно больших k имеем 
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и так как (см. 11 (3)) 

f(a)Ef(e/Yn
1 

... nk) 
то 

и 

497 

Последняя формула показывает, в силу включения f(e/Yn
1 

... 11k) с: 
cf(e!Vn1 ... nk). что множества J(e!Y"n1 ... nk) и g(co!Vm1 ... mk) В-от· 
делимы, что противоречит предположению. 

Следствие 1 (Суслпн [1]). Пусть А а .2'-А-аналати
ttеС!,;ае мно:J/Сес т в а; тогда А- б о ре лева~ое йHO:Jtcec тв о. 

В предыдущей теореме положим В= х:- А; мы получим Е= А. 
Из следствия 1 вытекает, что семейство .множеств, являю

щихся одновре.менно А- и СА-множествами, совпадает с семей
ством борелевеках йножеств. 

Следствие 2 (одноврейенная отделимость). Пусть А1 , 
А2 , ••• -последовательность попарно не пересекающихся ана
литических йножеств; тогда существует последовательность 

попарно не пересекающихся борелевеках .множеств В1 , В2 , ••• , 

тш(ая, что Апс:Вп, п=1, 2, .... 
В самом деле, в силу теоремы отделимости, существует система 

борелевек их множеств Е пт• такая, что 

и (для п =1= т). 

Положиы 

= 
и 

Из ВI<Лючения вт с: Emn следует, что Afl n вт с Atl n Emn =о для 
т < п, и поэтому А 11 с Bn. 

О другом обобщении теоремы отделимости см. п. Х. 

IV. Приложенил к борелевеком множествам. 
Теорема 1 ). Любой взаuйно однозначный и непрерывный 

об раз б о релевекого йножес тв а являете я б о ре левекий йноже
ствой. 

Так как любое борелевекое множество представляет собой объеди
нение векоторого счетного множества и множества, являющегося 

взаимно однозначным и непрерывным образом множества е/У (§ 3 7, 
Il, следствие 1 в), то достаточно доказать, что множество f (е/У)
борелевское, если f- взаимно однозначная и непрерывная функция, 

определенная на "~· 

1) См. Суслин [1). Что касается обобщений этой теоремы, см. п. V, VШ. 



498 Г л. 3. Полные пространства 

Так как f- взаимно однозначная функция, то из 11 (2) следует, 
что при фиксированном k множества системы {/ (~ 111 ... nk)} попарно 
не пересекаются. Согласно следствию 2, п. III, для любого k суще
ствует система попарно не пересекающихся бореленских множеств 

В111 ... nk, таких, что f ( df!" n1 00. nk) с В111 ... nk. Положим В~1 = 
= Bn, n 1 ($ пJ И, вообще, 

В~ 1 оо. nk = В" 1 ... пk П f (df!"п 1 ... пk) П В~ 1 00 0 пk_ 1 • 
Имеет место включение 

(1) f (df!"п 1 оо. n1J С В~ 1 оо• nk С f (сА1"п 1 оо.п 1J 
В самом деле, эта формула очевидна для k = 1; доnустим, что она 
верна для k- 1. Со г лас но II (1 ), 

J(df!"пl ... nk)cf(~nl ... nk. JcB~I"'"iн' 
откуда следует формула (1). 

Формула (1) влечет за собой, в силу 11 (6), равенства 

00 со lf со n t (df!" 1 k) = n в , ~~ = n t (~ 1 ~г). 
k=l а ... а k=l а 000 а k=l а ... а 

откуда 

ибо, в силу 11 (б), 

Кроме того, так как система {В~ 1 ... nk} регулярна, т. е. В~ 1 оо· nk с 
с В~ 1 ... nk_

1
, и состоит при фиксированном k из попарно не пере

секающихся множеств, то (см. § 3, XIV, 2) 

со * CXJ ф 

unв, k=n uв, k. 
а k=l а ... а k=l а а оо• а 

Если суммирование U в:, ... ak распространено (при фиксирован-
а 

ном k) на счетную систему борелевских множеств, то множество 

U в:~ 
000 

ak борелевское. Следовательно, и множество f (dfi") боре
а 

ленское, что и требовалось доказать. 

3 а меч а н и е 1. Сопоставляя предыдущую теорему с следствием 
1а из§ 37, II, мы видим, что борелевекие подмножества полных се
парабельных пространств совпадают с взаимно однозначными 
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и непрерывпыми образами полных сепарабельпых О-мерных 
прострапств. 

3 а меч а н и е 2. Если В- борелевекое множество и g- взаимно 

однозначное и непрерывное отображение, то пространство :У, кото
рое содержит g (В), может быть произвольным метрическим (nолны~! 
сепарабельным или нет). В само;! деле, множество g (В) как непре
рьшный образ сепарабельного множества сепарабельно. 

Пополним множество g (В). которое также сепарабельно, до про-
-~ 

странства g (В) (см. § 33, VII). Согласно теореме, которую мь1 дока-
-~ 

зали, g (В)- борелевекое множество в пространстве g· (В) и, следо-

вательно, в множестве g (В), т. е. g (В)- пересечение множества g (В) 
и векоторого борелевекого множества в пространстве '!}. 

Следовательно, множество g (В) является бореленским в про
странстве '!}. 

С другой стороны, предположения о том, что пространство .% 
(содержащее множество В) полно и сепарабельно, существенны. 
В самом деле, допустим, что В- небореленекое множество интер
вала g = :У и что 

1 о .% =В (случай, I<ОГ да .% -не полное пространство), 
2° .% состоит из точек интервала g, а расстояние между любой 

парой точек полагается равным единице (случай, когда .% не сепа

рабельно). 

В этих двух случаях множество В (борелевское в пространстве .!t~) 
тождественно отображается в неборелевское множество (в простран

стве :У). 

V. Приложепия к В·измеримым функциям. 
Т е орем а 1. Пусть f --взаимно однозначная В-изйеримая 

функция, определепная на борелевеком множестве Е; mozдa 
множество f (Е)- борелевское. 

В самом деле, так как функция f взаимно однозначна, отобразим 

множество 1 = Е (у= f (х)) на множество f (Е) взаимно однознач-
х, у 

ным и непрерывным образом, проектируя его на ось '!}. Так как 
множество 1 борелевское, согласно § 38, Ill, 4, то f (Е) также 
борелевекое (по теореме п. IV). 

Т е орем а 2. Любая функция f, определенная на аналити
ческом мпожестве А, такая, что множество 1 =Е !У= f (х)) 

х, у 

также аналитическое, В-измерима. 
Следовательно (см. § 38, IIJ, 4), если А- борелевекое множе

ство, то из предположения, что множество 1- аналитиче
ское, вытекает, что множество 1 борелевское. 

32* 
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Пусть F с су- произвольнос замкнутое множество; покажем, что 

множество f- 1 (F)- борелевекое относительно А. Множество 
f- 1 (F)- аналитическое, так как оно является проекцией аналити
ческого множестiJа 1 n (% Х F). По той же причине множество 

f- 1 ("!J- /'')=А- f- 1 (F) является аналитическю1. Согласно теореме 
отделимости (п. III), существуст борелевекое множество Е, такое, 

что /- 1 (F) с Е и (Е ПА)- f- 1 (F) =О, откуда /- 1 (F) =Е ПА. 
Отсюда вытекает, что множество f- 1 (F)- борелевекое относи
тельно А. 

Т е орем а 3 1). Пусть f- взаижно однозна•tная В-из.мерижая 
функция, определенная на аналитическо.м Jmожестве А; тогда 

обратная фунl<цая f- 1 В-из.мери.иа на жножестве f(A), т. е. 
функция f есть обобщенный го.м.еожорфизж (в смысле § 31, 1). 

Эта теорема является следствием предыдущей (если заменить х 
на у, у на х, а множество А-множеством /(А)), в силу равенства 

Е {x=/-1 (y)j =Е (Y=f(x)j =1 
х, у Х, у 

и в силу аналитичности множеств 1 и f (А) (см. § 38, III, 4 и 5). 

Т е о ре ы а 4. Пусть f- взаи.ино однозначная В-из.иериJtая 
функцая, определенная на борелевекож .иножестве Е. Если 
Р- проективное поджножество жножества Е класса Ln (п >О). 
то .иножество f (Р) также является Jtножество.и класса L 11 • 

В самом деле, согласно теоремам 3 и 1, функция f- 1 В-измерима 
на множестiJе f (Е), поэтому, на основании § 38, III, 5, шюжество 

f (Р) = (J- 1
) -l (Р) является множеством класса Ln. 

Теорем а 5. Пусть f- непрерывная фунl<ция на борелев
екож жножестве Е; тогда существует под.иножество С .ино
жества Е класса СА, такое, что f (С)= f (Е) и сужение f1 С 
взаа.мно однозначно. 

Так как множестве.. Е- борелевское, оно является взаимно одно
значным и непрерывным образом замкнутого множества F с rYf/" (см. 
§ 37, 11, следствие la): E=g(F). Положим h(a)=fg(a), где aEF. 
В силу 1, 3, множество F содержит множество Н класса СА, такое, 
что h (Н)= h (F) и функция h 1 Н взаимно однозначна. Так как функ
ция g взаимно однозначна и непрерывна, то множество С= g (Н) 
есть СА-множество по теореме 4. Кроме того, 

/(С) =fg(H) = h (Н)= h (F)=fg(F)= f(E). 

1) Эта теорема была доказана (в случае, когда множествоА-интервал f/) 
Лебеrом [1]. Анализ доказательства Лебеrа (которое не было точным), при
вел Суслина к открытию аналитически!\ множеств. Корректное доказатель
ство было дано Лузиным и Суслиным. 
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Наконец, если х =1= х', х Е С, х' Е С, то 

x=g(a), x'=g(a'), а=!=а', аЕН и а'ЕН. 

Из неравенства а =1= а' следует, что 

f (х) = h (а) =1= h (а')= f (х'); 
таким образом, функция f\ С взаимно однозначна. 
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3 а меч а н и я. 1. Для любого а существует непрерывная взаимно 
однозначная функция f, такая, что обратная функция f- 1 не является 
функz{ией класса а (см. § 31, 1, 5). (Ср. Серпинекий [13].) 

2. Предположение о том, что пространство .Z (в теореме 3) пол
ное, существенно. Действительно, пусть Z- неборелевское под

множество интервала [/ = (0, 1) и Z*- доnолнение такого же мно
жества, расположенного в интервале (1, 2). Положим .Z = Z U z•, 
"!:/ = fJ, f (х) = х при х Е z и f (х) = х- 1 при х Е z•. Функция f 
не является В-измеримой (она даже не обладает свойством Бэра, 
если множество Z не обладает этим свойством). 

Сепарабельность также существенна, см. пример 2, п. IV (заме
чание). 

3. Предположение сепарабельности пространства су в теореме 1 
не является необходимым. Достаточно показать, что множество /(Е) 
сепарабельно. Допустим, что это не так. Тогда оно содержит диск
ретное несчетное множество В, замкнутое в /(Е). Пусть множество 
АсЕ удовлетворяет условиям: f(A) =В и отображение fl А взаимно 
однозначно. Каждое подмножество множества В замкнуто в f (Е), 
поэтому каждое подмножество из А является бореленским в Е, а 

следов~ельнр, и в %. Так как А- несчетное борелевсi<Ое множество, 

имеем А= с. Но тогда А должно содержать небореленекие подмно
жесrва 1 ). 

4. Приложение к .метрическим группам. Пусть .Z и "!:/- дnа 
полных пространства, являющихся топологическими группами (см. 

§ 13, Xll). Пусть f: .Z ---'>-"!:/-аддитивное отображение на (т. е. 
f(x+x')=f(x)+f(x')). Можно доказать, что если функция f 
обладает свойством Бэра (в частности, если она В-измерима), то она 
непрерывна (Банах [8] ). Отсюда следует, что если группы .Z и су-
полные сепарабельные, то любое аддитивное непрерывное 

взаимно однозначное отображение, такое, что f (%) = ':1/, 
является го.иео.иорфиз.ио.и 2). 

В самом деле, так как f- аддитивное отображение, то и обрат-

ное отображение f- 1 аддитивно; так как, кроме того, отображе
ние f- 1 В-измеримо, согласно 3, то оно непрерывно. 

') См. Стоун А. [4], теорема 16. 
2) См. Ванах [8]. Многочисленные приложения этой теоремы к анализу 

(в частности, к дифференциальным уравнениям) можно найти в цитирован
ной выше книге Банаха, гл. III. См., кроме того, Ванах [3] и Шаудер [1]. 
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5. Теорема 5 обобщена на произвольвые СА-множества. (См. 
Кондо [ 1 ]; более простые доказательства имеются в работах Сам
пеи [1], Судзуки [1].) 

Vl. Вторая теорема отделимости. (См. Лузин [8], стр. 210, 
"второй принцип".) 

Теорем а. Пусть А и В- два аналитицеских множества; 
существуют два СА-множества D и Н, таких, что 

(1) A--Bc.D, В-Ас.Н и DПН=О. 

Пусть множества W, такие же, как в следствии 2, п. II; упо
рядочим множество Мх =Е (х Е W,) по отношению r > s. Тогда 

r 

имеет место следующее соотношение эквивалентности: 

[х Е А)= {множество Мх = ~ (х Е W,) не вполне упорядочено} 

Аналогичным образом, существует семейство замкнутых мно
жеств Z,, r Е Jr0 , такое, что 

{ х Е В) = { множество N х = ~ (х Е Z,) не вполне упорядочено } • 

Положим Мх < N х• если множество Мх подобно части множества N х• 
Пусть 

D=(-B)П[-~CMx<Nx)] и Н=(-А)П[- ~(Nx<Mx)]. 

Тогда соотношение (1) выполнено. В самом дeJie, если х Е А-В, 
то множество М х не является вполне упорядоченным, тог да как 
множество N х вполне упорядочено, следовательно, соотношение 

Мх < Nx не может иметь места. Поэтому 

xE(-~CMx<Nx)), 

и так как х Е- В, то х Е D. 
Следовательно, A-Bc.D и, из соображений симметрии, В-Ас.Н. 
С другой стороны, если х Е (-В) n (- А), то оба множества 

М х и N х вполне упорядочены. Следовательно, они сравнимы, т. е. 

либо Mx<Nx' либоNх<Мх.ПоэтомусоотношениехЕ [-~(Atix< 

< Nx)] n [- ~ (N х < Мх)] не может иметь места. Отсюда вытекает, 

что DПН=О. 
Покажем, что D и Н являются СА-множествами; для этого доста

точно доказать, что множество Е (Мх < Nх)-аналитическое. Но это 
х 

является частным случаем утверждения 2 из § 38, IX (при n = 1). 

Следствие 1 (одновременная отделимость). Пусть А 1 , А2 , ••• -

последовательность аналитических множеств; тогда сущест-
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вует последовательность непересекающихся СА-множеств Cl' 
С2 , ••• , таких, что 

Ап- (А1 U ... U Ап-1 U An+l U .. . )с::Сп. 

Действительно, пусть, 

Ап- U Аlгс::Dп;, 
k=i'n 

в соответствии с предыдущей теоремой, 

U Ak-Anc::Hn, DпnНп=О. 
k=i'n 

Положим Cn=Dnn П Hk; тогда множества Сn-непересекающиеся 
k=i'n 

СА-множества. Кроме того, 

Ап -- U Akc::A11 - Akc U А 11 - Akc::Hk, 
k=i'n k+n 

каковы бы ни были k 4= п. Следовательно, А11 - U Akc П Hk, 
kf"n k=i'n 

откуда вытекает искомое включение. 

Следствие 2. Пусть Ап 1 ••• 11k-система аналитических 

множеств, такая, что 

An!" .. nk=An 1 ••• nkl U An1 ••• nk2 U · · .; 

тогда существует регулярная система {Сп 1 ••• пk) СА-мн:Jжеств, 
не пе ресекающихся ни при l<аком фиксированном k, такая, что 

(i) 

где суммирование U' распространяется на системы индеttсов 
(т 1 ... тk) =F (п 1 ... пk). 

Пусть, в соответствии со следствием 1, {Dп 1 ... пk}-система не 
пересекающихся при фиксированном k СА-множеств, такая, что 

An1 ••• nk- U' Am 1 ••• mkC::Dn1 ••• nk' 
Положим 

Cn
1
=D111 и Cn

1 
... 11k=Dn 1 ... пknCn 1 ••• nk-! при k>I 

Покажем, что имеет место включение 

А --U'A с::С n! ... nk m! ... mk nl ... nk-!' 

Оно следует из включения (i), взятого для k- 1, и следующих 

соотношений, вытекающих из предположения: 

An1 ••• nk С Ап1 ••• nk-!, 

Am1 ••• mk-l = Am1 ... mk_ 1! U Am!" .. mk-!2 U · · • c::U' Am1 ... mk· 

Что касается других обобщений второй теоремы отделимости, см. 

л. Х. Следующий пункт содержит приложения этой теоремь1. 
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Vll. Порядок значения В-измеримой функции. Точка у называ
ется значением порядка 1 отображения 1 (обозначается у Е Z 1), если 

существует одна и только одна точка х, такая, что у= 1 (х). Сле

дующая теорема представляет собой обобщение теоремы п. IV. 

Т е орем а 1 (Лузин [8] ). Значения порядка 1 8-из.мери.мого 
отображения 1 произвольнога борелевекого .множества об ра
зуют СА-.чножество. 

Установим эту теорему сючала для случая непрерывной функции. 

Так как разность любого несчетного борелевекого множества и под

ходящего счетного множества является взаимно однозначным непре

рывным образом ьшожества &11" (§ 37, II, следствие 1в), то доста
точно доказать, что если 1- непрерывная функция, определенная на 
множестве $, то множество Z ее значений порядка 1 есть СА-мно
жество. 

По определению, имеем 

Z = U [/(а)-1 (&f/"- а)]. 
а 

Согласно II и § 34, III, имеем 

а= iJ
1 

&fl"a1 ... a" И 1 UI &11'al ... ak] = ii f(&f/"al .. .ak). 

Отсюда следует, что 

f (а)- 1 (&f/"- а)= kQ! f (&fl"al ... a")- f [ll9! (&11"- &11" al ... a")J = 
со 

= /]
1 
[/ (&f/" а 1 ... а")-1 (&f/"- &fl" al ... a")]· 

Положим 

An1 ... nk=l(&fl"п 1 ... nk) И Bn1 ... nk=J(&fl"-&fl"п 1 ... nk). 

Тогда 
со 

z = u n (А 1 " - в 1 ")· а k:;! а ... а а ... а 

Согласно II (1) и (2), имеет место равенство Bn
1 
... nk = U' Am

1 
... mk' 

г де суммирование U' распространяется на системы индексов 
(т 1 ••• т 11)=1=(п1 ••• п"). С другой стороны, An

1 
... nk=An

1 
... nktU 

U An
1 
... nk2 U ... , согласно II (1). Поэтому можно применить 

следствие 2, п. VI. Положим 

где Cn1 ... nk имеет тот же смысл, что и в указанном следствии. 



§ 39. Аналитические множества 505 

Тогда 

( 1) А -В се* с А -В nl ... nk nl ... nk nl'"nk nl'"nk nl"'nk' 

г де множества С~ 1 •• • nk являются при фиксированном k непересекаю
щимпся СА-множествами. Кроме того, система {С~ 1 ... пk) регулярна, 
так как система {Сп 1 ... пk) регулярна и из включения e!Y'n

1 
... nkc 

ce!Y'n
1 
... nk-l (см. II (1)) вытекают следующие соотношения: 

Ап 1 ... nk = f (е!У' n
1 

• .. nk)cf (е!У' n 1 • .. nk- J = An1 ... nk_ 1 С Ап 1 ... nk_ 1, 

Bn1 ... nk = f (eJY' -e!Y'n1 ... nk)::)f (eJY'- e!Y'n 1 ... nk_J = Bn1 ... nk_ 1, 

откуда можно вывести формулу 

c~1"'nk = (Cn1"'nk n An1'"/lk) -Bп1"'nkC 
c(Cn1"'nk-1 n An1"'nk-1)- Bn1'"/lk-1 

Из двойного включения (1) вытекает следующее включение: 

(2) 
00 :fl со -

Zc ~ /]
1 

Ca1 ... akC ~ kidl ( Aa1 ... ak -Bat ... ak), 

Согласно II (б), имеем 

откуда 

ro _ оо 

~ /]
1 

(Aat ... ak- Bat ... ak) = ~ /]
1 

(Aa1 ... ak- Bat ... ak) = Z. 

Следовательно, три члена двойного включения (2) тождественны. 
Так как {C~ 1 ... nk}- регулярная система nопарно не пересекающихся 
при фиксированном k множеств, то из формулы § 3, XIV (7') сле
дует, что множество 

00* со :fl 00 * 
Z=UПC1 k=ПUCt k=П U С 

а k=l а ... а k=l а а ... а k=l n
1 
... nk n1 ... nk 

является СА-множеством. 
Перейдем теперь к случаю, когда g есть В-измеримая функция, 

определенная на борелевеком множестве Е. Так как Е и g (Е)- под
множества полных сепарабельных пространств соответственно !С и '!!f, 
то множество 1 = Е !У= g (x)j является бореJJевским в простран-

х, у 

стве !С Х '!!/. 
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Очевидно, что множество значений порядка 1 функции g совпа
дает с множеством значений порядка 1 проекции 1 на ось :!} (которая 
рассматривается как непрерывная функция, определенная на множе

стве /), а это множество, как мы только что доказали, принадлежит 
классу СА. 

3 а меч а н и я. 1. В рассмотренном здесь случае формула 

{у Е Z1\ =(У [у= f (x)J) 1\ (х!>с, \[у= j(x) = f(x')]=}(x = х')\) 

приводит к менее точному результату. Однако из нее можно вывести, 

что если функция f определена на Fа-подмножестве векоторого 
компактного пространства, то множество z1 представляет собой 

разность двух Fа-множеств (этот результат является тоЧным). 

2. Обратная теорема. Пусть С-некоторое СА-мно
жество, принадлежащее пространству %; тогда существует 
непрерывная функция f, определенная на замкнутом подмно
жестве пространства c>!V, такая, что С= z1. 

Действительно, пусть F- замкнутое подмножество множества c>JV, 
принадлежащее интервалу (0, 1/2), и f: F- $'-взаимно однознач

ное неnрерывное отображение на (см. § 36, Ill, следствие). Доста

точно определить функцию f (а) при 1/2 <а < 1 таким образом, 
чтобы пересечение множества c>JV и интервала (1/2, 1) отображалось 
на множество $' -С. 

Значение у функции f называется значением несчетного порядка, 
если множество j-1 (у) несчетно: 

(у Е At)=[/-1 (у)> No]· 

Теорема 2 1). Значения нес<tетного порядка В-измеримой 
фунтщии f, определенной на аналитическо.м множестве, об
разуют аналитическое множество. 

Действительно, положим 1 = Е [у= f (х)]. Так как множество 1 
х, у 

является аналитическим (§ 38, III, 4), то остается доказать следую
щее утверждение. 

Теорема 3. Пусть дано аналатичестсое множество/, при
надлежащее произведению $' Х :У двух полных сепарабельных 
пространств х· и "::j; тогда .множество А таких значений у, 
при которых множество Е [(х, y)E/J несчетно, является 

х 

аналитическим. 

Множество /, как аналитическое множество, доnускает парамет
рическое представление на множестве c>!V иррациональных чисел, 

1) См. Мазуркевиq 11 Серппнскпй [1], Куратовскпй [16], Сакс [4]. 
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т. е. существуют две непрерывные функции g и lz, определенные 

на множестве ~. такие, что любой точке (х, у) множества 1 
соответствует точка а, удовлетворяющая равенствам х = g (а) и 

у= h (а). Следовательно, условие несчетности множества Е [(х, у) Е/) 
х 

эквивалентно (§ 36, V, следствие 3) существованию в множестве ~ 
плотной в себе последовательности, на которой 

1° h (а) тождественно равно у; 
2° функция g взаимно однозначна. 

Имеем 

где точка ~ пробегае,т множество плотных в себе последовательностей, 
принадлежащих множеству 12;V. Это множество последовательностей 
топологически полно, как множество типа 0 0 в полном простран

стве cA""No (§ 30, XII, 6). Отсюда вытекает, что множество 

Е Л { [у= h (~n)) 1\ Л [g (~n) =!= g (Gm)) } 
у, s n mof=n 

есть множество типа 0 6 . Множество А является аналитическим, так 
как оно есть проекция этого последнего множества. 

3 а меч а н и я. 1. Обратно, любому аналитичесl<о.му .множе
ству А соответствует непрерывная фун1<ция f, определен
ная на .множестве ~. такая, что А= А1. 

Действительно, положим 

( ___!_ 1 + _!_1 + _!_1 + ) - _1 1 + ___!_! + _1 1 + g \1 ai 1 а2 1 аз . • . - 1 ai 1 аз 1 аБ • ' ' • 

Следовательно, g (~) = ~ и множество g- 1 (а) является несчетным 
при каждом а. Пусть h --непрерывное отображение множества ~ 
на множество А. Тогда достаточно положить f (a)=hg(a). 

2. Множество А1 может не быть бореленским даже в случае, 

когда функция f непрерывна и !С= 'У= g. 
3. Сакс [4) получил следующее интересное приложение тео-

ремы 3. Пусть !C=ff, '{!/=(5'8 , /-множество "точек" (х, у) 
произведения !С х 'У, таких, что правая пронаводная функции у 

равна +со в точке х. Множество 1- аналитическое (множество 

типа F ао), ибо 
[(х, у)Е!J=Л V Л {у(х+h)-у(х)>п}. 

n т O<h<,1/m h 

Следовательно, из теоремы 3 вытекает, что .множество непре
рывных функций, имеющих на несчетном .множестве точек 

бесконечную правую производную, является аналитическим 
(в пространстве 'У). 
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Кроме того, это множество ни в одной из своих точек не является 
множеством первой категории (Сакс, цит. раб., стр. 215), следова
тельно, в силу свойства Бэра (§ 11, IV, следствие 2), его дополнение 
является множеством первой категории (непустым, согласно теореме 

Безиковича [1], стр. 212). Сопоставим это утверждение с § 34, VIII. 
Обозначим соответственно через 11, D1 и с1 множества таких 

точек у Е 'У, что 

1 о множество f- 1 (у) содержит изолированную точку; 
2° множество j- 1 (у) счетно (конечно или бесконечно) и непусто; 
3° множество j- 1 (у) содержит точку, не являющуюся точкой 

конденсации. 

Приведеиные ниже следствия nредставляют собой обобщения тео
ремы из л. IV. 

Следствия 1-3 (Браун [1]). Если функция f, определенная 
на борелевеком .чножестве, В-измерима, то множества ! 1, 

D1 и С1 представляют собой СА-множества. 
Д о к аз а т е ль с т в о. 1. Пусть R1, R2, ••• -база nространства.%'. 

Обозначим через f n сужение f 1 Rn. Тог да 

ft=Zt,UZt,U .... 

2. Как и доказательство теоремы 1, это доказательство сводится 
к случаю, когда f- непрерывная функция, определенная на про

странстве сА/". Счетные непустые множества (принадлежащие nолному 
пространству сА/") характеризуются среди замкнутых множеств F 
следующими двумя условиями: 1° множество F содержит изолиро
ванную тачку, 2° множество F не является несчетным множеством. 
Тогда 

Df=lf- At. 

3. Пусть функция f n определена так же, как в 1, тог да 

CJ=DJ,UDt,U .... 

Следствие 4 (Браун [1], Лузин [8]). Пусть f есть В-изме
римая фуннция, Е- борелевснов .лtножество, а множество j(E) 
не является борелевским; тогда множество f (Е)- С1 
не является борелевсним. 

Действительно, в противном случае множество f (Е)= С1 U 
U [f (Е)- С 1] было бы, согласно следствию 3, СА-множеством. Как 
аналитическое множество f (Е)(§ 38, III, 5) было бы тогда бореленским 
(n. III, следствие 1). 

Непосредственно из следствия 2 вытекает 

Следствие 5. Пусть !-непрерывная функция на полном. 
сепарабельном. пространстве $', такая, что /(.%')--:- D1 (т. е. 



§ 39. Аналитические множества 509 

все значения фун~Сции 1 имеют счетный порядо1<); тогда 1 (.%)
борелевекое .множество. 

Более того, пространство .% представляет собой cy.~uty 
ряда борелевеках множеств: .%=B1 UB2 U ... , та,..их, что 
сужения 1 J Bn являются гомеоморфизмами. (Доказательство см. в ра
ботах Лузина [8), стр. 237, и Хана [2], стр. 381.) 

VIII. Составляющие, или конституанты, СА-множества 1). 

Пусть А-аналитическое множество и, согласно следствию 2, п. 11, 
пусть W = ( W,) -решето, составленное из замкнутых (или, более 
общо, борелевских) множеств, через которое просеяно множество А. 

Положим, как в § 3, XV, 
(1) Mx=E(xEW,); 

г 

(2) ~t (х)- порядковый тип множества М х; 

(3) А,;= Е [~t (х) =т). 
х 

Так как множество А просеяно решетом W, то 

(4) ~'r-A = U Аа. 
a<!J 

Множества Аа (а< Q) называются составляющими, или ~Сонсти
туантами, .#ножества .% -А, определенными решето.# W. 

Расположим двоичные дроби г Е r$f0 в бесконечную последователь
ность г 1 , г2 , ••• , г n• ... , которую далее будем считать фиксированной. 

Напомним определение решета {С,} и составляющих La, рас
смотренных в § 3, XVI. Множество С, определяется тождеством 

n 

(5) (tECrn)==(t(n)=2), 
где t=[t(l>, t(2), ... , t(n), .. . ]-точка, принадлежащая канторову 
множеству 'б'. 

Кроме того, положим 

(б) Rt =Е (t Е С,); 
r 

(7) t- порядковый тип множества R1, 

(8) L, = Е (t =т) и L =Е (t < Q) = U La. 
t t a<Q 

Тождество (5) означает, что характеристичещая функция 
последовательности С,,, С,,, ... , есть тождественная функция. 

Т е орем а 1. Пусть 1- ха рак те рис тическая функция по
следовательности W,,, W,,, .. . , т. е. l(x)- такая точка кан
торова множества 'б', что 

(9) [/") (х) = 2] == (х Е Wr
11
). 

I) См. Лузин [8], стр. 188. 
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Тогда и.меют Jtecтo следующие фор.мулы: 

(10) Mx=Rj(x)• 
откуда 

( 11) 

(12) 

(13) 

fL (х) = f (х), 
At = /-1 (L,;), 

.%'-А= /-1 (L). 

Действительно, согласно соотношениям (1 ), (9), (5) и (6), имеем 

(r п Е Мх) = ( х Е \V,п) = [iп) (х) = 2]-:: [! (х) Е C,,J = [rп Е R1<x>]· 

откуда вытекает формула (10) и, в силу (2) и (7), формула (11). 
РавеНСТВО (12) ВЬIВОДИТСЯ ИЗ (8), (11) И (3): 

[ х Е Г 1 
(L,)] = [f (х) Е L,] 3:: [f (х) = 't] = [[L (х) =т]= (х Е А,;). 

Наконец, (13) вытекает из (4), (12) и (8): 

.%'-А= U Аа = U /- 1 
(La)= /-

1
( U 1-а) = /- 1 

(L). 
a<Q a<Q a<Q 

Из утверждения 1 выведем следующие две теоремы. 

Т е орем а 2. (Теорема Лузина- Серпинекого 1).) Мпожество 

L =Е (t < Q) ne является аналитичеС!<и.м (в силу следствия 1а, 
t 

§ 38, IX, оно является СА-множеством). 
Действительно, в пространстве иррациональных чисел ~ суще

ствует аналитическое множество А, дополнение которого не является 
аналитическим множеством (§ 38, VI). Пусть W- решето, составлен
ное из замкнутых множеств, через которое просеяно множество А. 

Так как множество W, замкнуто, его характеристическая функция 
n 

(а следовательно, и функция Г, определенная форму л ой (9)) есть 
функция первого класса (§ 31, I, J ); тог да и характеристическая функ
ция f последовательности W,

1
, W,,, ... (§ 31, VI, 1') есть функция 

первого класса. Предполагая, что множество L- аналитическое, мь1 

заключаем (§ 38, III, 5), что множество /- 1 (L) также аналитическое. 

Но (согласно равенству (13)) мь1 имеем f- 1 (L)=~-A. тогда как 
множество ~-А, по предположению, не является аналитическим. 

Т е орем а 3. Составляющие Аа являются борелввс~<и.ми .мно
жествами 2). 

1) См. Лузин и Серпинекий [3]; приведеиное в тексте доказательство 
взято из работы КуратовсJ<оrо [36]. 

2) В силу замечания по поводу следствия 56 в § 38, IX, это верно для 
множеств А-.: любого порядкового типа т. 
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Действительно, так как при а < S~ любое множество La.- боре
левекое (§ 30, XII, теорема 1) и f --функция первого класса, то, 
в силу (12), множество Аа.-также борелевекое (см. § 31, III, 1). 

Теорема 4. Множества Eft<~-t(x)], Ef~-t(x)<ТJ и 
t, х t,x 

Е (t = ~t (х)] являются аналитичесщит. 
t, х 

Эта лемма вытекает непосредственно из теорем 2 и 5, § 38, IX 

Т е орем а 5 (о покрытии 1)). Пусть Е и А- непересекаю
щиеся аналитичесJ(ие .J,tножества, т. е. 

Тогда существует такой индекс а0 < Q, что 

(14) 

Предположим, напротив, что для любого а< Q существует такое 
~>а, что Е n А6 =1= О. Это означает, что существует такая точка 
х Е Е, что 1-L (х) =:; и, следовательно, 1-L (х) >а. Отсюда вытекает, 

что неравенство r < Q Э!ШИвалентно существованию такой точки х Е Е, 
что ~-t(x)>t:" т. е. Г<~t(х) (ибо ~-t(x) при хЕЕ есть порядковое 
число). Имеем, таким образом, 

(t < Q) = V (х Е Е) 1\ [t < 1-L (x)J. 
х 

Так как функции высказываний х Е Е и t < 1-L (х) nредставляют собой 
функции класса А (первая-по предположению, а вторая-согласно тео-

реме 4), то и функция высказываний t < Q является функцией класса А; 
но это противоречит теореме 2, согласно которой множество 

L= Е (F < Q) не является аналитическим. 
t 

3 а меч а н и е. Теорема 5 приводит к доказательству следствия 1 
из п. III, которое не использует первую теорему отделимости. 

Действительно, так как множества А и .:С- А предполагаются 
аналитическими, то, в силу теоремы 5, имеем 

следовательно, .:С -А= U Аа.. 
а.<а.о 

Так как каждое из множеств Аа.- борелевекое (теорема 3), то и 
множество U Аа. =.:С- А- также борелевское. 

а.<а., 

1) Теорема Лузина [8], стр. 183. 
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Иэ сопоставления теоремы 3 с теоремой 5 немедленно вытекает 

Следствие 5а. Для того чтобы .множество ..2'-А= U А(! 
a<l! 

было аналитическим (или, что в этом. слу•tае то же ca.+tOe, 
борелевска.tt), необходимо и достаточно, чтобы функция fl (х) 
допускала в l(ачестве значений не более че.м. счетное .+tноже
ство порядковых чисел, т. е. чтобы А(!= О для достаточно 
больших а. 

Т е орем а б. Существует такое а0 < Q, что .множество 
U А; первой l(атегории. 

~;;,а, 

Действительно, множество %-А, как СА-JIШОЖf.ство, обладает 
спойстuом Бэра (Il, 1). Следопательно, оно содержит такое борелев
екое множество Е (типа 0 0), что %·-А- Е есть множество пер
nой категории (§ 11, IV. 2). Согласно включению ( 14), имеет место 
соотношение 

U А~=%-А- U Аас:%-А -Е, 
~>(!о U<[Jo 

откуда следует требуемое утвfрждение. 

Теорема 7. Любое .множество Z, которое .можно располо
жить в последовательность типа Q: х1 , х2 , ••• , Ха, ••. , такую, 
что 

есть .множество первой l(атегории на любом. совершенном. 

.множестве 1). 

Действительно, предыдущее рассуждение можно провести отно
сительно любого заданного совершенного множества Р. Таким обра
зом, при фиксированном Р существует индекс а0 , такой, что мно
жество точек х~. для которых ~ > а0 и которые принадлежат мно
жеству Р, есть множество первой категории на Р. Так как множество 
точек Ха, для которых а< а0 , счетно и, следовательно. является 

множеством перnой категории на Р (ввиду того. что множество 
Р- совершенное), то отсюда следует, что Z nР есть множество 
перпой категории на Р. 

Теорем а 8. Множества La(a < Q) являются ..множествами 
неограниченных борелевеках классов, т. е. любому ~ < Q соот
ветствует .множество La, которое не является· ..множеством. 

класса ~. 

1) О другом построении множеств первой категории на любом совершен· 
ном множестве см. в § 24, I, 5. 
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Для того чтобы убедиться в этом, достаточно, в силу (12), уста
новить существование СА-множества, составляющие которого не при
надлежат ограниченным классам. Докажем следующую теорему. 

Теорем а 9 (Лузин и Серпинекий [5]). Пусть F- универсаль
ное отоб раженае пространства ~ относительно се.нейства 
аналитических под.иножеств пространства ~. такое, что 
.нножество А= Е [Ь Е F (а)]- аналитическое (см. § 38, V), и 

а, Ь 

W = (W,)- решето (составленное из замкнутых множеств), 
через к ото рое просея но множество А; тогда составляющие Au, 
которые соответствуют это.ну решету, представляют собой 
;,tножества неограниttенных б о релевеках классов. 

Предположим, напротив, что все составляющие принадлежат боре

левекому классу ~. Пусть В- борелевекое множество (с ,А/''), 
которое не является множеством класса ~ + 1. Существует такое 
число а0 , что F (а0) = J- В. Положим V = а0 Х J («вертикаль» 
с абсциссой а0) и D = а0 Х В. Тог да 

D= а0 Х ["% -F(a0)] =V -(V nА)= V -А. 

Так как множество D- борелевское, то, со г лас но теореме 5, 
существует индекс Cto, такой, ЧТО Dc u A(l, откуда v- А с u (V n A(l), 

а<ао а<ао 

и, следовательно, V- А= U (V n Аа), поскольку (см. (4)) V n Aetc 
et<Uo 

cV- А. Так как множества Au, по предположению, являются мно
жествами класса ~. то отсюда вытекает, что множество V- А (т. е. 
множество D, а следовательно, и множество J- F ( а0)) есть мно
жество класса ~+ 1. Но тогда, вопреки предположению, множе
ство В было бы множеством класса ~ + 1. 

IX. Проективные классы функций высказываний, включаю· 
щих переменные порядковые типы 1). Пусть .,; - переменная, про· 
бегающая множество J' счетных порядковых типов; пусть, далее, 

t- некоторьrй элемент канторона множества 75'; через t обозначим 
его порядковый тип (§ 3, XVI). 

Определен и е 1. Функция высказываний от п пе ременных 
ep('tl' ... , 'tп) называется функцией проективноzо класса Ln• 

если фунuция высuазываниа ер(~ •... , 'Гz) есть фунuция uласса Ln, 

т. е. если множество Е ер(~; ..• , t:) принадлежат классу Ln. 
tl ... tn 

П р и м е р ьt. Функции высказываний: «'t есть некоторьrй предель • 
ньrй тип», «'t есть некоторьrй четный тип», «'t есть некоторьrй нечет• 

1) Куратовский (34], (35]. Некоторые приложения см. в работе Сампеи (2]. 
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ный тип», «'t = ct», г де а- фиксированное число < Q, являются 
борелевскими, ибо соответствующие множества- борелевекие (со

гласно § 30, XII. 3, 4 и 1). Аналогичным образом, соотношения 
(функции высказываний двух переменных) «t <а» и «'t =а>>- ана
литические (согласно § 38, IX, 2а и 5а). 

Функция высказываний «'t < R» есть функция класса СА (не ана
литическая, см. VIII. 2). Докажем два следующих утверждения. 

Теорема 1. Сложение -r=a+p. рассматривае.мое ка/С 
функция выс/Сазываний трех пере.менных. есть аналитичес/Сая 
операция. 

В самом деле, пусть Т, S и R- три подмножества множества 
двоичных дробей Jf0 = (r1, r2, ••• ). имеющие соответственно поряд· 
ковые типы 't, а и р. Обозначим через R~ множество, которое полу
чается из множества R добаLJлением числа 2 к каждому элементу 

множества R. 
Так как множества S и R* не пересекаются, то а+р-порядко

вый тип множества S U R*. Условие подобия множества Т множеству 
S U R* можно выразить следующим образом: существуют две после
довательности действительных чисел а= [а 1 , а2 , ... ] и Ь = [bl, Ь2, ••. ), 

такие, что 

1 о любой элемент последовательности а принадлежит множеству 
Т. а любой элемент последовательности Ь принадлежит множеству 

SU R*; 
2° Jiюбой элемент множества Т есть член последовательности а, 

а любой элемент множества S U R* есть член последовательности Ь; 

3° условия а 1 < al и Ь 1 < ьJ эквивалентны. 
Итак, 

(-r=a+r)==V Л((апЕТ)/\ [(!7''ES)V((bп-2)ER)J} 1\ 
а, Ь n 

1\ ((rk Е R)~ V (rk = ьп- 2)]} 1\ Л {(а1 < al) == (Ь 1 < bi)). 
n i, j 

Пусть ! -~ор~ковый тип множества R1 (см. § 3, XVI); тогда 
равенство t = s+ r эквивалентно выражению, получающемуся из пре
дыдущего тождества после замены множества Т множеством R1, 

множества S- множестLJОМ R5 , а множества R - множеством Rr· 
Принимая во внимание соотношение эквивалентности 

и аналогичные тождества, касаю:циеся функций (bn Е R5 ) и [(bn -2) Е Rr1• 
не тру дно установить, что функция высказываний (от персменных а, 
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Ь, t, s и г), которая следует за операторm1 V , -- борелевская. 
а, Ь 

Следовательно, функция высказыванай t = s +г- аналитическая. 

Теорема 2. Умножение t'=ap представляет собой анали~ 
тичес~>ую операцию. 

Применяя обозначения предыдущего доказательства, получзем 

('t =ар)= V Л [(а 11 Е Т) 1\ (Ь 11 Е S) 1\ (с 11 Е R)J 1\ 
а, Ь, с n 

А (r т= С11) А Л [(а 1 < а1) -:=.(с 1 < с1) V (с 1 = ci) 1\ (Ь 1 < bi)]. 
i, j 

Рассуждения, аналогичные предыдущим, показывают, что функ

ция высказываний t = s · г- аналитическая. 
Определение 1 можно расширить таким образом, чтобы охватить 

функции высказываний, которые, помимо персменных порядковых 

т1шов, содержат переменные, пробегающие одно или несколько полных 

сепарабельных пространств. 

Определен и е 2. Мы называе.м. функцию высказываний 
ер (1:1, •.• , 1:'11 , х 1 , •.• , Х11) функцией класса L 11 , если функ-

ция высказываний ер (11, ••. , f", х 1 , ••• , Х 11 ) есть фунt<ция 
класса L 11 • 

Так, например, в обозначениях п. VIII функции высказьшаний 

t < ~t (х) и 1:' = ~ (х)- аналитические (VIII, 4); функция высказьша
ний х Е А..: также аналитическая, следопателыю, аналитическим является 

и множество Е ( х Е А т)· 
t, х 

Чтобы вычислить проективный класс функции высказываний, вклю

чающей персменные порядковые типы, воспользуемся следующими 

правилами, которые леп<о вывести из правил 1-5, § 38, VIII. 
1. Если ер ('t, х)- функция класса L 11 , то ее отрицание 

1 ep('t, х) есть функция класса CL 11 • 

2. Если ер ('t, х)-функция класса L 11 в пространстве J' Х $', 
то ep('t, х) есть функция класса L 11 в пространстве J'2 Х $', 
а также в пространстве J' Х% Х "!:/. · 

3. Пусть ер 1 ('t, х), ер2 (1:, х), ... -конечная или бесконечная 
последовательность функций t<ласса L 11 (п --фиксированное); 

тогда функции V epk ('t, х) и Л epk (1:, х) тоже принадлежат 
k k 

классу L 11 • 
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4. Пусть <j) (т, а, х, у)- функция класса Ln; тогда функции· 
V <j) ('t, а, х, у) и V <j) ('t, а, х, у) принадлежат классу PLn, 
а У 

а функции Л <j) (т,, а, х, у) и Л <j) (т,, а, х, у)- классу CPCLn. 
а У 

5. Пусть <j) ('t, а, х, у)-функция класса Ln; тогда qJ('t, а0 , х, у), 
ep('t, а, х, у0), <j)('t, т,, х, у) и 'qJ('t, а, х, х)-также фуНI<Ции 

класса Ln. 
Пополним этот список следующими двумя правилами: 

б. Пусть ер (а, х)- функция класса Ln; тогда функции 

~J('t, х)=: V ер(а, х) и X('t, х)== Л ер(а, х) 
a<t a<t 

тшсже являются функциями класса Ln. 
Очевидно, достаточно доказать эту теорему для функции ер (а), 

не зависящей от х. В § 30, XII, 1 мы определили последовательность 

непрерывных функций { tfkl}, такую, :_::о последовательность tflJ, tl21 , ... 

пробегает все порядковые числа < t (при условии, что t =F 0). 
Следовательно, существование векоторого а< t (где t=FO), такого, 

что ер (а), эквивалентно существованию не которого k, такого, что 

ер (tfkl). Иначе говоря, если положить т,= t, то 

\jJ(т,)=:1jJ(t)=:(t,PO);\ у qJ(tfkf). 
k =1 

Так как функция tlkl непрерывна, то из правила 3 вытекает, что 
1jJ- функция класса Ln. Применяя правило Моргана, выводим, что 
функция Х- тоже класса Ln. 

Пусть задана функция fl, определенная в пространстве % или 

в множестве J', значения которой принадлежат множеству J'; мы 
скажем, что это функция класса Ln, если функция высказываний 

а= 1-1 (s) принадлежит классу Ln. При таком определении имеет 
место следующее правило: 

7. Пусть Ф-Jмtожество класса Ln(п>O) порядковых 
типов и /-!- аналитичес1сая функция; тогда .множество 

~-t- 1 (Ф)=Е !~-tiOEФJ 
6 

принадлежит классу Ln. 
Следовательно, если <j) (1:', х)- функция класса Ln (п > 0), то 

и функция высказываний ер [1-t (s). х]- тш<же класса Ln. 
В самом деле, мы имеем 

1~--tiO ЕФJ ==V [a=~-tШJ !\ (аЕФ). 
а 

В случае, ко г да Ф- множество не четного класса Ln, отсюда сле
дует, что множество J.-L -1 (Ф) nринадлежит классу PLn = Ln. Если 
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Ф-множество четного (>О) класса Ln, то его дополнение - Ф пред
ставляет собой множество нечетнаго класса Ln-I• следовательно, 
[-t- 1 (-Ф)-множество класса L 11 _ 1; тогда множество ~t-I(Ф)= 
=- 1-1 -I (- Ф) принадлежит классу CLn-I = Ln. 

Чтобы доказать вторую часть правила 7, можно ограничиться 
случаем, ко г да ер- функция только одной переменной 1:. Заметим, 

что, в силу тождества ep(a)=[aE~ep(,;)J, имеет место соотношение 

ер !1-1 ШJ = (1-1 Ш Е~ ер (1:)]. 

Положим Ф =Е ер (1:). Так как, по предположению, Е ер (,;)-мно-
~ т 

жество класса Ln, то, как мы только что доказали, функция выска

зываний 1-1 (s) Е Ф также принадлежит классу L 11 • Функция ер [!-1 (s)] 
принадлежит тому же классу. 

8. Суперпозиция двух аналитических функций есть анали
тическая функция. 

Действительно, если ~t 1 - аналитическая функция, то функция 

высказываний а= [11 (1:)- аналитическая. Следовательно, если пред
положить, что функция [12 - аналитическая, то функция высказыва

ний а= [11 [!-12 (s)] также аналитическая, со г лас но 7 (вторая часть). 

Это означает, что суперпозиция [-t 1 c~t2 - аналитическая функция. 

Пр и мер. Функция (1: · 2 + 1) 211
- аналитическая (при фиксиро

ванном п), как с уперпозиция аналитических функций ,; · 2, ,; + 1 и 
,; · 2n. Мы воспользуемся этой функцией в п. Х. 

3 а меч а н и е. Легко видеть, что в правилах 1-8 переменвые ,; 
и х можно заменить "сложными" переменными (пробегающими прямое 

произведение). Можно допустить также, что значения функции 
1-1- сложные (в этом же смысле). 

При изучении функций высказываний, имеющих в качестве аргу

ментов по рядковые числа, полезно следуюшим образом ввести 
лонятие относительно аналитичеС!<ой функции высказываний: 
функция высказываний ер (а), определенная при а < Q, называется 
относительно аналитической, если сушествует аналитическая функция 

высказываний ер• (1:), определенная при любом '!Е J' и такая, что 

ер* ( '!) !\ ( '! < Q) ==:;!ер ( 1:). 

Вообше, функция ер (а1 , ••• , а11)- относительно аналитическая, 

если она имеет вид 

ер ('tp · · · • 'tп)~ер* ('tp · · •• 'tп) !\ (1:1 < Q) 1\ • • • !\ (,;п < Q), 

где функция ер*- аналитическая. 
Функции высказываний ер (а1 , ••• , ап), где а1 < Q, ... , an < Q, 

которые являются одновременно функциями класса СА и относи
тельно аналитическими, называются элементарными. Это наимено-
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вание связано с тем, что функции высказываний, обычно рассматри

ваемые в теории порядковых чисел, являются элементарными. 

Таковы, например, соотношения 

Для доказательства элементарности равенства а=~ заметим, что при 
а, ~ < Q имеет место соотношение эквивалентности 

(а=~)=== (а не < ~) Л (~ не <а). 
Так как соотношение т <а- аналитическое, а соотношение т < Q
класса СА, то отсюда следует, что соотношение 

(т не <а) Л (а не <т) Л (т, а < Q), 

а следовательно, и соотношение а=~. принадлежат классу СА. Кроме того, 
соотношение а = ~-относительно аналитическое, потому что соотношение 
т= а (в области всех порядковых типов)- аналитическое. 

Применение трансфинитной индукции не выводит, в общем 
случае, из области элементарных функций. С этим фактом связана 
следующая теорема 2). 

Т е орем а. Пусть а- данное число < Q и х- фуН!щия, 
ставящая в соответствие любому ~ < Q некоторое порядковое 
числJ < Q. Допустим, что функция х- алементарная (т. е. 
что соотношение Л=?{(~)- элементарное). При этом предпо
ложении функция /l. определенная при ~ < Q следующи.ми 
услоаия.ttu: 

1) /l(O)=a, 

2) /l(~+ 1)=x[/l(G)], 

3) /l (~) = lim /l ('\l). если ~-предельное число ( =F 0), 
11<6 

является элементарной. 

Отсюда можно вывести, что, например, соотношение а=~"
элементарное. 

Х. Теоремы редукции з). 

Т е орем а 1. Пусть дана бесконечная последовательность 
.множеств U1, U 2, ••• класса СА; тогда существует такая 
последовательность непе ресекак щихся .множеств VI, V2, ..• 
класса СА. что 

со со 

(1) vп с uп и u vп = u uп. 
n=l n=l 

1) Доказательства и более детальный разбор этих вопросов можно найти 
в работе Куратонекого [35]. 

2) См. цит. раб. Куратовскоrо, стр. 181, 
8) См. Куратовский [29]. 
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Следовательно, если !С= И1 u И2 u . . . . то .JtftOЖecmвa vn
б о ре левекие. 

Пусть un = U А~- некоторое разложение на составляющие 
a<Q 

(соответствующие решету, составленно:-1у из замкнутых множеств). 

Согласно VIII (3) и 4, существует функци;J lln• которая ставит в соот
ветствие любой точке х Е !С счетный порядковый тип так, чтобы 
выполнялись следующие условия: 

1° А~= Е [f.tп(x) =а] при а<~~; 
х 

2° функция lln- аналитическая в смысле п. IX, т. е. множество 

Е llln (х) = t]- аналитическое. 
х, 1 

Положим 

(2) 

и 

(3) vп = uп n n Е lvk (х) не < 'Уп (x)J, 
kcf=n х 

где соотношение ('r не <а) означает, что множество, имеющее поряд
ковый тип i, не подобно никакому подмножеству множества, имею
щего порядковый тип а (см. § 38, IX (4) ). 

Как суперпозиция аналитических функций, функция 'Vn- анали
тическая (см. IX, 8, пример). Так как соотношение -r <а- анали
тическое (IX, примеры. определение 1), то соотношение 'Yk (х) < 'Yn (х) 
при фиксированных n и k -также аналитическое (в силу IX, 7). 
Следовательно, vп -множество класса СА. 

При n =1= k имеем vn n vk =О, ибо если предположить, ЧТО 
х Е vп n Vk, то мы имели бы соотношенн::~ 

'Yn (х) < !2, 'Yk (х) < Q, 't'k (х) не< 'Yn (х) не< 'Yk (х). 

Так как соотношение а<~ для порядковых чисел означает, что 
а.::::;;:~. то 'Yk (х) = 'Yn (х). С другой стороны, в области порядковых 

чисел из равенства (а · 2 + 1) 2n = (~ . 2 + 1) 2k следует, что n = k 
(и а=~) 1). 

Следовательно, формула х Е vп n V" имеет смысл только при 
n = k. Иначе говоря, множества V1, V2, . • • не пересекаются. 
Остается доказать включение 

со 

(За) uп с u vm. 
m=! 

1) См., например, Серпинекий [65], стр. 330. 
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Пусть хЕА~. т. е. f.Lп(x)=a<R. откуда Vn(x)<R. Пусть 
т0 - индекс т наименьшего порядкового числа Vт (х) < Q. Тогда 
при любом k =1=- т0 имеем 

Vk(x) не <vт,(х), откуда хЕ n E[vk(x) не <vт (х)]. 
ki= т, х о 

Наконец, х Е ито, т. е. [.1 (х) < Q, ибо если предположить, что 
т, 

т не является порядковым числом, то (т· 2 + 1) 2n также не было бы 
порядковым числом. Поэтому неравенство ~l (х) < ~2 является след-

т, 

ствием неравенства v (х) < Q. 
т, 

Таким образом, установлено, что х Е vто, откуда вытекает вклю
чение (За) 

Для доказательства второй части теоремы заметим, что так как 
множества V 1, V 2, • • • не пересекаются, то из равенства .%' = V 1 U 
U V2 U ... следует, что .%'- V" = U Vk. Как объединение пo-

ki=n 
следавательности СА-множеств, .%'- vn является СА-множеством. 
Следовательно, множество vп, как А- и СА-множество, является 
борелевским. 

3 а меч а н и я. 1. Функция р (а, n) =(а· 2 + 1) 2" упорядочивает 
взаимно однозначным образом все пары (а, n) в трансфинитную по
следовательность типа Q. Поэтому множество V" можно определить 
следующим образом: точка х принадлежит множеству V", если она 

принадлежит такой составляющей А~, что "ранг" р (а, п) пары (а, п) 

ниже ранга любой другой пары (~. k), для которой х Е Ag. 
2. Анализируя доказательство теоремы 1, важно отметить суще-

ственную роль аналитичности соотношения х Е А~. т. е. множе

ства Е (х Е А.':). 
х, t t 

Из теоремы редукции вытекают следующие две теоремы, обоб

щающие теоремы отделимости из п. III и VI, доказательство кото

рых аналогично доказательству теоремы 2 и следствия 4, § 26, II. 

Т е орем а 2. (Первая теорема обобщенной отделимости 1).) Пусть 
Ар А2 , ••• -последовательность аналитических .множеств, 

00 

такая, что П An =О; тогда существует последовательность 
n=l 

борелевеках .множеств В1 , В2 ••• , такая, что 
со 

(4) 

Т е орем а 3. (Вторая теорема обобщенной отделимости.) nусть 
А1 , А2 , ••• - последовательность аналитических .множеств; 

1) Теорема Новикова [2]. 
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существует последовательность .множеств В1 , В2 , ••• класса СА, 
такая, что 

(5) 

Теорема редукции имеет место также в области множеств класса РСА. 

Т е орем а 4. Пусть U 1, U2, ••• -бесконечная последовательность 
.множеств класса РСА; тогда существует последовательность непере
секающихся .множеств V 1, V 2, ••• класса РСА, удовлетворяющая усло
виям (1) 1). 

Как и в случае СА-множеств, из теоремы редукции для множеств РСА 
вытекают две теоремы обобщенной отделимости 2 ). 

Т е орем а 5. Пусть А и А 2 , ••• -последовательность класса СРСА, 
00 

такая, что П Ап =О; тогда существует последовательность .мно
п~r 

жеств 8 1, 8 2, ••• , принадлежащих одновременно классам РСА и СРСА 
и удовлетворяющих условиям (4). 

Т е орем а 6. Пусть А 1 , А 2 , ••• -последовательность .множеств 
класса СРСА; тогда существует последовательность .множеств 8 1, 8 2 , ••• 

класса РСА, удовлетворяющих условиям (5). 

Т е орем а 7 3). Пусть А 1 , А 2 , ••• -последовательность аналитиче
ских (соответственно класса СРСА) .множеств, такая, что Um sup А 11 = 
=О; тогда существует последовательность борелевских (соответ
ственно класса РСА и СРСА) .множеств D 1, D 2 , ••• , таких, что 

(8) An С: Dn и Lim sup Dn =О. 

В самом деле, положим А:= An U An+ 1 U .... По предположению, 
со 00 00 

П А:= П U An+k = Lim sup Ап =О. 
п~! п~l k~o 

Применим теорему 2 (соответственно теорему 5). Тогда 
со 

А~ с: Вп и П Вп =О. 
n~I 

Положим 

D 1 = 8 1 и, вообще, Dn = Dn-I ПВп. 

Отсюда следует, что 

Ап с: А: с: Вп и А: с: А:_ 1 • 

Включение (8) устанавливается с помощью индукции: прежде всего, имеем 

А1 с: А~ с: В1 = D1; 

1) Доказательство см. в работах Куратовскоrо [29], [35а], стр. 136. 
2) Теоремы Новикова [3], стр. 465, 466. 
3) Для случая аналитических множеств доказана Ляпуновым [1]. 
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затем, полагая А~_ 1 с: Dn-I• получаем А: с: Dn-I· Взяв пересечение этого 

включения с включением А: с: Bn, получим 

А: с: Dn-I П Вп = Dn• откуда Ап с: А: с: Dn. 

Кроме того, так как Dn с: Dn-t• то 
.J:) 00 со 00 

LimsupDп= П U Dn+k= П Dnc. П Вп=О. 
п~I k=O n=l n=1 

Наконец, так как множества Bn- борелевекие (соответственно множества 
класса РСА и СРСА), то, в силу (9), множества Dn также борелевекие 
(класса РСА и СРСА). 

*Xl. Функции классов А и СА. Действительную функцию f назовем 

А-функцией (СА-функцией), если множество Е[/ (х) >с] есть А-множе
х 

ство (СА-множество), каково бы ни было с 1). 
Очевидно, что А-функции и СА-функции измеримы в смысле Лебеrа 

(если перемен на я х- действительная) и обладают свойством Бэра в уз
ком смысле. Функции, которые одновременно являются А- и СА-функциями, 
совпадают с В-измеримыми функциями. Характеристическая функция 
А-(или СА-) нножеrтва есть А- (или СА-) функция. 

Т е орем а 1. Предел с ходящейся последовательности А- (или СА)
функций есть А- (илн СА-) функция. 

Это следует из того, что условие f (х) = Jim f n (х) влечет за собой 

соотно:uение эквивалентности 

{! (х) >с)= V Л Ifпн (х) >с+ I(n], 
n k 

откуда 

Е и <х) > с J = U n Е u пн <х) > с+ I!nJ. 
х n k х 

Т е орем а 2. Пусть f есть А- или СА-функция; тогда .множество 
Е [у = f (х)] представляет собой разность двух аналитических .мно
х, у 

же с тв. 

Обозначим через {rп) последовательность рациональных чисел. Имеет 
место соотношение эквивалентности 

[у =1= f (х)] == V {[у< Гп < f (х)] V [/ (х) < Гп <У]}. 
n 

Т е орем а 3. Пусть !-(ограниченная) В-измеримая функция пере
менных х и t. Положим g (х) = sup f (х, t) и h (х) = inf f (х, t); тогда g 

t t 
есть А-функция, h есть СА-функция 2). 

Действительно, из соотношения эквивалентности 

rs~p f (t) -< с] == ':- [! (t) -<с] 
вытекает, что 

[g (х)-< с) ==Л[/ (х, t)-<: с), т. е. [g (х) >с]== V [! (х, t) >с). 
t 1 

1) См. Канторович [1]. Разумеется, можно аналогично определить функ
ции nроизвольнога проективного класса. 

2
) Хаусдорф (51· 
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Отсюда следует, что множество Е [g (х) > с], как проекция борелевекого 
х 

множества Е [/ (х, t) > с], является аналитическим. 
х, t 

Аналогичным образом, из соотношения эквивалентности 

следует соотношение 

[h (х) <с] =s V [/ (х, t) <с] 
t 

[h (х) <с]~ Л [h (х) < с+ 1/п] ~Л V (/ (х, t) <с+ 1/п], 
n n t 

откуда вытекает, что множество Е [h (х) <с]- аналитическое. 
х 

При . тех же предположениях Hm sup 1 (х, t) есть А-функция, а 
/-')-а 

lim inf 1 (х, t) есть СА-функция. Это следует из того, что lim sup g (t) = 
t-')- а t-')- а 

= IIm тп, где тп = sup g (t) при О< 1 а- t 1 < 1/п. Следовательно, 
n ~ оо 

lirn sup 1 (х, t), согласно теоремам 1 и 3, представляет собой А-функцию. 
а-> t 
В случае lim inf рассуждения аналогичны. 

П р и мер. Верхние (или нижние) частные производные Дини В-из
меримой функции g двух переменных являются А- (или СА-) функ
циями (которые, впрочем, могут принимать бесконечные значения) 1). 

В самом деле, полагая 

1 (х, у, t) = g (х + t, у~- g (х, у) ' 

получаем 

IIm sup g (х + t, у)- g (х, у) = lirn sup 1 (х, у, t), 
t-')- +0 t 1-')- о 

где 1 (х, у, t) есть В-измеримая функция (при условии t > 0). 

§ 40. Вполне песовершеиные и другие сингу лярные пространства 

Пространства, рассматриваемые в этом параграфе, предполагаются сепа
рабельными метрическими. 

1. Вполне песовершеиные пространства. Пространство, которое 
не содержит никакого множества, гомеоморфноrо совершенному кан

горову множеству ~. называется вполн.е н. е сове ршен.н.ьие. В полном 
сепарабельном простравстве множество Е вполне несовершенно, если 
оно не содержит никакого непустого совершенного множества, или, 

что то же самое, никакого аналитического несчетного множества, 

ибо любое аналитическое несчетное множество топологически со

держит множество 75' (§ 39, 1). 

1) Нейбауэр [1). 
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Т е орем а (теорема Бернштейна 1)). В любо.м полно.м сепа-
рабельно.м несчетном пространстве существует множество, 
uomopoe -1сак и его дополнение- является вполне несовершен

ным множество.м мощности континуу.ttа. 

Эта теорема непосредственно вытекает из следующей леммы об
щей теории множеств. 

Т е орем а 2. Пусть R- произвольное множество мощ
ности с, М- некоторое се.мейство .мощности -<с подмножеств 
множества R, каждое аз которых имеет дощность с. Тогда 
.множество R содержат .ltножество Z, такое, что Z и R-Z имеют 
мощность с а содержат по крайней мере по одному алеJtенту 
из любого .чножества, принадлежащего семейству М. 

При доказательстве этой леммы мы будем опираться на теорему 

о "вnолне уnорядочиваемости": пусть Q,- наименьшее порядковое 
число мощности с; предnоложим, что множества - элементы семей

ства М -расnоложены в трансфинитную последовательность типа !2,: 

(1) 

члены которой могут быть различными или совпадающими. 

Пусть, аналогичным образом, 

(2) 

- последователыюсть типа Q,, все члены которой различны, соста
вленная из всех элементов множеств R. С помощью трансфинитной 
индукции определим две последовательности (Po.l и (qo.J (а < !2,) 
следующим образом: 

1 о р 1 - первый член последовательности (2), принадлежащий 

множеству М1 , а q1 - перnый член последовательности (2), такой, 
что Р! =F q! и ql Е Ml, 

2° обозначим через So. при а> 1 множество всех точек р~ и q6 
для ~<а; тогда Ро.- первый член последовательности (2), принад
лежащий множеству Мо.- Sa (такой член существует, потому 
что множество Sa имеет мощность < с); аналогичным образом, qa
первый член последовательности (2), nринадлежащий множеству 

M-Sa-Pa· 
Тогда Z- множество всех точек Ра при а<~~,. 

3 а м е ч а н и я. 1. В случае, когда пространство R nредставляет 
собой интервал, множество Z не из.ttеримо в смысле Лебега, ибо 
множество Z, так же как и его дополнение, имеют внутреннюю меру 
ну ль, как вполне весовершенные множества. 

1) Бернштейн [1]. См. Мало [1], Шёнфлис [1], стр. 361. Доказательство 
см. в работе Серпинекого и Куратонекого [3]. Проблема ~J'ществования 
сепарабельных вполне весовершенных пространств вьJДвинута Шеффером [1]. 
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2. Изложенное выше доказательство существования несчетных 
вполне весовершенных множеств не является эффективным, т. е. 

существование таких множеств бы.>ю доказано без указания на ка

кое-либо конкретное множество Z (отметим, что последователь
JIОсти (1) и (2) не были определены). 

Неизвестно ниюжого эффективного доказательства этой теоремы 
(даже в случае пространства действительных чисел). Это -одна из 
фундаментальных проблем, связанных с понятием эффективности'). 

3. В nолноАt несчетнн.м пространстве .Я: существует не
счетное (вnолне несовершенное) .ltножество, любой непрерывный 

образ которого (принадлежащай пространству vr) представ
ляет собой вполне несоверtиенное множество. 

Действительно, если предположить, что с > N 1, то любое мно
жество мощности N 1 обладало бы вышеуказанным свойством. Если же 

принять гипотезу континуума, то для того чтобы прийти к искомому 

заключению, достаточно в теореме 7, § 35, 1 вместо семейства F 
подстапить семейство совершенных ( =1= О) подмножеств множе

стпа [J ~"о. 

Теорема 3. Пусть Z-вполне несоверutенное множество 
полного сепарабельноzо плотного в себе пространства%; тогда 
множество .Я:- Z ни в 1сакой точ1се пространства .Я: не 
является множеством первой категории. 

Действительно, предположим, что О- открытое непустое мно
жество, такое, что О-Z- множество первой категории. Пусть В 
есть Fа-множество первой категории, такое, что О- Z с В. Тогда 
множество О- В плотно в О (§ 34, IV), и поэтому плотно п себе 
(§ 9, V, 3). Как плотное в себе 06-множество, множество О - В 
несчетно (§ 34, V, 3) и, следовательно, содержит совершенное не

пустое множестпо (§ 36, V). Но тогда множество Z, которое со
держит множестпо О- В, не является вполне несовершенным. 

Т е орем а 4. В полном сепарабельном плотном в себе про
странстве .Я: любое вполне несовершенное множество, обла
дающее свойство.1t Бэра, яв;zяется множеством первой кате

гории. 

Следовательно, если множества Z и .ft'- Z вполне несове р
шенны, то они не обладают свойством Бэра. 

Эта теорема является прямым следствием теоремы 3 и следствия 2, 
§ 11, IV. 

11. Пространства заведомо первой категории. Так мы назопем 
каждое пространство, любое плотное в себе подмножество которого 
является множеством первой категории в себе. 

1) См. об этом замечания Бернштейна [1]. 
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Теорема 1. В полном сепарабельно.лt пространстве сле
дующие четыре свойства эквивалентны: 

(i) быть вполне несовершенны.и 8,-.лtножество.м (т. е. лtно
жество.м, обладающим свойспzво.лt Бэра в узком с.ttысле); 

(ii) быть .множество.11 первой категории в любо.лt совершен
ном лtножестве; 

(iii) быть .лшожество.ц заведомо первой категории; 
(iv) быть .множество.лt, любое подмножество которого 

является 8,-.ttножество.лt. 

Д о к аз а т е ль с т в о. (i) ~ (ii). Это следует из I. 
4. (ii) ~ (iii). Если множество Е обладает свойством (ii) и если 

Х- плотное в себе nодмножество множества Е, то множество 

Е n Х есть множество первой категории в Х. Следовательно, мно
жество Х =Е n Х первой категории в себе (§ 10, IV, 2). 

(Ш) ~ (iv). Из свойства (iii), очевидно, вытекает свойство В,, 

и если какое-либо множество обладает свойством (iii), то этим свой
ством обладает и каждое его. подмножество. 

(iv) ~ (i). Со г лас но I, 1 и 4, любое совершенное не пустое мно
жество содержит ~шожсство, не обладающее свойством Бэра. 

Существование несчетных множеств заведомо первой категории 
было отмечено в § 24, I, 5 и в § 39, Vlll, 7. Более подробно эти 
множества мы изучим в п. III. 

Т е орем а 2. Свойство быть .множеством заведо.цо первой 
тсатегории счетно-аддитивно. 

Пусть .:С- метрическое сепарабельное пространство, такое, что 

.:С= Е1 U Е2 U ... , г де Е n- множество заведомо первой категории. 
Пусть .%'* - полнос сепарабельное пространство, содержащее про
странство .:С. Если Р- совершенное подмножество пространства.%'*, 
то, согласно (ii), множества Р n En -- п~рвой категории в Р; следо
вательно, их объединение !{..~nР также является множеством nервой 

категории в Р. 

111. Л-пространства 1). Так мы ~:~азовем пространство, любое 
счетное подмножество которого есть 0~-.множество. 

Т е орем а 1. Любое Л-пространство представляет собой 
пространство заведомо первой категории. 

Действительно. nусть W- плотное в себе множество и D- счет-

ное множество, nлотное в множестве W, т. е. Dc W с D. Множество 
W- D, как граничное Р0-множество в множестве W, яв.'Iяется 
множеством первой категории в W. Поэтому объединение W = 

1) См. Куратовский [23]. 
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=(W - D) U D также представляет собой множество первой катего
рии в W. 

Следовательно, множество W первой категории в себе (§ 1 О, 
IV, 2). 

3 а меч а н и е. Обратная теорема не верна. См. п. V, стр. 521, VШ, 6. 

Теорема 2. Любое полное сепарабельное несчетное про
странство содержит некоторое несчетное Л-множество, а сле

довательно, 2~ 1 .~tножеств такого рода (ибо любое подмноже
ство }.-множества яв~яется },-множеством). 

ДостJточно доказать это утверждение для пространства 121/f', 
так как любое полное сепарабельвое несчетное пространство топо
логически содержит пространство coAI. 

Покажем сначала, что пространство col/f' содержат несчет
ную трансфинитную последовательность возрастающих (раз
личных) 01'>-множеств 1): 

(l) Qoc:Qlc: · · · c:Qwc:Qw+lc: · · · · 

Действительно, пусть Q0 =О. При а> О предположим, что все 
множестrза Qs• ~<а, являются 00 -множествами (лебеговскоtt) меры 
нуль. Следовательно, множеспю U Qs также имеет меру нуль, и 

s<a 
так как (согласно теореме теории меры) любое множество меры 

нуль содержится в 06-множестве меры нуль, то существует мно

жество Qa типа 0 0 , такое, что 

Очевидно, можно предположить, что множества Qa принадлежат про
странству col/f'. 

Таким образом, существование последовательности (l) доказано. 
Множество Е точек р1 , р 2 , ••. , Pw+l• Pw+ 2 • ••• , таких, что Pa+l Е 
Е Qa+l - Qa, есть Л-пространство. Действительно, пусть D- счет

ное подмножество множества Е. Положим D=(Ps
1

• Ps
2

• ••• , Psn' ... ); 
пусть а- порядковое число, превосходящее все индексы ~п· Тогда 

Dc:QanE. откуда D=QanEnD=En!Qa-<QanE-D)J, 

и так как множество Qa n Е счетно (ибо при ~ > а точка Pr. не 

принадлежит множеству Qa)• то Qa- (Qa n Е- D) есть 06-множество. 

1) Это предложение принадлежит Зальцвассеру. Доказательство, не 
использующее теорию меры, см. в работе Серпинекого [51]. См. также 
Хаусдорф [6]. · 
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Стс~да вытекает, что D есть 06-множество относительно мно
жества Е 1). 

3 а меч а н и е. К Л.-пространствам приводит изучение порядка 
возрастания последовательностей положительных целых чисел. Дей

ствительно, пусть ; = [.~1, ; 2, ... ] и t) = [t)I, 1)2, ... ] -два иррацио
нальных числа или, что то же самое, две последовательности 

положительных целых чисел; положим а< t), если ai < l)i, начиная 
с векоторого индекса i: 

(3 < l)) = V Л (5n+k < l)n+k) • 
n k 

Любое множество GJ последовательностей (pacc.ltampaвae
мoe как под.множество множества <'ff). вполне упорядоченное 
отношением 3 < l) по тапу Q 2), есть ),-пространство. 

Действительно, пусть [)-счетное подмножество множества ®: 

®=l.3o· ;1. ···• !u)' 3w+l• ... ], JD=[3~1 • 3~2 • •••• 3;n' ···]· 
Пусть et- число, превосходящее все индексы ~п· и .~;,)--множество 
(~ 0 • 31> ... , За)·. Так как множество .~;,) содержит множество [) 
и разность ~- )i) счетна, то достаточно доказать, что ~ есть 
06-множество в ®, или что ®- ~ есть Fа·множество в ®. 

Имеют место следующие очевидные соотношения эквипалентности: 

откуда 

(5 Е(®- с~))=({) Е®) 1\ (3а < 3)) 

и {5a<aJ=VЛ{3~+k<an+k}, 
n k 

®- ~ = ® n (Un Е {;~+k < ~n+k})· 
n k 0 

Так как множество Е ( т < 3i) =Е (т+ 1 -< ~ 1 ) замкнуто (при 
3 ' фиксированных т и i), то множестпо Е t3~+k < (+k} тоже замк-

а 

нуто. Отсюда вытекает, что множество ®- .~;,) есть F0-мно-
жество в (S) 3). 

IV. Отображения. 
Т е орем а 1. Свойств а быть вполне не совершенным .чно

жество.ч и быть Л.-пространством инвариантны относительно 

1) Это рассуждение принадлежит Серпинекому [50]. 
2) Существование множества такого рода легко сле>J;ует из теоремы 

Цермело. 
3 ) В этом по существу заключаются рассуждения, которые послужили 

Лузину [3] для доказательства существования несчетных множеств, обла-
,цающих свойством (ii). · 
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любого взаимно однозначного отображени я f, для ко то рог о 

об ратное отображение г·! непрерывно. 
Действительно, если пространство ':!/ = f ($") содержит мно

жество С, гамеаморфное множеству ?t, то пространство .'l: содержит 
множество /-1 (С), топологически содержащее множество 7t (§ 36, V). 

С другой стороны, если § есть Л-п;юстранство и Р- счет-

ное подмножество пространства ':!/, те множество f- 1 (Р), как счет
ное множество, представляет собой 00-множество в пространстве %, 
и множество Р = f f- 1 (Р) есть 00-множество, ибо функция /-

1 

непрерывна. Следовательно, ':!! есть Л-пространство. 

Т е орем а 2. Пусть f- произвольная функция, определен
ная на пространстве.%', которое либо вполне несовершенно, либо 

является Л-пространствоJ.t; тогда J.mожество 1 =Е (у= f (х)\ 
х, у 

mа!<Же либо вполне несове ршенно, либо является ''л-простран-
ство.м. 

Это утверждение следует из того, что проектирование параллельна 
оси ':!/ отображает множество 1 в пространство .я:: взаимно однознач

ным и непрерывным образом. 

Т е орем а 3. Любое .множество Z .мощности N 1, лежащее 
в полно.м сепарабельно.м пространстве ':!/, есть взаимно одно
значный а непрерывный образ некоторого Л-пространства, 

лежащего в пространстве ~ Х ':!f, следовательно, Аtножества. 
обладающего свойствоАt Бэра в уз!<О.М смысле. 

Действительно, согласно III, 2, пространство~ содержит },-мно
жество Е мощности N 1. Пусть f- взаимно однозначное отображение 
множества Е на множество Z. Множество 1 =Е (у= f (х)) является 

х, у 

Л-множеством (со г лас но теореме 2), и множество Z представляет 
собой взаимно однозначный непрерывный образ этого множества. 

Т е орем а 4. Произвольное отоб раженае f пространства 
заведоАtо первой категории обладает свойство.u Бэра в узко.н 
смысле. 

Более того, пусть Ас:%; тогда .множество D точеt< разрыва 
сужения f /А есть .множество первой категории в А 1 ). 

Действительно, в множестве А существует счетное множество Е, 
такое, что множество А- Е плотно в себе (§ 23, V). Кроме того, 
множество D не содержит никакой изолированной точки мно-

жества А (§ 13, III), поэтому Dc(A -Е) U (Е n Ad). 
Так как множество Е n Ad образовано последовательностью то

чек накопления, оно представляет собой множество первой катеrо, 

1) См. замечание 3, § 31, Х. 
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рии в множестве А; так как, по предположению, множество А- Е 
первой категории в множестве А, то таким же является множество D. 

Если принять гипотезу ·континуума, то можно доказать следую

щие утверждения. 

Т е орем а 5. Существуют Л-пространства любой конецн.ой 
или бесконечной размерности 1). 

Действительно, согласно § 27, IX, для каждого Л-простран

ства Lr; мощности с существует пространство !С* заданной заранее 
размерности, взаимно однозначным и непрерывным образом которого 

является пространство .fl'. Согласно теореме 1, пространство !С* 
является Л-пространством. 

Замечания. 1. Мrtожество f=E{y=f(x)) .ttoжem обла-
х, у 

дать свойствоАt Бэра lJ yзr<o.tt сJ.tысле, в то вре.мя r<ак функ

ция f .может не обладать эти.и свойством даже в широко.м 
с.ttысле 2). 

Это утверждение следует из теоремы 2 на основании гипотезы 
континуума. Действительно, пусть А- множество, не обладающее 

свойством Бэра, в интервале [J, Е··- несчетное Л-пространство, 
Р- замкнутое подмножество множества Е, такое, что множества Р 
и Е-Р несчетны, и, наконеп, f- взаимно однозначное отображе

ние, такое, что f([f)=E и f(A)=E. 
2. Ни свойство Бэра в узко.м с.мысле, ни свойство быть 

''л-.множесmRо.м не ин в а риан.тн.ы относительно взаи.11но однознач
ных непрерывных отображений. 

Это утверждение следует из теоремы 3 в силу гипотезы кон
тинуума, ибо если бы множество А не обладало свойством Бэра 
(в широком смысле, см. § 11, !Уа), то существовало бы Л-множе
ство, взаимно однозначным и непрерывным образом которого было 

бы множество А. 

•v. Свойство Л.'. 
Оп ре д е л е н и е з). Подмножество Е пространства .2' обладает свой

ством Л', если, каково бы ни было счетное множество Х с:,'];, множество 
EU Х является Л-пространством. Иначе говоря, если любое счетное множе
ство Х* с: EUX есть 06-множество относительно множества EUX. 

Т е орем а 1. Теорема III, 2 остается верной, если свойство быть 
Л-пространством заменить свойством Л'. 

Действительно, множества Qa в формуле III (1) можно подчинить до· 
полнительному условию (§ 39, !1, следствие 4, замечание): 

dv" = U Qa· 
a<Q 

1) См. Мазуркевич и Шпильрайн-Марчевский [1 ]. 
2) См. § 32, 111, замечание 1. См. также Серпинекий [34]. 
3) См. Серпинекий (56]. 
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Тогда соответствующее множество Е будет обладать свойством Л' 1). 

В самом деле, так как множество Х* с Е U Х счетно, то существует та
кое а</:2, что X*cQa. Тогда X*cQafl(EUX), откуда 

Х* = Qafl(EUX)flX* = (EUX) ll [Qa- [Qafl(EUX) -Х*]}. 

Так как множество Qa fl Е счетно, так же !(аК и множество Qa fl (Е U Х), 
то множестпо в фигурных скобках есть G0-множество. Следовательно, мно
жество Х* является G0 -множеством относительно множества EUX. 

Т е орем а 2. Для того чтобы подмножество Е пространства .я: 
обладало свойство.м !.', необходимо и достаточно, чтобы для каж
дого счетного множества D с я;: существовало Gь-множество Q, та
кое, что QflE с D с Q. 

Действительно, если множество Е обладает свойством Л', то множество 
EU D является Л-пространством. Тогда D = Q ll (EU D), где Q-некоторое 
ПО.1ХОдящее Gь-множество. Следовательно, Q nЕс D с Q. 

Обратно, пусть D и Х- два счетных множества, а Q- множество 
типа G0, такие, что 

(l) DcEUX и QflEcDcQ. 
Положим 

Q"= (Q-X)UD = Q-(X -D). 

Тогда Q* есть G0 -множество и 

Q*ll (EUX) = (Q -X)fl (EUX) U (D ll (EUX)) = D, 
поскольку 

(Q -X)fl(EUX) с QflE с D и Dfl(EUX) = D, 

согласно включениям (1). Равенство D = Q*fl(EUX) показывает, что мно
жество Е U Х является Л-пространством, следовательно, множество Е обла
дает свойством Л'. 

Т е о ре м а 3. Свойство Л' счетно-аддитивно. 

Пусть Е1 , Е 2 , ••• -(конечная или бесконечная) последовательность 
подмножеств пространства .я;, обладающих свойством Л'. Пусть D -счет
ное подмножество пространства ."}:;'. Необходимо определить а6-множество Q, 
такое, что Qfl(E1 UE,U ... ) с D с Q. 

По предположению, существует последовательность Q 1, Q 2 • ••• G()-МНО
жеств, таких, что Q11 ll Еп с D с Q п· Положим Q = Q 1 ll Q" ll ... ; тоr·да 

QflЩ UE,U ... ) с (QI flEt)U(Q2flE2)U ... с Dc Q. 
3 а меч а н и я. Свойство быть Л-множеством не аддитивно 2 ). Более 

того: если к Л-множеству добавить счетное множество, то полученное 
множество может не быть Л-множеством. 

Чтобы убедится в этом, определим множество С\: (п. lll, замечание) сле
дующим образом. Пусть ~0 • ~ 1 •••• , ~а· ... (а< у)- трансфинитная после
допателыюсть, образованная всеми иррациональными числами (рассматри
ваемыми как последовательности положительных чисел), где у означает 
наименьший вполне упорядоченный тип, соответствующий мощности с. По
ложим 00 = ~о· Пусть а > О; предположим, что при s <а числа 0~ опре
делены, и пусть оа- первый член последовательности { ~13 }, ~ <у, удов

летворяющий неравенству 5~ < оа при любом s <а, разумеется, при усло
вии. что такой член существует. В том случае, если ни одного такого члена 
не существует, множество С\: имеет тип а. 

1) Серпинекий [61]. 
2) См. Ротбергер [2]. 
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Можно доказать 1), что таким образом определенное множество ~ 
является Л.-пространством, тогда как если добавить к нему множество 
рациональных чисел, получается не А-пространство. 

Следовательно, множество Q': представляет собой в то же время npи;,tep 
Л-множества, не обладающего свойством Л.'. Существование примеров 
такого рода вытекает также из топологической инвариантности свойства 
быть Л-множество'.!, ибо существуют множества, гамеаморфные irtно
жествам, обладающим свойством)/, но сами им не обладающие 2), 

Добавим, наконец, что в силу JI, 2, множество ~ U 7г заведо.мо ne pвoii 
категории, но не является ).-пространство.м 3 ). 

Т е орем а 4. Если любое несчетное подмножество множества 
Е с stл и.меет бесконечную размерность 4), то множество Е обладает 
своizство.м //Б). 

Действшельно, если D - произвольнос счетное множество, то оно со
держится в О-мерном Оь-множестве; пусть это будет множество Q. По
ложим 

Q*= Q -(QnE- D). 

Так как dim Q n Е= О, то, ПО предположению, Q n Е-< ~О· Следовательно, 
Q* есть Оь-множество. Так как D с Q, то 

Q*=;=(Q-E) U (QnD)=(Q-E)UD~D и Q*nE=Q*nDcD. 
Отсюда, согласно теореме 2, следует, что множество Е обладает свой
ством Л.'. 

Vl. а-пространства. Так мы назовем любое пространство, каждое 
Fа·nод.множество которого есть в то же вре.мя 00 -.множество 6). 

Существование несчетных а-пространств (содержащихся в про

странстве e/V') вытекает из гипотезы континуума. Доказательство 
этого факта аналогично доказательству существования Л-пространств. 
Предположим сначала, в силу гипотезы континуума, что семейство 

всех 00 -множеств меры нуль расположено в трансфинитную после
довательность типа Q: 

(1) 

Среди разностей К а- U К s существует несчетное множество 
s<a 

непустых разностей. В самом деле, в противном случае существо-

вал бы индекс а, начиная с которого имело бы место равенство 

1) Серпинекий [59]. 
2) Серпинекий [60]. 
3 ) Существование множеств, обладающих этим свойством, было уста· 

новлено Н. Лузиным [10] с помощью гипотезы континуума, а затем Рот
бергером [2] без использования этой гипотезы. 

4) Что касается существования множеств Е такого рода, см. § 28, IV, 
замечание 2. 

5) См. Мазуркевич и Шпильрайн-Марчевский [1]. 
б) См. Серпинекий [17], Шпильрайн-Марчевский [3]. 
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Так как каждое Ос-множество, состоящее из одной точки, принад

лежит последовательности (!), то U K-s=~. что невозможно, 
6<а 

поскольку объединение U K'G имеет меру нуль. 
6<а 

Любое .иножество Е, которое содержит по одной точке 

из каждого непустого .иножества Ка- U Ks, есть нес'tетное 
6<а 

а-.множес тв о. 

Сначала докажем, что любое .множество Н, принадлежащее 
мно:нсеству Е и aз.llepaJ,toe в с.мысле Лебега, С'tетно. 

Действительно, так как множество Е n К а счетно, каково бы 
ни было а, то не существует никакого несчетного Ос-множества меры 
нуль, которое принадлежало бы множеству Е. Следовательно, мно
жество Е имеет внутреннюю меру нуль, и, следовательно, множе

ство Н имеет меру нуль. Поэтому существует множество Ка' такое, 

что Н с К а· отк у да Н с Е П К а· Так как множество Е П К а счетно, 
то множество Н также счетно. 

Пусть теперь В- произвольвое .f~-множество, лежащее в интер

вале fJ = (0, 1 ). Докажем, что В П Е есть Ос-множество относи
тельно множества Е. Положим fl- В= и U V, где и есть F0-мно
жество и V- множество меры ну ль. Тог да Е-В= (и П Е) U (V П Е). 
Так как V n Е- множество меры нуль, то оно счетно, следовательно, 
Е- В есть F0-множество в множестве Е, а В П Е есть 0с-множестпо 
в множестве Е, что и требовалось доказать. 

Т е орем а 1. Во всяt<ом а-пространстве любое борелевекое 
мно:нсество есть F0 - а Ос-множество одновременно. 

Докажем, что в а-пространстве объединение и пересечение беско

нечной последовательности двусторонних множеств класса 1 являются 
двусторонними множествами класса 1. Итак, пусть Х 1, Х 2 , ••• - мно
жества типа F0 и Ос, тог да объединение U Х 1 есть F 0-множество, и 

i 

поскольку речь идет о а-пространстве, то оно является Ос-множеством. 

Пересечение n Х; есть Ос-множество, т. е. дополнение к Fa·MHO
i 

жеству, следовательно, и к Ос-множеству; значит, оно является 

F0-множеством. 

Теорем а 2. Любое а-пространство конечной размерноста 
нульмерно. 

Пусть .%' есть а-пространство размерности п > О, и пусть S есть 
F0-множество, такое, что (см. § 27, 1, 2г) 

dim S <;;: п- 1 и d!m (.%'- S) =О. 

Как Об-множество, множество %-S, согласно теореме 1, есть 
F0-множество, и, следовательно, пространство.%' разлагается в объеди
нение двух F0-множеств S и .%'- S размерности < п- 1, Отсюда 
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следует, в силу § 27, J, 2, что dim.V.;(:n-1, а. это приводит 
к противоречию. 

Сопоставляя теорему 2 с теоремой IV, 5, получаем следующее 
утверждение. 

Т е о ре 11 а 3. Существуют 'А-пространства, которые не 
являются о-пространствами. 

Очевидно, что любое о-пространство является Л.-простран
ством. 

Из теоре11ы 1 'непосредственно следует 

Т е орем а 4. Любая В-измери.мая функция, определенная 
на о-пространстве, есть функция первого класса. 

3 а 11 е чан и е. Очевидно, что ыножество Е, служившее на11 для 
доказательства существования несчетных а-пространств, неиз11ери11о 

в с11ысле Лебега. Следовательно, существуют неиз.мери.иые .мно
жества, обладающие свойство.ht Бэра в узколt слtысле (так как 
эти11 свойством обладает каждое Л-пространство и, следовательно, 
каждое о-пространство). 

Более общи11 образо11, любое 11ножество, каждое из11еримое в с11ысле 
Лебега под11ножество которого счетно, обладает свойство11 Бэра 
в узкоы с11ысле I). 

Добави11, что обратная задача, а и11енно пробле11а существования 
измеримого 11ножества (11еры 0), не обладающего свойством Бэра 
(даже в щироко11 смысле), легко разрещима без использования гипо

тезы континуума. 

VII. v·пространства, сосредоточенные пространства, свой· 
ство С. v-пространством 11ы называеы любое пространство, каждое 

нигде не плотное подмножество которого счетно (Л узин [ 1] ). 
Существование несчетных v-просrранств (принадлежащих про

странству еА/) вытекает из гипотезы континуума. Установим сначала 
существование несчетного множества Е с Glf/~. обладающего следую
щим СВ()йством (называемым свойств ом L): 

/{аково бы ни было нигде не плотное подJtножество N интер-
вала g, NnE<;: ~ 0 . 

Предположим, что замкнутые нигде не плотные подмножества 

интервала g расположены в трансфинитную последовательность 

типа Q: 
F0 , F 1, ••• , F w• F w-+ 1, •••• 

Как полное пространство, интервал 9 не является множеством пер

вой категории. Отсюда (каi\ и в доказательстве п. VJ) вытекает суще
ствование несчетного множества непустых разностей F а- U F~. 

~<а 

1) См. Сакс [3], Лузин [6]. 
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Пусть Е0 - множество, содержащее по одной т~чке из каждой 

из этих разностей. Положим Е= Ео n Q;f/". Тогда Е> ~О· Кроме 
того, так как N- нигде не плотное подмножество интервала g, то 
существует такой индекс а, что F (l = N. Так как Е оn F (l < ~о и 
N n Е с Е0 n F а• то N П Е< ~ 0 . 

Отсюда следует, что Е- несчетное v-пространство, так как оче
видно, что свойство v вытекает из свойства L. 

3 а м е ч а н и е. Обратная импликация не имеет места (как это видно 
при рассмотрении подмножеств множества 'if, обладающих свойством v). 
Однако можно доказать 1), что любое (.метрическое сепарабельное) v-про
странство гонеаморфно .множеству, обладающему свойством L. 

Теорема 1. Любое v-пространство вполне несовершенно. 

Это следует из того, что кантороно множество 'б' содержит 
совершенное подмножество, нигде не плотное в 'б'. 

Т е орем а 2. Любое подмножество v-пространства, обла
дающее саойство.Аt Бэра, представляет собой обыдинение 06-мно
жества и счетного множества. 

Это предложение следует из того, что это подмножество есть 
объединение Gь-множества и множества первой категории(§ 11, IV, 2), 
а последнее счетно по предположению. 

Отсюда следует 

Т е орем а 3. Любая функция, обладающая свойством Бэра, 
определенная на v-пространстве, есть функция в то рога класса 2). 

Оп ре д е л е н и е. Пространство %' назьщается сос редоточенны.ч 
вокруг подмножества Ас%, если, каl(аВа бы ни была от<рест
ность О .мно::нсества А, множество %'-О счетно 3). 

Т е орем а 4. Для того 

v-пространством, необходимо 

сосредоточено вокруг каждого 

чтобы оно было сосредоточено 

наго множества 4). 

чтобы пространство .%' было 

и достаточно, чтобы оно было 
плотного в нем множества, или: 

вокруг каждого плотного счет-

Деttствительно, пусть .%' есть v-пространство. Пусть А=%' и 
Е- окрестность множества А. Следовательно, если О- внутрен-

ность множества Е, то А с О, откуда О=%'; это доказывает, что 

1) См. Серпинекий и Куратонекий [4]. 
2) Попруженка [1]. 
3) Согласно С. Безиковичу [1], подмножество Е пространства % сосре

доточено относительно множества А с ,2', если, какова бы ни была окрест
ность G множества А, множество Е- G счетно. Легко показать, что если 
множество Е сосредоточено относительно множества А, то и множество EU А 
сосредоточено относительно множества А. · 

4) Шпильрайн-Марчевский [BJ. 
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множество .% -О нигде не плотно, а следовательно, счетно. Так как 
%-Ес.%-0, то множество %-Е счетно. 

Следовательно, условие необходимо. Для доказательства доста
точности допустим, что множество N нигде не плотно и что 

А- счетное подмножество множества .% - N, плотное в множестве 

.% - N. Тогда А=.%- N = %. Так как множество .% - N 
является окрестностью множества А, то, по условию теоремы, его 

дополнение, т. е. множество N, счетно. Следовательно, множество N 
счетно. 

Т е орем а 5. Любое пространство %, сосредоточенное 
вокруг счетного .множества А, а следовательно, и любое v-про
странство, обладает следующим свойство.м, называежылt свой
ство.tt С": 

если Jiаждой точ1<е х Е д:: соответствует последователь

ность открытых .множеств Ок, п• где п = 1, 2, ... и где х Е Ох. п• 
то существует счетная последовательность Хр х2 , ••• , 

такая, что 

(1) 

Действительно, положим А= [х 1 , х3 , х5 , ••• ]. Так как мно
жество Ох 1 U Ох 3 U . . . является окрестностью множества А и 
пространст~'о .% '~осредоточено вокруг множества А, то множество 
.% -(Ох,, 1 U Ох,, 3 U ... ) счетно. Расположим его в последователь
ность х2 , х4 , х6 , ••• (можно допустить, что это множество, так же 

как и множество А. не пусто). Последовательность х1 , х2 , х3 , х4 , ••• 

и есть искомая последовательность. 

Т е орем а 6. Свойство С' инвариантно относительно непре
рывных отображений. 

Действительно, пусть.% -пространство, обладающее стойством С", 
f- непрерывное отображение пространства .% в пространстве 6!J и 
fly,"- система открытых множеств в пространстве "!J, такая, что 
у Е Ну, n· Определим nоследовательность точек у 1 , у2 , ••• , такую, 
что 

"!/=Ну,, 1 U Hy,,z U 

Так как функция f непрерывна, то множества f- 1 (Ну, п) открыты. 
Положим Ох,п=f- 1 (Н1 (х),п). Так как j(x)EHf(x),п• то хЕОх,п· 
Следовательно, существует последовательность х 1 , х2 , ••• , удовле
творяюшая равенству (1), откуда 

"!/ = Hf(x1), 1 U Н f (х,), 2 U · • • • 

1) Ротбергер [lj. 
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Т е орем а 7. Из свойства С" вытекает следующее свой
ство с 1); 

Для любой последовательности р.,п) положительных чисел 
существует последовательность лtножеств {Ап), такая, что 

(2) .%' = А 1 U А2 U . • • и б (Ап) < 'Ап. 
Следовательно, любое под.множес тв о вещее твенной пря.мой, 

обладающее свойство.м С", иhteem лебеговс~<ую .меру нуль; поэто.му 
любой непрерывный образ (cft) v-.множества и.меет лебегов
скую .меру нуль (согласно теоремам 5 и 6) 2). 

Действительно, пусть Ох. n- открытый шар с центром в точке х 

диаметра < Лп. По предположению, существует последователь
ность Хр х2 , ••• , удовлетворяющая равенству (1). Если положить 

An = Oxn, 1;о то б(Ап) < Лп, откуда следует требуемый вывод. 
3 а меч а н и е. Последняя часть теоремы 7 остается верной, если 

непрерывные отображения заменить от об ражения.ми, обладающи.ми 
свойство.м Бэра. Пусть f- функция, обладающая свойством Бэра, 
тогда существует множество А, такое, что множество .:t:- А первой 
категории и, следовательно, счетно, и что сужение f \А непре
рывно (§ 32, II). Поэтому, если множество А обладает свойством v, 
то множество f (А) имеет меру нуль. Следовательно, множество f (.%') 
также имеет меру нуль. 

Это утверждение легко получить также с помощью теоремы 

ИЗ § 32, V. 

Т е орем а 8. Любое пространство .%', обладающее свай

ство.м С, и, следовательно, любой непрерывный образ v-про
странства и.меет раз.мерность О. (Шпильрайн-Марчевский [7].) 

Пусть х0 - векоторая фиксированная точка пространства .%'. 
Положим f (х) = [ х- х0 \. Докажем сначала, что множество f (.%') 
обладает свойством С. Действительно, пусть (Лп) -данная последо
вательность, и пусть ( Ап) -последовательность, удовлетворяющая 
условиям (2). Тогда 

f (.%') = f (А!) U f (А2) U .. • и б [f (Ап)l <б (Ап), 
ибо 

lf(x)- f(x')l = 11 х- х0 1-\ х'- х0 1\ <1 х- х' 1· 
1) Проблема существования несчетных множеств, обладающих свой

ством С, восходит к Борелю. Эти множества совладают с множествами, 
которые Борель [3] называет ,множествами, имеющими асимптотическую 
меру, низшую по отношению к любой заданной последовательности•. Неиз
вестно, мож1ю ли установить существование (несчетных) множеств, обладаю
щих свойством С, не используя гипотезу континуума. Многочисленные 
библиографические ссылки, касающиеся свойства С, можно найти в статье 
Серпинекого [57]. 

2 ) См. Серпинекий [33]. Обобщения этой теоремы на абстрактные меры 
nринадлежат Попруженка и Шпильрайну-Марчевскому [lj. См. также п. lX. 
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Как множество, обладающее свойством С, f (%) представляет 
собой граничное множество в пространстве (f (даже меры 0). Следо
вательно, существует сколь угодно малое число 11 > О, не являющееся 
значением функции f, т. е. не существует никакой точки х, для 

которой выполнялось бы равенство 1 х- х0 1 = YJ. Поэтому множество 
Е [ 1 х- х0 1 < YJI открыто-замкнуто, содержит точку х0 и имеет 
х 

диаметр -<: 2YJ. Этим до~-:азаво, что dimx,% =О. 

Т е орем а 9. Любое пространство д:, облада·ощее свой
ством С, а, следовательно, любой непрерывный образ v-про
странства. вполне несовершенно. lШпильрайн-Марчеnский [2).) 

Действительно, предположим, что пространстnо !С содержит мно
}{ ество Р, rомеоморфное канторову множеству ?f. Пусть f- непре
рьшное отображение множества Р на некоторое множество nоложи
тельной меры, например, на интервал 8 (§ 16, II, следствие ба). 

Можно считать, что 

(3) шеs [f(P)) = 1. 

Так как функция f равномерно непрерьшна, то для любого n 
существует "An > О, такое, что из неравенства 1 х- х' 1 < Лп выте-
кает не равенство 1 f (х)- f (х') 1 < 

2
n:l . Далее, так как множество Р 

обладает свойстnом С (как подмножество пространства !С), то 

P=A 1 UA2U ...• Ап=Ап, Ь(Ап)<Лп, 

откуда 

f (Р) = f (At) U f (А2) U ... , 
и тогда 

1 l 
mes [f(P)J -<: 4 + 5 + 

вопреки равенству (3). 

VШ. Связь со свойством Бэра в узком смысле. 

Т е орем а 1. Множество Е, обладающее свойством v а рас
положенное в полном сепарабельном пространстве, обладает 
свойством Бара в узком смысле только в том слу•tае, если оно 

счетно. 

Действительно. пусть Е обладает свойством Бэра относительно 

множества Е, тогда множество Е представляет собой объедине
ние 06 -множества и множества Р первой категории в множестве Е 
(§ 11, IV. 2), следовательно, в множестве Е (§ 1 О, IV, 2), поэтому Р 
счетно. Поскольку Е вполне несовершенно (VII, 1). всякое 06-мно
жество в нем счетно. Как объединение двух счетных множеств, 
множество Е счетно. 
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Т е орем а 2. Существует взаи.мно однозначное и непрерывное 
отображение f: eJ!I' -eJ!I'. отображающее любое .множество, 
обладающее свойство.~t L, на .множество заведо.мо первой кате
гории. (Лузин [10].) 

Пусть, в соответствии с § 37, I (и) и (к), f: eJ!f'- ";/!-взаимно 
одно: н tчное непрерьшное отображение, иреобразующее любое откры
тое множеспзо (в пространстве "#,) на множество первой категории 
в себе. Пусть Е- подмножество пространства eJ!f', обладающее 
свойством L, Р- совершенное подмножество пространства "ff. На 
основании II (ii) достаточно доказать, что множество Р n f (Е) первой 
категории в множестве Р. 

Положим Г 1 (Р) = Q. Тогда (см. § 3, III (13)) 

Р n f (Е)= f [Е n /- 1 (P)j = f (Е n Q). 

Пусть lnt (Q) =О. Так как функция f непрерывна, то множество Q 
замкнуто и, следовательно, множество Q- О нигде не плотно; поэтому 

(Е n Q)- О<;. N 0• откуда f[(E r1 Q)- О]<;. N 0; 

следовательно, множество f [(Е n Q) --О] первой категории в мно
жестве Р. Тогда и множество f (О) также первой категории в мно
жестве Р. Действительно, поскольку множество О открыто, мно
жество f (О) первой категории в себе, следовательно, и в множестве Р. 
которое содержит его, в силу соотношения f (O)cf (Q) = Р. Отсюда 
вытекает, что множество f(E nО) первой категории в множестве Р, 
а значит, таким же свойством обладает и множество 

Р n f (Е)= f (Е n Q) = f (Е n О) U f (Е n Q- 0). 

Из теоремы 2 вытекают следующие интересные следствия 1) 

(в силу гипотезы континуума, из которой следует существование 

несчетных множеств, обладающих свойством L). 

Т е орем а 3. Свойство Бэра в уз1<о.м с.мысле не инвариантно 
относительно пря.иого у.множения на ось. 

А именно: пусть Е- несчетное .множество, обладающее свой
ство.м L, а f- функция, расс.мотренная в теоре.ме 2; тогда 
.множество eJ!I' Х f (Е) не обладает свойство.м Бара в ужо .м 
C.ltЬlC л е. 

Действительно, согласно теореме 1, множество Е не обладает 
свойством Бэра в узком смысле. Следовательно (см. § 35, IV. 2), и 
rомеоморсj5ное ему множество (см. § 15, V, 1) 

z = Е [(у=! (х)) !\ (х Е E)J 
х, у 

1) Серпинекий (53]. Cl\f, замечанл~. § 28, IV, 
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не обладает этим свойством. Из соотношения эквивалентности 

\[y=f(x)] 1\ !YEf(E)]j == \[y=f(x)] А (хЕЕ)} 

следует, что 

Z = Е !У= f (х)] 1\ !е#" Х f (Е)]. 
х, у 

Так как множество Е [у= f (х)] замкнуто и множесто Z не 
.х, у 

обладает свойством Бэра в узком смысле, то и множество е#" Х j (Е) 
также не обладает этим свойством. 

Т е орем а 4. Существует функция, определенная на про
странстве е#", обладающая свойство.и Бэра в уз,«о.+t с.#ысле, 
графш< t<omopoй не обладает этим свойством. 

Используя введенные выше обозначения, положим К= f (Е) и 

{ 
f-1 (у) 

g(y)= 
-1 

при 

при 

у El(, 

YEwY'-K. 
Так как множество К первой категории в любом совершенном мно
жестве, то функция g непрерывна на любом совершенном множе
стве с точностью до множества первой категории на этом множе

стве, т. е. функция g обладает свойством Бэра в узком смысле. 

С другой стороны, 

Z= E!x=g(y)]-W, где W= Е!(х=-1)/\(уЕе#"-К)]. 
х, у х, у 

Множество W обладает свойством Бэра в узком смысле, так как 
оно гамеаморфно множеству е#"- К (множество К. так же как и 
множество е#"- К. обладают им). Поскольку множество Z не обла
дает этим свойством, множество Е [x=g(y)J тем более не обладает им . 

.х, у 

Т е орем а 5. Существует функция h одного переменноzо, 
обладающая свойством Бэра в узt<ом смысле, такая, что если 

положать g (х, у)= !1 (у), то фунtщия g как функция двух 
переменных не обладает этим свойство;.t. 

Достаточно в качестве h взять характеристическую функцию мно· 
жества К, а в качестве g- характеристическую функцию множе

ства е#" Х К. 

Т е орем а 6. Существует множество заведомо первой 
t<amezopaa, не являющееся 'Л-пространством. 

Таковым является множество К. Допустим противное, тог да мно
жество Е тоже было бы Л-пространством (в силу IV, 1). Но в таком 
случае множество Е обладало бы одновременно свойством v и свой

ством Бэра в узком смысле (согласно III, 1), что несовместимо с тео
ремой 1. 
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IX. Связь v-пространств с общей теорией множеств. 

Теорема 1. Пусть .%'-произвольное v-пространство 
и т- неJ(оторая фую(ция (".мера"), которая каждо.му боре
левекому .множеству Х с:..% ставит в соответствие число 

т (Х) >О следующи.и об разом: 

(i) т (Х) =О, если Х состоит из одного элемента; 

(ii) т(УХi)=~т(Хi), если XinXj=O при i=!=j (счет

ная аддитивность). 
В этих условиях .мы и.иее.и т(.%')= О 1). 

Покажем (не используя свойства v), что каждая точка имеет 

открытую окрестность произволыю малой меры. Действительно, 

пусть х0 Е.%' и е > О; обозначим через S n открытый шар с цент-
1 

Положим So = .%' и Dn = s,! -- sn+I· ром х0 радиусом, равным -
п 

Тогда 
00 

Sn= х0 U U Dn+k• D п П D т= О для n =!= т. 
k=O 

со 

Следовательно, т (Sп)= ~т (Dп+k). В частности, 
k=O 

т(.%')= ~т (Dп), 
n=O 

откуда следует существование n, такого, что т (Dп)+ т (Dn+I)+ 
+ ... <е, т. е. что т (Sп) <е. 

Далее, пусть р 1 , р2 , ••• -последовательность, всюду плотная 

в пространстве .%'. Пусть Ak- открытая окрестность точки Pk• 
е 

такая, что т (Ak) < 2k. Пусть 

А= А1 U А2 U •.. = А1 U (А 2 - А 1) U [Аз- (А 1 U А2)] U ... , 

тогда 

т (А)= т (А 1)+ т (А2 - А1)+ т [Аз-(А 1 U A2)J+ ... -(: 
-(:т (А 1)+ т (А2)+ т (Аз)+ • , , -(:е. 

Так как множество .%'-А ниr де не плотно, а потому счетно, 
то т(.%'-А)=О, откуда т(.%')=т(А), следовательно, т(.%')-(:е. 
Так как число е произвольно, то т(.%')= О. 

Из сопоставления предыдущей теоремы с теоремой существо

вания v-пространств мощности континуума вытекает отрицатель

ное решение обобщенной пробле.мы меры, а именно: 

1) См. Шпильрай!l-Марчевский [5], стр. 307. Предположе!fие т (Х) :>-О 
несущественно. 
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Т е орем а 2. Не существует никакой неотрицательной 
фуН!щии, за исключение.lt тождественно равной нулю, удовлет
воряющей условиям (i} u (ii) и определенной па каждо.J.t под
.ююжестве ин те рвала ff 1). 

С одной стороны, Iюследнее утвержденпе, как теорема общей 
теории множеств, имеtт ыесто для каждого пространства мощности 

континуума, если только оно имеет место хотя бы для одного из 

Т3!(ИХ пространств; с другой стороны, существуют простр~шства 

мощности с, для которых выполняется это предложение (а именно, 

v-пространства). 

3 а меч а н и е. Предыдущее рассуждение позволяет вывести из 
топологической предпосылки (существовани5~ v-пространстnа 1ЮШ.

ности с) некоторую теорему общей теории множеств. Обратно, ~южно 

доказать (не используя гипотезу континуума), что сущестnоGание 

\'-nространства мощности с эквиnалентно одной теореме общей тео

рии множеств. (См. Куратонекий [26].) 
Подобно этому, из существования несчетных множеств, обладаю

щих свойстGом v, можно вывести следующие две замечательные 

теоремы 2). 

Существует непрерывная функция f, определенная на .i:но
жестве .мощности с, ко то рая ne является равпоже рно пеп.ре
рывной ни на кщсо.ч несчетно.м множестве. 

Существует сходящаяся последовательность фунt<ций f 1, 

j 2, ••• , определенных на пространстве б'. которая не является 
равномерно схсдящейся ни на каком несчетноJrt множестве. 

1) Теорема Ба н аха- Куратонекого [ 1 ]. См. также У лам [ 1 ], стр. 140. 
Шпильрайн-Марчевский [5] отметил, что из существования несчетных v-про
странств вытекает решение обобщенной проблемы меры. 

2) См. Серпинекий [52]. Эти две теоремы доказаны с использованием 
гипотезы континуума; на самом деле они эквивалентны. Добавим, что вторая 
теорема была подсказана теоремой Егорова, согласно которой ,1юба11 сходя
щаяся последоЕателы;ость измеримых функций равномерно сходится, если 
иренебречь множеством сколь угодно малой (внешней) меры. 



ДОБАВЛЕНИЕ 

1. Некоторые при.ложения топологии к матемаi'ической логике 

А. М о с т о в с 1< и й 

1. Классификация определимых множеств. В логических иссле
дованиях часто бывает важно определить структуру некоторых мно

жеств, составленных из положительных целых чис;ол или из объектов, 

которые могут быть перечислены с помощью по:южитео'Iьных чисел. 

Примеро:м можr;т служить про5лема разрешимости в системе аксиом 

(S), эквивалентнаi! проблеме: является ли множество теорем системы 
(S) рекурсивным, т. е. существует ли алгоритм, позволяющий авто
матически проверить, является ли некоторое выражение теоремой 

системы (S). Аналогичным образа.\!, проблема, является ли множе
ство выражений Е аксио:матизируемым, экrзивз.лентна проблеме: 

является ли это мrюжеств9 реку рсивн:J ne речисли.мы.м, т. е. суще

ствуют ли в множестве Е конечное число выражений Е1 , Е2 , ••• 

. . . , Em (аксиом) и конечное число финитных операций 0 1, ... , Оп 
(правил), таких, что множество Е совпадает с множеством выра

жений, которое получается посредством применения произвольнаго 

числа операций 0 1, .•• , Оп в произвольнам порядке к выражениям 
Е1 , •• • , Em. 

Для исследований такого рода построена классификация множеств 

положительных целых чисел, которая напоминает классифик1цию 

проективных множеств (см. Клини [1], Моставекий [1] ). 
Согласно этой классификации, низший класс Р0 образуется рекур

сивными множествами, а высшие классы получаются с помощью 

проекций и дополнений точно так же, как в теории проективных 

множеств (см. § 34, I). Все полученные таким образом множества 
называются определUJ.tьt.ми. 

В классификации, которую мы только что описали, рекурсивно 

перечислимые множества соответствуют аналитическим множествам. 

Точно так же как в теории аналитических множеств, можно доказать, 

что класс Р1 рекурсивно перечислимых множеств отличен от класса 
Р0 • Тем не менее аналогия между классом Р1 и классом аналити
ческих множеств не явлнется полной. Например, первая теорема 

отделимости (§ 39, III) не верна для множеств Р1 (см. Клини [2] ). 
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Укажем на некоторые приложении классификации определимых 
множеств. Можно доказать 1), что теорема Гёделя о неполном харак
тере арифметики в принциве эквивалентна неравенству Р0 =!= Р1 • 

РекурсиiJно пс:речислимые рекурсивно несепарабельные мно-
жестiJа используются для построения многочисленных контрприме

ров, а также для того, чтобы получить усиление упомянутой теоремы 
Гёделя 2). 

Формальные системы арифметики 

ваются с помощью определения места, 

определимых множеств множеством 

систеы 3). 

или теории множеств сравни

занимаемого в классификации 

истинных предложений этих 

Классификацию определимых множеств можно трансфинитно про

должить. (См. Дэвис [1], Клини [3], Мостовский [3].) 
Рассматриваю гся также множества положительных целых чисел, 

определенные с помощью выражений, содержащих переменные более 

высокого типа. (См. Клини [3].) Очевидно, что эти множества выхо
дят за пределы описанной выше классификации. 

Таким образом, мы видим, что хотя теория проективных 
множеств не находит прямого приложении в теории определи

мых множеств. она может служить для этой теории моделью, 

согласно которой строится большая часть рассуждений. Недавно 
были отмечены также аналогии между теорией бореленских и 

проективных множеств, с одной стороны, и теорией определимых 

э,1ементарным Или неэлементарным путем множеств, с другой сто
роны. См. Адисон [1]. 

2. Пространство идеалов и доказательство полноты логики 
nредикатов. Одной из наиболее важных теорем математической ло

гики является те о ре .м а Гёде ля о полноте, со г лас но которой любая 
непротиворечивая система (И) аксиом первого порядка (т. е. аксиом, 
все переменные которых имеют тип индивидуумов) допускает по край

ней мере одну модель. 

Тот факт, что существует даже счет н а я модель (например, 
модель, элементами которой являются положительные целые числа). 

изiJестен под назiJанием теоремы Лёвенгей.ма- СколеN,а. Любая 
модель системы (И), образованная положительными целыми числами, 
определяет разбиение выражений (без свободных переменных) на два 

класса: истинные выражения и ложные выражения в данной модели. 

Если расположить переменные, фигурирующие в рассматриваемых 

выражениях, в последовательность х1 , х2 , ••• и допустить, что сво

бодная переменная х1 интерпретируется в модели как целое число j, 
то указанное разбиение выражений на истинные и ложные можно 

1) См. Клини [1], Моставекий [1]. 
2) См. Гжеrорчик [2], Клини [1], Моставекий [1], [4], Успенский (1]. 
3) Клини [1], Моставекий [3]. 



1. П риложения топо.югии к матеАrатической логике 54S 

распространить на класс всех выражений, даже на выражения, 

которые содержат свободные переменные. Тог да множество J истин
ных выражений в модели образует главный идеал алгебры Буля 

nыражений. Это означает, что множество J обладает следующюш 
свойствами: 

1 о если выражения А и В принадлежат множеству J, а С- произ
вольное выражение, то nыражения А V С (т. е. А или С) и А 1\ В 
(т. е. А и В) принадлежат множеству J; 

2° если (Х V У) Е J, то по крайней мере одно из выражений Х, 
У принадлежит множеству J. 

Таким образом, любая модель определяет главный идеал, 110, 

вообще говоря, идеал может не соответствовать модели. 

Согласно известной теореме Стоуна 1), множество главных идеалов 
произвольной алгебры Буля можно рассматривать как бикомпактное 

хаусдорфово нульмерное пространство. 

Используя эту теорему, Расёва и Сикорский [1] показали, что 
множество идеалов, которые не соответствуют моделям, есть мно

жество первой категории. Применяя теорему Бэра, получаем т оп о

л о г и чес к о е доказательство теореы Г~деля и Л~венгейма

Сколема 2). 

Хотя существуют доказательства (таким является доказательство 

Г~деля), которые обходятся без топологии, топологические доказатель

ства (и особенно метод Рас~вой и Сикорского) представляют интерес 
не только в связи с их методологическим аспектом, впрочем, весьма 

примечательным, но благодаря возможности получать теоремы суще
ствования более сильные, чем те, которые выводятся с использова

нием других методов. Кроме того (см. § 34, VПI), чрезвычайно эф
фективен "метод категорий". 

Так, например, Рыль-Нардзевский, применяя метод категорий, 

доказал очень изящным способом теорему, независимо от него найден

ную и опубликованную Ореем [1], согласно которой любая аксиома
тическая система, содержащая арифметические обозначения и непро

тиворечивая по отношению к правилу бесконечной индукции 3), 

обладает по краitней мере одной моделью, целые числа кшropoit изо

морфны обыкновенным целым числам. 

Идея этого доказательства была исnользована в дальнейшем в то

пологических доказательствах существования различных nатологи

ческих моделеИ для аксиоматической системы теории множеств. (См. 
Мостовскиn [5].) 

1) См. Стоун М. [1]. 
2) Известны также топологические доказательства, не использующие 

теорему Бэра; см. Бет [1], Блейк [1], Ригер [1]. 
3) Это правило имеет нефинитный характер; оно позволяет принять 

в качестве теоремы любое общее высказывание: .для любого целого 
числа n имеет место F (п)•, если доказаны высказывания f' (1), F (2), ...• 
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3. Неклассические лоrики. Кроме классической логики, в ма
тематической логике рассматриваются также неклассические (много

значные) системы логики. Рассмотрим сначала исчисление высказываний. 

В обычной логикс такие логические фующии, как отрицание, конъ
юнкция и т. д., определяются на множестве (0, 1\. состоящем из 
двух элементоn, и не принимают других значений, кроме О и l 
(см. § 1. !). Здесь О имеет логическое значение "ложно", а 1- "ис
тинно". Теоремы исчисления nысказьшаний предстаnляют собой nы
ражения, образоnанные из персменных nысказываний и симnолоn для 

логических функций, которые принимают значение 1 для всех значе
ний персменных. 

Чтобы опрсделнть J,tноzозначнуrо логику, множество (0, 1 J заме
няют другим множеством. которое может быть конечным или бес
конечным. Это :множестnо вместе с операциями, которые определяют 
логические опеrаторы, называется характеристичесt<ай .Аtат

рицей рассматриваемой многозначной логики. 

Любую многозначную логику можно охарактеризоnать также с по
мощью аксиоматического метода: достаточно персчислить аксиомы и 

правила рассуждения. 

Применегшс топологии к многозначным логикам станоnится nоз-

1\Южным благодаря тому, что наиболее известные многозначные ло
гики, которые сначала определялись аксиоматическим путем, обладают 

характеристическими матрицами, определяемыми в топологических 

терминах. Приведем два прнмера. 

Одной из наиболее интересных многозначных логик являетсн 
интуиционистская лozuJ;a, созданная Брауэром, а затем аксиоv.а

тизированная Гейтингом [ 1]. Простая характеристическая матрица для 
этой логики была найдена Тареким [3]. Ее элементами служат от

крытые подмножества шютного в себе нормального сепарабельного 

пространства Е (например, открытые подмножества еnклидова прост
ранства произвольной размерности). В этой матрице конъюнкция и 
дизъюнкция интерпретируются, как обычно, с помощью операций 

теории множеств. Интерпретация других логичес1шх функций отли

чается от классической булевекай интерпретации; отрицание выра

жается с помощью функции Int (Е- Х), а импликация Х ::::::} У
с помощью функции !nt [(Е- Х) U У] 1). 

Рассмотрим теперь модальную лоzику 54 Льюиса и Ланrфорда [ 1 ). 
Кроме обычных ,'\огических функций, эта логика допускает функ
ции Р р (= nозможно, что р), N р (= необходимо, что р) и неко

торые другие функции, определяемые с помощr,ю функций Р и N. 
Характеристическая матрица логики 54 образуется произnольными 

подмножествами плотного n себе нормального сеnарабельного топо

логического пространства, причем элементарные логические функции 

1) См. МакКинси и Тарекий [1], М. Стоун [4], Тарекий [3]. 
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интерпретируются как обычно, а функции Р и N- Kai< операции Х 
и Int (Х) 1). 

Чисто математические определения интуиuионистской логики и 

модальной логики S4, которые мы только что дали, были источником 
многочисленных метаматематических теорем об этих логиках 2). Боль
шинство из них не было известно до открытия топологической ин
терпретации. 

Перейдем теперь к функциона:Iьно~IУ исчислению 1-го по ряд;,· а, 

основ;ш1юму на многозначной логике; например, для интуиционнст

ской 3), модальной 4) и некоторых других логик") можно найти тоriо
логическую интерпретацию функuиональных исчислений, основанных 

на э·1их логиках. Б этой интерпретации предикаты f(x 1, •.• , х") 
рассматриваются как функции, заданные на векотором абстрактном 

ыножестве, со значениями в векоторой матрице рассматриваеыой много

значной лопши. В случае интуиционистской логики f (х 1 , ••• , хп)-
открытое подмножество векоторого топологического пространства Е, 

в случае модальной логики-- произвольвое подмножество простран

ства Е. Квантор общности интерпретируется n интуиционистской 
логике как uнутрешюсть пересечения (в топологическом смысле), 

а квантор существования- как объединение. В ~юда:;ыюй логике эти 

кванторы интерпретируются как пересечение и объединение в смысле 

теории множеств. 

Можно показать, что в подходящим образом выбранном прост

ранстве Е логические теоремы совпадают с выражениями, которые 

в описанной выше интерпретации тождественно равны простран

ству Е 6). 

Этот результат соответствует цитированной выше теореме Таре

кого [ 1], связанной с исчислением вьн.:казываний. Однако важно з:J

метить, что в случае модальной логики класс пространств Е, для 

которых эт:1 теорема имеет место. более узок, чем в элементарном 

случае исчисления высказываний. (Р:1сёва и Сикорский [2], Сюсор
ский [б].) Аналогичный вопрос для интуиuионистской логики остается 

открытым. 

Топологическая интерпрет:1ция некл:Jссических функциональных 

исчислений изуч:1лась главным образоы Расёвой и Сикорским; с ее 
по:нощыо они получили значительное число метамате~1атических теорем 

для этих исчислений и для исчисления высказьшаний с I<вантораыи 7). 

1) См. МакКинси и Тарекий [3], Т ан Цяо-чен [1 ]. 
2) См. МакКинси и Тарекий [ 1 ], [2], [3], Тарекий [3]. 
з) См. Моставекий [2]. 
4) См. Рас/!ва [1]. 
5) См. Расёва и Сикорский [1]. 
В) См. Расёва [1]. 
7) См. Расёва [2], Расёва и Сикорский [2], [3], [4]. 



548 Добавление 

Заметим, наконец, что топологическая интерпретация некоторых 

разделов интуиционистской математики была дана также Менгерам [5]; 
исследования в этом направлении не были продолжены. 

4. Другие приложения. В логической литературе можно найти 
и различные другие приложеимя топологии к математической логике. 

В качестве примера отметим данное :Куратовским [33] доказательство 
теоремы Тарского, conJacнo которой вполне упорядоченность нельзя 
определить без использования персменных более высокого логического 
типа, чем логика первого порядка. :Как показал :К у ратовский, эта 

теорема следует непосредственно из существования аналитических 

небореленеких множеств (см. § 38, VI). 
Другое приложевне топологического метода представляет собой 

данное Гжегорчиком [ 1] доказательство следующей теоремы об "од
нородности" рекурсивных функций: пусть дан функционал Р, ставя
щий рекурсивным образом в соответствие любому целому положи

тельному числу х и любой бесконечной последовательности f цедых 
положительных чисел целое положительное число Р (f, х); тогда су
ществует функционал Н (h, х), такой, что из условий: 

(1) j 1 <,.h1, g 1<,.h1 для любого t, 
(2) / 1 = g 1 для t <,.Н (h, х) 

вытекает равенство P(f, x)=P(g, х), каковы бы ни были после
довательности f и g. 

Другое доказательство этой теоремы, не прибегающее к тополо

гическим методам, а использующее теорему Брауэра- :Кёнига (тео
рема о "веере") было дано :Клини 1). 

11. О Приложениях топологии к функциональному анализу 

Р. Сикорс!Сий 

Предметом функционального анализа является изучение линейных 

топологических пространств. Под линейным пространство.м ПОIШ

мается любое множество, в котором имеются операции сложения 
х +у и умножения Лх (где Л- число), причем эти операции под
чинены некоторым простым аксиомам 2). 

Линейное пространство называется линейuы.м топологическа.м, 
если оно наделено некоторой топологией, относительно которой 

функции х +у и Лх, рассматриваемые как функнии двух перемен
ных, непрерывны. 

1) См. Клини [4]. Что касается других приложений топологических по
нятий к теории рекурсивных функций, см. Успенский [2). 

2) См. Банах [9]. Эта книга представляет собой первое систематическое 
изложение функционального анализа, одним из основателей которого яв
ляется автор. 
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В первый период развития функционального анализа ограничи
ва.1ись случаем, ко г да введенная топология была метризуем ой (линей

ные метризуемые пространства), причем главным образом рассмат

ривали линейные нормированные пространства 1), понимая под нормой 
функцию 11 х 1/ с неотрицательными конечными значениями, такую, что 

( 11 х 11 = О)=(х есть нулевой элемент пространства), 
11 х +У il < 11 х 11 + 11 У 11. 11 /.х 11 = 1 А 1 · 11 х 11 • 

Если положить 1 х- у 1 = fl х- у IJ, то нормированное простран
ство становится метрическим. 

В последующие годы большую роль ста11И играть н е м е три

з у е мы е линейные топологические пространства. (См., например, 

Бурбаки [2].) Таковы, в частности, пространства обобщенных функ

ций Соболева- Шварца 2) и пространство операторов Микусин
екого [ 1 ], [2]. Другими важными примерами неыетризуемых пространста 
являютсн нормированные пространства со слабой топологией, т. е. 

слабейшей из возможных топологий, сохраняющих непрерывносп. 

всех линейных функцианалов (иными словами, с топологией, дону

екающей минимальное количество открытых множеств). Упорядочен

ные пространства, топология которых определяется порядком 3), и 
пространства сходююсти с двумя нормами 4) в общем случае также 
неметризуемы. 

Непрерывность операций в линейных топологических простран

ствах недостаточно связывает линейность пространства и его топо

логическую структуру. Ее дополняет аксиома существования сколь 

угодно малых выпуклых окрестностей. Таким образом, мы приходим 

к докальна вьту1<льиt пространствам 5); если они, кроме того, 

метризуемы, то они называются 8~-пространствами 6). 

Фундаментальным понятием в теории, линейных метризуемых про

странств является понятие полного пространства (см. § 33, l). Это 
понятие может быть применено и к неметризуемым пространстваы, 
однако таы оно менее полезно, так как в этом случае теорема Бэра 

(см. § 34, IV) неверна. При изучении метризуемых линейных про
странств обычно предполагают, что они полны. По.1ное нормирован
ное пространство известно также под названием пространства 

Банаха. Полнота пространства и, в частности, теорема Бэра 
(пытскающая из нее), существенным образом используются в доказа-

1) См., например, Банах [1]. 
2) См. Соболев [1], Шварц [1], [2]. 
3 ) См. Канторович [2], Канторович, Вулих и Пивекер [1]. 
4) См. Алексевич [2]. 
5) Принципы теории линейных топологических пространств и локалыю 

выпуклых пространств были независимо друг от друга обоснованы Мазу
ром [1], фон Нейманом [1] и Колмогоровым [1]. 

6) Теория В~-пространств разработана Мазуром и Ор.nи'lем [1], [3], [4]. 
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тельствах таких важных теорем функционального анализа, как теоремы 

об открытом отображении 1) и замкнутом графике 2), о непре
рывности предела сходящейся последовате.тьности линейных непре

рывных отображений 3) и известной теоремы Банаха- Штейнгауза 4). 
Теорема Бэра часто используется в доказате.тьствах теореы суще

ствования, использующих теорему Банаха- Штейнгауза (например, 

о доказательстое существования непрерывной функции с расхоJ.>Jщиыся 

рядом Фурье 5) ). 
Хотя линейные пространства (не сводящиеся к одному элсмеmу) 

никогда не являются компактными, а лока.тьно компактн;,Iе линейные 

пространства можно отождестпить с евклидоными пространстваш1 б'п, 
понятие компактности приносит большую пользу. Так, например, 

в теории линейtiьrх операторов важную роль играют вполне непре

рывные операторы, т. е. линейные операторы, переводящие ограни

ченные множества 6) в компактные множества 7). 

Понятие компактности играет важную роль в теории но рА!Il

рованных ~еолец 8) (банаховых алгебр), т. е. в теории банахооых 
пространств, наделенных, наряду с принятыми в этих пространствах 

операциями, операцией умножения, которая предполагается непре

рывной и подчиненной обычным аксиомам. 

Основным понятием теории нормированных колец является поня

тие аддитивного и мультипликативного функцианала (или эквивалент

ное ему понятие максимального идеала). Множество этих функциа

налов (или, что то же самое, множество максимальных идеалов) обра

вует компактное топологическое пространство. 

Замкнутые шары в бесконечномерном пространстве Банаха не ком
пактньi. Тем не м.енее при дополнительнЬiх предположениях относи

тельно пространства они становятся компактами в слабой топологии 
(рефлексивнЬiе пространства). Отсюда частое использование понятия 

компактности при переходе к слабо~ топологии. 

Свойство Бэра (см. § 11, I) также используется в функциональном 
анализе (Банах [9] ). Так, например, согласно одной замечательной тео
реме о пространствах (F), любое линейное множество, обладающее 
свойством Бэра, либо является множеством первой категории, либо 
саnпадает со всем простраrктвом (Банах [9]; см. также§ 13, XII). 

I) Банах [9]. 
2) Там же. 
3 ) Там же. 
4) Банах и Штейнrауз [1 ], Банах [9]. 
5) Зигмунд [ 1 ]. 
е) Подмножество линейного топологического nространства назьшается 

ограни~tенньиt, если любая последователыюсть х 1 , х2 , ••• элементов этого 
множества ограничена, т. е. ес.ш }.nXn сходится к О при Лп-+ О. 

7) Банах [9]. 
8) См. Мазур [2]. Это первая фундаментальпая работа о нормированных 

кольцах. Теория нормированных колец была развита Гельфандом [1]. 
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Теоремы о неподвижной точке играют важную роль о нелиней
НСJМ функциональном анализе и его приложениях к дифференциальным 

и интегральным уравнениям. Отметим в первую очередь теорему 
Бзнаха (О] о сжатых отображениях: пусть f- непрерывное отобра

жение полного пространства в себя, такое, что J f (х)- f (х') 1 <;: 
<. }, 1 х- х' 1 , где }, < 1; тог дз существует одна а только одна 
точка х0 , дш1 которой f (х0) = х0 . 

Другой фунда.-.tентальной теоремой, часто испо.1ьзуемой в прило

жениях, является теорема Шаудера 1): л:обое непрерыrзное отобра
жение за.иuнутого выпу;слого nJд.!trИJJcecmвa А банахова про

странства в uoJtnaктнoe подлноJJС'.!сmво .нгю.хсества А u.иеет 

.чеподви:Jiсную точ1;у. Доказ:пельство этой теоре:-1ы опирается на 

классическую теорбtу Брауэра для п-мерных сюtюексов (§ 28, III). 
Топологические теоремы, использующие гoAtaлoutчecuue и гo-tto

monuчecr.;;ue понятия, позво.1яют получить г лубокне результаты, 

из которых отметим метод Лере- UJayдepa, касающийся степени 

отоб pa:Jiceнuя Снекоторого подмножества банахова пространства 
в себя) nида 1 +А, где 1- тождественный, а А- nполне непре

рывный оператор (см. Лере и Шаудер [1] ). 
Далее отметим теорему Борсука [2] об антиподах, а также теорему 

Люстерника- Шнирельмана [1], согJJасно которой сферу r:!?n нельзя 
представить в виде объединения n + 1 множеств диаметра < о (r:!? "). 
Эти результаты касаются случая конечной размерности, однако их 

можно также применять к бесконечномерным подмножествам бана

ховых пространств, поскольку любое вполне непрерывное отображе
ние можно приблизить отображениями на конечномерные множества 2). 

В этом обзоре приложений топологии к функциональному анализу 
~~ы ограничились в основном некоторыми общими методами. Однако 

существуют многочисленные приложении более специального характера. 

В качестве примера отметим теорему Александрова, согласно которой 

пюбое метрическое компактное пространство является непрерывным 

образом канторова множества 75', и ее приложевне к теореме Банаха-Ма
зура З) об эюзивалентности любого сепарабельного пространства 

Банаха линейному замкнутому подмножеству прос:транства 6'8 

(см. § 22, II, замечание 2). 
Наконец, отметим приложение понятия аналитического множества 

(§ 38, I) к одному обобщению теоремы Сакса на линейные операторы 4). 

1) См. Шаудер [2]. Обобщение на случай н е м е три зу е м ы х про
странств было дано Тихоновым (4]. Обобщение теорем Банаха и Шаудера 
см. также в работе Красносельского [1]. 

2) См. Красносельский [2], Гранас [1]-[7], Генба, Гран2с и Янковский [1]. 
з) См. Банах [9]. 
4) См. Алексевич [1], Сакс [6], [7]. 
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1. Определение. 11. Свойства прЯ\!ОГо произведения. 11!. Оси, 
координаты. проекции. !V. Функции высказываний :шюг11Х не
ременных. V. Связь между операторами Е и V. \!!. Умножение 
на ось. Vll. Отношения. Факторсемейство. VIII. Конгруэнт
IIОСть по модулю идеа,1а. 

5 
7 

9 

9 

14 

§ 3. Отображения. Упорядочения. Кардинальные и порядковые 
числа 20 

1. Термнно.юп1я и обозначения. 11. Образы и прообразы. 
111. Операции над образами и прообраза~ш. IV. Коммутативные 
диаграм:-ш. V. Многозначные отображения. VI. Л1ножества 
одинаковой мощности. Кардинальные числа. VII. Характери
стические функции. Vlll. Обобщенное прюrое произведение. 
IX. Прю1еры счетных произведений. Х. Упорядочение. XI. Впо.l-
не упорядоченные множества. Порядковые числа. Xl !. ,1\1ноже· 

ство xNa, XIII. Обратные спектры и их пределы. XIV. (cfl )-опе
рация. XV. Решето Лузина. XVI. Применеине к канторову 
дисконтинууму w. 

Г Л А В А 1. ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА 

§ 4. Определения. Операция замыкания 

1. Определения. II. Геометрическая интерпретация. 111. Правила 
топологического исчисления. IV. Относительное замыкание. 
V. Логический анализ системы аксиом. 

44 

44 



§ 5. Заыкнутые и открытые множества 

!. Опреде.1ения. !!. Операции. Ill. Свойства. [\'. Относнтелы10 
зюiкнутые 11 относительно открытые ~шожества. \ 1• Множества 
типа Fa н 0 0 . \'!. Боре.•Jевские ~шожества. \ 111. Покрытие 

пространства. Из'!е,1ьчение. Vl I !. Хаусдорфовы пространства. 
IX. J 0 -просrранства. Х. Регу.1ярные пространства. XI. База 11 

под база. 

§ б. Граница и внутренность ыножества 

!. Определения. I I. Некоторые фор~tу.1ы. I I I. Свюь с зюшну
ты~l!! 11 открыты~ш 'I!Ножества~IИ. !\'. Теоре"а а.щнтивности. 
V. Отде.1Юiые ыножества. \'!. Двойственность ыежду опера
Щ!Я~ш зюiыкашш и взятия внутренности множества. 

§ 7. Окрестность точки. Локализация свойств 

!. Определение. 
I I I. Сходпщиеся 

I I. Необходю1ые и достаточные условия. 
фильтры. IV. Локализация. V. Лакальна 

замкнутые ыножества. 

589 

49 

со 

66 

§ 8. Всюду плотные, граничные и нигде не плотные множества 71 

!. Оnределения. II. Необходи~IЫе и достаточные условия. 
!!!. Операции. IV. Разложение границы. V. Множества, откры-
тые по модулю нигде не п.1отных множеств. VI. Относитель
ные свойства. VII. Локализация. VIII. Замкнутые области. 
IX. Открытые области. 

§ 9. Точки накоnления 

!. Определения. II. Необходимые и достаточные условия. 
!!!. Некоторые формулы. IV. Дискретные множества. V. Мно
жества, плотные в себе. VI. Разреженные множества. 

§ 10. Множества первой категории 

!. Оnределение. !!. Свойства. 111. Теорема единственности. 
IV. Относительные свойства. V. Локализация. У!. Форыулы раз
ложения. 

81 

86 

§ J 1. Множества, открытые относительно множеств первой катего-
рии. Свойства Бэра 92 

I. Определение. !!. Общие замечания. III. Операции. IV. Не
обходиные и достаточные условия. IV а. Теорема существова-
ния. V. Относительные свойства. VI. Свойство Бэра в узком 
сыысле. V!!. (dl) -операция. 

§ !2. Знакочередующиеся ряды замкнутых множеств 

!. Формулы общей теории множеств. I I. Определение. !!!. Тео
ремы отделимости. Разложение в знакочередующийся рнд. 
IV. Свойства остатка. V. Необходимые и достаточные условия. 
VI. Свойства разложимых множеств. VII. Вычеты. VIII. Вы
четы трапефинишого порядка. 

101 



590 Оглавление 

§ l 3. Непрерывность. Го\rео,rорфнэ'l 

1. ОпDеде.lенне. 11. НеоGходш1ые 11 }\Остаточные ус,1оrшн. 
111. :Ч'ножество D(f) ТfYJCE разрыва. IV. !!tпрсрштые отоб
ражения. \'. Относи rе.1Lныс своi!ства. Сужешнс. Ретракция. 
\'1. Вещественнозна<;ные фy!IIЩIIii. Хара;асгнстнчсскне фyнк
UI!II. \'~II. Взапыно однозirачнL),е неnрерыьные стобра)l-:еннн. 
Сравнен не топо.1огнii. \-1 I l. Го\IС'ОЖ'Dфю~r. lX. Топо,:югнч c
crote Ci1oiicтвJ . .\.. Tr)JiOc·roпi:!t>:кнii ргнr. ЛI. О,L!;сро:J,ные :'>.1!10-
Жсства. Xl!. Пrт:южеш:я к топо.·юпrчгсЕЮI гр\'ппач. XIII. Cт
r:.pui·Iы:: оrобра)КС:IIия. Зс.\:кпутыс отпUражен~:я. \.IY. От~)Г)rа
женнл, открu1тые п 33\!J.;:нутые в ;~JiiitOii точке. Х\'. Bз::tlf'!:to 
неп:Jсрывныс отоGр:;:;.к~..'IIИН 

108 

§ 1-1. Вполне рсг:,:.1ярные пространства. I-{()pi\raлы-tыe просrранстr-:::t 1':26 

1. Впо"1не I-Iop\JCJ..lLH1Jie простраr;-
ства. III. ~rн~)/J'-ccтn, подлоттыс н I~О:\Iбннаторпо:\1 ~..:>:i)Ic-
.1e, в нор:-,Iа,~rьных пространствах. I\т. Дс:·rств;п~~-lJ:ные фyнi\1\liii, 
оnреде.:iенr-;ые на 1-~ор:йа.'lь:IЫХ пространL'l в~х. \'. }-Iacлe;J..cтвe·Ii:J() 

нор~rа:IЬНЫе прсстранствi.l. vT Совершенr:о нcpra.1ЬHLie r::·о
стра uства. 

§ l5. Прп.'.!СJе пр'Ji;;не.J.ение :?:'Х су тrmo.roгичeci(f'X пространств 1-13 

I. Oпpc,.le:iei[ИC. 11. I1роекнии li пепрс:рi::IВНЬlе сто(,р а;;.~с ~· f~П. 
111. iLcйcтнiJH над сряыы~I!I произведення:\IИ. I\'. ~:iаго ( lJJ. 

\'. CF>Ji-jcтвa отсGражс";-Iпя f, р~н-~счатривае:.rогс i-:~i:~ :1од чнох~с
стго !'~ОС'!'рJн~тва ._9:><~'f. \'1. Горизонта.-п-,ные :~1 вep-tr;r-~з,·~u~ 
r-~L.;e C:2 1JC'lf!JH. Цн.·пнr,тrр на \Iно:-:<.естве AcL~{·. \"Il. I-1нвeip 1 rгriTЫ 
прп;,юr·о rнюизяеденrш. 

§ 16. Q(iс:Gа:еннътс прп~.rы~ пронзвr;.I,С:ЕI:я 

l. С<<Ре:'(е,с<'Шiе. 11. ПроеюJ.:ш и Е(прерывпые отобраЖ('I!ШI. 
li!. Дсiiствия Н9д пp<HILI\1!! пронзвед~тrюrи. 1\'. Диагоиа.1ь. 
\'. Иныр:,анты Г1рюrого прон:ве,'\СНIIЯ. \'1. Преде.1ы обрагш,Jх 
CI-:tК'l iЧ)В. 

,?; § 17. Пространство 2 . Экспонснuпз1Ы!3Я топо.lОП!л 

1. Определение. Il. Основные свойс.тва. I!I. Непрерывные ~rного· 
ЗЫJ<rные отображения. !V, С1уча!':, когда пространспю .~Z,' ре
гулпрно. V. Спучай, когда пространство :t.· норма:ILНО. 

Vl. Связь пространства 2х со структурами и брауэроiJскимв 
алгебраыи. 

154 

168 

§ 18. Попунепрерывные функцни 181 · 
I. Определения. Il. Примеры. Связь с действительными полу
непрерыпнычи функциями. За\течания. III. Основные свойстаа. 
I\!. Объединение полунепрерывных отображений. V. Пересече-
ние полунепрерывных о1ображений. \'I. Разность полунепре· 
рьшных отображений. 

§ 19. Пространство разбиения. Фактортопология 

I. Определение. II. Проекции. Связь с взаимно непрерывными 
отображениями. III. Примеры и замечания. IV. Связь фактор· 
топологии с экспоненциальной топологией. 

L92 
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Г Л А В А 2. MEТPliЧECIOIE ПРОСТРАНСТВА 197 

А. С вял, с тополоп:чесю::II!r пространства\rи. 2 *-пространства 197 

§ 20. _2"*-пропранства (в которы'> опреде.1еr-ю понятие пр~.1с.12) 1 CJ7 

I. Опре;!t.lенне. 11. Связr, с roпo.lorичecr\IOJи пpocrpaEcl еа'.rи. 
111. Пuн?.тне непрерывностн. 1\1• Пр51:·.юе проrпве.(енrrс 2~*-про
странстп. \'. Счетно-ко'r~аr\тные "'У/*-пространства. \'1. 1 kJiрс-
рывная схс\·rн~IсLть. Лlно)т~ество CJ/'1: к1:1к "_?' :::_пространствп. 
\' I !. Операцrш над про с rра,rствюrи су"-· с :;~' <топо.1огией. 
\'1!! Непрерс,rrзнап схО.\11.\Юсп. в )'JK0:\1 О1ЫСi!е. IX_ Сходююсть 
Лlура- (:"~rита (()Сilопные опрt',-LС'1епия). 

§ 21 .. \lпгн<~сСЕ11е щюстра11сrва. Общне своr"1ства 

I. Опре.1t::rения. II. Топо.гiотuя в 1\leтpJrчec:<rix пространстрах. 
111. Дна\Jетр. Неnрерывность. Ко.1ебание. iV. Чнс.то р (А, В). 
Обобщснныi\ шар. Нор"rальность "rетричестшх пространств. 
V. Огранi1'II1вающсе отображение. \!!. Метризашrя пря~юго прон:з
веденi1i1. \'JI. Расстояш1е :,rежду дву~>1Я ыножестваыи. Простран

ство (2х) ",. \-JII. Впо,1не ограниченные пространства. IX. Эквива
лентнесть '1ежду счетно-ко:~rпактныыи п ко,rпаi<тныыи "rетриче

ски~1!1 пространствюrи. Х. Равноыернап сходилюсть. 2'>1етризация 

пространстgа 'Jix. Xl. Продолжение относнтелыrо зЮII<нутых и от
носитсл.но открытых ~1ножеств. Xll. Изме,тьчение бесконечных 
nоi<рытиi\. Xlll. G 0 -шюжества в метрпческих пространствах. 
Xl\ 7• Пространства б.11!ЗОСПI. rавно"rерные пространства (основ
ные опредепенпя). XV. Псевдо:.rетрические пространства. Х\'!. Па
рако:~rпапность метрических пространств. XV!I. Проблбrы :,rе
трrпацтr. 

§ 22. Пространства со счетной базой 

I. Общие своilства. 11. Метризацая и ввс;:,~1ше коор,'\инат. 111. Се
nарабельность пространства CZ/X. IV. Отождествление за:11кнутых 
:--rножеств. \!. Произведение пространста со счетной базой. Мно
жества первой категортr \'1. Произведения пространста со счет
ной базой. Свойство Бэра. 

Б. Про6.1е~rы :IIощности 

§ 23. Мощность пространства. Точки конденсации 

I. 1\lощностr, пространства. Il. Плотное под:.rножество. Ill. Точюr 
кондснсащш. 1 \f. Основные свойства операции О. V. Разрежен
ные множества. Vl. Объединения разреженных множеств. 
VII. Точки порядка llt. Vlll. Понятие эффективности. 

21.3 

247 

259 

259 

§ 24. Мощность различных семейств множеств 263 

I. Семейства открытых множеств. Семейства множеств, обладаю-
щих свойством Бэра. II. Вполне упорядоченные монотонные се
мейства. III. Разложимые множества. IV. Производвые множе
ства порядка а. V. Логический анализ, Vl. Семейства неnре· 
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рывных функций. Vll. Структура монотонных семейств замкну
тых множеств. Vll !. Строго монотонные се:-11:йства. 1Х. Связь 
строго монотонных семейств с непрерьшны:шr функциями. 
Х. Строго ~юнотонные семейства за~rкнутого порядкоrзого типа. 

В. Пробм:-rы размерности 

§ 25. Опреде.1ения. Общпе свойстrза 

1. Определение размерности. !!. Размерность nод,rножеств. 
III. Множество EcnJ· 

§ 26. Нульмерные пространстrза 

!. База пространстrза. !!. Теореыы редукции п отдеmr\!ОСТИ. !!!. 
Теоре~rы об объедпнешш нульмерных множеств. IV. Продолже
жевне ну.1ыrерных множеств. V. Счетные пространства. 

§ 27. Пространства раз"1ерности n 

!. Теоремы об объединении. !1. Отделю1ость замкнутых мно
жеств. !!!. Разложение п-мерного пространства. Условие Dn. 
1V. Продо.1женне п-мерных ~шожеств. V. Раз~rерностное ядро. 
VI. Слабо 11-~rерное пространство. VII. Семейства, определ51ю
щне раз:-rерность. VIII. Раз~1ерность пря:,юго произведения. 
IX. Непрерывные н взаимно однозначные отображения п-мер
ных пространстrз. Х. Замечання по поводу теории размеrности 
в пршrенешш к произволыrы~r ыетрическшi пространствам. 

§ 28. Симплексы, комплексы, полиэдры 

I. Определения. Il. Топологическая размерность сиыплекса. 
III. Приложепия к задаче о неподвижных точках. IV. Приложе
вин к кубам gn и g~o. V. Нерв систе)!Ы множеств. V1. Отобра
жения метрических пространств в полиэдры. VII. Аппроксп~Iа
ция непрерывных отображений отображениюrи х. VII1. Беско
нечные комп.1ексы и полиэдры. IX. Продолжение непрерывных 
функций. 

282 

282 

286 

297 

314 

1'. Счетные операции. Борелевекие множества. В-измеримые функции 343 

§ 29. Нижний и верхний пределы 343 

1. Нижний предел. !1. Правила действий. III. Верхний предел. 
IV. Правпла действий. \ 1• Связь между пределами Li и l.s. 
V1. Предел. \1!1. Относительные свойства. VII1. Обобщенная 

теорема Больцано- Вейерштрасса. 1Х. Пространство (2х) L· 

§ 30. Борелевекие множества 

1. Эквиваленпюсть. 1!. Классификация бореленских множеств. 
I I I. Свойства классов Fa и Ga. IV. Двусторонние борелевекие 
множества. V. Разложение борелевских множеств на непересе
кающиеся множества. VI. Знакочередующиеся ряды бореленских 
множеств. VII. Теоремы редукции и отделимости. VIII. Относи
тельно двусторонние множества. IX. Предельное множество дву
сторонних множеств. Х. Лакальна борелевекие множества, 

352 
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иН-операция Монтгомери. Xl. Вычисление классов с помощью 
логических символов. Xll. Приложения. Xlll. Ушrверсальные 
функщш. XIV. Существование ~шожеств к.1асса Ga не яв.'!яю
щихся ыножествашr класса Fa. XV. Пробле~rа эффектrшности. 

§ 31. В-изыерпыые отображения 

1. к,1ассификация. !1. Необходиыые !! достаточные УС.10ВИЯ. 
11!. Суперпозиция функций. IV. Сужения функuий. V. Фунrщии 
ынопrх переменных. \1[. Сложные функцип. VII. График отобра
жения f: .Я:-")>'!/. VII 1. Предел функций. IX. Анатпическое пред
став:rение. Х. Теоремы Бэра о функциях первого класса. 

§ 32. Функции, обладающие свойствоы Бэра 

!. Определение. II. Необходимые и достаточные условия. III. Опе
ращш над функциями, обладающиыи свойством Бэра. IV. Функ
ции, обладающие свойство~! Бэра в узком смысле. V. Связь с ме
рой Лебега. 

Г Л А В А 3. ПОЛНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

§ 33. Определения. Общие свойства 

I. Определения. II. Сходимость и фундаментальные пос,1едова

тельпости. III. Прямое произведение IV. Пространство (2Х) m· 

\1. Функциональное пространство. Vl. Полная метризация 
0 0 -:-шожеств. \il!. Попо.1нение ~rетрического пространства. 

§ 34. Последовательности множеств. Teope~ra Бэра 

I. Коэффициент а(А). 11. Теоре~1а Кантора. III. Приложение 
к непрерывным функциям. IV. Теорема Бэра [!]. V. Приложепия 
к множествам типа G6 . Vl. Приложенин к множествам типа 

FCJ и G6. VII. При.южения к фующиям первого класса. 

VI11. Приложенин к теореыам существования. 

§ 35. Продолжение функций 

1. Продолжение непрерывных фующий. !!. Продо"1жение ГО\Iео
морфизмов. !11. Топо:югическая характеризация полных про
странств. IV. Внутренняя инвариантность различных семейств 
множеств. V. Приложенин к топологическим рангам. VI. Продо.'!
жение В-измеримых функций. YII. Продолжение гомеоморфизыа 
класса (а, ~). 

§ 36. Связь полных сепарабелыrых 
cN' иррациональных чисел . 

пространств с пространством 

!. (еЛ) -операция. II. Отображения множества cN' в полные про· 
странства. !!!. Взаимно однозначные отображения IV. Теоремы 
разложения. V. Связь с канторовским множеством 'it. 

593 

382 

408 

415 

415 

·t22 

432 

448 
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§ 37. Борел~нсюн~ множества в полных сепарабелыrых пространствах 458 

1. Связь борелевсrшх множеств с пространство~! cN'. 11. Характе
ризащш боре.1евскнх к.1ассов ыножеств с по~1ощью обобщенных 
го~rео:~юрфirз~юJЗ. III. Раз.10жение двусторонних шюжесrв в зна
кочсрс.·lуюrшrеся ряды. !\' . .l\\а.1ые !(Лассы Бореля. 

1. Опре.1спешш. 11. Сеютношения ;-rежду проеiПИВНЫii!И I<.'Iacca:шi. 
111. Саойстпз r:r()<'i(TJШI-r:,rx щюжеств. !\:. Гiроекции. V Универ
сальны~ фу;:кщi!!. \Т Теорема сущсствовання. \'!1. Инвариант
наел, \'l J i. !"lрое;пивиые функшш высЕа•.ывапий. IX. Иннариаса
ное Г и II!Jl 'I~J;, 1 I1RHЫ Х K"lJCCOH OTHOCПTf\'Jbl-fO rJ pOCeiiB3HИ5I черЕЗ ре

ШеТО :1 относ,пе.1r.rrо ( иi) -операшш. Х. Трансфинитная rшдук
!ШЯ. Xl Ckcpa:crш Хаусдорфа. 

§ 39. Aнa.·нrтiiЧt'CJ~r:c :\urоя~ествг 

I. OGI1J.Jll' тесрс~,rы. I I. 1"\на"'!IпнчесЕое i\IIIO:-!\ccтвo как результат 
( Jl) -операцни. Il i. Пер'1ая теореыа отде.1Шiости. 1\Т. Приложе
ния Е ()openeвcr(IOI •.rножестваы. \'. Прr1"1ожения к В-измерюrыч 
фyrrкrrняcr. \'1. Вторая теорема отде.1юrостн. \'11. Порядок эначе
Еrrя В ·пзсrерююr"r функции. \'11 1. Составляющие, ил н конститу
анты СА-шюжествэ. IX. Просктивные к.1ассы функций вы
сказыв~ниi1. вЕ.1ючающrrх пере~rенныс порядr(овьrе типы. Х. Тео
речы [H',1Yiщrrrr. Xl. Фушшrш rс1ассов А и СА. 

464 

489 

§ 40. Вполне н.-r~овершенные а другие сингупярные пространсТJЗа 523 

1. Вполне нссовершенные пространства. 11. Пространства заве
до~ю пераой Еатегории. 111. /.-пространства. IV. Отображения. 
\'. Свойеню //. \'1. сr-пространстuа. \'11. \'·пространства, сосре· 
доточенные пространства, свойство С. Vl 11. Связь со свойствои 
Бэра п узко:11 ошс.1е. IX. Связь У-прост~ зrrстз с общей теорией 
1\li!о:-кес-гв. 

ДОБАВЛЕНИЕ 543 

1. Не1шторьrе прrиоження топологии к матеыатическоii логпке. 
А. 1Vlr•стовский 543 

11. О прi1.1!JЖепиях топологии к функциональному анализу. Р. Си-
корский 548 

Л и т е р а т у р а 552 

Предметный указате.r.ь 

Именной указатель 

580 
584 
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