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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Естественно представить современную теорию множеств 

в нескольких книгах, каждая из которых посвящена одному из 

ее разделов, пользующихся в наши дни повышенным интересом. 

Каждый из разделов должен излагаться на уровне, который не 

требует от читателя специальной подготовки. Эта небалыпая 

книга является введением в один из таких разделов - дес'К:рuп­

тивную дина.ми'К:у, которая интенсивно развивается в последние 

10-15 лет. Этот раздел можно рассматривать как область де­
скриптивной теории множеств. В нем, если сказать буквально в 

два слова, изучаются отношения э'К:вивалентности. Казалось 

бы, что можно сказать о столь простом объекте, как отношение 

эквивалентности нанекотором множестве? 

В первом приближении дескриптивная динамика изучает 

ф·актормножества, которые получаются с помощью борелевских 

и аналитических отношений эквивалентности на полных сепара­

бельных топологических пространствах. С точки зрения класси­

ческой дескриптивной теории множеств, здесь возникает, пер­

вым из наиболее интересных, вопрос о сравнении мощностей 

двух возникающих фактормножеств. Если говорить об обыч­

ной мощности, то все множества вида Х/Е, где Е - борелев­

екое или аналитическое отношение эквивалентности на полном 

сепарабельном пространстве 'Ж., имеют мощность не выше, чем 

с, и точнее: ровно мощность с отрезка [О, 1] вещественных чи­
сел, или первую несчетную мощность N1, счетную или конечную 
мощности. Три последних случая вырожденные. Любое множе­

ство в таком пространстве 'Ж. называется точе'Ч/Нъt.м. Разумеется, 

мощность вещественной прямой IR равна с, так как существу1от 
инъекции IR в [О, 1] и [О, 1] в IR. 
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Более содержательная картина возникает из определения бо­

релевской мощности 1 , которое отличается от обычного понятия 
мощности только тем, что при сравнении мощностей двух точеч­

ных множеств или их фактормножеств рассматриваются только 

борелевекие отображения. Неожиданности возникают уже в са­

мых простых примерах. Серпинекий [67] еще в 1910-х гг. обнару­
жил, что не существует борелевекой инъекции классов эквива­

лентности Витали в IR, так что, если обозначить Vit отношение 
Витали на IR, то борелевекая мощность фактормножества IR/Vit 
строго больше, чем мощность прямой IR. Здесь, конечно, нужно 
уточнить, какие отображения вида IR/Vit ~ IR называются бо­
релевскими. Первая мысль, которая здесь приходит, - назвать 

борелевскими те отображения этого вида, которые являются та­

ковыми в фактортопологии пространства IR/Vit -не годится. 
Дело в том, что в книге рассматриваются отношения эквива­

лентности, которые типично приводят к плохой фактортополо­

гии. Например, в случае IR/Vi t она состоит из двух множеств: 
пустого множества 0 и всего пространства, см. § 1.4. 

Еще большие борелевекие мощности получаются из других 

отношений эквивалентности: например, в случае IRrN /со, где от­
ношение со определяется на бесконечных последовательностях 

вещественных чисел с помощью действия аддитивной группы 

соответствующего банахова пространства, т. е. как стремление 

к нулю покоординатных разностей двух последовательностей. 

Так возникают фактормножества, борелевекие мощности кото­

рых даже несравнимы между собой, что, конечно, невозможно 

для канторовых мощностей. 

Главное содержание книги - доказательства результатов о 

борелевских мощностях фактормножеств, и изложение весьма 

тонких методов, разработанных с этой целью. 

Глава 1 начинается с объяснения, почему и в каком смысле 
отношение эквивалентности Витали имеет строго больше клас­

сов эквивалентности, чем количество точек в отрезке [О, 1] ве­

щественных чисел. Затем вводится центральное определение бо­

релевской сводимости <в одного отношения эквивалентности 

1 Заметим, что это понятие может применяться только в ситуациях, ко­
гда определены борелевекие отображения. Это гораздо более частная ситу­

ация, чем общее понятие мощности множества по Кантору. 
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к другому, выражающее то, что первое из них имеет не боль­

ше классов эквивалентности, чем второе, т. е. борелевекая мощ­

ность первого фактормножества меньше или равна борелевекой 

мощности второго фактормножества. Здесь вводятся и соответ­

ствующие понятие двусторонней борелевекой сводимости ""в, 

которое означает равенство борелевских мощностей фактормно­

жеств, и понятие строгой борелевекой сводимости <в . Таким 
образом, изучение борелевских мощностей фактормножеств сво­

дится к изучению структуры семейства фактормножеств, взято­

го вместе с с отношением борелевекой сводимости <в. 

Затем рассматриваются два обычных способа определить от­

ношение эквивалентности. При первом способе оно определяется 

как равенство двух множеств с точностью до фиксированного 

идеала <<маленьких>> множеств. Этот способ рассматривается в 

главе 2. Если берется тривиальный идеал, состоящий из одно­
го пустого множества 0, то получается обычное равенство мно­
жеств из данного пространства. Если берется простейший нетри­

виальный идеал Fin всех конечных подмножеств натурального 
ряда (N, то получается отношение Ео в пространстве 2rN - равен­
ство двух последовательностей с точностью до конечного числа 

их координат. Кстати, оно борелевеки эквивалентно отношению 

Витали, т. е. оба эти отношения имеют в борелевеком смысле 

равное число классов эквивалентности. Здесь вводятся отноше­

ния эквивалентности Е1, Е2, Ез, которые имеют строго больше 

классов эквивалентности, чем Ео, но между собой несравнимые, 

и также интересное отношение Zo, по рождаемое идеалом мно­
жеств с нулевой плотностью. 

При втором способе отношение эквивалентности определяет­

ся как принадлежиость к одной орбите действия группы. Этот 

способ рассматривается в главе 3. Здесь рассматриваются топо­
логические группы и их непрерывные действия и реже группы 

со структурой борелевских множеств и их борелевекие действия. 

Многие важные отношения эквивалентности образуются таким 

способом - в этом смысле нами употребляется введенное Кехри­

сом [55] выражение <<дескриптивная динамика>>, как название 
направления в дескриптивной теории множеств. Может быть, 

было бы точнее говорить о <<дескриптивной кинематике>>, но та­

кой термин нигде не употребляется. 
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Отношение, порожденное идеалом, можно рассматривать как 

индуцированное действием ~-группы этого идеала, т. е. тем же 

идеалом с симметрической разностью д двух множеств в ро­

ли групповой операции. В главе 3 рассматриваются и другие 
примеры: действие счетных групп, действие сдвига, действие 

аддитивных групп банаховых пространств. Все они относятся к 

наиболее простым полъсх:и.м действиям. 2 Например, таковы дей­
ствия счетных групп гомеоморфизмами данного пространства, 

поскольку любая счетная группа <<полизируется>> - становится 

польской, если рассматривать в ней дискретную топологию. 

Глава 4 содержит развернутое введение в главную задачу 
нашей книги - изложение результатов по борелевекой своди­

мости таких важных борелевских отношений эквивалентности, 

как упомянутые отношения Ei, i == О, 1, 2, 3, отношение Zo, уни­
версальное счетное отношение эквивалентности Е00 , отношения 

fP и со, индуцированные действиями банаховых пространств, 

и ряд других. Основные результаты о борелевекой сводимости 

приведены в диаграмме на с. 56. Доказательства одних резуль­
татов требуют лишь аккуратного применения соображений, свя­

занных с топологией и комбинаторикой таких пространств, как 

вещественная прямая IR, бэравекое пространство [N rN, и канторов 
дисконтинуум 2rN. Доказательства других результатов оказыва­
ются весьма тонкими. К числу последних относится теорема До­

герти-Хъерта о взаимной сводимости отношений эквивалентно­

сти вида f.P. Эти результаты собраны в главе 5. 
Еще более сложные результаты, требующие применения спе­

циальных методов, приводятся в следующих главах 6-10. 
В частности, в них устанавливается Ео <в Е00 и доказатель­

ство опирается на теорию счетных и гиперконечных отношений 

эквивалентности. Напомним, что c~Ltemнъt.м называется отноше­

ние эквивалентности, у которого каждый класс эквивалентности 

не более чем счетен. Счетные отношения эквивалентности ха­

рактеризуются как орбитальные эквивалентности польских дей-

2 Напомниl'л, что польсх;им называется топологическое пространство, го­
меоморфное какому-то полному сепарабельному метрическому простран­

ству. Соответственно польсх;ой группой называется топологическая группа 

с польским носителем. Полъсх;им действием называется непрерывное дей­

ствие польской группы на польском пространстве. 
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ствий счетных групп. Например, отношение Витали порожда­

ется действием аддитивной группы Q на (R. Счетные отноше­

ния эквивалентности, и в особенности их подкласс, известный 

как гиперконечные отношения эквивалентности,. были nредме­

том многих исследований, начиная с 1970-х годов, и особенно в 

последние 10-15 лет. Результаты, характеризующие :rиперконеч­
ные отношения эквивалентности, рассматриваются в главе 6. 

Особую роль в частично упорядоченном множестве борелен­

ских отношениий эквивалентности играет отношение Et. Оно 
служит границей между <<полизируемыми>> отношениями экви­

валентности, т. е. такими, которые можно индуцировать поль­

ским действием, и всеми другими отношениями эквивалентно­

сти. Среди идеалов аналогичным свойством обладает идеал J'i., 
порождающий отношение Е1 . Эти вопросы рассматриваiО'Т'СЯ в 

главе 7. 
В главе 8 для исследования борелевекой сводимости подроб­

нее .. рассматривается действие группы 800 всех перестановок на­

турального ряда [N. Также в главе 8 рассматривается отноше­
ние изоморфизма двух математических структур. Отношения 

эквивалентности, индуцированные польскими действиями груп­

пы 800 , борелевеки сводятся к отношению изоморф н ости подхо­

дящих счетных объектов, так что здесь речь идет об отношени­

ях, которые допускают х:лассифих:ацию с'Чеmны.ми структу­

рами. 

В главе 9 вводится понятие турбулентного действия поль­
ских групп, которое определяется в терминах топологических 

свойств орбит. Исследования последних лет показали, что та­

кие отношения эквивалентности, несравнимы в частично упоря­

доченном множестве борелевекой сводимости с теми, которые 

порождаются польскими действиями группы S00 • Из этого вы­

текают новые результаты о борелевекой несводимости. 

Наконец, в последней главе 10 излагаются приложения так 
называемых с0-равенств. Это особый класс отношений эквива­
лентностii, похожих на отношение со, который содержит явно 

определяемую континуальную по мощности совокупность попар­

но несравнимых отношений эквивалентности. 

Книга, не претендуя на полный охват этой бурно развива­

ющейся области, задуrvrана как введение, описываiоiцее харак-
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тер проблем, методов, результатов и приложений в этой обла­

сти. Книга ориентирована на математиков (студентов, аспиран­

тов, научных работников), знакомых с основами анализа, теории 

функций и топологии в объеме первого курса университета. 

Для понимания доказательств более сложных результатов, 

в частности, связанных с теорией турбулентности, необходимо 

еще знакомство с основами метода вЬiнуждения Коэна ( форсин­
га) и самый минимальный запас сведений из теории множеств. 

Чтобы сделать эти доказательства более доступными, книга со­

держит дополнения А-Е. В дополнении А говорится несколько 

слов об общей теории множеств. В дополнениях Б-Е приводят­

ся определения и утверждения из дескриптивной теории мно­

жеств, которые часто используются в доказательствах и каса­

ются свойств борелевских множеств в польских пространствах 

и метода вынуждения Коэна для таких пространств. 

Авторы благодарны рецензентам книги А. М. Вершику и 

Н. А. Кузнецову за ценные замечания и предложения, большин­

ство из которых учтено в окончательном тексте. К сожалению, 

время, которым располагали авторы, не позволило расширить 

книгу за счет обсуждения родственных проблем эргодической 

теории - здесь авторы ограничились иллюстративными заме­

чаниями. 

Одновременно с этой книгой В. Г. Кановеем закончена подго­

товка электронной монографии [47], ориентированной на специа­
листов по теории множеств, в которой некоторые из рассмотрен­

ных здесь вопросов излагаются в более общих предположениях. 

Работа авторов над книгой была частично поддержана гран­

тами: 

В. Г. Кановея - РФФИ 03-01-00757 и 06-01-00608, 
В. А. Любецкого- РФФИ 07-01-00445, МНТЦ 2766 и ФЦНТП 

37.053.11.0061. 
Авторы посвящают книгу своим родителям. 



1. СКОЛЬКО КЛАССОВ 
ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ ИМЕЕТ 
ОТНОШЕНИЕ ВИТАЛИ? 

Напомним определение: два вещественных числа х, у Е IR 
эх:вивалентнъt по Витали, если их разность х- у является ра­

циональным числом. Отсюда возникает отношение эквивалент­

ности, обозначаемое Vit, так что х Vit у, если х- у Е Q. Клас­
сы Vi t-эквивалентности [x]vit = {у Е IR : х Vi t у} вещественных 
чисел являются орбитами действия аддитивной группы рацио­

нальных чисел Q на IR, т. е. [x]vit = х + Q. 

Возникает вопрос: какова мощность фактормноже­

ства IR /Vi t, состоящего из всех классов эквивалент­
ности [x]vit, х Е IR? 

Этот вопрос впервые прямо сформулировал Л узин [61] и ра­
нее в несколько иной плоскости Серпинекий [67]. 

1.1. Ответ из капторовой теории множеств 

Следующая очень простая теорема дает ответ на этот вопрос 

с точки зрения канторавой теории множеств. Мощность конти­

нуума определяется как обычно: с = 2No = card IR = card 2rN = 

= card [О, 1], где [О, 1] - замкнутый единичный интервал, мно­

жество всех вещественных чисел от О до 1. 

Теорема 1.1. Мощностъ .множества IR/Vit в точности равна 
.мощности х:онтинуу.ма. 

Доказательство. Частъ 1. Для доказательства card (IR/Vit) < 
< с выберем по одному элементу в каждом классе [x]vit, и пусть 
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Х - множество таким образом выбранных элементов. Мощно­

стиХ и IR/Vit совпадают: в самом деле, отображение х ~ [x]vit 
явля€тся биекцией Хна IR/Vit. В то же время cardX < с, так 
как Х - подмножество вещественной прямой IR. 

Частъ 2: доказываем с < card (IR/Vit). Здесь использует­
ся следующая лемма. Напомним, что совершенным называется 

непустое, топологически замкнутое и не имеющее изолирован­

ных точек множество- в любом топологическом пространстве. 

В данном случае в пространстве IR. 

Лемма 1.2. Существует совершенное подмножество Р еди­
нu~Ltного отрезх:а [О, 1] из попарно Vi t-неэх:вивалентнъtх эле­

ментов. 

Лемма влечет искомый результат. В самом деле, каждое со­

вершенное подмножество IR имеет мощность континуума (см., 
например, теорему 1 на с. 140 книги П. С. Александрова [1]), так 
что card Р = с. С другой стороны, разные элементы Р принад­

лежат разным Vit-классам, и поэтому с= cardP < card IR/Vit, 
что и требовалось. 

Доказательство (лемма). Каждое число О < х < 1 допус­
кает единственное представление в виде х = Lk 1 ak2-k, где 
каждое ak = ak(x) есть О или 1 и имеется бесконечно много ко­
эффициентов ak = О. Другими словами, речь идет о двоичном 
разложении числах с недостатком. 

Разобьем множество И'= {n2 : 1 < n} на бесконечное число 
попарно непересекающихся бесконечных же множеств: И' = UU 
uU1 uU2u ... Обозначим через Р множество всех таких чисел 
о< х < 1, что 

1) для всякого k, если ak(x) = 1, то k Е И', 

2) найдется хотя бы один индекс k Е И такой, что ak(x) = 1, 

3) й.т(х) = ak(x) всякий раз, когда k Е И и т Е Uk. 

Заметим, что если числах=/= у принадлежат Р, то ах(т) =/= 
=/= ау(т) для бесконечно многих т, собственно, по крайней мере 
для всех т из пекотарого одного множества Uk, k Е И. А по­
скольку ах (т) =/= ау (т) влечет т Е И', где по определению И' 
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- достаточно разреженное множество в fN, разность у - х лю­

бых двух точек x:f-y в Р иррациональна. Итак, множество Р 
является попарно Vi t-неэквивалентным. 

Наконец, множество Р - совершенное в IR : мы оставим 
несложное доказательство этого положения читателiо. 

D (лемма и теорема) 

1.2. Эффективныеинеэффективные описания 
объектов 

Теорема 1.1 вместе с ее доказательством не исчерпывают все 
аспекты вопроса о мощности фактормножества IR/Vit. А имен­
но, доказательство неравенства с < card (IR/Vi t) эффективно в 
том смысле, что сводится к построению явно описанной непре­

рывной инъекции f : 2tN ---+ IR, множество Р = ran f всех значе­
ний которой (т.е. множество Р леммы 1.2) состоит из попарно 
Vi t-неэквивалентных элементов. Тем самым, явно описывается 
инъекция F: 2tN ---+ (IR/Vit) как F(a) = [f(a)]vit· 

Напротив, доказательство обратного неравенства card (IR/ 
/Vi t) < с хотя и много короче, но неэффективно: оно включает 
использование аксиомы выбора для выбора по одному элемен­

ту в каждом Vi t-классе. Множество Х из доказательства этого 
неравенства не имеет конкретного индивидуального описания, 

и не видно, как такое описание можно получить, например, за 

счет более аккуратного проведения этого доказательства. В слу­

чаях, когда в описании множества используется аксиома выбо­

ра, 1 говорят, что объект (в данном случае множество) описан 
неэффех:тивно. Это относится и к множеству Х из доказатель­

ства теоремы. Когда объект описан без аксиомы выбора, как 

функция f в доказательстве теоремы, говорят, что объект опи­

сан эффех:тивно. 

Таким образом, если связывать понятие мощности лишь с 

эффективно заданными отображениями множеств, теорема 1.1 

1 Обычно исключение делается только для важной с-четной аксиомы 
выбора. 
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решает вопрос о мощности фактормножества IR/Vit только в 
одну сторону, а именно, с< card(IR/Vit). 

Конечно, чтобы ставить вопрос об эффективном существова­

нии объекта в математически точной форме, нужно сначала при­

вести математически точное определение эффективности. Здесь 

возможны разные подходы. Например, в очень широком плане, 

эффективность можно понимать как возможность определить 

объект какой-то формулой теории множеств, содержащей лишь 

ординалы и вещественные числа в качестве параметров опреде­

ления, в этом смысле говорят о RОD-определимости (от real­
ordinal definaЫe) (см. [4] или [5]). Свои понятия эффективности 
разработаны в других областях теории множеств. В обычной 

же математике гораздо удобнее понимать эффективность объ­

екта как его принадлежиость к классу бореленских 2 множеств 
того пространства (или одного из тех пространств), которое есте­

ственно связано с рассматриваемой задачей. 

1.3. Классов Витали строго больше чем континуум 

Вернемся к предмету дискуссии - неравенствумощностей 

card (IR/Vi t) < с, и попробуем найти его <<борелевскую>> форму. 
Напомним, что борелевсrх;ой называется функция, график ко­

торой- борелевекое множество (в произведении соответствую­

щих пространств). Представляется невозможным говорить о бо­

релевской инъекции из IR/Vit в IR потому, что классы Витали 
не образуют разумного топологического пространства. Однако 

можно говорить о борелевских функциях {) : IR ~ IR, которые 
можно поднятъ до IR/Vit, т.е. для которых можно определить 
J'([x]vit) == 'l9(x) для каждого х Е IR. Понятно, что условие инва­
риантности 

\fx,y Е IR (xVity ::::=:} 'l9(x) =={)(у)) (1) 

необходимо и достаточно для корректности определения подня­

тия J, а требование, чтобы :;§была еще и инъекцией из IR/Vi t 
в IR, выражается так: 

2 См. раздел Б дополнения о борелевских множествах и функциях. 
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\f х, у Е IR (х Vi t у ~ 'l9(x) = 'l9(y)). (2) 

Получаем следующий отрицательный результат, основанный 

на трансляционной инвариантности меры Лебега. 

Теорема 1.3. (i) Любая борелевс~а.я фун~ци.я 'l9 : IR ---> IR, удо­

влетворяющая (1), .является почти ~онстантой в то.м С.М'ЫС­
ле, что найдё:тс.я .множество Х С IR полной лебеговой .мер'ы 3 

ma~oe, что 'l9 - ~онстанта на Х. 

(ii) Нет борелевс~их фун~ций 'l9 : IR ---+ IR, удовлетворяю­

щих (2). 

Доказательство. Понятно, что (ii) следует из (i): любое множе­
ство полной меры несчетно, а потому содержит пару Vi t-неэк­
вивалентных элементов. Для доказательства (i), пусть 'l9 - бо­

релевская функция, удовлетворяющая (1). Тогда Xr = {х Е IR: 
19(х) = r}- борелевекое подмножество IR для любого веществен­
ного r. Кроме того, из (1) следует, что каждое Xr Vit-инвариант­
но, т. е. Xr = q+Xr для каждого q Е Q. То же самое справедливо 
и для множеств X<q = Ur<q Xr и X~q = Ur~q Xr. 

Нам нужен следующий факт об инвариантных множествах: 

Утверждение 1.4. Если борелевсrх;ое или хотя бъt из.мери.мое 
поЛебегу .множество Х С IR .является Vi t-инвариант'нъt.м, то 
оно и.меет либо нулевую либо полную .меру Лебега. 

Доказательство. Обозначим через JL(Y) лебегову меру множе­
ства У С IR. Если JL(X) >О, то найдется рациональный интервал 
I такой, что JL(l n Х) = 4е > О. Имеется замкнутое, а тогда и 
компактi-Iое множество F С I n Х такое, что JL(F) > 36'. Мы 
можем накрыть F счетным, а следовательно и конечным в силу 
компактности, объединением И открытых рациональных интер­

валов общей меры JL(И) < 56'. Ясно, что среди этих интервалов 
найдется (о к~айней мере один рациональный интервал J та-

u м FnJ > 3 м(Хn{) > 3 В v · кои, что J.L(J) _ 5 , а потому и J.L(J _ 5 . следствие 1t-
инвариантности Х rv1ожно считать, что J есть интервал вида 

(0, r), где т1 = ~ > О - рациональное число. Тогда, по той же 
инвариантности, JL(X n (0, km) > ~km для любого т Е IN. 

3 В том смысле, что его дополнение СХ = IR " Х имеет нулевую меру. 
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Аналогично, если дополнение Z == !R "Х имеет меру J.L(Z)>O, 
то найдется такое натуральное k', что Jt(X n (0, k'm') > ~k'm' 
для любого m' Е (N. 

Возьмем т == k' и m' = k -тогда для одного и того же интер­
вала I == (0, kk') длины kk' каждое из взаимно дополнительных 
множеств Х, Z имеет меру > ~kk', что является противоречием. 

D (Утверждение) 

Возвращаясь к доказательству теоремы 1.3, мы можем за­
КJiючить из утверждения 1.4, что каждое из множеств Х <q име­
ет либо нулевую либо ПОJiную меру. Поскольку nqEQ х <q == 0 и 
UqEQ X<q==!R, из счетной аддитивности меры следует, что име­
ются X<q нулевой меры и имеются X<q полной меры. Благода­
ря дедекиндовой полноте, найдется вещественное а такое, что 

J.L(X<q) ==О- множество нулевой меры для всех q <а и X<q­
множество полной меры для всех q >а. 

Однако Х<о: == UqEQ, q<r X<q, так что само Х<о: - множе­
ство нулевой меры. По аналогичной причине множество Х ::;о: == 
== ПqEQ, q>r X<q имеет полную меру. Значит, Хо: == Х::;о: "Х<о: 
-также множество полной меры. D 

Итак, согласно пункту (ii) теоремы 1.3 неравенство card(IR/ 
/Vit) < с не может быть подтверждено никаким борелевским 

отображением. Можно заключить, что борелевекая мощность 

фактормножества IR/Vi t строго больше континуума. Заметим, 

что обратноенеравенство с < card (IR/Vit) подтверждается да­
же непрерывной инъекцией из 2tN в IR, см. § 1.2. 

Утверждение (i) теоремы 1.3 относится к элементарной эр­
годической теории; ниже рассматриваются аналоги этого утвер­

ждения для некоторых других отношений эквивалентности. 

Упраж.нение 1.5 (Витали). Трансверсалъю отношения экви­
валентности Е называется любое множество в области Е, пере­

еекающее каждый Е-класс ровно по одной точке. Докажите, 

что отношение Vi t не имеет борелевекой трансверсали, и даже 

трансверсали, IIЗмеримой по Лебегу. 

Ух:азание. Если борелевекое Х С !R является трансверса­
лью для Vit, то отображение 'l9(x) == х', где х' - единствен­
ный элемент пересечения [х]Е n Х, доставляет контрпри1v1ер к 
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теореме 1.3(ii). Чтобы получить прямоенезависимое доказатель­
ство, покажите, что если трансвереаль Х измерима по Лебегу, 

то каждый ее сдвиг Xq = { х + q : х Е Х} измерим и имеет ту же 
r.леру. Однако IR = = UqEQ Xq, а потому Х имеет строго положи­
тельную меру. Пересечение У = Х n [а, Ь] с одним из отрезков 
вещественной прямой также имеет меру ~ > О. Ту же меру ~ 

имеет и любое множество вида Yq = {у+ q: у Е У}. В то же 
время, объединение и= uqEQ, o::;q::;l Yq имеет бесконечную меру 
как бесконечное объединение дизъюнктных множеств одинако­

вой иенулевой меры. Но И является подмножеством интервала 

[а-1,Ь+1]. D 

Упражнение 1.6. Рассмотрите отношение эквивалентности 

Е, определенное на вещественной прямой IR условием: х Е у, если 
разность х - у есть целое число. Если IR/Vit понимать с ал­
гебраической точки зрения как IR/Q, то фактормножество IR/E 
естественно понимается как IR /Z. Докажите, что единичный по­
луинтервал Х = [О, 1) является борелевекой трансверсалью для 
Е. Для каждого вещественного х обозначим через 'l9(x) то един­
ственное число х' Е Х, для которого х- х' -целое. Докажите, 

что 'l9 - борелевекая функция, причем х Е у эквивалентно ра­

венству 'l9 ( х) = 'l9 (у). Выведите, что борелевекая мощность IR /Е 
равна континууму. D 

Отношение Е из 1.6 относится к простейшему типу гладх:их 
отношений эквивалентности среди рассматриваемых дескрип­

тивной динамикой, а внутри него - к более простому подклас­

су отношений, имеющих борелевскую трансверсаль. Отношение 

Витали Vi t относится к более сложному классу гиперх:оне~Ltн'ых 
негладх:их отношений. См. об этом главу 6. 

Упражнение 1.7. Докажите аналоги 1.3, 1.4, 1.5 для катего­
рии вместо меры: например, любое Vit-инвариантное множе­

ство, имеющее свойство Бэра - либо тощее либо котощее. 4 D 

4 Тощими (или синоним: первой категории) называются счетные объеди­
нения нигде не плотных множеств. Котощими называются дополнитель­

ные к тощим множества. 
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1.4. Борелевекая сводимость 

Метод, намеченный в § 1.3 для сравнения борелевекой мощ­
ности фактормножества IR/Vi t и континуума, сразу ведет к во­

просу о том, как сравнивать борелевекие мощности подобных 

фактормножеств между собой. Кстати, континуум IR и 2rN -
также фактормножества по равенству, рассматриваемому как 

отношение эквивалентности. 

Предположим, что 'Ж. и У - два польских пространства -
во многих случаях можно считать, что 'Ж. и У суть полные се­

парабельные метрические пространства. Рассмотрение в книге 

именно категории польских пространств связано как с примени­

мостью в этом случае основных методов дескриптивной теории 

множеств, так и с характером приложений. 

Допустим, что Е и F являются отношениями эквивалентно­
сти на соответственно множествах Х С 'Ж. и У С У. Ниже в каче­

стве областей Х, У рассматриваемых отношений эквивалентно­

сти будут фигурировать, как правило, борелевсх:ие множества 5 , 

а чаще всего сами пространства 'Ж., У. Соответственно, будут рас­

сматриваться главным образом борелевсrх;ие отношения эквива­

лентности, т. е. такие отношения Е, которые являются борелев­

скими множествами как множества пар { (х, у) : х Е у}. Рассмат­
риваются и в том же смысле aнaлumu~Ltecx:ue отношения эквива­

лентности - это более широкий класс, включающий, в частно­

сти, все отношения эквивалентности, индуцированные борелев­

скими действиями борелевских групп. 

5 Конечно, Х и У могут не быть полными пространствами в наследуемой 
метрике. Более того, по метризационной теореме Александрова-Хаусдорфа, 

Х и У метризуемы полной метрикой, если только они являются множества­

ми класса Gь. Однако известно, см. (52), что любое борелевекое множество 
Х польского пространства УА допускает метрику d такую, что: 1) d -
польская метрика, 2) d-топология на Х включает (в смысле включения 
семейства открытых множеств) топологию, наследуемую из УА, 3) d-боре­

левские l\Iножества - те же самые, что и борелевекие подмножества j)( в 

смысле топологии УА. Другими словами, борелевекие множества в польских 

пространствах сами являются польскими пространствами с точки зрения 

их борелевекой структуры (но не топологии или метрики, кроме особых 

случаев). 
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Идея сравнения борелевских мощностей фактормножеств 

Х/Е и Y/F заключена в соотношении (2) на стр. 13. Заменим 
в нем Vit на Е и равенство в правой части на F, и получим 
следующее определение. 

Определение 1.8. Редух:цией отношения эквивалентности Е на 
множестве Х к отношению эквивалентности F на множестве 
У называется любое отображение {) : Х ~ У для которого 
х Е у~ 19(х) F {)(у) для всех х, у Е Х. 

Если, кроме того, Х, У являются борелевскими множества­

ми в каких-то топологических пространствах, то соотношение 

Е <в F (словами: Е борелевсх:и сводится к F) означает, что суще­
ствует борелевекая функция {) : Х ~ У, являющаяся редукцией 
отношения Е к F. О 

Итак, отображение{) : Х ~У- редукция Е к F, если каж­
дый Е-класс [х]Е = {х' Е Х: х Е х'}, х Е Х, целиком отобра­
жается внутрь некоторого F-класса [Y]F, у Е У, причем разные 
Е-классы отображаются в разные F-классы. Другими словами, 

функция {) индуцирует инбе'К:цию J фактормножества Х/Е в 
фактормножество Y/F, определяемую равенством J([x]E) = [Y]F, 
когда 19(х) = у' для какого-то у' Е [Y]F· Таким образом, отобра­
жение {) показывает, что канторова мощность множества Х/Е 
мажорируется канторавой мощностью множества Y/F. А по­
скольку отображение {) предполагается борелевским, то нера­
венство Е <в F мы естественно понимаем в том смысле, что бо­
релевская мощность фактормножестваХ/Е мажорируется боре­

левекой мощностью фактормножества Y/F. В этой связи иногда 
даже пишут Х/Е <в Y/F вместо Е <в F. 

Таким образом, аналогично понятию мощности в канторов­

екай теории множеств, борелевекая мощность фактормножества 

Х/Е не определяется как конкретный математический объект, 

скорее дается конкретное математическое определение того, что 

борелевекая мощность множества Х/Е мажорируется борелев­

екой мощностью У /F -через существование борелевекой редук­
ции{): Х ~У отношения Е к F. 

Предложение 1.9. <в - отношение частичного пор.ядх:а на 

совох:упности всех борелевс'К:их отношений эх:вивалентности Е 
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на борелевсrх;их .множествах полъсх:их пространств, т. е. Е< в Е 

для всех Е и Е <в F <в G влечет Е <в G для всех Е, F, G. 6 

Доказательство. Редукцией Е к caмo:rv1y себе служит ТО)кде­

ственное отображение. Если Е, F, G заданы на борелевских мно­
жествах, соответственно, Х, У, Z, а f : Х ---+ У и g : У ---+ Z -
борелевекие редукции Е к F и F к G, то суперпозиция h(x) = 
== g(f(x)) является редукцией Е к G. Из теории борелевских 
функций известно, что этот класс замкнут относительно супер­

позиций. D 

Несколько слов о возможных альтернативных определениях боре­

левекой сводимости отношений эквивалентности. 

1. Можно было бы попытаться изменить определение, допустив 
многозначную сводимость. Назовем .многозна'Ч/ной реду'К;цuей отноше­

ния эквивалентности Е на множестве Х к отношению F на множестве 
У любое множество R С Х х У, для которого dom R == Х и выполняется 
х Е х' ~ у F у' всякий раз, когда пары (х, у) и (х', у') принадлежат R. 
Такое множество R (а его можно понимать как многозначную функ­
цию из Х в У) также очевидным образом определяет инъективное 

вложение фактормножеств, так что можно было бы определить боре­

левскую сводимость через существование борелевекой многозначной 

редукции. Однако в этом случае предложение 1.9 перестает быть вер­
ным, поскольку суперпозиция двух борелевских многозначных функ­

ций не обязательно будет борелевской! 

2. Более радикальной была бы попытка вообще дать определение 
сводимости в терминах борелевских вложений фактормножеств, не 

обращаясь к борелевским отображениям самих пространств. Следует 

начать с определения борелевекой алгебры для области видаХ/Е, где 
Е - отношение эквивалентности на борелевеком множестве Х поль­

ского пространства ~-

Можно попробовать воспользоваться стандартной фактортополо­

гией в Х/Е, где открытыми являются все множества А С Х/Е, для 
которых И== U А открыто в Х. (Пояснение: множество А состоит 

из классов Е-эквивалентности точек х Е Х, а множество И == U А, 
т. е. объединение всех классов из А, состоит из самих точек. Множе­

ство И, очевидно, Е-инвариантно в Х, т. е. хЕИэквивалентно у Е И 

всякий раз, когда х, у Е Х их Е у.) Этот путь, однако, не примемлем, 

6 Заметим, что <в не удовлетворяет требованию антисимметричности, 
состоящему в том, что если Е <в F и F <в Е, то Е == F, даже если пони­
мать равенство в смысле, например, изоморфизма. В таких случаях иногда 

говорят о частичном предпор.ядх;е, или х;вазипор.ядх;е, а не о порядке. 
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так как во многих важных случаях эта топология, как и основанная 

на ней борелевекая алгебра, оказывается просто тривиальной. Напри­

мер, вещественная прямая IR не имеет открытых Vi t-инвариантных 
множеств, кpolVre пустого и самой [R, соответственно, открытыми в 
фактортопологии [RjVit будут только 0 и IR/Vit. 

3. Другой вариант состоит в прямом определении борелевекой ал­
гебры в XjE. Примем, что борелевскими в в Х/Е являются все мно­
жества А С Х/Е, для которых множество И== U А является борелев­
ским в Х. Эта борелевекая алгебра, например, в [RjVit будет доста­
точно богатой - конечно, много богаче, чем указанная тривиальная 

топология, хотя и всё равно отчасти вырожденной, поскольку инвари­

антные борелевекие множества имеют нулевую либо полную лебегову 

меру по утверждению 1.4. Если задано еще одно фактормножество 
Y/F того же вида, то борелевскую алгебру можно определить и там, 
и кроме того можно дать определение борелевсх;ой фунх;ции как такой 

f: Х/Е ~ Y/F, что множество RJ == {(х,у) Е Х х У: f([x]E) == [Y]F} 
(многозначная функция из Х в У) является борелевским. Таким об­

разом, речь идет о модификации определения из п. 1, с дополнитель­
ным требованием инвариантности R по второму аргументу: если 
(х, у) Е R и у' Е У, у F у', то (х, у') Е R. Приходим, однако, к той 
же проблеме с замкнутостью полученного класса отображений отно­

сительно суперпозиции. 

4. Наконец, вместо борелевских можно рассматривать В-измери­
мые отображения, т. е. такие функции f: Х/Е ~ Y/F, что f-прообраз 
любого борелевекого множества в У /F является борелевским в Х/Е. 
В этом случае проблемы с суперпозицией, очевидно, не возникает. Од­

нако, с другой стороны, не видно и подходящего инструментария для 

работы с таким определением, поскольку свести это определение к ка­

кому-то типу многозначных борелевских функций не удается. Короче, 

и этот альтернативный подход, похоже, ведет в никуда. 

1.5. Двусторонняя сводимость 

Определим несколько производных соотношений между от­

ношениями эквивалентности. Начнем со следующих двух: 

Е "'в F, если Е <в F и F <в Е, - борелевсх:а.я би-своди.мостъ, 

или борелевсrх;а.я эх:вивалентностъ; 

Е <в F, если Е <в F, но не F <в Е, - строгая своди.мос1пъ. 
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Соотношение Е rvв F означает, что фактормножества Х/Е и 
У/ F инъективно вкладываются друг в друга посредством бо­
релевских отображений, так что борелевекие мощности фак­

тор-множеств Х/Е и Y/F призна1отся равными. Соответствен­
но, Е <в F означает строгое неравенство между борелевскими 
мощностями. 

Отметим, что равенство борелевских мощностей определено 

нами через комб:инацию двух противоположных неравенств, а 

не через существование определенного рода биекции, как для 

мощностей в канторовекай теории множеств. Здесь И}\·леет место 

различие с теорией канторовых мощностей. В последней из на­

личия инъекций (взаимно однозначных отобра)кений) f :А~ В 
и g: В~ А по теореме Кантора-Бернштейна следует существо­
вание биекции (3 : А ~ В. Однако в случае, когда А == Х/Е, 
В == Y/F, f == ?Э, g == т, а {) и т являются борелевскими редук­
циями соответственно Е к F и F к Е, доказательство теоремы 
Кантора-Бернштейна, конечно, дает биекцию из Х/Е на Y/F, 
но не приводит к борелевекой биекции Х на У, в обе стороны 

сводящей Е и F друг к другу, т. е. не приводит к борелевекому 
изоморфизму (о котором см. ниже). Упражнение: проанализи­

руйте доказательство теоремы Кантора-Бернштейна в указан­

ном случае. 

Упражнение 1.10. Докажите, что соотношение rvв само явля­
ется отношением эквивалентности. D 

Наряду с rvв, имеется еrп~е и соотношение борелевекого изо­

.морфиз.ма Е rv в F, означа1ощее, что существует борелевекая би­
екция {) : Х ~ У, которая является редукцией Е к F - тогда 
обратная функция {)- 1 : У ~ Х, очевидно, является борелев­
екой редукцией F к Е. Понятно, что Е rvв F влечет Е rvв F, но 
обратное неверно. Например, возьмите Х == {О} с отношением 
О Е О и У== {0, 1} с отношением О F 1. 

Суммируем рассуждеifИЯ в§ 1.1-1.3 в следующем следствии. 

Следствие 1.11. д!R <в Vit строго, где д!R -равенство на IR. 

Доказательство. Неравенство д!R <в Vit фактически установ­
лено доказательством леммы 1.1 (часть 2). А теорема 1.3(ii) по­
казывает, что обратное соотношение не имеет l'леста. D 
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Закончим этот раздел еще I-Iесколькими родственныl\1И опре­

делениями. 

Непреръtвна.я сводимость Е <с F означает, что существует 
непрерывная редукция отношения Е к F. В аналогичном смысле 
понимаются соотношения <с и ""'с . Непрерывная сводимость -
более сильное требование, чем борелевская, но в ряде случаев 

вторая влечет первую, см. теорему 2.12 ниже. 
Соотношение Е Св F означает, что существует борелевекое 

вложение, т. е. взаимно однозначная ( борелевекая) редукция Е 
к F. Следует отметить, что вообще редукция по определению не 
обязана быть взаимно однозначной функцией, хотя она и осу­

ществляет взаимно однозначное отображение на уровне классов 

эквивалентности. Соответственно, Е Lc F означает, что суще­
ствуют непрерывное вложение. 

Наконец, верхний индекс i, добавленный к значку < или С, 
означает, что образ отображения редукции или вложения явля­

ется инвариантным множеством. Здесь, если F - отношение эк­

вивалентности на множестве У, то подмножество У' С У называ­

ется F-инвариантнъt.м, если выполняется [Y]F С У' для любого 
элемента у Е У'. Например, соотношение Е Ck F означает, что 
существует борелевекое инвариантное вложение, т. е. такое вло­

жение {) что его область значений ran {) = { {) ( х) : х Е Х = dom Е} 
является F-инвариантнъt.м множеством. В сущности это означа­

ет, что {) есть борелевекий изоморфизм отношения Е и огра­

ничения F r ran {) отношения F на F-инвариантную часть об­
ласти F. 

Упражнение 1.12. Докажите, что соотношения <с, Ck, и им 
подобные, являются частичными порядками в смысле 1.9. D 

1.6. Сводимость почти всюду 

Подчеркнем, что в определении редукr~ии в 1.8 требуется, 
чтобы эквивалентность х Е у ~ {)(х) F {)(у) была выполнена 
имеi-IНО д.ля всех точек х, у Е Х. Отдельный интерес, в особен­

ности в тех областях l\1атематики, которые связаны с теорией 
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меры, представляет та модификация данного определения, кото­

рая требует, чтобы указанная эквивалентность была выполнена 

для <<почти всех>>, в каком-то конкретном смысле, точек х, у. 

Например, предположим, что на Х задана вероятностная 

.мера f.-L, т. е. требуется, чтобы счетно аддитивная мера f.-L была 

определена на всех бореJтевских подмножествах множества Х и 

удовлетворяла J-L(X) == 1. В этом случае, отображение{) : Х ~У 
называется редух:цией по'Ч,ти всюду отношения эквивалентности 

Е на множестве Х к отношению эквивалентности F на множестве 
У, когда эквивалентность х Е у ~ {)(х) F {)(у) выполнена для 
всех х, у из векоторого множестваХ' С Х полной J-L-меры. 

Если и на У задананекоторая вероятностная мера v, то мож­
но говорить об изо.морфиз.ме по'Ч,ти всюду, т. е. о сохраняющей 

меру (в смысле: переводящей f.-L в v) биекции {) : Х ~ У, для 
которой указанная эквивалентность выполнена для всех х, у из 

векоторого множества полной J-L-меры. 

Этот значительно более широкий класс отображений своди­

мости и порождаемая им структура изучаются в основном в 

рамках эргодической теории, и в рамках настоящей книги, в 

общем, не рассматривается. Впрочем, только для иллюстрации 

тех изменений, к которым в этих вопросах ведет пренебрежение 

множеством меры О, ниже приводится одно замечание в связи с 

теоремой Дая, см. § 6.6. 
Известны и модификации, основанные на определении вы­

полнимости <<почти всюду>> в терминах не меры, а категории. На­

пример, изменим определение редукции так, чтобы эквивалент­

ность х Е у ~ {)(х) F {)(у) требовалась для всех точек х, у из 
векоторого котощего множества. Такие модификации вызыва­

ют относительно меньший интерес, однако они находят опреде­

ленные технические приложения в тех вопросах, которые здесь 

действительно рассматриваются, в частности, для решения неко­

торых проблем борелевекой несводимости в связи с турбулент­

ными действиями групп, см. главу 9. 



2. ИДЕАЛЬI И ОТНОШЕНИЯ 
ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ 

Итак, мы будет заниматься сравнением борелевских J\,IОЩ­

ностей фактор-множеств ~/Е, где Е- борелевекое отношение эк­

вивалентности на каком-то польском пространстве ~- Это срав­

нение, как уже отмечалось выше, производится в терминах бо­

релевской сводимости <в соответствующих отношений эквива­

л:ентности Е. В этой главе выясняется один общий и математиче­

ски важный источник борелевских отношений эквивалентности. 

Рассматривая подмножества какого-то фиксированного мно­

жества А, естественно трактовать множествах, у С А как экви­

валентные, если они мало отличаются друг от друга; мерой отли­

чия служит cu.м.мempu~Ltecx:a.я разностъ х д у= (х" у) U (у" х) 
этих множеств, а мерой малости - принадлежиость к заранее 

выбранному идеалу на А. 

2.1. Отношения эквивалентности, порожденные 
идеалами 

Напомним, что идеалом на множестве А называется всякое 

множество 5 С PJJ(A) 1 , которое содержит пустое множество 0 
и, кроме того, 

1) С-замкнуто, т. е. х Е 5, если х С у и у принадлежит 5, 

2) U-замкнуто, т.е. xUy Е 5, если х и у принадлежат 5. 

Условие С-замкнутости означает, что идеал может служить в 

качестве критерия малости для подмножеств А. 

1 &'(А) = {х: х ~А} есть мnож;ество-степеnь множества А. 



24 Идеалы и отношения эквивалентности 

Обычно рассматриваются только нетривиалънъtе идеалы ~, 

которые содержат все одноэлементные множества {а} С А и не 

содержат само множество А. В этом случае ~ содержит и все 

конечные множества х С А, не содержит ни одного ко-конеч­

ного множества, само А бесконечно и А == U ~. Множество А 
называется областъю нетривиального идеала~. Если А Е ~ 

то, очевидно, ~ == 9(А). 

Определение 2.1. Допустим, что~- идеал над множеством 

А. Отношение эквивалентности E.f на 9(А) определяется усло­
вием: х Е,у у, если симметрическая разность х д у принадле­

жит~. D 

Упражнение 2.2. Докажите, что Ef- отношение эквивалент­

ности. Например, рефлексивность Е . .?' следует из 0 Е ~. D 

Иногда удобнее рассматривать Е . .?' как отношение эквива­

лентности на множестве функций 2А, определенное следующим 
образом: 

f Eyr g, если f д. g Е ~, 

где 

f д g =={а Е А: f(a) =1- g(a)}. 

Переход от области 9 (А) к области 2А осуществляется через 
xapa'X:mepucmu~Ltec'X:ue фун'Х:ции Хх Е 2А множеств х С А. Напом­
ним, что Хх определена условием Хх(а) == 1 при а Е х и Хх(а) ==О 
при а Е А" х. Таким образом, отображение х r--7 Хх является 

биекцией 9(А) на 2А. 
Теперь рассмотрим топологический аспект. Каждое множе­

ство вида 2А можно рассматривать как топологическое про­
странство с топологией произведения. Другими словами, топо­

логия пространства 2А порождена конечными пересечениями 
множеств вида {х Е 2А: х(а) == i}, где а Е А и i == О, 1. То­
гда топологическое пространство 2А компактно, а при счетном 
множестве А, как это и будет всегда ниже, еще и сепарабельное 

полное метрическое, т. е. 2А - полъс'Х:ое пространство. 
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Естественно, и f?JJ(A) становится польским пространством 

с помощью отображения х t---t Хх· Топология f?lJ(A) порожде­

на конечными пересечениями множеств вида { х С А : i Е х} и 
{ х С А : i Е х}, где а Е А. Итак, будем рассматривать борелев­
екие множества в пространствах 2А и f?lJ(A), борелевекие отно­
шения на этих пространствах, их борелевекие редукции. 

Напомним, что тощим (или первой категории) называется 

множество, которое является счетным объединением нигде не 

плотных множеств. Множества, дополнительные к тощим, на­

зываются х:отощи.ми. 

Лемма 2.3. Каждъtй нетривиалънъtй борелевсrх;ий идеал f на 

rN .явл.яетс.я тощим под.множество.м f?lJ ( (N). 

Доказательство. Иначе f станет котощим на одной из непу­

стых базовых окрестностей вида и = { х с rN : и с х л v n х = 0}' 
где и, v С (N - конечные дизъюнктные множества. Для каждой 

точки х Е И положим х = и U ( ( fN 'v) 'х) (дополнение в смысле 
структуры И). Легко видеть, что отображение х t---t х есть гамео­

морфизм множества И на себя, а потому Х = { х : х Е f n И} 
- снова котощее подмножество И. Значит, множества J n И и 
Х имеют общую точку, скажем у = х, где х Е f n И. Тогда 
z = х U у принадлежит J по определению идеала. Однако z, 
очевидно, ко-конечное множество в fN 'v. Само же v также при­
надлежит J из предположения о нетривиальности f. Значит, 

z U v = (N принадлежит J; противоречие. D 

Упражнение 2.4. Пусть f- борелевекий идеал в простран­

стве f?lJ(A). Докажите, что E,yr - борелевекое отношение эквива­

лентности. D 

Сводимость идеалов. Если f, / С f?lJ(rN) - борелевекие 

идеалы, то соотношение Ef <в Е/ между соответствующи­
ми отношениями эквивалентности рассматривается как своего 

рода сводимость между идеалами. Имеются и специальные от­

ношения между идеалами, которые обеспечивают неравенство 

Ef <в Е/ и связаны со структурой идеалов более тесно. Сле­
дующее определение известно как своди.мостъ (или порядок) 
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по Рудин 2 - Елассу: f < RB /, если существует семейство 
{ wi}iErN непустых попарно дизъюнктных конечных множеств 
Wi С fN, ДЛЯ КОТОрОГО UiErN Wi = fN И ВЫПОЛНЯеТСЯ ЭКВИВалент­
НОСТЬ Х Е f ~ Wx = UiEx Wi Е / ДЛЯ всех Х Е f!/J(fN). 
Опустив требование uiEx Wi = rN' получим .модифицирова'Н'Н'Ьtй 
вариант этой сводимости, который обозначим f <~в /. Более 
сильный вариант f <~t / требует в дополнение к f <~в /, 
чтобы множества Wi удовлетворяли условию max Wi < min Wi+l· 

Упражнение 2.5. Пусть f, /-идеалы на rN. Докажите, что 
соотношение f <~в / (самое слабое из трех вариантов) влечет 
EJ <в Е/. D 

2.2. Примеры 

Имеется несколько идеалов, которые часто рассматривают в 

контексте борелевекой сводимости. Для тривиального <<пустого>> 

идеала f = {0} на данном множестве А, очевидно, Е.У = дл. В 
дальнейшем предполагается, что все одноэлементные множества 

{а}, а Е А, принадле)кат f, - тогда, в частности, А = U f. 
Итак, перечислим несколько идеалов: 

• тривиальный идеал {0}, иногда обозначаемый О; 

• Fin = { х С fN : х конечно}, идеал конечных подмножеств 
fN, часто называемый также идеало.м Фреше; 

• f1 == { х С fN 2 
: { k : ( х) k :f- 0} Е Fi n} ; 

• fз == { х С fN 2 
: \f k ( ( х) k Е Fi n) } . 

Здесь ( х) а== { Ь : (а, Ь) Ех} - ce~Lteнue множества х, состоящего из 

пар. 

2 Мэри Эллен Рудин (Rudin), американский математик, женщина, фа­
милия на русском языке не склоняется. Некоторые книги ее му)l<а Уолтера 

Рудина переведены на русский язык и хорошо знакомы отечественным ма­

тематикам. 
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• .J12 = Y{n~l} = { Х С fN: LnEx n~l} < +оо- один из так 
называемых су.м.мируе.мъtх идеалов; 

• .20 = J х С fN : liiiln--->+oo #([О,:) n х) = О} - идеал плот­
ности 'о, 

где #(у) обозначает число элементов в конечном множестве у. 

Идеал f2 является типичным представителем семейства сум­
мируемых идеалов. Каждая последовательность вещественных 

чисел rп > О задает идеал Y{rn} всех множеств х С IN, для ко­
торых LnEx rп < +оо. Все идеалы Y{rn} называются су.м.мируе­
.мъt.ми идеалами. Идеал 20 также принадлежит определенному 
семейству идеалов. О разных семействах идеалов в связи с де­

скриптивной теорией множеств см. книгу Фараха [25]. 

Упражнение 2.6. Докажите, что ~2 С 2Q. 
Указание. Пусть х С IN не принадлежит 2Q. Найдется с> О 

такое, что множество { n: #~xn!o,n~~ > 2с:} бесконечно. Для выво-
да х rJ. f2 строим возрастающую последовательность натураль­
ных чисел по < n1 < n2 < ... , удовлетворяющую ni+l > 2ni и 
#(xn[ni,ni±I)) >е для всех i. 

ni±l-ni 
Докажите, что любой идеал Y{rn} содержит все конечные 

множествах Е f?/J(IN), а при условии {rn} ~О- также и некото­

рые бесконечные множества. Если Ln rп = +оо, то идеал Y{rn} 

не содержит ко-конечных множеств. D 

Из этих идеалов возникают следующие отношения эквива­

лентности: 

• отношение Е{0} на c9(rN) - просто равенство д&(rN) на 
c9(1N); 

• Ео = EFin является отношением эквивалентности на f?/J(IN), 
причем х Ео у, когда х д у Е Fin. 

По другому Е0 можно определить как отношение эквивалентно­
сти на 2tN, заданное условием: а Ео Ь, есЛи a(k) = b(k) для почти 
всех значений k. 3 Изоморфизм между fУJ(fN)-вариантом и 2rN­

вариантом задается отображением множества в его характери­

стическую функцию. 

3 В настоящей книге по-чти все означает <<все кроме конечного числа>>. 
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• Е1 = E,_yr1 является отношением эквивалентности на f!/J(fN х 
х fN), причем хЕ1у, когда (x)k = (Y)k для почти всех зна­
чений k Е IN. 

• Ез = Eyr3 является отношением эквивалентности на f/J(fN х 
х fN), причем х Ез у, когда (x)k Ео (Y)k, V k. 

Аналогично, отношение Е1 можно определить как отношение эк­

вивалентности на пространстве f!/J(fN)tN или даже на (2tN)tN усло­
вием: х Е1 у, если x(k) = y(k) для почти всех (т.е. кроме ко­

нечного числа) k, а отношение Ез -определить как отношение 
эквивалентности на f!/J(fN)tN или на (2tN)rN, условием: х Ез у, 
если x(k) Ео y(k) для всех k. 

• Е2 = Eyr2 есть отношение эквивалентности на f/J(fN), при­
чем х Е2 у, когда ЕkЕхду k~l < оо. 

Вообще, любой суммируемый идеал Y{rn} порождает отно­

шение эквивалентности S{rn} = E.9'{rn} на f/J(IN), определенное 
условием: х S{rn} у, если множество х д. у принадлежит Y{rn}· В 

частном случае rп = n~l получаем идеал 52 и отношение Е2. 

• Zo = Е.2Ъ является отношением эквивалентности на &(fN), 
причем х Zo у, когда limп-+oo #([О, n) n (х д у)) = О. 

n 

Упражнение 2.7. (1) Докажите, что каждый из идеалов Fin, 
51, 52, 5з, 20 является борелевским множеством в f/J(fN), и, 

следовательно, определенные ими отношения эквивалентности 

Ео, Е1, Е2, Ез, Zo являются борелевскими. 

(2) Докажите, что Ео <с Е1, Ео <с Е2, Ео <с Ез, Ео <с Zo. 

Например, для вывода первого соотношения подойдет отоб­

ражение 'ZЭ(х) = х х fN из f/J(fN) в f/J(fN х rN). Для Ез нужно взять 
наоборот, 'l9 ( х) = fN х х. Для Е2 подойдет отображение 'l9 ( х) = { n : 
3k Е x(2k < n < 2k+1)}. D 

Мы увидим ниже, что на самом деле во всех четырех случаях 

из (2) выполняется строгое соотношение <с (а также и <в). 
Отношения Е1, Е2, Ез обладают следующим свойством: 
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Лемма 2.8. Пустъ Е - борелевсrк;ое отношение эх:вивалентно­

сти на борелевсх:о.м .множестве Х полъсх:ого пространства 'Ж., 

и Е <в Е1. Тогда Е Св Е1 (т.е. посредством взаимно однознач­

ной борелевекой функции). То же для отношений Е2 и Ез 

в.место Е1. 

Доказательство. Мы можем не ограничивая общности пред­

полагать, что 'Ж. = 2tN, поскольку все польские пространства бо­
релевски изоморфны (теорема Б.l(ii) дополнения Б). Рассмат­

риваем Е1 как отношение эквивалентности на (2tN )tN (см. выше). 
Пусть {) : Х ~ (2tN)tN является борелевекой редукцией Е к Е1. 
Определим другую функцию <.р: Х ~ (2tN)tN так, что <.р(х)(О) = х 
и <.p(x)(n + 1) == {)(x)(n) для всех n. Другими словами, понимая 
точки пространства (2tN) tN как бесконечные последовательности 
элементов 2tN, для любого аргумента х Е Х последовательность 
<.р(х) получается присоединением х к последовательности <.р(х) в 

качестве начального члена. Легко видеть, что <.р: Х ~ (2tN)tN -
однозначная, и всё еще борелевекая функция, и она по-прежне­

му сводит Е к Е1. 

Доказательство для Е2 и Ез оставляется в качестве упражне­

ния для читателя; конечно, функцию <.р надо определить из {) 
по-другому. D 

2.3. Идеал конечных множеств и ОТIIошении Е0 

Следующая теорема [43, 62, 73) демонстрирует особую роль 
идеала Fin и порожденного им отношения Ео = EFin· 

Теорема 2.9. Если f - нетривиалънъtй идеал на (N со свой­

ством Бэра в топологии 9(fN), то Ео <в Е,у, и более того, 

Fin <~t f, при~Ltе.м соответствующие попарно дизбюнх:тнъtе 
коне~Ltнъtе .мно:>~сества Wi .можно въtбратъ тах:, ~Ltтобъt их обв­

единение равн.ялосъ (N. 

Доказательство. Идеал f- тощее множество в &(IN) полем­
ме 2.3, так что f = 9(rN) " Пп Dn, где все множества Dn от­
крыты и плотны в 9(rN) и Dn С Dn+l для каждого n. 



30 Идеалы и отношения эквивалентности 

Лемма 2.10. Существует последователъностъ чисел О ==по < 
< n1 < n2 < ... , и .множества Si С [ni, ni+l) для всех i, для 
'Х:ОтОр'ЫХ nри любо.м Х Е &lJ(fN) равенство Х П [ni,ni+l) == Si 
влetttem, х Е Di. 

Множества типа Si в этой лемме называются стабилизато­
рами. 

Доказательство (лемма). Построение по индукции. Допу­

стиl\.1, что ni уже определено, и определим ni+l· Возьмем какое­
то множество и С [О, ni)· 

Иэ открытости и плотности Di следует, что найдутся число 
n>ni и множество s С [ni, n), для I<оторых: равенство x·n[O, n) == 
== и U s влечет х Е Di. Возьмем какое-то другое множество 
и' С [0, ni)· По той же причине найдутся число n' > n и множе­
ство s' С [ni,n'), ДJIЯ которых s'n[ni,n) == s и xn[O,n') == и'Us' 
влечет х Е Di. Продолжая эту конструкцию, т. е. перебир·ая по 
очереди все множества и С [О, ni), получим в результате число, 
скажем, т> n и множество t С [п, т) такие, что для каждого 
и С [О, ni) выполнено: х n [О, т) == и U t влечет х Е Di. Теперь 
возьмем ni+l ==т и Si == t, и индуктивный шаг выполнен. 

D (лемма) 

Возвращаясь к доказательству теоремы, отметим, что соглас­

но выбору множеств Dn любое объединение беск(}нечFiого числа 
стабилизаторов sk не принадлежит J. Отсюда легко получается 
Fin <~: f. Остается накрыть множества sk попарно непересе­
кающимися конечными множествами Wk, объединение кото­

рых равно fN. D 

Несмотря на этот результат, отношение эквивалентности 

Eo==Efin не является <в-минимальным среди борелевских отно­
шений эквивалентности. Простейший контрпример доставляет 

равенство. Обозначим через дх равенство на множестве Х, рас­

сматриваемое как отноrпение эквивалентности на Х. Понятно, 

что дх -- борелевекое отношение эквивалентности в случае, ко­

гда само Х- борелевекое множество в польском пространстве. 

Мы увидим ниже, что отношение D == д.9(1N) равенства на 9(rN) 
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удовлетворяет строгому неравенству D <в Ео. И оно не пораж­
дается никаким нетривиальным идеалом. 4 

Упражнение 2.11. Пусть W -не более, чем счетное множе­
ство, содержащее не менее двух элементов. Определим отноше­

ние E~W) на WfN условием: х E~W) у, если x(k) = y(k) для всех 
значений k Е (N кроме конечного их числа. Сравните с определе­

нием 2rN-варианта Ео выше. Можно сказать, что E~W) является 
WrN-вариантом отношения Ео = Е~2). 

Докажите, что Ео ""в E~W). 
Указание. В нетривиальну1о сторону, для доказательства, 

скажем, неравенства EЪrN) <в Ео, сопоставим каждой то"t.Iке 
х Е fNrN точку х Е 2rN, определенную так, что x(2n(2k+1)-1) = 1, 
когда x(n) = k- для всех n, k Е fN. Проверьте, что отображение 

х r--7 х есть борелевекая редукция E~rN) к Ео. D 

2.4. Непрерывная сводимость идеалов 

Следующая теорема Джаста [44]-Луво [59] показывает, что 
борелевекая сводимость <в отношений, порожденных идеалами, 

в ряде важных случаев влечет и непрерывную сводимость <с. 

Теорема 2.12. Если f - борелевсrх;ий идеал на счетно.м .мно­

жестве А, Е - отношение эх:вивалентности на полъсх:о.м про­

сrпранстве ~ и E~;t <в Е, то Е . .?' <с (Е х Е), и х:ро.ме того, 

найдется .множество Х С А, Х rJ. f тах:ое, чrno E . .?"rx <с Е, 
где f r Х = f n 9(Х). 

Здесь Е х Е - отношение эквивалентности на 'Ж. х 'Ж., опре­

деленное условием: (х, у) и (х', у') эквиваJiентны, если выполня­

ется х Е х' и у Е у'. Заметим, что соотношение Е х Е <с Е име­
ет место для значительного числа отношений эквивалентности 

Е. В этом случае 'Fеорему можно усилить, заменив неравенство 

Е . .?' <с Е х Е неравенством E.;t <с Е. 
4 Разумеется, отношение д9(1N) порождается идеалом, состоящим из од­

ного пустого множества, но по определению мы считае:l'л этот идеал триви­

альным. 
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Доказательство. Предположим А== fN. Пусть{): 9(fN) ~ ~­
борелевекая редукция Е.Р' к Е. Тогда {) непрерывна на некотором 
плотном Gь-множестве D == Пi Di С 9(rN), где все Di открытые 
и плотные и Di+l С Di. 

Применив лемму 2.10 в этой ситуации, мы получаем после­
довательность чисел О == по < n1 < n2 < ... , и множества Si С 
С [ni, ni+l) для всех i, для которых при любомхЕ 9(fN) равен­
ство х n [ni, ni+l) == si влечет х Е Di. 

Теперь положим 

No == Ui [n2i, n2i+l), N1 == Ui [n2i+l, n2i+2), 

So == u B2i, sl == u B2i+l· 
i i 

Далее, пусть fo(x) == (х n No) U S1 и !1(х) = (х n N1) U So. Это 
непрерывные функции 9(fN) ~ 9(fN), чьи области значений­
множества 

Хо == {х С fN: х n N1 == S1} и Х1 = {х С fN: х n No == So}, 

замкнутые и удовлетворяющие условию Хо U Х 1 С D в силу вы­
бора чисел ni и множеств Si· Поэтому функции {)о(х) == {)(fo(x)) 
и {)1(х) == {)(fl(x)) непрерывны. 

Наконец, для любых х, у С fN соотношение х ~ у Е ~ равно­
сильно условию: множества 

fo(x) д fo(Y) = (х д у) n No и f1(x) д f1(y) = (х д у) n N1 

принадлежат идеалу J, а значит и тому, что одновремен­

но {)о(х) Е{)о(у) и {)l(x) E{)l(y). Таким образом, непрерывная 
функция т(х) == ({)о(х), {)1(х)) доказывает Е.Р' <с Е х Е. 

Для вывода второго утверждения теоремы, возьмем в каче­

стве Х то из множеств No и N1, которое не принадлежит иде­
алу J (или любое из них, если не принадлежат оба). Пусть, 

для определенности, Х == No fj_ J. Как и выше, для любых 
х,у С Х 11ы имеем хду = fo(x)~fo(y). Таким образом, непре­
рывная функция {)о(х) = {)(fo(x)) доказывает E~rx <с Е. D 
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2.5. Сумма и произведение Фубини для идеалов 

Известно несколько операций, с помощью которых из одних 

идеалов можно получать другие. Среди них пересечение и объ­

единение (если оно дает идеал) идеалов на одном и том же мно­

жестве, которые не рассматриваются отдельно из-за их просто­

ты. Рассмотрим операции важные тем, что они позволяют полу­

чать идеалы в определенном смысле более сложные, чем исход­

ные. 

Определение 2.13. Дизбюнrх;тной су.м.мой ~ Е!Э f идеалов 

~, f на множествах соответственно А, В называется идеал, со­

стоящий из всех множеств у С ({О} хА) U ( {1} х В) таких, что 

{аЕА:(О,а)Еу}Е~ и {bEB:(l,b)Ey}Ef. 

Если множества А, В дизъюнктны, то ·идеал f Е!Э f просто изо­

морфен идеалу { х U у : х Е ~ Л у Е f}, который и берется в 
этом случае за определение f Е!Э f. 

Произведением Фубини ~ 0 f идеалов f, f на множествах 

А, В называется идеал, состоящий из всех множеств у С Ах В 

таких, что {а Е А: (У)а rJ: f} Е~- Напомним, что (У)а = {ЬЕВ: 
(а,Ь)Еу}. D 

Мы уже встречались с идеалами, определения которых осно­

ваны на произведении Фубини более простых идеалов. 

Упражнение 2.14. Докажите, что f1 =Fin х О и fз=О х Fin, 
где х обозначает произведение Фубини 0, а О обозначает идеал 
{0} на rN. Здесь Fin х О и Ох Fin являются принятыми обозна­
чениями для этих идеалов. 

Докажите при помощи этих примеров, что произведение Фу­

бини некоммутативно. Докажите, что оно, однако, ассоциа­

тивно. D 

Произведение Фубини является частным случаем следую­

щей более общей операции. Предположим, что f - идеал на 

множестве А и ,.ТJ;ЛЯ всякого а Е А задан идеал /а на множе­

стве Ва. Через ЕаЕА /а/ f обозначим идеал Ж на множестве 
С= {(а, Ь): а Е А ЛЬ Е Ва}, определенный так, что любое мно­

жество у С С принадлежит Ж, если {а Е А: (У)а rJ: /а} Е f. 
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Упражнение 2.15. Покажите, что произведение двух идеалов 
50/ совпадает с ЕаЕА /а 1 5, где /а = / для всех аЕ ... 4. D 

Используя эти операции, можно построить последователь­

ность идеалов Fr ~, ~ < w1 , ( обобщенн'ые идеал'ы Фреше) на счет­

ных множествах А~ следующим образом: Fro = Fin; Fr~+l = 
= Fin 0 Fr~ для всех ~<w1; и если ординал Л<w1 предельный, 
то Frл=Е~<Л Fr~ 1 Finл, где Finл обозначает идеал конечных 
подмножеств множества Л = { ~ : ~ < Л}. Некоторые приложе­
ния этой трансфинитной последовательности идеалов рассмат­

риваются в §4.2. 



3. ДЕЙСТВИЯ ГРУПП 
И ОТНОШЕНИЯ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ 

Действие группы относится к числу центральных понятий 

многих разделов математики. В дескриптивной теории мно­

жеств действия групп и борелевекая сводимость индуцирован­

ных ими отношений эквивалентности интенсивно изучаются с 

начала 1990-х годов, а некоторые близкие вопросы рассматрива­

лись в рамках эргодической теории начиная с 1970-х, в частных 

случаях по крайней мере с 1950-х годов. 

3.1. Отношения, индуцированные действиями 
групп 

Напомним, что действием группы G на множестве 'Ж. на­

зывается любое отображение а : G х 'Ж. ~ ~, обозначаемое 

a(g,x) = g·x, для которого g·(h·x) = (gh)·x. Для любого g Е G 
отображение х t---t g · х является биекцией 'Ж. на себя, а отображе­

ние х t---t g-1·x- обратной биекцией. Пара ('Ж.; а) и также само 
'Ж. называется G-пространство.м. 

Из определения вытекает е· х = х для всех х, где е - ней­

тральный элемент группы G. Действие называется свободнъt.м, 
если для любого х и любого g Е G, g :f- е, выполнено g·x =1- х. 

Орбиталъное отношение эквивалентности Е~ = Е~ на 'Ж. 
определяется условием: х Е~ у, если существует g Е G, для кото­
рого у= g·x. Об этом отношении говорят, что оно индуцируется 
действием а группъt G на 'Ж.. Таким образом, Е~-классы- то же 
самое, что и G-орбитъt данного действия, т. е. множества вида 

[х]~ = [х]~ == [х]Ех == [х]Ех =={у: 3g Е G (g·x ==у)}. 
4J а 
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Произвольные действия абстрактных групп на каких-томно­

жествах трудно изучать методами дескриптивной теории мно­

жеств. Ограничиваясь объектами, изучаемыми в дескриптивной 

теории, приходим к следующему определению. 

Определение 3.1. (а) Полъсrх;ой группой называется группа, 

множество элементов которой является польским пространст­

вом, а групповая операция и обращение непрерывны. Ворелев­

с'К:ой группой называется группа, множество элементов которой 

- борелевекое множество в польском пространстве, а операции 

являются борелевскими функциями. 

(б) Борелевекая группа полизируе.ма, если существует поль­

ская топология на множестве ее элементов, которая порождает 

те же борелевекие множества, что и исходная топология, и в 

ней группа является польской. Борелевекое действие борелев­

екой группы полизируе.мо, если для группы существует полизи­

рующая топология, в которой ее действие непрерывно. 1 D 

Если пространство '#.. и группа (3 являются польскими, а 

действие а - непрерывным как функция двух аргументов, то 

действие называется полъсrх;и.м, а ('#..;а) и, неформально, само 

пространство '#.. называются полъсrх;и.м G-пространством. В этом 
случае при любом g Е (3 отображение х ~ g · х - гомеоморфизм 

'#.. на себя. 
Если '/..., G, а- борелевские, то ('/...;а) и также само '/... назы­

вается борелевсх:и.м G-пространством. 

Достаточно трудное доказательство следующей теоремы 

можно найти в книге [17, 5.2.1]. 

Теорема 3.2. Предположим, 'Что (3 - полъсх:ая группа и ('/...; а) 
- борелевсх:ое О-пространство. Тогда '#.. допусrх;ает полъсх:ую 

топологию, 'К:оmорая порождает те же борелевсх:ие .множе­

ства, что и исходная топология, и в ней действие .является 

полъсrх;и.м. D 

Таким образом, любое борелевекое действие польской груп­

пы превращается в ее польское действие. 

1 Если действие непрерывно в смысле исходной топологии на группе, то 
оно остается непрерывным и в более сильной топологии. 
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Что можно сказать о дескриптивном типе индуцированных 

отношений эквивалентности ? Даже польские действия приво­
дят к, вообще говоря, неборелевским отношениям эквивалент­

ности. Напомним, что аналити'Чесrх;и.ми .множествами называ­

ются непрерывные образы борелевских множеств. В польских 

пространствах это более широкий класс, чем класс борелевских 

множеств. 

Теорема 3.3. Если (~; а) - борелевсrх;ое О-пространство (со­

ответственно, G - борелевсrх;ая группа ) , то индуцированное 
отношение Е~ - аналити'Ческое, инъt.ми слова.ми, :Ei, .множе­
ство в пространстве '/... х Х. 

Доказательство. В сделанных предположениях множество 

Р = {(x,y,g): х,у Е'/... Лg Е G Л a(g,x) =у} 

является борелевским в пространстве '/... х Х х G. С другой сто­
роны, Е~ = { (х, у): 3g ( (х, у, g) Е Р} - проекция множества Р. 
Но проекции являются непрерывным образами, чт6 и приводит 

здесь к классу аналитических множеств. О 

Исследования последних лет показали, что топологические 

(например, компактность и локальная компактность) и чисто ал­

гебраические (например, абелевость) свойства группы G влияют 
на свойства индуцированных отношений Е~ в контексте неравен­
ства <в . Например, локальная компактность польской группы 
влечет, что все отношения эквивалентности, индуцированные ее 

польскими (а тогда и борелевскими) действиями- борелевские, 

см. [17]. 

3.2. Примеры 

Простейшим примером отношения эквивалентности, индуци­

рованным действием группы, является равенство д~ на поль­

ском пространстве Х. Понятно, что оно индуцируется тривиаль­

ной группой {е}, состоящей из одного нейтрального элемента е, 

если определить ее действие как е· х == х для всех х Е ~. 
Рассмотрим менее тривиальные примеры. 
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Пример 3.4. Отношение эквивалентности Витали Vit индуци­
руется действие.м сдвига аддитивной группы рациональных чи­

сел Q на вещественной прямой IR, определенным через a(q, х) = 
= q + х. Это- свободное действие, так как из q + х == х следует 
q ==о. 

Упражнение: покажите, что это действие является польским 

при условии, что на Q введена дискретная топология 2 -как и 
всякое вообще действие любой счетной дискретной (а потому и 

польской) группы гомеоморфизмами пространства. D 

Пример 3.5. Kattoнu'Чecx:oe или действие сдвига группы (3 на 

множестве xv, где Х - любое множество, 3 определяется равен­
ством (g·x)(f) = x(g-1 f) для всех х Е ХС3 и f, g Е G. Если Х 
-польское пространство, G- счетная дискретная группа и Xf3 
имеет топологию произведения, то указанное действие является 

польским. Отношение эквивалентности на ХС3, индуцированное 
этим действием, обозначается через E(G, Х). 

Хорошим примерам является действие сдвига аддитивной 

группы Z целых чисел на пространстве 'Ж.z, где 'Ж. - польское 
пространство. Тогда '#..z состоит из всех бесконечных в обе сторо­
ны последовательностей а=={ ai}iEz={ ... , а-2, a_l, ао, а1, а2, ... } 
точек ai Е 'Ж., и каждое z Е l. преобразует такую последователь­
ность в Ь == {bi}iEZ, где bi = ai-z для всех индексов i Е l.. 

В главе 6 доказывается, что отношения эквивалентности 
вида E(l., Х) ""в-эквивалентны таким отношениям, как Vi t 

и Ео. D 

Упражнение 3.6. Докажите, что действие сдвига группы l. 
на любом множестве xz несвободно, если Х имеет по меньшей 
мере два элемента. Элементы а Е xz, которые удовлетворяют 
условию z ·а = а для пекоторога z Е l. ' {О}, можно характе­
ризовать некоторым свойством периодичности. Сформулируй­

те его. 

2 В этой области все счетные группы рассматриваются, как правило, с 
дискретной топологией независимо от наличия какой-либо иной топологии, 

математически более естественной для данной счетной группы, как напри­

мер интервальная топология для группы Q. Впрочем, действие сдвига Q на 
[R непрерывно и в интервальной топологии, хотя сама группа Q, и вообще 
любая счетная группа, является польской только с дискретной топологией. 

3 Напомним, что множество Х(Э состоит из всех функций из G в Х. 
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Докажите, что это действие является польским, если в l 
рассматривается дискретная топология. D 

Упражнение 3. 7. Допустим, что Х ·- не более, чем счетное 

множество, а G, Н- не более, чем счетные группы, и G- под­

группа или гамаморфный образ Н. Докажите, что Е( G, Х) <в 
<в Е(Н, Х). 4 

Ух:азание. Если G - подгруппа Н, то искомая редукция пе­

реводит всякую точку х Е хс в точку у Е Хн, определенную 
как y(g) == x(g) при g Е G, но y(h) == ~ при h Е Н' G, где 
~ Е Х - фиксированный элемент. Если имеется гомоморфизм 

ер: Н~ G, то y(h) == x(cp(h)). О 

Пример 3.8. Свободная группа F2 с двумя образующими состо­
ит из (конечных) слов, составленных из четырех символов а, Ь, 

а- 1 , ь-l, включая пустое слово Л, несох:рати.мъtх в том смысле, 
что а не может стоять рядом (слева или справа) с а- 1 , и соответ­
ственно Ь не может стоять рядом с ь- 1 . Групповой операцией яв­
ляется конкатенация 5 слов, сопровождаемая последовательны­
ми сокращениями возникающих при конкатенации подслов вида 

аа- 1 , а- 1 а, ьь- 1 , ь- 1 ь. Например, (аЬ- 1 а- 1 )(аЬЬа- 1 ) == аьа- 1 . Пу­

стое слово является, конечно, нейтральным элементом. 

Действие сдвига группы F2 на компактном польском про­
странстве 2F2 (оно состоит из всех функций х : F2 ~ 2 == 
== {О, 1}) определяется как указано в примере 3.5, т. е. равен­
ством (w·x)(u) == x(w-1u) для всех w, и Е F2 и х Е 2F2 • Это 
действие - польское (топология группы F2 дискретна) по той 
же причине, что и в примере 3.4. 

Индуцированное этим действием отношение эквивалентно­

сти на 2F2 обозначается через Е00 • Таким образом, для х, у Е 2F2 

выполняется х Е00 у, когда х = w·y для некоторого w Е F2. Это 
действие неевободно по той же причине, что в упражнении 3.6 
для действия сдвига группы l. Не так просто определить свобод­
ное действие группы F2 на каком-либо польском пространстве­
оно будет построено посредством липшицевых гомеоморфизмов 

пространства 2tN, см. теорему 6.27. D 

4 Книга [17] содержит гораздо более сильные результаты о редукции дей­
ствий групп к действиям надгрупп или гомоморфных прообразов. 

5 Т. е. последовательное записывание одного слова за другим. 
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Как и всякое отношение эквивалентности, индуцированное 

действием счетной группы, отношение Е00 принадлежит к се­
мейству отношений эквивалентности с не более, чем счетными 

классами эквивалентности. Такие отношения называются с~Ltет­

'Н'ы.ми. 6 К этому типу относится, например, отношение Витали. 
Но отношение Е00 занимает особое место в этом семействе: оно 
является <в-наибольшим отношением среди всех борелевских 

счетных отношений эквивалентности, т. е. если Е - такое отно­

шение, то Е< Е00 , см. теорему 6.24. 

3.3. Каноническое действие идеала 

Любой идеал f С f?lJ(rN) является группой с симметрической 
разностью д в роли групповой операции. В самом деле, если х, 

у Е f, то х д у Е f поскольку х д у С х U у Е f. Определим 

'Х:анони~Ltес'Х:ое действие, или д-действие идеала f или, точнее, 

группы (&IJ(rN); д.) на 9trN) так: g·x = g д х для g Е f и 

х Е 9(rN). Это действие свободно: х = w·x влечет w = хдх = 0, 
где 0 - нейтральный элемент. Если ~ - борелевекий идеал в 

обычной польской топологии на 9(rN), то группа (9(fN); д) -
борелевская, а ее д.-действие на &IJ(rN) непрерывно в польской 
топологии 9(rN). 

Таким образом, отношения эквивалентности, порожденные 

идеалами по одному из способов, указанных в § 2.1, относятся к 
орбитальным отношениям. Отметим, что группа (&IJ(fN); д) яв­
ляется польской даже в случае, если f - множество класса G ь в 
9(rN). Это следует из теоремы метризации Александрова- Хау­

сдорфа, согласно которой Gь-множества польских пространств 

метризуются полной метрикой. Более того, д-группа идеала по­

лизируема для значительно более широкого, чем Gь, семейства 

идеалов, называемых Р-идеала.ми, см. § 7.2 и теорему 7.12. 

Пример 3.9. д.-действие идеала Fin = &1in(rN) на &IJ(fN) ин­
дуцирует отношение эквивалентности Еа. Группа (Fin; д) -

6 Следует иметь в виду, что речь идет здесь отнюдь не о счетности отно­
шения эквивалентности как множества пар. 
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счетная, а потому польская с дискретной топологией. Её дей­

ствие переносится на пространство 21N с помощью характери­
стических функций: если w Е Fin и х Е 21N, то w · х == у Е 21N, где 
y(n) == x(n) при n Е w и y(n) == 1-x(n) при n fj_ w. Это действие 
индуцирует опять-таки отношение Ео, которое, напомним, опре­

делено на 2rN, так что х Ео у, когда множество {n: x(n) # y(n)} 
конечно. D 

Упражнение 3.10. Найдите <<полизирующие>> топологии для 

идеалов f2, JРз, .,2Q. См. доказательство теоремы 9.5 относитель­
но идеала f2. D 

Идеал f1 не является полизируемым, см. главу 7. 
Мы увидим, что отношение Ео на c9(1N) или на 21N имеет 

много общего с эквивалентностью Витали Vi t на вещественных 
числах IR, в частности, Ео rv8 Vi t, однако обычно с Ео проще ра­
ботать. Сравните следующее упражнение с результатами о Vi t 
в главе 1. 

Упражнение 3.11. Докажите следующие утверждения: 
(1) Ео не имеет борелевекой трансверсали; 

(2) всякое Ео-инвариантное, т. е. х Е Х Л х Ео у влечет у Е Х, 
борелевекое множество Х С 21N является либо тощим либо 
котощим, а также имеет либо меру О либо меру 1 в смысле 
однородной вероятностной меры на пространстве 21N; 

(3) выполняется д21N <в Ео; 

( 4) нет такого борелевекого идеала Jf, для которого д21N rv8 Ef; 
(5) Ео индуцируется польским действием группы l целых чи-

сел. 

D 

У~азание к (1)- (3). Следуйте выкладкам из упражнения 1.5 
и доказательств теоремы 1.3, утверждения 1.4, заменив действие 
сдвига группы Q на вещественной прямой д-действием Fin 
на 21N. 

Для доказательства (3) нужно построить совершенное мно­
жество Р С 21N из попарно Ео-неэквивалентных точек. Фикси­
руем перечисление 2<w == { Sn : n Е (N} всех конечных бинарных 
последовательностей, и пусть Ха == { n : Sn С а} для а Е 21N. Все 
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множества вида Ха бесконечны, но имеют конечные попарные 

пересечения. Таким образом, Р = {Ха : а Е 21N} - совершенное 
(докажите) попарно Ео-неэквивалентное множество в f/J(fN). Пе­
рейдя к характеристическим функциям, получим такое же мно­

жество в 21N. 
Для доказательства ( 4) используйте (3) вместе с теоремой 2.9. 
Для (5). Определите действие группы l на х Е 21N так, что 

если х = 11N - последовательность из одних единиц, то 1 . х = oiN 
- последовательность из одних нулей, а иначе берем наимень­

ший номер k, для которого x(k) = О, и полагаем (1·x)(k) = 1 
и (1·x)(j) == О для всех j < k, но (1·x)(j) = x(j) для всех 
j > k. Это действие- польское, и называется oдo.мempu~Ltecrx;u.м, 

а его орбиты совпадают с Ео-классами, за исключением того, что 

классы эквивалентности [OIN]Eo и [1IN]Eo сливаются в одну орби­
ту. Это, конечно, легко исправить, подкорректировав действие 

только на счетном множестве [OIN]Eo U [1IN]E0 , но тогда действие 
перестает быть польским. Правильная польская модификация 

одаметрического действия группы l на 21N, индуцирующая Ео, 
указана в [19]. 

3.4. Действия банаховых пространств 

Здесь возникают несколько отношений эквивалентности, ин­

дуцированных естественным действием аддитивных групп бана­

ховых пространств. В частности, следующих пространств, хоро­

шо известных из учебников по функциональному анализу, для 

которых указаны соответствующие нормы: 

1 

где р > 1 и llxiiP = (Еп lx(n)IP)J;, 

l 00 = {х Е IRIN: sup lx(n)l < оо}, llxlloo = sup lx(n)l; 
n n 

со== {х Е IRIN : limx(n) = 0}, 
n 

llxll = sup lx(n)l; 
n 
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а также 

с= {х Е IRIN: limx(n) существует и конечен}, 
n 

llxll == sup lx(n)l. 
n 

Здесь IR IN - множество всех функций вида х : fN ~ IR, т. е. мно­
жество всех бесконечных последовательностей вещественных 

чисел из IR. 

Упражнение 3.12. Докажите или найдите доказательства в 
учебниках по анализу, что перечис.ленные пространства банахо­

вы, т. е. линейные с покомпонентными операциями на последо­

вательностях, и полные, причем I!,P, со, с сепарабельные, а l 00 

несепарабельное. D 

Каждое из этих пространств является подгруппой аддитив­

ной группы IRIN с покомпонентным сложением. Мы рассматрива­
ем группу IRIN с обычной топологией произведения и она являет­
ся польской. 

Упражнение 3.13. Докажите, что топологии, индуцирован­
ные на этих пространствах указанными метриками, строго силь­

нее наследственной топологии из IRIN, а потому аддитивные груп­
пы этих пространств не являются топологическими подгруппа­

ми аддитивной группы IRIN. И также: аддитивные группы этих 
пространств являются борелевсrх;и.ми подгруппами IRIN - в том 
смысле, что их борелевекие подмножества в точности совпадают 

с борелевскими подмножествами наследственной топологии. 

Указанные польские топологии в I!,P, с, с0 (кроме несепара­
бельного пространства l 00

) сильнее наследственной топологии 
из IRIN. D 

Каждое из этих четырех банаховых пространств естествен­

ным образом индуцирует борелевекое отношение эквивалент­

ности на IR IN, обозначаемое соответственно I!,P, /!,00
, с0 , с. На­

пример, для х, у Е IRIN соотношение х fP у имеет место, если 
L:k lx(k)- y(k)IP < +оо. Другими словами, имеется отношение 
эквивалентности, индуцированное действием аддитивной груп­

пы I!,P на IRIN с помощью покомпонентного сложения: если g Е fP 

их Е IRIN, то (g·x)(n) == g(n) + x(n) для всех n. 
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в главе 5 будет доказано, что /!,1 
I"'..JB Е2, Со rvв Zo, и fP <в .eq 

при 1 < р < q. 

Упражнение 3.14. Докажите, что эти действия аддитивных 
групп пространств J!,P, с, со непрерывные, и в силу результата 

3.13 польские. D 

3.5. Действие группы перестановок 

Группа 8 00 всех перестановак натурального ряда fN, т. е. всех 
биекций fN на себя, с суперпозицией о в качестве групповой 

операции, является, очевидно, Gь-множеством в бэравеком про­

странстве fNrN. По метризационной теореме Александрова-Хау­
сдорфа, это польская группа. 

Упражнение 3.15. Полную метрику на 8 00 , совместимую с 

польской топологией, наследственной из fNrN, определим как 
D(x, у) = d(x, у) + d(x- 1 , y-l ), где d - стандартная польская 
метрика на fNrN, т. е. d(x, у) = 2-m-l, где т есть наимень­
шее число, для которого x(m) =/=- y(m). Докажите, что эта 

метрика не является инвариантной ни слева, т. е. не все­

гда D(x,y) = D(zox,zoy), ни справа, т.е. не всегда D(x,y) = 
=D(xoz,yoz). D 

Группа 8 00 вообще не имеет ни одной хотя бы односторонне 

инвариантной метрики, совместимой с ее топологией, см. [17, 
1.5]. 

Изучение действий группы 8 00 и ее замкнутых подгрупп -
самостоятельная тема в дескриптивной динамике, ей посвящена 

глава 8. Рассмотрим связь 8 00 с важным отношением эквива­

лентности. 

Определение 3.16. Отношение эквивалентности Т2 определя­
ется на пространстве (INrN)rN всех функций х : fN ~ fNrN так, что 
х Т2 у, если множества ranx = {x(n): n Е fN} и аналогичное 
ran у совпадают. Иными словами, 

Vk~l(x(k)=y(l)) и \/l~k(x(k)=y(l)). D 
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Отношение Т 2 часто называют равенством с~Ltетнъtх .мно­

жеств вещественнъtх 'Чисел, понимая под вещественными чис­

лами точки из fN rN, как это принято в современной дескриптив­
ной теории множеств. И вот почему. Каждое не более чем счет­

ное подмножество Х, 0 # Х С (INrN)rN, можно отождествить с 
соответствующим классом эквивалентности в ( fN rN) rN /Т 2, т. е. с 
классом всех функций х, для которых ranx = Х. Таким обра­
зом, множество &IJctы(INrN) = {Х С (rNrN)rN: О < cardX < No} 
всех не пустых и не более чем счетных Х С ( fN rN) rN отождеств­
ляется с фактор-множеством ( rN rN) rN /Т 2 польского пространства 
(INrN)rN. Это представление вызывает интерес в связи с тем, что 
нет разумного способа превратить само &IJctы(rNrN) в польское 
пространство. 

Непосредственно индуцировать отношение Т 2 польским дей­

ствием затруднительно. С другой стороны, можно определить 

действие группы S00 на (INrN)rN так: если f Е S00 их Е (rNrN)IN, то 
у= f ·х также принадлежит (INrN)IN и y(f(n)) = x(n) для всех n. 

Упражнение 3.17. Докажите, что это действие группы S00 на 

(INrN)rN польское. D 

Индуцированное этим действием группы S00 отношение эк­

вивалентности на (rNrN)rN обозначим, по общему правилу, через 
(tNN)N (INN)N 

Е8оо • Другими словами, х Е8оо у означает, что у Е (rNrN)rN 

получается из последовательности х Е (INrN)rN перестановкой ее 
(INN)N 

членов. Понятно, что хЕ8оо у влечет хТ2у, но обратное невер-

но: возьмите х, у Е (rNrN)rN так, что x(k) # x(n) при k # n, и 
выполняется у(О) = y(l) = х(О) и y(n + 1) = x(n) для всех n. 
Таким образом, непосредственно отношение Т 2 не совпадает с 

отношением, индуцированным указанным действием S00 • Одна­

ко имеет место 

(INN)N 
Предложение 3.18. Е8оо "'в Т2. 

(tNN )N 
Доказательство. Для доказательства Т 2 <в Е8оо рассмот-

рим функцию {) : (rNIN)rN ---+ (INrN)rN, определенную так, что 
19(x)(2n(2m + 1) - 1) - x(n) для всех m, n. Таким образом, 
ranx = ran {)(х), но у = 19(х) (функция из rN в rNrN) принимает 
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каждое свое значение бесконечное число раз. На области всех тa­
(tNrN)IN 

к их у отношения Т 2 и Е sOCJ очевидно совпадают, так что х Т 2 у 
(rNIN)IN (rN!N)IN 

равносильно 'ZЭ(х) E5 0CJ {)(у), т.е. {) - редукция Т2 к E5 0CJ • 

Борелевость (даже непрерывность) легко проверяется. 

Построим обратную редукциiо. Если а Е rNtN и k Е rN то опре­
делим kла Е rNrN через (kла)(О) = k и (kлa)(n + 1) = a(n) для 
всех n. Теперь пусть х Е (rNtN)tN. Определим у = т(х) Е (rNtN)tN 

так. Возьмем любой индекс n. Значение y(n) будет зависеть не 
только от х(п), но и от числа Sn тех индексов п', для которых 

х(п') = х(п). (sn - или конечное число > 1 или No, бесконеч­
ность.) Именно, если sn = k Е (N то полагаем y(n) = kлx(n). 
Если же Sn = No то пусть y(n) = олх(п). Нетрудно проверить, 

(rNIN)!N 
что т - редукция Е sOCJ к Т 2. D 

3.6. Борелевость орбит 

Как говорилось, отношение Е~ не обязательно является бо­
релевским даже для польских действий. Однако во многих важ­

ных и достаточно общих случаях оно оказывается борелевским 

отношением. Например, когда G - счетная группа и действие бо­

релевское. Еще один пример необходимой борелевости Е~ обра­
зуют д-действия борелевских идеалов f С f/J(rN) на~ = f/J(rN), 
когда отношение E~(rN) = EJ" является борелевским, потому что 
х E~(tN) у эквивалентно х д у Е f. Несколько не столь три­
виальных случаев борелевости индуцированных отношений Е~ 
указаны в [17, гл. 7]. Например, достаточное условие борелево­
сти действия - все орбиты являются борелевскими множества­

ми ограниченного ранга [17, 7.1.1]. Однако орбиты борелевских 
действий польских групп - всегда борелевекие множества, хотя 

прямая оценка множества, данная в доказательстве теоремы 3.3, 
дает только его аналитичность. 

Теорема 3.19. Если G - полъсх:а.я группа и (~;а) -- борелев­

сх:ое G-пространство, то все Е~ -х:лассъt - борелевсх:ие .множе­
ства. 
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Доказательство. Согласно теореме 3.2 можно считать, что 
действие непрерывно. Тогда стабилизатор Gx = {g : g · х = х} 
любой точки х Е '#.. - замкнутая подгруппа G. Рассмотрим 
непрерывное действие g · h = gh этой подгруппы Gx на G. Через 
F обозначим индуцированное отношение эквивалентности на {3. 

Каждый F-класс [g]F = g Gx- сдвиг Gx, т. е. замкнутое подмно­
жество G. С другой стороны, F-насыщение [U]F любого откры­
того множоотва 6 С G само открыто. Далее, см. лемма 6.3(iv), 
мы покажем, что в этом случае F имеет борелевскую трансвер­
саль S С G. Однако g t---t g·x является борелевекой биекцией 
борелевекого множества S на [х]Е, следовательно, [х]Е -также 
борелевекое множество по следствию Г.4. 7 D 

Из этой теоремы вытекает, что не все аналитические отноше­

ния эквивалентности индуцируются борелевскими действиями 

польских групп. Например, рассмотрим неборелевское аналити­

ческое множество Х С IN rN и определим отношение эквивалент­
ности: х Е у, когда х = у или х, у Е Х. Получим аналитическое 
отношение эквивалентности с неборелевским классом Х. 

В качестве приложения приведем результат Скотта [66], ко­
торый в свое время решил проблему, стоявшую с 1930-х годов. 

Теорема 3.20. Для вс.ях:ого с'Четного пор.ядх:ового типа т, .мно­
жество Хт всех .множеств х С Q, упор.ядо'Ченнъtх естествен­
нъt.м пор.ядх:о.м рационалънъtх 'Чисел по типу т,- борелевсrх;ое. 

Заметим: в случае, если т - вполне упорядоченный тип, т. е. 

т - некоторый ординал ~ < w1, то борелевость довольно лег­
ко доказывается трансфинитной индукцией по ~, - что было 

доказано в самые первые годы развития дескриптивной теории 

множеств. 

Доказательство (набросок). Группа (3 всех сохраняющих по­

рядок биекций f : Q ~ Q с суперпозицией в качестве операции 
является, как легко проверить, Gь-множеством в пространстве 

QQ. Последнее рассматривается с топологией про изведения, счи­
тая топологию Q дискретной, так что в сущности это бэравекое 
пространство IN IN. По метризационной теореме Александрова -

7 Альтернативное доказательство этой теоремы см. в Кекрис (52, 9.17). 
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Хаусдорфа (3- польская группа в подходящей метрике, пораж­

дающей ту же топологию. 

Определим польское действие (3 на пространстве ~ == f?/J(Q) 
с топологией канторова дисконтинуума 2Q так: f ·х = {f(q): 
q Е х }. Множества Хт из условия этой теоремы не являются, во­
обще говоря, орбитами этого действия. (Упражнение: приведите 

контрпримеры.) Чтобы исправить это, рассмотрим подпростран­

ство 1У всех х Е ~, которые, как подмножества Q, замкнуты в 
интервальной топологии Q и обладают свойством: если р < q, 
р, q- элементы множества { -оо} U х U { +оо }, то интервал (р, q) 
в Q содержит бесконечно много чисел из Q. 

'Упражнение 3.21. Докажите, что 1У - замкнутое подмноже­

ство ~' инвариантное относительно действия G, и орбиты (3 на 

1У в точности совпадают с множествами вида Qт n 1У. 
Постройте борелевскую функцию{) : ~ ~ 1У такую, что х и 

{)(х) имеют один и тот же порядковый тип для любого х Е~- D 

Теперь не составляет труда закончить доказательство тео­

ремы 3.20. Именно, вс~ множества вида Qт n 1У оказываются 
борелевскими по теореме 3.19, но само Qт является прооб­

разом борелевекого множества Qт n 1У при борелевеком же 

отображении {). О (теорема 3.20) 



4. СТРУКТУРА БОРЕЛЕВСКОЙ 
СВОДИМОСТИ И КЛЮЧЕВЬIЕ 

ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ 

Мы познакомились с приемами, которые позволяют опреде­

лить отношение эквивалентности, и с некоторыми специальны­

ми отношениями вроде Ei, i = о, 1, 2, 3, Есхн Zo, J!,P, Со, т2. в 

этой главе рассмотрим структуру борелевских отношений экви­

валентности с отношением <в в качестве отношения частично­

го порядка (см. предложение 1.9.) Затем остановимся на месте 
упомянутых ключевых отношений в этой структуре. Начнем с 

определения нескольких операций над отношениями эквивалент­

ности. 

4.1. Операции над отношениями эквивалентности 

Аналогично случаю идеалов из одних отношений эквивалент­

ности можно получать другие, в принципе более сложные, с по­

мощью некоторых операций. Ограничимся счетными случаями 

этих операций, так как в несчетном случае они могут вывести 

за пределы семейства борелевских множеств и отношений. Это 

операции: 

( ol) С'Чеmное обl'>единение (если результат является отношени­

ем эквивалентности - например, в случае объединения 

возрастающей цепочки) и с'Чеmное пересе'Чение отношений 

эквивалентности на одном множестве. 

( о2) С'Чеmное произведение Е = ПаЕ А F а отношений эквива­
лентности Fa на множествах Ха, где индексное множество 
А счетно, т. е. отношение эквивалентности на множестве 

ПаЕАХа, определенное так, что хЕу, если х(а) Fay(a) для 
всех а Е А. 
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( о3) Счетное произведение Фубини (ультрапроизведение) 

ПаЕ А F а / 5 отношений эквивалентности F а на множе­
ствах Ха по модулю идеала ~ на счетном индексном 

множестве А, т. е. отношение эквивалентности на множе­

стве Па Ха, определенное так, что х Е у, если множество 

{а Е А : -, ·( х( а) F а у( а))} принадлежит §. Оно совпадает 

с ПаЕА Fa, если f- тривиальный идеал {0}. 

( о4) Счетная степенъ отношения эквивалентности Е на множе­
стве Х, т. е. отношение эквивалентности Е+ на XIN, опре­
деленное так, что х Е+ у, если {[x(k)]E: k Е fN} == {[y(k)]E: 
k Е fN}, Иными словами, если 

\/k~l (x(k) Ey(l)) и \/l ~k (x(k) Ey(l)). 

Таким образом, классы эквивалентности отношения Е+ -
это в сущности непустые и не более чем счетные множе­

ства классов Е-эквивалентности. Отсюда и название этой 

операции. 

Упражнение 4.1. Докажите следующее. 

(1) Отношения эквивалентности д.~(IN)' т.е. равенство на 
множестве f/J(IN), и Ео борелевеки изоморфны с помощью боре­
левекого изоморфизма их областей соответственно с отношения­

ми д2tN и д21N /Fin, где степень tN означает произведение счетно­
го числа копий отношения д2, т. е. равенства на двухэлементном 

множестве 2 == {0, 1}, в смысле операций о2 или о3. 

(2) Отношения Е1 и Ез борелевеки изоморфны соответ­
ственно отношениям дЭt'(tN) IN /Fin, т. е. ( д2rN )rN /Fin, и EotN, т. е. 
(д21N /Fin)IN. Таким образом, в данном случае перестановка опе­
раций tN и tN /Fin приводит к изменению результата. 

(3) Отношение Т 2 из § 3.5 тождественно отношению дiNrN + и 
борелевеки изоморфно отношению д&(tN) +. D 

Таким образом, некоторые из ранее рассмотренных отноше­

ний эквивалентности можно представить как значения этих опе­

раций над совсем тривиальным отношением равенства на двух­

элементном множестве. 
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Упражнение 4.2. Докажите следующее. 

(1) Каждая из четырех операций преобразует отношения эк­
вивалентности снова в отношения эквивалентности, и, кроме то­

го, сохраняет борелевость. Для операции о3 при выi1олнении 

дополнительного требования: f - борелевекий идеал. 

(2) Операции о2, о3, о4 ""'в-инвариантны, т. е. переводят ""'в­
эквивалентные отношения в ""'в-эквивалентные. В частности, ес­

ли Е !'"'..~в F, то Е+ !'"'..~в F+. Но для операции ol это неверно. 

(3) Операции ol, о2, оЗ, применеиные к отношениям экви­
валентности вида Ef, приводят к отношениям эквивалентности 
того же вида, и в сущности сводятся к некоторым операциям 

над порождающими идеалами, которые переводят борелевекие 

идеалы снова в борелевекие идеалы. В частности, операция о3 

сводится к операции ЕаЕА /а / f в случае, если F а == Е ,/а для 
всех а. О 

Операция о4 носит иной характер: связь с идеалами теряет­

ся, в частности, для отношения эквивалентности Т 2· Во-первых, 

Т 2 ""'в ~.g;t.J(IN) + согласно 4.1(3), а равенство ~~~(IN) на 9(rN), оче­
видно, тождественно Е{0}' где {0} рассматривается как идеал 
на fN, единственным элементом которого является пустое мно­
жество. В то же время, согласно следствию 9.30 ниже, нет ни 
одного борелевекого идеала f, для которого Т 2 ""'в Е.~. Таким 

образом, операция о4 вывела за пределы борелевских отноше­

ний эквивалентности вида Ef. 

Имеется еще одна операция с отношениями эквивалентности, 

полезная в случае, когда требуется объединить некоторую сово­

купность отношений эквивалентности, не смешивая их области. 

{ о5) Дuзбюнrх;тное оббединение Е = V аЕА F а отношений экви-
валентности Fa на множествах Ха, т.е. отношение эквива­
лентности на множестве и = UaEA ( {а} х Ха), определенное 
так, что (а, х) Е (Ь, у), если а == Ь и х Fa у. Если при этом 
Ха наделены топологической структурой, то топология на 

UaEA ( {а} х Ха) порождается множествами вида {а} х и, 
где и С Ха открытое. 

Если множества Ха попарно дизъюнктны и топологически от­

крыты в Х' = Ua Ха, то можно в сущности с тем же резуJiьта-
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том определить Е = VaEA Fa на Х' так, что х Е у, когда точки 
х, у принадлежат одному и тому же множеству Ха их Fa у. 

Замечание 4.3. Однако операция о5 сводится к произведению 
о2. В самом деле, произвольно выбрав элемент хь в каждом их 

множеств Хь, определим редукцию {) : и ~ У = ПаЕАХа отно­
шения VaEA Fa к ПаЕА Fa так: если (а, х) Е и, то у= {)(а, х) Е У, 
у(а) = х и у(Ь) = хь для любого Ь Е А, Ь =1 а. Если все Ха и Fa 
- борелевские, то редукция{) также является борелевской. D 

4.2. Борелевекая сводимость 

Следуя Луво [59], обозначим через BOREQ множество всех бо­
релевских отношений эквивалентности на польских простран­

ствах. Что можно сказать о частично упорядоченном множестве 

(BOREQ; <в)? 
Например, является ли этот порядок линейным, т. е. любые 

два отношения Е, F из BOREQ <в-сравнимы? Отрицательный от­
вет на этот вопрос был известен уже в конце 1980-х. В частности, 

Джаст [45] доказал, что отношения Е2 и Zo <в-несравнимы друг 
с другом, а затем в [44] доказал существование в (BOREQ; <в) 
антицепей, т. е. совокупностей из попарно <в-несравнимых от­

ношений, сколь угодно большого х:оне~Ltного размера, состоящих 

из конечных произведений Фубини отношений Ео и Е2. 1 

Много более сильный результат в этом направлении, полу­

ченный Луво и Величковичем в [60], изложен ниже в главе 10. 
Обозначим через С* включение по модулю конечного множе­

ства, т. е. х С* у означает, что разность х ' у конечна. Тео­

рема 10.15 доказывает, что частично упорядоченное множество 
(&IJ(rN); С*) допускает порядковое вложение в (BOREQ; <в), т. е. 
имеется функция{) : 9(1N) ~ BOREQ, для которой х С* у эквива­
лентно {)(х) <в iJ(y) для всех х, у Е &IJ(rN). Отсюда следует, что 
в BOREQ имеются как антицепи континуальной мощности, так 
и строго возрастающие и строго убывающие цепи, т. е. линейно 

1 Более подробно о ранних работах в этой области см. в [51). 
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<в-упорядоченные подмножества длины w1. Просто потому, что 

этими свойствами обладает структура (9(rN); С*). 
Строго возрастающие w1-цепи в BOREQ были построены еще 

раньше у Фридмана и Стенли [29], которые итерировали опера­
цию счетной степени о4 из § 4.1. Следующее определение изла­
гает их конструкцию. 

Определение 4.4. Определим трансфинитную последователь­
ность отношений эквивалентности Т €, ~ < w1 следующим об­

разом. 2 Положим То = дtN, равенство на rN. Далее, положим 
т€+1 = т€ +для всех~· Если А< Wl -предельный ординал, то 
положим Тл = V€<Л Т€. D 

Оказалось, что последовательность отношений Т~ строго 

<в-возрастающая (в сущности, Е <в Е+ для любого борелев­
екого отношения эквивалентности Е с более, чем одним клас­

сом эквивалентности), и даже является неограни'Ченной в классе 

BOREQ : не существует борелевекого отношения Е, для которого 
Т€ <в Е для всех~· Отсюда следует и отсутствие <в-максималь­

ных элементов в решетке BOREQ. 

Упражнение 4.5. Обозначим D€ область отношения Т~. Опре­
делите D€ индукцией по ~ и покажите, что каждое D€ - поль­

ское пространство. О 

Другая возрастающая неограниченная последовательность 

борелевских отношений эквивалентности была построена Луво 

в [59] на основе последовательности идеалов Фреше Fr€ из § 2.5. 
Оказывается, что эти идеалы являются борелевскими, причем 

их борелевекие ранги 3 монотонно стремятся к w1 , как доказа­
но в [18]. Отсюда следует, что последовательность отношений 
F€ = EFr{ является <в-неограниченной среди всех борелевских 

отношениий эквивалентности. В самом деле, пусть, напротив, Е 

- борелевекое отношение эквивалентности и F€ <в Е для всех 
~·Тогда по теореме 2.12 выполнены и соотношения F€ <с Е х Е. 

2 См. в конце этого раздела о месте ранее определенного отношения Т 2 

в этой трансфинитной последовательности. 
3 Ворелевсх;им рангом борелевекого множества Х называется наимень­

ший ординал ~ < w1 , для которого Х появляется на ~-ом уровне борелев­

екой иерархии. 
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Значит, борелевекие ранги отношений F€ ограничены рангом от­
ношения Е х Е, так как ранг борелевекого множества не увели­

чивается при взятии непрерывного прообраза; противоречие с 

их стремлением к w1. 

Упражнение 4.6. Покажите, что последовательность отноше­
ний F€ альтернативно строится с отношения Fo, по определению 
равного Ео и далее F€+1 = F€tN /Fin и Fл = П€<Л F€ j Finл для 
предельных ординалов А. D 

Более того, существуют не только неограниченные, но и <в­

х:онфиналънъtе w1-последовательности {F€}€<w1 в BOREQ, т.е. до­
полнительно требуется, чтобы любое отношение Е из BOREQ удо­
влетворяло Е <в F€ для какого-то ~- Простое и, видимо, фольк­

лорное чистое доказательство существования такой последова­

тельности без явного ее описания, известно давно. Оно основано 

на определенном выборе борелевских конституант универсаль­

ного аналитического отношения эквивалентности, и приведено, 

например, в [10]. Там же в дано и более сложное, но эффектив­
ное описание такой конфинальной последовательности. 

Недавно удалось прояснить и вопрос о решетке BOREQ, каса­
ющийся положения в ней отношений вида Eyr порожденных бо­
релевскими идеалами f. Согласно следствию 9.30 ниже, не все 
борелевекие отношения эквивалентности порождены идеалами. 

С другой стороны, Розендаль [65] доказал, что для всякого боре­
левекого отношения эквивалентности Е на польском простран­

стве найдется борелевекий идеал f на fN такой, что Е <в Е,_,. 

Это означает, что отношения вида Eyr образуют конфинальное 
семейство в решетке всех борелевских отношений эквивалент­

ности на польских пространствах. На самом деле несмотря на 

конфинальность это достаточно специальное семейство: многие 

вопросы решаются для отношений вида Eyr проще, а полученные 
результаты оказываются сильнее, чем для борелевских отноше­

ний эквивалентности общего вида. 

В заключение скажем несколько слов о связи отношения Т 2 

из определенной выше в этом параграфе последовательности от­

ношений Т€ и отношением эквивалентности Т2 из §3.5. Времен­
но обозначим второе из них через Т~. Следующая лемма пока­

зывает, что оба определения дают, в сущности, один и тот же 

результат с точностью до rvв. 



4.3. Диаграмма сводимостей ключевых отношений эквивалентности 55 

Лемма 4. 7. т 1 "'"'В ~&(IN) и т 2 "'"'В т~. 

Доказательство. По определению, dom Т 1 =fNIN и для всех х, 
yEfNIN выполняется х Т1 у, если ranx = rany. Отображение 
'д(х) = ranx дает Т1 <в ~&(IN)· В обратную сторону, определим 

(З(а) Е rNIN для каждого а Е &IJ(rN) как (единственную) возраста­
ющую биекцию из rN на множество {2n: n Е a}U{2n + 1: n Е rN}. 
Легко видеть, что отображение (З обеспечивает ~&(IN) <в Т 1· 

Итак, т1 I"'..JB ~.~(IN)· Однако по построению т2 тождественно 

Т 1 +, т. е. Т 2 "'"'в ~&(IN) + в силу 4.2(3). С другой стороны, имеем 
т~ "'"'в ~&(IN)+ согласно 4.1(2). Значит, т2 "'"'В т~. о 

4.3. Диаграмма сводимастей ключевых отношений 
эквивалентности 

Среди борелевских отношений эквивалентности, кроме отно­

шений вида Ef, выделяются и другие важные типы отношений, 
например: 

индуцированные польскими действиями, 

индуцированные польскими действиями группы переста­

новок 8 00 , 

индуцированные так называемыми турбулентными дей­

ствиями, которые характеризуются особыми топологиче­

скими свойствами орбит, 

отношения, которые получаются из простейших отноше­

ний эквивалентности операциями из § 4.1 

и другие. Исследования последних 10-15 лет показали, что та­
кие классы борелевских отношений эквивалентности часто на­

ходятся в определенной связи, которая описывается в терминах 

<в-сводимости, с теми конкретными отношениями эквивалент­

ности, которые определены выше. 

Диаграмма на рис. 1 представляет структуру борелевекой 
сводимости между этими ключевыми отношениями эквивалент­

ности. На диаграмме линии означают борелевскую сводимость 
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нижележащих отношений к вышележащим, а их отсутствие -
известную или предполагаемую несводимость. 

Внизу диаграммы указаны мощности: натуральные числа 

n, 1 < n Е fN, счетная мощность No и мощность континуума 
с == 2No. Они отождествляются с отношениями эквивалентности 
равенства на польских пространствах каждой из этих мощно­

стей. Все несчетные польские пространства по теореме Б.l боре­

левеки изоморфны и, в частности, имеют одну и ту же мощность 

с. Поэтому отношение равенства д~ на польских пространствах 

'Ж. полностью характеризуется в <в-структуре (или даже с точ­

ностью до борелевекого изоморфизма между областями отноше­

ний) канторавой мощностью card 'Ж. самих пространств 'Ж., кото­

рая равна любому числу nили No или с. 

граница 

н е-Р 

облает 

? 

( l~n < No) n- /:1{ } - 1,2, ... ,n 

2 == /:1{1,2} 

1 

Zo '"'-~в со 

Со-равенства 

Ез 

Рис. 1. Борелевекая сводимость некоторых отношений 

эквивалентности 
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Упражнение 4.8. Докажите: для любой пары польских про­
странств 'Ж., У, соотношение д'#.. <в д у эквивалентно неравен­

ству card 'Ж. < card У канторовых мощностей. D 

О строгом неравенстве в соотношениид2rN <в Ео см. упраж­

нение 3.11. 
Выше на диаграмме имеем Ео <в Ei, i = 1, 2, 3, см. упражне­

ние 2. 7. А также - Ео <в Е00 , что доказывается более сложно в 

следствии 6.30, вытекающем из теоремы 6.24, по которой вообще 
любое борелевекое счетное (т. е. с не более, чем счетными клас­

сами эквивалентности) отношение эквивалентности борелевеки 

сводится к Е00 • Мы увидим, что на самом деле эти четыре со­

отношения - строгие, т. е. для них имеет место даже <в . Что 
касается соотношений Ео <в Ei, i = 1, 2, 3, то они верны и в 
части строгости (т.е. невозможности rvв) являются следствием 

того факта, что отношения эквивалентности Е1, Е2, Ез попар­

но <в-несравнимы. Что же касается Е00 , строгое соотношение 

Ео <в Е00 будет доказано в главе 6. Несравнимость отношения 
Е00 с Е1 и Ез также будет доказана, а вот <в-несравнимость 
Е00 с Е2 до настоящего времени является открытой проблемой: 
доказано, что Е2 f:в Е00 , а об обратном соотношении ничего не 

известно, см. § 4.4. 
Наконец, еще выше на диаграмме. 

В теореме 5.2 доказывается, что отношение l 00 является <в­

максимальным среди всех отношений эквивалентности класса 

Ка, к которому относятся Е1, Е2, Е00 и каждое из fP. Эквива­

лентности l 1 rvв Е2 и Zo f"Vв со доказываются в леммах 5.10 и 
5.11. 

Борелевекая сводимость Ез к Т 2 и со доказывается в лем­

ме 5.4. Как и всякое борелевекое счетное отношение эквивалент­
ности, Е00 сводится к Т 2 по лемме 5.5. Что касается банаховых 
отношений эквивалентности fP, в теореме 5.14 доказывается, что 
борелевекая сводимость в этом семействе в точности соответ­

ствует значению параметра р. 

Запись <<граница не-Р области>> на диаграмме отделяет се­

мейство отношений эквивалентности, которые уже не могут 

быть индуцированы польским действием. Это деление основано 

на теореме Кехриса и Луво [57] (у нас теорема 7.26) о том, что 
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отношение Е1 борелевеки не сводится ни к какому отношению эк­

вивалентности, индуцированному польским действием, которую 

мы докажем в§ 7.7. Дальнейшие исследования Солецкого [70, 71] 
показали, что, по крайней мере в области борелевских отноше­

ний вида E.;t, отношение Е1 является в определенном смысле ми­
нимальным отношением эквивалентности, не связанным с поль­

скими действиями. Этот вопрос подробнее излагается в главе 7. 
Аналогично Е1, отношения эквивалентности Е2 и Ез зани­

мают важное место в <в-структуре в связи с такими типами 

борелевских отношений эквивалентности, как отношения, инду­

цированные действиями группы перестановак натурального ря­

да 8 00 , отношения, индуцированные турбулентнъt.ми действи­

ями польских групп, или отношения, получаемые в результате 

трансфинитной итерации операций из § 4.1. Об этом говорится 
в главах 8, 9. 

Запись 1 с0-равенства 1 на диаграмме обозначает интересное 
семейство отношений эквивалентности, называемых со-равен­

ствами и отчасти похожих на со - эти отношения рассмотре­

ны в главе 10. Запись 1 счетные 1 указывает на максимальность 
отношения Е00 в классе борелевских счетных отношений экви­
валентности, об этом говорится в главу 6. Знак Ш на диаграмме 
относится к одной перешеиной проблеме, которая упоминается 

в §4.5. 

Несколько слов об области между Ео и Е00 • В силу макси­

мальности Е00 в классе бореленских счетных отношений эквива­
лентности (см. пример 3.8) эта область состоит из всех борелев­
ских неявно счетных (т. е. <в-сводимых к счетным) отношений 

эквивалентности Е. Конечно, кроме тех, которые удовлетворяiот 

соотношению Е <в Ео -это достаточно простая область, исчер­

пывающе описанная в упражнении 4.14. Среди счетныхинеявно 
счетных борелевских отношений эквивалентности имеется мно­

го математически значимых отношений, например, тьюрингова 

эквивалентность на 2tN; подробнее об этом классе говорится в 
главе 6. 

Одно время предполагалась гипотеза из [39] о том, что лю­
бое борелевекое отношение эквивалентности Е, не являющееся 

неявно несчетным, т. е. борелевеки несводимое к Е00 , удовлетво­

ряет неравенству Ei <в Е для по крайней мере одного индекса 



4.4. Несводимость отношений эквивалентности: общий анализ 59 

i == 1, 2, 3. Она была опровергнута контрпримерами, указанны­
ми Фарахам в [26, 24] и Величковичем в [74]. Эти контрпримеры 
относятся к классу отношений эквивалентности, порождаемых 

идеала.ми Цирелъсона. 

В целом диаграмма на рис. 1 дает представление лишь о 
нижней части <в-решетки борелевских отношений эквивалент­

ности. Операции, рассмотренные в §4.1, позволяют строить раз­
нообразные <в-возрастающие трансфинитные цепочки борелев­

ских отношений эквивалентности, естественно, выходящие за 

рамки тех, которые непосредственно показаны на диаграмме. 

Имеются и другие методы построения сложных борелевских от­

ношений эквивалентности, например, рассмотренные в [41] в свя­
зи с потенциальными борелевскими классами. 

4.4. Несводимость отношений эквивалентности: 

общий анализ 

Наиболее интересным вопросом в связи с диаграммой на 

стр. 56 является степень ее полноты по отношению к вопросам 
борелевекой несводимости для отношений, которые не соедине­

ны линиями на диаграмме. Это следующие предположения о 

несводим ости: 

т. е. предположение о том, что Е1 не сводится ни к одному из 

отношений Е2, Т 2, со, и аналогично 

(2) .еоо ~в: El' Е2, Т 2, со; 

(3) Е2 iв: El' Т 2, со; 

(4) Еоо iв: Е1, Е2, со; 

(5) Ез ~в: .еоо. 

' 
(6) т2 ~в: .еоо 

' 
(7) со iв: .еоо 

' 
Три соотношения из группы ( 1) вытекают из упоминавшей­

ся теоремы 7.26 о польских действиях и об отношении Е1, по­
скольку отно1пения эквивалентности Е2, Т 2, со индуцированы 
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польскими действиями согласно результатам 3.14, 3.10, 3.18 в 
предыдущем разделе. 

Соотношение l 00 ~в Е1 в (2) вытекает из Е2 ~в Е1 в (3), 
поскольку Е2 <в l 00

• Три оставшихся соотношения в (2) по ана­
логичной причине следуют из (1) и Е1 <в l 00

• 

Соотношение Е2 ~в Е1 в (3) доказано в § 7.1, следствие 7.4, 
на основе общего анализа структуры идеалов ~, для которых 

Ef <в ~1· Соотношение Е2 ~в Т 2, доказанное ниже в главе 9, 
следствие 9.28, основано на теории турбулентности Хъерта. Со­
отношение Е2 ~в со устанавливается теоремой 5.12. 

Результат (5) составляет содержание леммы 5.6. Из него, 
кстати, следует со ~в l 00 в (7). Второе соотношение Со ~в Т 2 в 
(7) доказано в главе 9 вместе с Е2 ~в Т2 из группы (3). 

Утверждения группы (6) доказаны недавно в [13], однако 
доказательство, использующее форсинг и некоторые другие со­

временные теоретико-множествеиные методы, слишком сложно 

чтобы его можно было бы привести в рамках объема этой кни­

ги. Сейчас мы приведем точную формулировку более частного 

результата Хъёрта [36] для последующих ссылок. 

Теорема 4.9. Отношение Т 2 борелевсх:и не сводится ни х: х:а­

х:ому отношению эrх;вивалентности, индуцированному борелев­

сrх;и.м действием полъсrх;ой группъt, допусrх;ающей инвариантную 

слева метрих:у. 

Следователъно, Т 2 борелевсrх;и не сводится х: борелевсх:и.м 

действиям полъсх:их абелевъtх групп. D 

Например эта теорема применяется к д-действию полизи­

руемых идеалов, и в частности, таких идеалов, как f2, fз, .,20, 
полизируемых согласно результату 3.10. 

Наконец, обратимся к группе (4). Простых и прямых доказа­
тельств соотношения Е00 ~в Е1, кажется, неизвестно. Оно лег­
ко выводится из теоремы 4.15, которую мы не доказываем, см. 
следствие 4.17 ниже. Другое доказательство, основанное на неко­
торых результатах о гиперконечных и счетных отношениях эк­

вивалентности, дается в главе 6, следствие 6.32. Наконец, два 
оставшихся соотношения в ( 4) ведут к вопросам, которые пока 
остаются открытыми. 
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Проблема 4.10. Является ли отношение Е00 борелевеки своди­
мым к Со? к i.1 или, что равносильно, Е2 или к любому другому 
из отношений f.P? D 

В связи с первой частью проблемы отметим, что более силь­

ный, чем соотношение Е00 <в со, вариант Е00 <в Ез опровер­
гается на основании тех же соображений, что и опровержение 

Еоо <в Е1 в следствии 4.17. 

4.5. Дихотомические теоремы 

Что происходит в <в-интервалах между связанными лини­

ями отношениями на диаграмме на стр. 56? Некоторые из них 
пусты по очевидным соображениям. 

Упражнение 4.11. Докажите, что не существует отношения 
эквивалентности Е, удовлетворяющего условию Ll{1,2, ... ,n} <в 

<в Е <в ~{1,2, ... ,n,n+l} для любого фиксированного n или удо-
влетворяющего ~{ 1 , 2 , ... ,n} <в Е <в ~IN для каждого n. D 

Исследования интервалов между No и с, между с и Ео, а 

также между Ео и отношениями Ei, i = 1, 2, 3, 4 потребовало 
глубоких и трудных результатов, вносящих замечательную ре­

гулярность в эту проблему о борелевекой сводимости и извест­

ных как теоре.мъt дихотомии. Известные доказательства этих 

теорем имеют то общее свойство, что рассуждения основаны на 

свойствах топологии эффективных суслинеких множеств и пото­

му существенным образом выходят за рамки методов элементар­

ной топологии польских пространств. Сложность доказательств 

не позволяет привести их в книге. Однако дадим формулировки 

некоторых из теорем дихотомии: тех, которые связаны с иссле­

дованием упомянутых <в-интервалов. На русском языке дока­

зательства теорем 4.12 и 4.13 приведены в статье [7]. 
Для исследования интервала между N0 и с используется 

4 Интервал между Ео и Еоо, состоящий из счетных борелевских отно­
шений эквивалентности, очень богат и исследуется другими методами, см. 

главу 6. 
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Теорема 4.12 (1-я дихотомия, (68]). Любое борелевс~ое 5 от­
ношение эrх;вивалентности Е удовлетворяет ровно одно.му из 

следующих условий: 

(I) Е и.меет не более, ~Lte.м с~Ltетное ~Ltисло ~лассов 

э~вивалентности; 

(II) Е удовлетворяет д2rN <в Е. D 

Заметим, что Е <в дtN в случае (I). В самом деле, пусть 
{Сп : n Е rN} - список всех классов Е-эквивалентности. Ка)кдое 

Сп - борелевекое множество вследствие борелевости самого Е. 

Определим борелевскую редукцию Е к дtN, полагая ?Э(х) == n 
при х Е Сп. 

Итак, мы можем заключить, что <в-интервал между No == 

= дtN и с = д2rN на диаграмме пуст, и более того, любое боре­

левекое отношение эквивалентности является либо <в д1N, либо 

>в д2rN. Следующая теорема доказывает пустоту уже для ин­

тервала между д2rN и Ео. 

Теорема 4.13 (2-я дихотомия, [34)). Любое борелевс~ое отно­
шение э~вивалентносrпи Е удовлетворяет ровно одно.му из сле­

дующих условий: 

(1) Е <в д21N , (11) Ео <в Е. D 

Упражнение 4.14. Выведите из теорем 4.12, 4.13, что любое 
борелевекое отношение эквивалентности Е <в Ео является r-vв­

эквивалентным одному из следующих отношений: дп ( n > 1), 
д!N, д2rN или самому Ео. D 

Структура <в-интервалов между Ео и отношениями Е1, Е2, 

Ез полностью или частично (для отношения Е2) описывается 

следующими тремя теоремами 4.15, 4.16, 4.18: 

Теорема 4.15 (3-я дихотомия, [57)). Любое борелевс~ое отно­
шение э~вивалентности Е <в Е1 удовлетворяет ровно одно.му 

из условий: 

(II) Е r-vв Е1. D 

5 Теорема справедлива даже для более широкого класса коаналитиче­
ских отношений эквивалентности. 
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Теорема 4.16 (6-я дихотомия 5 , [39, 40]). Любое борелевс~ое 
отношение э~вивалентности Е <в Ез удовлетворяет ровно од­

но.му из условий: 

(1) Е <в Ео , (II) Е r-..~в Ез. D 

Эти две теоремы полностью проясняют <в-структуру боре­

ленских отношений эквивалентности, расположенных <в-ниже 

отношений Е1 и Ез. Например, из них без труда получается сле­

дующий ва)l<Ный результат о несводимости: 

Следствие 4.17. Е00 ~в Е1 и Еоо ~в Ез. 

Доказательство. Если Е00 <вЕ1, то по теореме 4.15, либо 

Е00<вЕо либо Е00 ""'в Е1. Первое противоречит следствию 6.30, 
а второе -теореме 7.26, поскольку отношение Е00 индуцирова­
но польским действием группы F2 (счетной, а потому польской 
в дискретной топологии). Доказательство Е00 ~в Ез начинает­
ся аналогично, но с теоремой 4.16 вместо 4.15, а соотношение 
Е00 r-..~в Ез опровергается из тех соображений, что мы имеем 

Е00 <в l 00 по теореме 5.2, но Ез ~в l 00 согласно лемме 5.6. D 

Альтернативное доказательство Е00 ~в Е1, не ссылающееся 
на дихотомические теоремы, будет дано ниже, следствие 6.32. 

Структура <в-области ниже Е2 окончательно не выяснена, 

однако следующая теорема значительно сужает круг возмож­

ных контрпримеров. Напомним, что с~Ltетн'ы.м называется отно­

шение эквивалентности, все классы эквивалентности которого 

не более чем счетны. Назовем борелевекое отношение эквива­

лентности Е не.явно счетнъt.м, 6 если найдется такое счетное бо­
релевское отношение эквивалентности F, что Е <в F. 

Теорема 4.18 ( 4-я дихотомия, [35]). Л1обое борелевс~ое отно­
И1.ение э~вивалентности Е <в Е2 удовлетворяет ровно одно.му 

uз условui1: 

(1) Е не.явно С'Llетно, (11) Е ""'в Е2. D 

5 Отмети:м, что нумерация дихотомических теорем этой серии зафикси­
рована в ряде статей второй половины 1990-х годов, см., например, [40) 54]. 
Эта серия содержит и другие теоремы, в частности, 4-ю и 5-ю, которые 

здесь не обсуждаются. 
6 В англоязычной литературе essentially coнntaЬle. 
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Случай (1) в этой теореме остается до конца не исследован­

ным. Нерешенность следующей проблемы отмечена знаком Ш 
на диаграмме со стр. 56. 

Проблема 4.19. Можно ли, по аналогии с теоремами 4.18 и 
4.16, заменить (1) в теореме 4.18 на условие Е <в Ео? Другими 
словами, верно ли, что любоенеявно счетное борелевекое отно­

шение Е <в Е2 удовлетворяет Е <в Ео? D 

Закончим еще несколькими сложными вопросами. 

Проблема 4.20. Имеется ли какой-то разумный <<базис>> боре­
левских отношений эквивалентности над Ео? D 

Здесь имеется в виду следующее. Согласно дихотомическим 

теоремам 4.12 и 4.13, если Е- любое из отношений эквивалент­

ности дrN, д2rN , Е о, то оно обладает тем свойством, что всякое 

другое борелевекое отношение эквивалентности F <в-сравнимо 
с Е. Это верно и для отношений равенства Е = д{1 , 2 , ... ,n} на ко­

нечных множествах. То обстоятельство, что <в-структура раз­

ветвляется над Е о, показывает, что других борелевских отноше­

ний Е с таким свойством нет. Но может быть имеются конечные 

или счетные, или вообще малые в каком-то смысле семейства tff 
борелевских отношений эквивалентности, обладающие тем свой­

ством, что любое борелевекое отношение эквивалентности <в­

сравнимо с одним из отношений из tff? 
И еще вопрос: 

Проблема 4.21. Что можно сказать об <в-интервалах между 
отношениями Ei, Е00 и вышележащими отношениями, в частно­
сти, l 00 и со? Верны ли для них какие-то дихотомические теоре­

мы? D 



5. СВОДИМОСТЬ И НЕСВОДИМОСТЬ 
БОРЕЛЕВСКИХ ОТНОШЕНИЙ 

ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ: 

ПРИМЕРЬI 

В этой главе приводятся доказательства результатов о бо­

релевской сводимости, показанных на диаграмме на стр. 56, а 
также некоторых теорем о несводимости - именно тех которые 

не требуют развития специальных методов и допускают простые 

и компактные доказательства. Другие теоремы о несводимости 

с более длинными доказательствами будут представлены в по­

следующих главах. 

Начнем с доказательства теоремы о максимальности /!,00 в 

классе ст-компактных отношений эквивалентности и затем дока­

жем несколько утверждений об отношениях Ез, Т 2, со, устано­

вим связь отношений эквивалентности .1!,1 и со с суммируемым 
идеалом и идеалом нулевой плотности, выясним, что эти два 

идеала порождают <в-несравнимые отношения, и наконец, до­

кажем, что борелевекая сводимость в классе отношений вида J!,P 

определяется значением параметра р, т. е. J!,P <в /!,q эквивалентно 

р< q. 

5.1. l 00 -максимальное отношение ст-компактного 
класса 

Напомним, что Ка обозначает класс, всех сr-компактных мно­

жеств, в данном случае, в польских пространствах. 

Упражнение 5.1. Докажите, что отношения эквивалентности 
Ео, Е1, Е00 , J!,P, 1 < р < оо, как множества пар точек в соответ­
ствующих польских пространствах принадлежат классу Ка. D 
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Заметим следующее: если Е - отношение эквивалентности 

класса Ко- на польском пространстве 'Ж., то 'Ж. само 0"-компактно, 

так как непрерывные образы компактных множеств компакт­

ны а 'Ж. - непрерывный образ множества Е при отображении 

(х, у) r--7 х. Значит, К<Jотношения эквивалентности на польских· 

пространствах - то же самое, что F (}отношения эквивалентно­
сти на 0"-компактных польских пространствах. Следующая тео­

рема Розендаля [65] показывает особую роль отношения l 00 в 

этом классе. 

Теорема 5.2. Каждое Ко--отношение эх:вивалентности Е на 
полъсх:о.м пространстве борелевсх:и сводится 'К: /!,00

• В частно­

сти, въtполненъt соотношения Е1 <в l 00
, Е2 <в l 00

, Е00 <в l 00
, 

fP <в l 00 для любого 1 < р < +оо. 

Мы увидим ниже, что в заключительных соотношениях тео­

ремы < 8 можно заменить строгой сводимостью <в-

Доказательство. Рассмотрим замкнутое множество !А всех то­

чек х пространства 9(fN)tN, являющихся С-возрастающими по­
следовательностями (подмножеств fN) в том смысле что x(n) С 
С x(n + 1) для всех n. Определим отношение эквивалентности 
Н на !А следующим образом: 

хНу когда 3NVm(x('m)Cy(N+m)Лy(m)Cx(N+m)). 

Утверждение 1: выполнено Н <в /!,00
• 

Это просто. Для любой последовательностих Е 9(fN)tN опре­
делим 19(х) Е INtNxtN, так что 

19 (x)(n k) = { наименьшее j < k такое, что n Е x(j), 
' или просто k, когда n ~ x(k). 

Тогда отношение х Н у эквивалентно существованию числа N, 
для которого I'ZЭ(x)(n, k) - 'l9(y)(n, k)l < N для всех n, k. Взяв 

на 

произвольную биекцию Ь : fN х fN ~ fN, определяем редукцию 
т отношения Н к l 00 через т(х)(Ь(п, k)) = 'l9(x)(n, k). 

Утверждение 2: каждое К<Jотношение эквива.лентности Е 
на польском пространстве 'Ж. борелевеки сводится к Н. 
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Будучи множеством типа Ка, Е имеет вид Е == Un En, где 
каждое En является компактным подмножеством в'#.. х 'Ж. (но не 

обязательно отношением эквивалентности), и En С En+l· Не 
ограничивая общности, предполагаем, что каждое множество 

En рефлексивно и симметрично на своей области Dn == dom En == 
== ran En, которая является компактным множеством, в частно­
сти, (х, х) Е En для всех х Е Dn. Положим Ро == Ео и далее, по 
индукции, 

где 

Р~2) = {(х,у): ~z ((x,z) Е Pn Л (z,y) Е Рп)}. 

Таким образом, каждое Pn- компактное подмножество 'Ж. х 'Ж., 

более того, подмножество Е, поскольку Е является отношением 

эквивалентности. Кроме того, En С Pn С Pn+l и, значит, Е == 
== Un Pn. 

Возьмем какую-нибудь счетную базу {Uk: k Е IN} тополо-
гии пространства '#... Определим для каждого х Е 'Ж. множество 

1Эп(х) = {k: Uk n Рп(х) =/- 0}, где Рп(х) = {у: (х, у) Е Rn}· По­
нятно, что 'l9n(x) С 'l9n+l(x), и потому 'l9(x) = {19n(x)}nEtN Е А. 
Утверждается, что{)- редукция Е к Н. 

В самом деле, если х Е у, то (у, х) Е Pn для некоторого n, 
так что (х, z) Е Pm влечет (у, z)EPl+max{m,n} для всех т и zЕ'Ж.. 
Другими словами, Pm(x) С Pl+max{m,п}(Y) и, следовательно, 
19m(x) С 191+max{m,п}(Y) для всех m. Аналогично, для некоторого 
п' имеем 'l9m(Y) С 191+max{m,n'}(Y) Vm. Тем самым, 1Э(х) Н 19(у). 

Обратно, предположим, что 'l9(x) Н 19(у). Для некоторого чис­
ла N выполнено Pm(x) С PN+m(Y) и Pm(Y) С PN+m(x) для 
всех m. Взяв здесь т достаточно большим, чтобы Pm содержа­
ло пару (х, х), получим х Е PN+m(y), откуда немедленно следует 
хЕу. D 

Упражнение 5.3. Результат теоремы 5.2 для Е = J!,P получен 
1 

Су Гао [32]. Он определил dp(x, s) == (L:~ht- 1 lx(k) - s(k)IP)J; 
для всех х Е IRtN и s Е Q<c.v, т. е. s - конечная последо­
вательность рациональных чисел. Понятно, что J!,Р-расстояние 
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1 

(Er 0 lx(k)- y(k)IP)J; между любыми точками х,у Е IRtN конеч-
но в том и только в том случае, когда существует константа С 

такая, что ldp(x, s)- dp(y, s)l < С для всех s Е Q<w. Из этого 
наблюдения извлекается искомая редукция отношения J!,P к l 00

. 

Дополните детали этого рассуждения. D 

5.2. Отношения эквивалентности Е3 , Т2 , с0 

Отношения, перечисленные в заголовке (см. определение 

3.16 относительно Т2), выделяются среди всех отношений эк­
вивалентности, явно упомянутых на диаграмме со стр. 56, тем 
свойством, что они не принадлежат борелевекому классу F о-· 
Довольно длинное доказательство этого утверждения здесь не 

приводится. Вместо этого мы сначала докажем две простые лем­

мы о сводимости отношения Ез к Т 2 и к со, и сводимости Е00 к 
Т 2, а затем более сложную лемму о несводимости отношения Ез 
К .еоо. 

Лемма 5.4. Въtnолняется Ез <в т2 и Ез <в Со. 

Доказательство. (1) Если а Е 2tN и s Е 2<w, то определим 
sa Е 2tN через (sa)(k) = a(k)+2s(k) при k < lhs, где +2 означает 
сложение по модулю 2, и (sa)(k) = a(k) при k > lhs. Если 
тErN, то тлаЕ2tN обозначает присоединение члена т слева к а, 
т. е. (тла)(О) = т и (тла)(k + 1) = x(k). В этих обозначениях 
понятно, что 

х Ез у~ {mл(sx(m)): s Е 2<w, т Е fN} = 

= {тл(sу(т)): s Е 2<w, т Е fN} 

для всех х, у Е (2tN)tN. Любая биекция 2<w х rN ~ rN индуцирует 
борелевскую редукцию Ез к Т 2. 

(2) Для доказательства соотношения Ез <в со возьмем боре­
левекое отображение{): (2tN)tN ~ IRtN, для которого {)(x)(2n(2k+ 
+1)- 1) = п-1 x(n)(k). D 

Лемма 5.5. Любое с~Ltетное борелевсх:ое отношение эх:в.ива­

лентности борелевсх:и сводится rк; отношению Т 2. 
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Доказательство. Пусть Е - счетное борелевекое отношение 

эквивалентности на 2tN. По теореме Г.5 имеется последователь­
ность борелевских функций f n : 2tN ~ 2tN' удовлетворяющая 
условию [а] Е = {fп(а): n Е rN} для всех а Е 2tN. Отображение{), 
переводящее каждую точку а Е 2tN в точку х = {)(а) Е (2tN)tN, 
для которой ( х )п = f n (а) \::1 n, является редукцией отношения 
Е к т2. о 

Теперь докажем довольно тонкую лемму о несводимости. 

Лемма 5.6. Отношение Ез борелевсrх;и несводимо rx; l 00
• 

Доказательство. Рассмотрим Ез как отношение эквивалентно­

сти на (2tN)tN, т. е. х Ез у эквивалентно тому, что x(k) Ео y(k) для 
всех k, и напомним, аЕоЬ означает, что адЬ ={т: a(m) =F Ь(т)} 
- конечное множество. 

Предположим противное: {) : (2tN)tN ~ IRtN является борелев­
екой редукцией Ез к l 00

• Заметим, что l 00 х l 00 <с l 00
• В самом 

деле, для х, у Е IRtN определим f(x, у) = z Е IRtN так, что z(2n) = 
= x(n) и z(2n + 1) = y(n). Отображение f : IRtN х IRtN ~ IRtN 
непрерывно в обычной польской топологии IRtN и, очевидно, сво­
дит l 00 х l 00 к l 00 в том смысле, что f(x, у) l 00 f(x', у') равно­
сильно х .еоо х' Л у l 00 у'. Значит, согласно теореме 2.12, можно 
не ограничивая общности считать, что редукция{) непрерывна. 

Определим О, 1 Е 2tN (<<константы О и 1>>) через O(n)=O, 
l(n)=1 \::fn. Определим О) Е (2tN)IN посредством V(k) = О для 
всех k. Наконец, для каждого k определим Zk Е 21N условиями: 
zk(n) = 1 при n < k и zk(n) =О при n > k. 

Утверждается, что существуют возрастающие последова­

тельности натуральных чисел {km} и {jm}, для которых 

I'ZЭ(x)(jm) - {)(V)(jm)l > т для всех т и всех х Е (21N)tN, удо­
влетворяющих условию 

x(k) = { z~; при i < т и k = ki, 

для всех k < km, не имеющих вида ki. 

Чтобы увидеть, как отсюда следует противоречие, опреде­

лим х Е (2tN)tN так, что x(ki) = Zki \fi и (x)k = О, если k не 
имеет вида ki. Тогда х Ез V, но l{)(x)(jm) - 'ZЭ(V)(jm)l > т для 
всех т, поэтому {)(х) .еоо 'ZЭ(V) не имеет места, что и требовалось. 
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Положим ko == О. Чтобы определить jo и k1, рассмотрим 
точку ха Е (2rN)rN, определенную как хо(О) == 1, и xo(k) == О 
для всех k>1. Тогда ха Ез О) не выполнено, значит и 'l9(xo) l 00 

'l9(V) не имеет места. Возьмем любое число jo, удовлетворяющее 
l19(xo)(jo) - 'l9(V)(jo)l > О. Поскольку функция 'l9 непрерывна, 
найдется окрестность точки ха в (2rN)rN такая, что l19(x)(jo)­
-'l9(V)(jo)l >О для всех х из этой окрестности. По выбору ха, тем 
более найдется число k1 >О такое, что l19(x)(jo)- 'l9(V)(jo)l >О, 
если х Е (2rN)rN, х(О) = Zk 1 , и x(k) =О при О< k < k1. 

Чтобы определить Jl и k2, рассмотрим точку х1 Е (2rN)rN, 
определенную через х1(О) == Zk 1 и x1(k) == О при O<k<k1, 
и x1(k1) = 1. Снова имеется число Jl такое, что l19(xl)(jl)­
-'l9(V)(jl)l > 1, и затем число k2 > k1 такое, что l19(x)(jl)-
-'l9(V)(jl)l > 1 для всех точек х Е (2rN)rN, удовлетворяющих 
условию х(О) = Zk 1 , x(k1) = Zk1 , и x(k) = О при О < k < k1 
и kl < k < k2. 

И так далее. о 

Упражнение 5. 7. Используя результаты 5.2, 5.4, 5.6, докажи­
те, что отношение со борелевеки не сводится к 1!,1 . См. также 
начало § 5.4. О 

Дальнейшее изучение отношения Т 2 в [13, 49] показала, что 
Т 2 не является борелевеки сводимым к отношениям эквивалент­

ности из большой группы, включающей, например, с0 , J!,P, /!,00
, 

Е1, Е2, Ез, Е00 • Но и отношения из этого списка, кроме Ез, Е00 , 

также борелевеки несводимы к Т 2. Это следует из теории тур­

булентности, представленной в главе 9. 

5.3. Дискретизация и связь с идеалами 

Некоторые отношения эквивалентности на диаграмме со 

стр. 56 прямо определены через идеалы, в частности Ei, 
i == О, 1, 2, 3. Другие отношения эквивалентности определены 
иначе. В то же время отношения со, 1!,1 , l 00 оказываются эквива­
лентными в смысле борелевекой сводимости некоторым борелев­

ским идеалам. Важным шагом здесь является <<дискретизация>> 

через ограничение на подходящие подмножества в !R rN . 
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Определение 5.8. Положим "/.==- ПnEtN Xn={xEIRtN : 

{ 
О 1 2n} \fn(x(n)EXп)}, где Xn = 2тt' 2n, ••• , 2n . D 

Лемма 5.9. Въtnолнено Со <в Со r ~ и _еР <в _еР r '#.. для всех 

1 < р < 00. 

С другой сmорО'Н'Ьt, l 00 <в i 00 r :ztN. 

Доказательство. Для начала покажем Со <в Со r [О, 1]tN. Пусть 
тr - любая биекция множества rN х :Z на IN. Для х Е IRIN, 
определим 'l9(x) Е [0, l]IN следующим образом. Допустим, что 
k = 1r(n, rJ) и 'ГJ Е :Z. Положим для каждого k 

О, если х( n) < 'ГJ, 

{) ( х) ( k) = х ( n) , если 'ГJ < х ( n) < 'ГJ + 1, 

1, если x(n) > 'ГJ + 1. 

Так определенная 'l9 является борелевекой редукцией со к 

cor[o,1]tN. 
Теперь докажем, что Со r [0, 1]tN<вCo r ~- Для каждого 

хЕ[О, l]tN определим ф(х) Е ~ так, что ф(х)(п) - наибольшее 
число вида 2~, О < i < 2n, меньшее, чем x(n). Тогда, очевидно, 
хсо ф(х) для всех х Е [0,1]tN, следовательно, ф- борелевекая 
редукция Со r (0, 1]tN К Со r ~. 

Итак, Со <в Со r х. Тем самым, Со rvв Со r ~' поскольку об­
ратная редукция задается тождественным отображением. 

Доказательство l 1 <в i 1 r ~ аналогично. Для ,еоо такое утвер­
ждение очевидно: если х Е IRtN, то заменим каждое значение x(n) 
наибольшим целым числом z < х( n). 

Доказательство iP <в iP r ~ при 1 < р < 00 требует неко­

торых изменений В первой части доказательства Со <в Со r ~ 
(редукция к [О, 1]tN). Заметим следующее: если 'ГJ Е :Z и 'ГJ- 1 < 
< х(п) < 'ГJ < ( < y(n) < ( + 1, то значение (y(n) - x(n))P в 

1 

формуле расстояния (ly-xiiP = (L:п (y(n) -x(n)IP)J; переходит в 
(( -rJ) + (rJ-x(n))P + (y(n) -()Р в формуле для ilrJ(y) -'l9(x) Вр· ~с-
ли это имеет место для бесконечно многих n, то оба расстояния 
бесконечны, а иначе таким случаем можно пренебречь. 

Если 'ГJ- 1 < х(п) < 'ГJ < y(n) < 'ГJ + 1, то член (y(n)- x(n))P 
в IIY- xiiP переходит в ('ГJ- x(n))P + (y(n) -17)Р в llrJ(y)- 'l9(x) llp· 



72 Сводимость и несводимость: примеры 

Однако 

('ГJ- х(п))Р + (y(n)- 'ГJ)Р < (y(n)- x(n))P < 
< 2Р- 1 (('ГJ- ~r(n))P + (у(п)- 'ГJ)Р), 

и поэтому такие члены сумм jjy-xiiP и ll19(y)-'l9(x)IIP отличаются 
друг от друга на множитель, заключенный между 1 и 2Р- 1 . 

Если 'ГJ < x(n), у(п) < 'ГJ + 1 для одного и того же 'ГJ Е l, 
то член (y(n)- x(n))P в IIY- xiiP переходит в ll19(y)- 'l9(x)llp, 
сохраняя свой вид. 

Итак, конечность IIY- xiiP равносильна конечности ll19(y)-
-'l9(x)llp· D 

Используем <<дискретизацию>> из леммы 5.9 для вывода сле­
дующего утверждения, принадлежащего Оливеру [64]. 

Лемма 5.10. Въtnолн.яетс.я со I"'..Jв Zo. 

Доказательство. Напомним, что Zo = E,q'0 , см. § 2.2. Докажем 
соотношение со <в Zo. По лемме 5.9 достаточно определить бо­
релевскую редукцию Со r ~ к Zo' т. е. борелевскую функцию 'l9 : 
~ ---+ 9(rN), для которой х со у эквивалентно 'l9(x) д 'l9(y) Е flQ 
для всех х, у Е ~. Пусть х Е ~. Тогда для всякого n выполня-

ется x(n) = k~~) для какого-то натурального числа k(n) < 2n. 

Значение k(n) определяет пересечение 'l9(x) n [2n, 2n+l) следую­
щим образом: для каждого j < 2n полагаем 2n + j Е 'l9(x), если 

#(iJ(x) n [2n 2n+ 1)) 
j < k(n). Тогда x(n) = 

2
n ' для каждого n и, более 

того, iy(n)-x(n)l = #([t9(x)~t9(~1n[2n, 2n+l)) длявсехх,уЕ Х и 
всех n. Отсюда следует, что 'l9- искомая редукция. 

Для доказательства обратного соотношения Zo <в со нужно 
определить борелевскую функцию 'l9 : 9(rN) ---+ IRtN, для кото­
рой соотношение Х д У Е flQ эквивалентно 'l9(X) со 'l9(Y). Здесь 
простые соображения типа 'l9(X)(n) = #(X~O,n)) не приводят к 
у<.:пеху. Правильный путь основан на том, что для любых мно­

жеств s, t С [0, п) необходимым и достаточным условием для 
#(s д t) < k является неравенство l#(s д z)- #(t д z)l < k для 
всех z С [0, n). Чтобы использовать это, фиксируем такое пе­
речисление, возможно, с повторениями, {zj}jEtN всех конечных 
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подмножеств (N, что 

&IJ([O, п)) 

для каждого n. Определим для любых XE9(1N) и 2n<j<2n+l 
функцию '!9(X)(j) = #(Xnnzj). Тогда '!9 : 9(1N) ---t [0, l]IN - иско-
мая редукция. D 

Следующий результат Кехриса доказывает, что Е2 ""в l 1
, 

однако мы докажем более общее утверждение. Напомним, что 

для любой последовательности вещественных чисел rп >О отно­

шение эквивалентности на 8IJ ( (N), определенное су.м.мируе.мъt.м 
идеалом Y{rn} = {х С fN: LnExrn < +оо}, обозначается S{rn}· 

Иными словами, для х, у Е &IJ(fN) соотношение х S{rn} у экви-

валентно тому, что LnEx~y rп < +оо. Разумеется, s{rn} можно 

определить и на 2tN таким образом: aS{rn} Ь, если La(n)#b(n) rп < 
< +оо. 

Лемма 5.11. Если rп>О, rп~О, Ln rп= + оо, то S{rn}""вl1 . 
В ~Ltастности, отношение Е2 = 5{_1_} удовлетворяет условию 

n+l 

Е2""вl1 . 

Доказательство. Для вывода соотношения S{rn} <в l 1
, для 

каждого х Е 9(1N) определим 'l9(x) Е IRtN следующим образом: 

'l9(x)(n) == { rп при n Е х, 
О иначе. 

Тогда х д у Е Y{rn} эквивалентно 'l9(x) l 1 'l9(y), что и требова­
лось. 

В обратную сторону, достаточно построить борелевскую ре­

дукцию l 1 r ~ к S{rn}· Каждой паре из n Е fN и k < 2n сопоста­
вим, вообще говоря, бесконечное множество Snk С fN так, чтобы 
множества Snk были попарно дизъюнктны и LjEsnk Tj = 2-n. 
Отображение 'l9(x) = Un uk<2nx(n) Snk для х Е ~ является иско­
мой редукцией. D 
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5.4. Суммируемые идеалы и идеал нулевой 
плотности 

Утверждение о <в-независимости двух наиболее известных 

банаховых отношений эквивалентности 1!,1 и с0 весьма важно. В 
одну сторону оно доказано выше в упражнении 5.7. В другую 
сторону оно доказывается в следующей теореме 5.12, плученной 
Хъёртом (35] в общем виде, и только для Е2 и Zo - Джастом [45]. 
Ее любопытно сравнить с результатом 2.6: борелевекая своди­
мость не вытекает из включения соответствующих идеалов! 

Теорема 5.12. Предположим rп > О, rп ~ О, En rп = +оо. 
Тогда отношение S{rn} борелевсrх;и несводимо rx; Zo. В 'Частно-
сти, при rп = пil, отношение эквивалентности S{rn} = Е2 
борелевсх:и несводимо rx; Zo. 

Доказательство. Предположим противное: найдется борелев­

екая функция {) : &J(rN) ~ &J(rN), являющаяся редукцией S{rn} 

к Zo, т.е. 

для всех х, у С rN. (1) 

Отношение эквивалентности Zo х Zo сводится к Zo с помощью 
непрерывной функции, которая каждой паре множеств х, у С rN 
сопоставляет множество { 2n : n Е х} U { 2n + 1 : n Е у}. Поэто­
му по теореме 2.12 можно считать, что указанная редукция {) 
непрерывна. 

Вывод противоречия состоит из двух частей. Нам понадобит­

ся еще один вариант определения сводимости по Рудин-Б л ассу 

из § 2 .1. Именно, если §, f - идеалы на rN, то скажем, что 
соотношение ~ <~ri f выполняется эх:споненциалъно, если су­
ществует последовательность натуральных чисел ki, удовлетво­
ряющих условию ki+l > 2ki, и семейство непустых множеств 
Wi С [ki, ki+l), для которых эквивалентность х Е 5 <::=::> Wx = 
= uiEx Wi Е f выполнена для всех х с [N. 

Частъ 1: докажем, что Y{rn} <~ri ..20 экспоненциально. 
Положим v(x) = supnEIN #(х n (О, n}} -это можно понимать 

n 
как плотностъ множества х С rN. Мы оставляем читателю в 



5.4. Суммируемые идеалы и идеал нулевой плотности 75 

качестве упражнения несложный вывод следующей эквивалент­

ности, связывающей v с идеалом ~: 

х Е ~ ~ 1 im v( х n [ k, оо)) = 0 
k-+oo 

для всех х С fN. (2) 

Пусть n Е rN. Временно фиксируем с > О и множества и, v С 
С [О, п). Для любого х С [п, оо) симметрическая разность 

( иUх) д ( vUx) = и д v конечна, и потому она принадлежит иде­
алу Y{rn}· Согласно (1) соответствующее множество fJ(и U х) д 
'l9(vUx) принадлежит ~. Значит, согласно (2) найдется такое 
число k > n, что v(['l9(иUx)д'l9(vUx)]n[k, оо)) <с.. Однако функ­
ция 'l9 непрерывна, поэтому найдется такое п' > k и множество 
s С [n, п'), что выполняется v(['l9(u U х') д 'l9(v U х')] n (k, оо))<с. 
для rх;аждого множества х' С [п, оо), удовлетворяющего условию 

х' n [ n' п') = s. 
Фиксировав эти k и п', рассмотрим теперь какую-нибудь дру­

гую пару множеств и1,v1 С [О, п). Аналогичное рассуждение да­

ет нам числа k1 > k и n~ > п', и множество s1 С [п, n~), для 
которых s = s1 n [п, п') инеравенство v(['l9( и1 U х') д 19( v1 U x')]n 
n [ k 1 , оо)) < с выполнено для rх;аждого множества х' С [ n, оо), 
удовлетворяющего Х1 П (n, n~) = Bl· 

Продолжая этот процесс так, чтобы просмотреть все пары 

множеств и, v С [0, n), получим в результате числа п' > k > n 
и множество s С [п, п'), для которых при всех и, v С [О, n) и 
х С [п', оо) выполняется 

v([19(иUsUx)~19(vUsUx)]n[k,oo)) <с.. (3) 

Причем, если увеличить k, то (3) сохранится. Сверх этого, вслед­
ствие непрерывности 19 имеются число п" > n' и множество 
s' С [п, п") для которых s = s' n [п, п') и для всех и С [О, n) 
и х, у С [n", оо) выполняется 

(fJ( и u s' u х) д 19( и u s' u у)] n [О, k) = 0. (4) 

При эТОl\1 соотношение (3) сохраняется, т. е. для всех и, v С [0, n) 
и х С [п", оо) 

v([19(и U s' U х) д.'IJ(v U s' U х)] n [k, оо)) < с. (5) 
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Итерируя эту конструкцию, построим последовательность 

натуральных чисел О= ko = ао < Ьо < k1 < а1 < Ь1 < k2 < ... и 
для каждого i множество Si С [bi, ai+1) такие, что для любой 
пары множеств х, у С [ai+1, оо) и всех и, v С [О, bi) выполняется 

(Ь) [ 'l9 (и u s i u х) д 'l9 (и u si u у)] n [о, ki+ 1 ) = 0, 

(с) ki+1 > 2ki для всех i, 

(d) существует множество ti С [ai, bi), для которого lri­
- EnEti rпl < 2-i. 

Опишем эту конструкцию более подробно. Начав с ао = О, 
в наших предположениях о последовательности {rn}, находим 
число Ьо > ао и множество to С [ао, Ьо) так, чтобы выполнить 
(d) для i = О. Теперь, приняв n = Ь0 и с = 2-1, выполним 
построение, которое приводит к (4) и (5), и обозначим через k1 и 
а1 полученные значения k' и п" и через so полученное множество 
s' С [Ьо, а1). Понятно, что (а), (Ь) выполнены для i =О. 

Второй шаг. Находим Ь1 > а1 и t1 С [а1, Ь1), удовлетворяю­
щие (d) для i = 1. Приняв n = Ь1 и с= 2-2 , выполним постро­
ение, которое приводит к ( 4) и ( 5), и обозначим через k2 и а2 
полученные значения k' и n" и через s1 - полученное множе­

ство s' С [Ь1, а2). Если нужно, увеличиваем k' между шагами 
(4) и (5), чтобы выполнилось (с). 

и т. д. 

Из ( d) следует, что отображение ~ ~ t€ = uiE(. ti ( ~ с fN) 
является <~t-редукцией Y{rn} к Y{rn} r N, где N = Ui [ai, bi)· 
При этом соотношение Y{rn} <~t Y{rn} r N выполнено экспо­
ненциально вследствие (с). 

Положим S = Ui si; тогда S n N = 0. 
Наконец, положим f(z) = 'l9(z U S) д 'l9(S) для каждого 

zCN. Тогда для любых множеств х, yCN (возможно, не для всех 
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х, yCrN): 

х ~у Е У{rп} {::::::> rz9(x U S) д rz9(y U S) Е .,20 {::::::> 

{::::::> f(x) д f(y) Е .,20, 

так что f является редукцией отношения У{rп} f N к .,20. Пусть 
Wi = f(ti) П (ki, ki+l) И W(. = UiE(.Wi· Утверждается, ЧТО отобра­
жение i r--7 Wi доказывает Y{rn} <~ri .,20 (в экспоненциальном 
смысле согласно (с)), т. е. 

для любых ~, 'ГJ С rN. В самом деле, по сказанному выше имеем 

так что достаточно доказать, что f(t(.) д W(. Е ..20 для каждого 
~с rN. 

Из (2) следует, что достаточно вывести неравенства 

v([f(ti) д f(t(.)] n [ki, ki+l)) < 2-i для всех i Е~' и 

v(f(t(.) n [ki, ki+l)) < 2-i для всех i Е rN "~, 

что по определению превращается в неравенства 

(i) v([rz9(ti U S) д rz9(t€ U S)] n [ki, ki+l)) < 2-i для всех i Е~' и 
(ii) v([rz9(S) д rz9(t€ U S)] n [ki, ki+l)) < 2-i для всех i Е rN "~· 

Положим 'ГJ = ~ n [О, i]. Тогда множества х = t€ U S и у = t11US 
удовлетворяют условию х n [0, ai+1) = у n [О, ai+l), причем 

xn[Ьi, ai+l) = yn[Ьi, ai+l) = si, так что [rz9(x)дrz9(y)]n[O, ki+1) = 0 
со г лас но (Ь). 

Теперь положим (={i} при i Е ~ и ( = 0 при i fj_ ~ и 

z=tc;. Тогда z n [Ьi-1, оо) =у n [Ьi-1, оо), причем z n [Ьi-1, ai) = 
= у n [Ьi-1, ai) = Si-1· Поэтому согласно (а) для i - 1 вместо 
i выполнено v([rz9(z) д rz9(y)]n n[ki, оо)) < 2-i. Отдельно, если 
i = О, то просто 'ГJ = ( и z = у, так что последнее неравенство 

выполнено очевидным образом. 

Соединяя оба результата, получим 
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Отсюда сразу следует ( i), так как z == ti U S при i Е ~, и так)f<е 
(ii), так как z == S при i <i ~· 

Частъ 2: выведем противоречие из части 1. 

Итак, определенное выше отображение i ~ Wi из fN в конеч­
ные подмножества fN доказывает, что Y{rn} <~t 20 экспоненци­
ально при указанной последовательности чисел ki, удовлетворя­

ющей условиям kн1 > 2ki и щ С [ki, kн1). Если di = ~::;~ ---t О, 
то очевидно ui Wi Е 20 ПО выбору последовательности { ki}. Ина­
че найдется множество х Е Y{rn} такое, что di > Е для всех 
i Е Х И ОДНОГО И ТОГО же Е > 0, так ЧТО Wx == UiEx Wi (/:. 20. В 
обоих случаях получаем противоречие с выбором отображения 

z ~ Wi. D 

Проблема 5.13. Фарах [24] указывает, что часть 1 доказате.т.rь­
ства теоремы 5.12 проходит также для идеала r.Уз (вместо Y{rn}) 

и спрашивает для каких еще идеалов можно повторить рас­

суждение части 1. D 

5.5. Семейство отiiошений fP 

Согласно следующей теореме Догерти-Хъёрта (21], боре­

левекая сводимость между отношениями эквивалентности J!,P, 

1 < р < оо, определяется значением параметра р. 

Теорема 5.14. Если 1 < р < q < оо, то fP <в lq. 

Доказательство. Частъ 1: доказательство /!,q ~в fP. По лем­

ме 5.9 ДОСТаТОЧНО показать fq f ~ ~В J!,P r ~. Допустим fq r ~ <в 
<в.ерr~. 

Упражнение 5.15. Следуя доказательству теоремы 2.12, пока­
жите, ЧТО В ЭТОМ случае fq f ~ <с fP r ~ Х fP r ~ И, тем самым, 
fq r ~ <с fP r ~. Для ЭТОГО шага нужно ВЫВеСТИ fP r ~ Х J!,P r ~ <с 
<с fP r ~' ДЛЯ чего ИСПОЛЬЗуйте отображение, СОПОСТаВЛЯIОЩее 
каждой паре х, у Е ~ точку z Е ~' определенную как z(2n) 
== x(n) и z(2n + 1) == y(n). D 
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Итак, пусть {) : '#.. ---+ 'Ж. - непрерывная редукция lq r 'Ж. к 
fP r "Ж.. 
Упражнение 5.16. Рассуждая, как в доказательстве теоре­
мы 5.12, часть 1, покажите, что существуют последовательно­
сти чисел О = j(O) < j(1) < j(2) < ... и О = ао < а1 < а2 < ... 
И отображение Т : 1J' ---+ 'Ж., где 1J' = П~ 0 Xj(n)' КОТОрое СВОДИТ 

.eq r у к fP rl }( и имеет ВИД т(х) = UnEIN t~(n)' где t~ Е п~n~~-l xk 

для каждого r Е Xjn. См. определение 5.8. D 

Cлy~Ltau 1: существуют с > О и число N, для которых llт~­
-т~ IIP > с для всех n > N. Из предположения р < q следу­
ет, что имеется неубывающая последовательность натуральных 

чисел iп < jn, n =О, 1, 2, ... , для которой ряд En 2(iп-jn)P рас­
ходится, но ряд En 2(iп-jn)q сходится. Ух:азание: iп - одного 
порядка с jn- p-1 log2 n. 

Пусть n > N. Тогда llт~ -т~IIP >с, и поскольку II···IIP являет­
ся нормой, то существует пара чисел r(n) < s(n) в Xjn, для ко-

торых s(n) -r(n) = 2in-jn и llт~(n) -т~(n)IIP > c2iп-jn. Положим 
r(n) = s(n) =О для n < N. Тогда iq-расстояние между бесконеч­
ными последовательностями х = {s(n)}nEtN и у= {t(n)}пEtN в 1У 
равно Е~ N 2(iп-jn)q < +оо, в то время как iР-расстояние меж­
ду т(х) и т(у) не может быть меньше, чем Е~ N еР 2(iп-jn)P = оо. 
Это противоречит предположению о том, чтот-редукция .eq r 1У 
к fP r 'Ж.. 

Cлy~Ltau 2: такого N нет. Тогда имеется строго возрастающая 
последовательность по < n1 < n2 < ... , для которой llт~k -
т~k IIP < < 2-k для всех k. Обозначим х Е 1У константу О и у Е 1У 
определим так, что y(nk) = 1 \f k, и y(n) =О для всех прочих 
n. Тогда х lq у не имеет места, поскольку ly(n)- x(n)l -ft О, но 
выполнено т(х) fP т(у); противоречие. 

Частъ 2: доказываем fP <в .eq. По лемме 5.9 достаточно вы­
вести соотношение iP r [О, 1]tN <в .eq. Без ограничения общности 
можно считать, что q < 2р: любое большее значение q может 
быть достигнуто в несколько шагов. Для любого х = (х, у) Е IR 2 

положим llxllh = (xh + yh)l/h. 

Лемма 5.17. По вс.ях:о.му rчислу а, ! <а< 1, найдется непре­
р'ывна.я фунх:ци.я Ка : [О, 1] ---+ [О, 1 ]2 и ~Ltисла М > т > О та-
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'К:Uе, ~Ltmo для всех х < у из [0, 1] въtnолн.яетс.я m(y - х ) 0 < 
< IIKa(Y)- Ka(x)ll2 < М(у- х)0 . 

Доказательство. Построение искомой функции К проще из­

ложить в терминах фрактальной геометрии, чем предъявить её 

явное аналитическое выражение. Пусть r = 4 -а, тогда 1 < r < ~ 
и а= -log4 r. Начиная с сегмента [(0, О), (1, О)] горизонтальной 
оси декартовой плоскости, заменим этот текущий сегмент че­

тырьмя меньшими сегментами длины r (тонкие линии на рис. 2, 
слева). Каждый из них заменим четырьмя сегментами длины r 2 

(тонкие линии на рис. 2, справа). И так далее бесконечное число 
шагов. 

Полученную кривую К параметризуем, сопоставив верши­

нам получаемых ломаных линий значения, кратные 4 -n, где n 
- номер шага построения. Например, вершинам левой ломаной 

на рис. 2 сопоставляются числа О,~'~'~' 1, а вершинам пра-
.... о 1 2 14 15 1 

вои - числа , 16 , 16 , ... , 16 , 16 , в порядке их следования слева 

направо. Таким образом, получается непрерывное отображение 

К : [О, 1] ~ [О, 1] 2 , область значений которого совпадает с пре­
дельной кривой последовательности ломаных линий на рис. 2. 

(0,0) (1,0) (0,0) (1,0) 
Рис. 2. r == !, слева: шаг 1, справа: шаг 2 

Как ломаные, так и предельная кривая К, ограничены тре­

угольниками, окаймляющими ломаные. В частности, вся кри­

вая К расположена внутри треугольника, показаинога пункти­

ром на рис. 5.5, слева. Пунктирная линия, в действительности 
совпадающая с основанием [(0, О), (1, О)] этого треугольника, на­
рисована чуть ниже ее настоящего положения. Соответственно, 

части О < t < ~ и ~ < t < ~ кривой К расположены в треуголь­
никах, ограниченных (слегка различающимися) пунктирными 

линиями на рис. 2, справа. И так далее. Назовем эти треуголь­
ники огранu~Ltuвающи.ми. 
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Для доказательства неравенства в лемме рассмотрим любую 

пару вещественных чисел х < у в [О, 1]. Обозначим через n наи­
меньшее число такое, что х, у принадлежат к несоседним ин-

[i- 1 i ] 
тервалам ранга n, т. е. соответственно, интервалам ~, 

4
n и 

[j 
4

n 
1

, jJ, где j > i + 1. Тогда 4-n < IY- xl < 8 · 4-n. 

В этом случае точки К(х) и К(у) принадлежат к одному 

отрезку или к соседним отрезкам n- 1-й ломаной линии. Во 

втором случае, пусть С- общая вершина этих двух отрезков. 

Геометрически ясно, что евклидовы расстояния от К(х) и К(у) 

до С не превосходят rn-l (длины каждого отрезка (n- 1)-й ло­
маной), так что IIK(x)- K(y)ll2 < 2 rn-l. 

Оценка снизу требует больших усилий. Точки К(х) и К(у) 

принадлежат ограничивающим треугольникам, построенным со­

ответственно на сегментах [K(i4пl), К( 4~ )] и [К( j;l), K(in )], 
причем очевидно i+ 1 < j < i+8, так что имеется не более шести 
ограничивающих треугольников между этими двумя. Соседние 

ограничивающие треугольники могут соединяться только под 

двумя возможными углами, которые зависят от r, но не от n. 
С другой стороны, примем как наглядный факт, что несоседние 

ограничивающие треугольники не имеют общих точек. ( Стро­
гое доказательство этого не так просто.) Поэтому существует 

некоторая константа с > О, зависящая от r, но не от n, для ко­
торой расстояние между двумя несоседними ограничивающими 

треугольниками ранга n с не более, чем 6 ограничивающими 
треугольниками ранга n между ними, не превосходит с· rn. В 
частности, IIK(x)- K(y)ll2 > c·rn. 

Таким образом, выполняется m(y- х)0 < IIK(y)- K(x)ll2 < 
<М(у-х)0,гдеm= 8~ иМ=~ (иa=-log4 r). D(лемма) 

Возвращаясь к доказательству теоремы, положим а= pjq и 

пусть К0 - кривая из леммы для этого значения а. Рассмотрим 

любую последовательность х = (хо, х1, х2, ... ) Е [О, 1]tN. Тогда 
Ka(xi) = (х~, х~') Е [О, 1]2. Положим 'l9(x) = (х0 , х~, х~, х1, х~, 
х~, ... ). Докажем, что так определенная непрерывная функция 
'l9 ЯВЛЯеТСЯ редукцией J!,P r (0, 1]tN К /!,q. 

Пусть х = {xi}iEtN и у= {Yi}iEtN принадлежат [О, 1]tN; требует­
ся доказать, что xi!,Py эквивалентно 'l9(x)lq'l9(y). Для упрощения 
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картины заметим, что 

для любой точки w = (w', w") Е IR 2
• Теперь нужно доказать: 

L(xi- Yi)P < 00 {=:=:-;> L IIKa(Xi)- Ka(Yi)ll2q < 00 · 

i i 

По выбору К а эта эквивалентность преобразуется к виду 

L(xi - Yi)P < оо {=:=:-;> L(xi - Yi)aq < оо, 
i i 

что имеет место, поскольку aq = р. D (теорема 5.14) 



6. СЧЕТНЬIЕ И ГИПЕРКОНЕЧНЬIЕ 
ОТНОШЕНИЯ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ 

Напомним, что С'Чеmнъt.м называется отношение эквивалент­

ности, каждый класс эквивалентности которого не более чем сче­

тен. К этому типу относятся, пожалуй, лучше всего изученные 

борелевекие отношения. Значительный интерес к ним в области 

эргодической теории можно проследить еще с 1970-х годов, см., 

например, [28], а для некоторых частных случаев - с 1950-х, 

см., например, [22, 23] и § 6.6 ниже. Однако некоторые фунда­
ментальные проблемы удалось решить только в сравнительно 

недавней работе [16], а некоторые весьма просто формулируе­
rvrые вопросы остаются открытыми до сих пор. 

В классе счетных бореленских отношений эквивалентности 

особый интерес вызывают гладх:ие и гиперх:оне~Lt'Н'Ьtе отношения, 

характеризуемые их борелевекой сводимостью соответственно к 

отношениям д2rN и Ео. Мы начнем с гладких отношений, после 

чего докажем теорему характеризации гиперконечных отноше­

ний с точностью до rvв (теорема 6.6), затем остановимся на их 
же характеризации с точностью до борелевекого изоморфизма 

и с точностью до борелевекого изоморфизма почти всюду и, на­

конец, построим счетное борелевекое отношение, которое не яв­

ляется гиперконечным. 

6.1. Гладкие отношения 

Отношение эквивалентности Е на борелевеком множестве 

XC'I... польского пространства '/... называется гладх:и.м, если Е <в 
Ll2 rN. Таким образом, гладх:остъ отношения Е на борелевеком 

множестве Х означает, по существу, наличие борелевекого пе-
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реечета его классов эквивалентности элементами пространства 

2rN, т. е. имеется борелевекая функция {) : Х ~ 2rN, для которой 
х Е у~ 'l9(x) = 'l9(y). В этом случае говорят еще, что отображе­
ние 'l9 образует систе.му инвариантов для отношения Е. В мате­
матике немало примеров таких систем инвариантов. Чтобы не 

забираться в специальные области, рассмотрим такой элемен­

тарный пример. 

Пример 6.1. Назовем <<окружностью>> точку пространства IR 3 , 

три координаты которой понимаются как декартовы коорди­

наты центра окружности в IR 2 и величину радиуса окружно­
сти. Скажем, что две <<окружности>> эквивалентны, если соот­

ветствующие им плоские окружности можно совместить жест­

ким движением плоскости (с поворотами). Обозначим через 'l9(c) 
площадь плоской окружности, соответствующей <<окружности>> 

с Е IR3 . Отображение 'l9 : IR 3 ~ IR - борелевское, даже непрерыв­
ное, и оно доказывает гладкость указанного отношения эквива­

лентности. D 

'Упражнение 6.2. Докажите, что равенство дх на любом поль­
ском пространстве'#.. является гладким отношением. Докажите, 

что каждое гладкое отношение является борелевским. 

Докажите, что отношение Е из упражнения 1.6- также 
гладкое. D 

В классе гладких отношений эквивалентности выделяется 

подкласс отношений, имеющих борелевскую трансверсалъ, т.е. 

множество, пересекающее каждый класс эквивалентности ровно 

по одной точке. Для следующей леммы, раскрывающей взаимо­

отношения этих классов, нам понадобится такое определение: 

насъtщение.м множества У С Х из области Х = dom Е отноше­

ния эквивалентности Е называется объединение [У]Е = UyEY[Y]E 
всех классов Е-эквивалентности элементов у Е У. 
Лемма 6.3. (i) Любое борелевсх:ое отношение эх:вивалентно-

сти, и.меющее борелевсх:ую трансверсалъ - гладrх;ое, но 

гладх:ое отношение эх:вивалентности не об.язателъно и.ме­

ет борелевсrх;ую трансверсалъ; 

(ii) любое борелевсх:ое х:оне'Чное 1 отношение эх:вивалентно­
сти ?J.меет борелевсх:ую трансверсалъ; 

1 Т. е. с конечными классами эквивалентности. 
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(iii) любое борелевсх:ое счетное гладх:ое отношение эх:вива­

лентности и.меет борелевсх:ую трансверсалъ; 

(iv) любое борелевсх:ое отношение эх:вивалентности Е на полъ­
сrх;о.м пространстве 'Ж., дл.я х:оторого х:аждъtй Е -х:ласс за­

.мх:нут и насъtщение [tJ]E любого отх:ръtтого .множества 
tJC'Ж. - борелевсх:ое, и.меет борелевсх:ую трансверсалъ и 

следователъно, .явл.яетс.я гладх:и.м; 2 

(v) Ео - не гладх:ое отношение. 

Доказательство. (i) Допустим, что Т- борелевекая трансвер­

саль для отношения Е. Отображение '!Э(х) = <<единственный эле­
мент уЕТ, который Е-эквивалентен Х>> является борелевекой ре­

дукцией Е к дт. Для доказательства борелевости графика {) 
заметим, что 

{(x,y):y='l9(x)} = {(х,у):хЕХЛуЕТЛхЕу}, 

где Х == dom Е - борелевекое множество в данном польском про­

странстве 'Ж., так что речь идет о пересечении борелевских мно­

жеств Е иХ х Т в пространстве 'Ж. х 'Ж.. Чтобы построить гладкое 

отношение, не имеющее борелевекой трансверсали, возьмем за­

мкнутое множество Р С rN rN х rN rN с dom Р == (N rN, не униформизу­
емое борелевским множеством, и определим (х, у) Е (х', у'), если 

пары (х, у) и (х', у') принадлежат Р и х == х'. (О существовании 
такого множества Р см., например, 4.14 в [5].) 

(ii) Искомую трансвереаль можно определить как множество 
<-наименьших элементов всех Е-классов, где < -фиксирован­
ный борелевекий линейный порядок на пространстве где опре­

делено Е. 

(iii) Используем теорему Г.6 дополнения. 
(iv) Теорема о том, что всякое борелевекое множество в поль­

ском пространстве - непрерывный образ бэравекого простран­

ства (NrN (теорема Б.l), сводит всё к случаю, когда Е- отноше­
ние на rNrN. Для любого х Е (NrN замкнутое множество [х]Е С rNrN 

естественно отождествляется с деревом Тх С (N <w, состоящим 

2 Шривастава [72] доказал этот результат даже для отношениий эквива­
лентности с Gь-классами, чт6 трудно улучшить, поскольку Ео - борелев­

екое отношение эквивалентности с F а-классами и открытыми насыщения­
ми открытых множеств, но даже не гладкое. См. также [52, 18.20 iv)]. 
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из всех конечных последовательностей s Е fN<c.v, имеющих про­
должение в [х]Е· Обозначим 'l9(x) самый левый <<путь>> в Тх. По­
нятно, что х Е 'l9(x) их Е у===> 'l9(x) = 'l9(y), так что Z = {'l9(x): 
х Е rNtN}- трансверсаль. Проверим борелевость Z. Имеем 

z Е Z ~ Vm Vs, t Е rNm (s <1ех tЛz Е (Jt ===> [z]E П {js = 0), 

где <1ех - лексикографический порядок на множестве rNm 

всех т-элементных последовательностей натуральных чисел и 

lJ8 ={x Е fNtN: s С х}. Далее, [x]EП(Jt = 0 эквивалентно х fj_ [tJt]E, 
а все множества [tJt]E - борелевские. 

( v) В противном случае Ео имело бы борелевскую трап евер­
еаль Т согласно (iii), что противоречит результату упра)l<:не­

ния 3.11(1). о 

6.2. Гладкость как а,пдитивное свойство областей 

Предположим, что Е - борелевекое отношение эквивалент­

ности на борелевеком множестве Х некоторого польского про­

странства. Можно рассматривать ограниченные отношения ви­

да Е r У, где У - борелевекое подмножество Х. Такие ограниче­

ния могут быть гладкими или негладкими. Ясно, что если Е r У 
- гладкое отношение и У' С У - борелевекое множество, то 

Е r У' - гладкое отношение. Это означает, что гладкость Е r У 
как свойство множества У при фиксированном Е является ха­

рактеристикой типа <<малости>>. В таких случаях типичной за­

дачей является выяснить, насколько это свойство аддитивно. 

Следующая теорема доказывает, что в нашем случае имеет ме­

сто счетная аддитивность. 

Теорема 6.4. Пустъ Е - борелевсх:ое отношение эх:вивалент­

ности на борелевсrх;о.м .множестве х = uk xk, где все xk -
борелевсrх;ие .множества. Если rх;аждое отношение вида Е r Xk 
.является гладх:и.м, то и Е - гладх:ое. 

Доказательство. Можно считать, что множества Xk попарно 
ДИЗЪЮНКТНЫ; ИНаче ЗаМеНИI\1 Xk на Xk '-.. Ui<k Xi. Для КаЖДОГО 
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k имеется борелевекая редукция fk : xk ---+ Qk, где Qk с NIN -
некоторое борелевекие множество, обеспечивающая гладкость 

ограниченного отношения Е r Xk. По очевидным соображениям 
можно считать, что Qk попарно дизъюнктны, например, выпол­
нено q Е Qk ===> q(O) = k. Положим Rk = ran fk· Это !k-образ 
множества Х k, являющийся в нашем случае аналитическим и 

подмножеством Q k. 

Определенным образом составим из данных функций fk бо­
релевскую редукцию f : Х ---+ (N IN отношения Е к отношению 
равенства дiNrN. 

Положим f(x) = fa(x) для каждой точки х Е Ха. 
Мы не можем теперь определить f(x) = !1(х) на Х1, посколь­

ку, хотя Ха и Х 1 не имеют общих точек, могут найтись точки 

х Е Ха и у Е Х1 такие, что х Е у. Придется действовать более 

изобретательно. Заметим, что множество 

F = {(r1,ra): ::lx1 Е Х1 :3ха Е Ха (J1(x1) = r1 Л fa(xa) = 

= ra Л ха Е х1)} 

-аналитическое множество в R1 х Ra, так как кванторы :3 х1 :3 ха 
показывают, что речь идет о проекции борелевекого множества. 

Кроме того, F- частично определенная функция R1 ---+ Ra. 
По теореме Г. 7 дополнения найдутся борелевекие функции G : 
Ql~Qa и Н: Qa---+ Q1, продолжающие соответственно F и p-l. 
Тогда Ф = G n н-1 является борелевекой частично определен­
ной биекцией Q1 ---+ Qo, продолжающей F. Отсюда следует, что 
коаналитическое множество 

Р = {(rl,ra) Е Ф :V'x1 Е Х1 V'xa Е Ха (f1(x1) = r1 Л fa(xa) = 

= ra ===> ха Е х1)} 

удовлетворяет условию F С Р С Ф. Поэтому, используя теоре­
му отделимости Г.l дополнения, найдем борелевскую функцию 

Ф, для которой F С Ф С Р. Множества А = dom Ф С R 1 и 

В= ran Ф С Ra- борелевекие по следствию Г.4. Положим для 

хЕХ1 

{ 
/1 ( х) , если /1 ( х) f/. А , 

f(x) = Ф(!1 (х)), если fi (х) Е А. 
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Борелевость этой функции легко проверяется. Утверждается, 

что она сводит Е r (Ха U Х1 ) к равенству. Нужно доказать экви­

валентность х Е у {::::::> f(x) = f(y) для х, у Е Ха U Х1. Случай, 

когда х, у принадлежат одному и тому же из множеств Ха, Х1 
тривиален, поэтому пусть х Е Ха и у Е Х1. 

Если х Е у, то пара (r1,ra) из точек r1=!1(Y) и ra=fa(x) = 
= f(x) принадлежит множествам F и Ф, т.е. просто ra=Ф(rl), 
а значит f(x) = f(y). Допустим теперь, что х ~ у. Если 

r1=!1(Y)~A=dom Ф, то точки f(y) = r1 и f(x) = ra принадлежат 
дизъюнктным множествам xl и Ха. Предполагаем, что Tl Е А. 

Тогда f(y) = r, где r = Ф(r1), и нужно доказать, что r =1- ra. 
Если r = ra, то пара (r1, r) принадлежит множествам ФиР, так 
что по определению выполнено х Е у, противоречие. 

Следующим шагом мы определяем f на Х2 точно так же, 

считая Ха U Х1 за новое Ха и уже определенную f r (Ха U Х1) 
за fa. И т. д. D 

6.3. Гиперконечные отношения: основная теорема 

Отношение эквивалентности Е на борелевеком множестве 

ХС'Ж. польского пространства 'Ж. называется: 

х:оне~Ltнъt.м, если каждый Е-класс [х]Е = {у: у Е х }, где х Е Х, 
конечен; 

гиперх:оне~Ltнъt.м, если Е = Un Fn для пекоторой С-возрастаю­
щей последовательности борелевсх:их конечных отношений 

эквивалентности Fn; 

гипергладх:и.м, если Е= Un Fn для пекоторой С-возрастающей 
последовательности борелевских гладких отношений экви­

валентности F n. 

Отметим, что конечные отношения эквивалентности обычно 

рассматриваются только в категории борелевских отношений. 

Гиперконечные и гипергладкие отношения являются борелев­

скими по определению. Важно помнить, что конечность (как и 

счетность в определении счетного отношения эквивалентности) 
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здесь относятся к раз.меру, но не к 'Числу классов эквивалентно­

сти, и разумеется не к самому отношению как множеству пар. 

Упражнение 6.5. Докажите, что отношение эквивалентности 
Ео, см. § 2.2, гиперконечно. Соответствующие конечные отноше­
ния Fn могут быть определены на 9(rN) так: х En у, если 

хдуС{О,1, ... ,п}. D 

Этот раздел посвящен гиперконечным отношениям эквива­

лентности. Мы изложим доказательство одной весьма емкой 

теоремы (теорема 6.6), согласно которой гиперконечные отно­
шения характеризуются в классе всех счетных бореленских от­

ношений эквивалентности дополнительными требованиями, на­

пример, сводимостью к Ео, индуцированностью через борелев­

екое действие группы Z, соотнесением некоторой дополнитель­
ной структуры с классами эквивалентности как в ( vii) , ( viii). 
Все отдельные части этой теоремы были доказаны не позднее 

первой половины 1990-х годов, и собраны вместе в виде теорем 

5.1 и 7.1 в [20] и 12.1(ii) в [42], куда, а также к [58], мы и отсыла­
ем читателя за более подробной информацией. Доказательство 

этой теоремы представляет собой замечательное сочетание мето­

дов дескриптивной теории множеств и комбинаторики действий 

счетных групп. 

Теорема 6.6. Для любого борелевсrх;ого отношения эх:вивалент­
ности Е на полъсх:о.м пространстве 'Ж. следующие условия 

эх:вивалентнъt: 

(i) Е <в Ео и Е - с'Четное отношение эrх;вивалентности, 

(ii) Е гиперrх;оне'Чное, 

(iii) Е гипергладх:ое и с'Четное, 

(iv) существует борелевсrх;ое .множество Х С (2rN) tN тах:ое, 
'ЧтО ограни'Ченное отношение El r х .является С'Четнъt.м 
отношением эrх;вивалентности, изо.морфнъt.м Е с по.мо­

щъю борелевсх:ой биеrх;ции из Х на 'Ж. ; 3 

( v) Е индуцируется борелевс'К:и.м деuствие.м аддитивной груп­

пъt Z ; 
3 В этом техническом по своему характеру условии фигурирует отно­

шение эквивалентности Et, здесь определенное на (21N)IN так: х Et у, если 
x(n) = y(n) для всех n кроме конечного их числа. См. главу 7 об этом 
важном отношении. 
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(vi) существуют борелевекие отношения эх:вивалентности F, 
R типа 2, для rх;оторъtх Е = F V R; 4 

(vii) существует борелевсх;ий 'Частичнъtй пор.ядох: < на ~' упо­
рядочивающий rх;аждъtй Е-х:ласс С подобно не1еоторо.му 

подмножеству l ; 5 

( viii) существует борелевс?Сий ориентированнъtй граф Г на ~, 
ограни'Чение Г r С rх;оторого на rх;аждъtй Е-х:ласс С .являет­
ся ориентированной цепъю. 6 

К пункту ( v) добавим, что индуцированность отношения Е 
на Х борелевским действием аддитивной группы целых чисел 

Z равносильна существованию борелевекой биекции f : Х ~ Х 
такой, что [х]Е = {fa(x): а Е Z} для любой точки х Е Х, где 
степень понимается в смысле операции суперnозиции. 

Перед началом доказательства теоремы приведем следствие. 

Следствие 6. 7. Отношение Ео .является <в-мах:сималънъt.м 
гиперх:оне'Чнъt.м отношением эх:вивалентности. 

Доказательство. Если Е гиперконечно, то Е<вЕо по теореме. 

D 

По этой причине Ео еще называют универсалънъt.м гиперко­

нечным отношением эквивалентности. О гиперконечности Ео см. 

упражнение 6.5. 

Замечание 6.8. По теореме 4.13, если Е - негладкое гипер­

конечное отношение эквивалентности, то Ео <в Е, и значит 

4 Отношение эквивалентности F имеет тип n если любой F-класс содер­
жит не более n элементов. Через F V R обозначается наименьшее отношение 
эквивалентности, включающее F U R. 

5 Это условие чаще формулируют в том варианте, что каждому Е-клас­
су С можно сопоставить его линейное упорядочивание <с, подобное под­

множеству 7L., причем борелевским способом в том смысле, что { (х, у, z) : 
у <[х]Е z} - борелевекое множество. Но это, как легко видеть, равносильно 
требованию пункта (vii). Такая же переформулировка известна и для (viii). 

6 Ориентированной цепью называется ориентированный граф вида 
· · · -~ Х-2 ---t Х-1 ---t хо ---t Х1 ---+ Х2 ---+ .•• , конечный или бесконеч­

ный в каждую сторону, или конечный циклический граф, т. е. граф вида 

х1 ---+ х2 ---t хз ---t ---t • • • ---+ Xn ---t х1. К последним по определению относятся 

двухверuтинные графы Х1 ---+ х2 ---+ х1 и одновершинные графы х ---+ х.' 
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Е t",.;в Ео по следствию 6.7. Тем самым, имеется всего один 

"'в-тип негладких гиперконечных отношений с точностью до 

D 

Известна более тонкая классификация негладких гиперко­

нечных отношений в терминах борелевекого изоморфизма t"..J в, а 

не борелевекой би-сводимости t",.;в, которая расщепляет этот тип 

(см. §6.5 ниже). 

6.4. Доказательство основной теоремы 

К сожалению, вывод всех эквивалентностей теоремы труд­

но изложить в виде простой последовательности импликаций. 

Доказательство носит более сложную структуру, состоящую из 

следующих цепочек: 

(i) ===> ( iii) ===> (iv) ===> ( viii) ===> (v) ===> (i) 

(v) ===> (vi) ===> ( viii) 

(v) ===> (ii) ===> (iii) 

( vii) ===> ( viii) ===> (vii) 

Начнем с простых замечаний. 

Вывод (ii) ===> (iii) и (i) ===> (iii) элементарен. 

(iii) ===> (iv). Предположим, что Е является счетным и ги­

пергладким отношением эквивалентности на пространстве ~­

Тогда Е = Un Fn, где все Fn - гладкие и счетные отношения, 

и Fn С Fn+l V n. Можно предполагать, что ~ = 2tN и Fo == д21N 
(последнее- отношение равенства на 2tN). По лемме 6.3(iii) каж­

дое Fn имеет борелевскую трансвереаль Tn С ~. Обозначим че­
рез 'l9n(x) единственный элемент из Tn, удовлетворяющий усло­
вию v Fn 'l9n(x). Тогда отображение х ~ {'l9n(x)}nEtN есть боре­
левекая биекция вида~---+ (2tN)tN их Е у~ 'l9(x) Е1 'l9(y). Образ 
этого отображения - борелевекое множество по следствию Г.4 

дополнения. 
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6.4.1. Приложенин цепей в классах эквивалентости 

Здесь приводится доказательство двух импликаций из теоре­

мы 6.6, общей чертой которых является наличие условия (viii) 
в посылке. 

(viii) ===> (v). Пусть Г - ориентированный граф, удовле­

творяющий (viii). Условимся писать х ---+ у вместо (х, у) Е Г. 

Для данного Е-класса С конструкция понятна: определим для 

у, z Е С действие единицы через 1 ·у = z, если у ---t z. Это опреде­
ление годится, когда цепь ---+ на С не имеет концов, т. е. циклична 
или бесконечна в обе стороны. Если цепь---+ на С конечна с дву­

мя концами, т. е. Xl ---+ х2 ---+ · · · ---+ Xn, то дополним предыдущее 

определение, положив 1·Xn = Xl. Остался случай цепи беско­

нечной в одну сторону, например хо ---+ х1 ---+ х2 ---+ хз ---+ •••• 

Тогда определим 1· X2n = X2n+2 и 1· Х2n+З = X2n+l, и отдельно 
1·xl =ха. То же для цепи бесконечной влево. 

Определение 1· у можно очевидным образом продолжить до 
действия группы l на '#.., индуцирующего исходное отношение 
Е. Борелевость этого действия следует из борелевости функ­

ции у t---t 1· у. Для проверки последнего утверждения фиксиру­
ем семейство бореленских функций fi : 'Ж. ---+ '#.., для которого 
[х]Е = {gi(x): i Е rN} при всех х. Определение отношения z = 1·у 
мы дадим в виде 

z = 1·у, если Vs=l,2,3,4 (As(Y) ЛВ8 (у,z)), (1) 

где индекс s обозначает один из четырех типов структуры цепи 
---+ на [У]Е, т. е. нет концевых элементов, два концевых элемента, 
один левый концевой элемент и один правый концевой элемент 

- пусть соответственно s = 1, 2, 3, 4. Формулы А8 (у) выража­
ют принадлежиость класса [У] Е типу s, а формулы В8 (у, z) -
определение z = 1 ·у для типа s. Точнее, 

Al(Y) 

А2(у) 

Аз(у) 

А4(у) 

есть 

есть 

есть 

есть 

\/i~kГ(fk(y),fi(Y)) Л 

:J i \1 k 1 г (fk (у)' fi (у)) л 

~i \1 k 1 Г(fk(y), fi(Y)) Л 

\fi3kГ(fk(y),fi(Y)) Л 

'1 j ~ k Г(fJ(y), fk(Y)), 

~j \1 k 1 Г(fJ(y), fk(Y)), 

\1 j 3 k Г(fJ(y), fk(y)), 

3j \1 k ~ Г(fJ(y), fk(y)), 
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где Г(у, z) означает (у, z) Е Г. Далее, 

B1(y,z) есть уЕzЛГ(у,z); 

В2(у, z) есть уЕzЛ[Г(у, z) V (V' k-.Г(z, !k(У))л 

Л V k • Г(fk(y), у))]. 
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Для определения В3 - случай, когда цепь обрывается сле­

ва, но бесконечна справа - положим L = { (у, z) : у Е z Л 

ЛV' k-, Г(fk(y), z)}, так что L является борелевекой функци­

ей, определенной на множестве {у: Аз(у)}, и такой, что L(y) 
есть просто левый конец цепи ~ на [У]Е· Наконец, F = { (х, у): 
х Е у Л Г(х, у)} - борелевекая частично определенная функция, 

для которой если у не является правым концом цепи ~ на [у] Е, 

то у~ F(y). Теперь определяем Lo(y) = L(y) и далее по индук­
ции Ln+l(Y) = F(Lп(Y)). Все функции Ln - частично опреде­

ленные борелевекие функции ~ ~ ~. Если у Е ~ удовлетворяет 

Аз(у), то Ln(Y) определено для всех n и цепь ~ на [У]Е в точ­
ности совпадает с цепью Lo(y) ~ L1(y) ~ L2(y) ~ Lз(У) ~ ... 
Это позволяет определить Вз(у, z) как дизъюнкцию вида: 

Зп (y=L2n(Y) Л z=L2n+2(Y)) V :3n ((y=L2n+з(Y) Л z=L2n+l(Y)) 

V (y=Ll(Y) Л z=Lo(y)). 

Определение В4 (когда цепь обрывается справа, но бесконеч­
на слева) формулируется аналогично. Мы оставляем читателю 

в качестве упражнения вернуться к (1) и завершить вывод им­
пликации ( viii) ==> ( v). 

(viii) ==> (vii). ПустьГ-ориентированный граф, удовлетво­
ряющий (viii). Пишем х ~у вместо (х, у) Е Г. Положим у < z, 

если существует цепочка вида у= Yl ~ У2 ~ · · · ~ Уп == z, где 
n > 2. Остается доказать, что L = { (х, у) : х < у} - борелевекое 

множество. Достаточно проверить, что 

Ln = { (х, у) : 3 Xl о о о :3 Xn (х = Xl ~ Х2 ---+ ·о· ~ Xn =у)} 
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- борелевекое множество при любом n > 2. Из борелевости 
Г следует, что Ln является проекцией на '#.. 3 некоторого боре­
левекого множества в '#.. 3+n. Более того, выбор Xl, ... , Xn для 

данных х, у, очевидно, однозначен и потому Ln - борелевекое 

множество согласно следствию Г.4 дополнения. 

6.4.2. Редукция действия группы Z к Ео 

Здесь доказывается импликация (v) :::::::> (i) из теоремы 6.6. 
Заметим, что Е <в E(Z, 2tN), где E(Z, 2tN) -отношение экви­

валентности, индуцированное каконическим действием сдвига 

аддитивной группы Z на (2tN)Z. Именно, предполагая, что Е -
отн-ошение на 2tN, ·См. теорему Б.1 дополнения, получим борелев­
скую редукцию Е к E(Z,2tN) таким образом: 'l9(x) = {j·x}jEZ, 
где · - борелевекое действие Z на 2tN, которое порождает Е. 
Остается доказать, что E(Z, 21N) <в Ео. ·изложим в несколько 
сокращенном виде доказательство этого утверждения по [20], 
теорема 7 .1. 

Для краткости, обозначим отношение E(Z, 2tN) снова че­
рез Е. 

Множество Х С (2tN)Z назовем .множеством гладх:ости, ес­
ли оно Е-инвариантно и отношение Е r Х - гладкое. Идея до­

казательства состоит в том, что в несколько шагов мы отделим 

от (2tN)Z некоторые ·борелевск11е множества гладкости, на кото­
рых Е В€Дет себя особым образом, а оставшуюся часть (2tN)Z 
рассмотрим отдельно. 

Шаг 1. Положим Wn == 2nxn для n Е IN, так что Wn состо­
ит из всех функций, определенных на n х n со значениями в 
.2 = {0, 1}. Как обычно, n отождествляется с {0, 1, ... ,n- 1}. 
Положим W = Un Wn. 

Пусть х Е (21N)Z и w Е Wn. Обозначим через А(х, u1) множе­
ство всех чисел а Е Z, удовлетворяющих x(a+k)(i) = w(k,i) для 
любых k, i < n. Пусть Х1 есть множество всех х Е (21N)Z таких, 
что найдется w Е W, для которого A(x,w) непусто и ограничено 
в Z, по крайней мере, с одной стороны. 
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Упражнение 6.9. Докажите, что xl- борелевекое множество 

гладкости. 

У'К:азание. Если х Е xl, то класс [х]Е содержит единствен­

ную точку у такую, что если. А(х, w) ограничено в l снизу, то 

О - наименьший элемент в А ( х, w), и если А ( х, w) ограничено в 
l сверху но не снизу, то О- наибольший элемент в А(х, w), где 
w = w(x) - наименьший, в смысле векоторого фиксированно­

го полного упорядочения множества W, элемент W такой, что 
А(х, w )· =/-= 0. D 

Обратимся к дополнительному МНО)Кеству х = (2tN)Z "xl. 
По определению, если х Е Х и w Е W, то множество А(х, w) 
пусто или же неограничено в- l ни сверху, ни снизу. 

Шаг 2. Фиксируем на каждом множестве Wn порядок <n 
так, что выполняется следующее условие: если и, v Е Wn+l и 
и <п+l v, то и r n <п v r п, где и r n Е Wn определено, естествен­
но, так, что (и r n)(k, i) = и(k, i) ДЛЯ всех i < n. Для х Е (2tN)Z и 
каждого n через w~ обозначим <п-наименьший элемент w Е Wn 
такой, что A(x,w) =/-= 0 .. Понятно, что w~ С w~+l' а потому име­
ется функция rфх : (N х fN---+{0, 1} такая, что для каждого n вы­
полняется Фх rп=w~, т.е. Фx(k,i) = w~(k,i) для всех k,i < п. 

Обозначим через А(х) множество всех а Е l, удовлетво­
ряiощих соотношению х(а + k)(i) = Фх(k, i) для каждой пары 
k,i Е IN. 

Упражнение 6.10. Докажите, что множество Х2 всех точек 
хЕХ таких, что множество А(х) непусто и ограничено снизу­

борелевекое множество гладкости. Ух:азание. Если х Е Х2 то 

класс [х]Е содержит единственную точку у, для которой О 
наименьший элемент в А(у, w). D 

Упражнение 6.11. Докажите, что множество Хз всех точек 
хЕХ таких, что множество А(х) непусто инеограничено снизу­

борелевекое множество гладкости. Ух:азание. Каждый элемент 

х Е Хз является периодическим, т. е. найдется натуральное чис­

ло d > 1 такое, что х(а + d)(i) = x(a)(i) для всех а Е l и i Е fN. 
()тсюда следует что класс эквивалентности [х]Е- конечное мно­

жество. Сошлитесь на лемму 6.3(ii),(i). D 
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Эти результаты позволяют теперь сконцентрироваться на 

множестве У = Х 'Х 2 U Х з всех х Е Х, для которых множество 

А(х) -пустое. 

Шаг 3. Пусть х Е У. Тогда х Е Х, так что по определе­

нию множество А(х, w~) неограничено в l в обе стороны для 

любого n, и при этом А(х, w~+1 ) С А(х, w~) и Пn А(х, w~) = 0, 
поскольку иначе число а Е l, принадлежащее всем А(х, w~), 
принадлежало бы и А(х). Определим последовательность чисел 

а~ Е l так: а0 = О и далее для всех n > О 

наименьший элемент из А(х, w2n+1), 

больший, чем О, 

наибольший элемент из А(х, w2n+2), 

меньший, чем О 

(2) 

Выполняется a2n+2 < а2п, поскольку А(х, w2n+2 ) С А(х, w2п), и 
аналогично a2n+l < а2n+З· Таким образом, 

... < а~ < а2 < а0 = о < af < аЗ < а5 < ... (3) 

Более того, в (3) справа и слева от О должно быть бесконеч­
но много знаков строгого неравенства <, так как в противном 
случае Пn А(х, w~) # 0. 

Упражнение 6.12. Докажите, что если в первой строке (2) 
заменить О на а2п, а во второй на a2n+l то результат не изме­
нится. D 

Сопоставим каждому х Е У функцию 'l9(x) Е WtN следую­
щим образом. ДJIЯ любого n положим d~ = la~+l- a~l и r~ = 
= (r~o,r~l' ... ,r~m), где m = d~ и r~i = Xmin{a~+l'a;;}+i rm. Нако­
нец, 'l9(x)(n) = r~. 

Лемма 6.13. Если х, у Е У, то х Е у э~вивалентно 'l9(x)(n) = 
= 'l9 (у) ( n) для всех n Е fN, ~роме ~оне~Ltного их ~Ltисла. 

Доказательство. Допустим х Е у. Поскольку Е = E(l, 2tN), най­
дется число р Е l такое, что х(а + р) = у(а) для всех а Е l. 
В этом случае понятно, что w~ = wK и а+ р Е А(х, w~) ~ 
~а Е А(у, wK) для всех а Е l и n. Не ограничивая обЩности, 
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предполагаем, что р > О. Имеем а2по+1 > р для подходящего 
по. Но тогда из эквивалентности двумя строками выше следует 

a2n+1 = a~n+1 + р для всех п > по. Отсюда нетрудно вывести 
d~ = d~ и затем r~ = rK при п >по, что и требовалось. 

Обратно, пусть {)(х)(п) = {)(у)(п) для всех п. Тем самым, 
d~ = d~ и r~ = rK для всех п >по. Из первого равенства имеем 
a2n+1 = a~n+l + р для всех п > по, где р Е l не зависит от 
п. Здесь нужно использовать результат упражнения 6.12. Из 
второго равенства выводится х (а + р) = у (а) для всех а Е l, т. е. 
х Е у. D 

Однако {) - борелевекая функция из У в WIN. Значит, лемма 
доказывает, что Е r У <в E~w), откуда следует Е r У <в Ео по 
упражнению 2.11. 

Шаг 4. Итак, предыдущие рассуждения позволили разбить 
пространство (21N)Z на попарно дизъюнктные борелевекие мно­
жества Х1 , Х2, Хз, У, каждое из которых Е-инвариантно, кроме 

того, первые три из них - множества гладкости, т. е. на них Е 

борелевеки сводится к равенству, например, к д2rN, а У удовле­

творяет Е r У <в Ео. Чтобы извлечь из всех соответствующих 
редукций доказательство Е <в Ео, сделаем следующее. 

Разобьем 21N на множества R 1 = {z Е 21N : Vп (z(2п) =О)}, 

R2 {z Е 21N :Vп(z(4п) = 0Лz(4п+2) = 1)}, 

Rз {zE21N:Vп(z(4п)=1Лz(4п+2)=0} 

и R = {z Е 21N: Vп (z(2п) = 1)}. Допустим, что !1 : (21N)Z ~ 21N 
- борелевекая редукция Е r Х 1 к д21N. Положим для каждого 

х Е х1 

f~ (x)(2(2n(2k + 1)- 1) + 1) = f 1(x)(k) для всех п, k Е rN, 

и f{ ( х) (2п) = О для всех п. Поскольку отображение п, k ~ 
~ 2n(2k + 1) - 1 является биекцией fN х fN на rN, то f{ остается 
борелевекой редукцией отношения Е r Х1 к дп1 , и более того 

(роль п!), к Ео r R1. 
Таким же образом определяем борелевекие редукции JI от­

ношений Е r Xi к Ео r Ri, i = 2, 3. Наконец, если f- борелевекая 

редукция отношения Е r У к Ео, то несколько проще определим 
f'(x)(2k + 1) = f(x)(k) и f'(x)(2j) = 1. 
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Остается соединить эти четыре редукции JI, i = 1, 2, 3, и f' 
в одну и принять во внимание, что множества Ri и R Ео-инвари­
антны в их объединении, т. е. любые две точки, принадлежащие 

двум разным множествам из этих четырех, Ео-неэквивалентны. 

6.4.3. Гиперконечность действия группы l 

Здесь доказывается импликация (v) ===> (ii) из теоремы 6.6. 
Предположим, что 'Ж. = 2tN. Возрастающая последователь­

ность отношений эквивалентности Fп, чье объединение равно Е, 

определяется отдельно внутри каждого Е-класса С. Если эле­

мент хс Е С может быть выбран посредством пекоторой проц~­

дуры борелевекого типа, то внутри С можно определить х Fп у, 

если существуют числа j, k Е l такие, что IJI < n, lkl < n, 
и х = j ·хс, у = k·xc. Например, такой прием применим, ес­
ли С конечно; в этом случае возьмем <1ех-наименьший элемент 
множества С в качестве хс, где <1ех обозначает лексикографи­

ческий порядок на 2tN. 
Допустим, что С бесконечно. Обозначим через <act частич­

ный порядок на 2tN, индуцированный данным бореленским дей­
ствием группы l, т. е. х <act у, если у= j ·х, j >О. Как и выше 
для конечного С, считаем, что ни а= inf<lex С ни Ь = sup<lex С 
не ~цринадлежат С. Пусть Сп - множество всех х Е С, для ко­

торых х r n -j:. а r n и х r n -j:. Ь r n. Определим х Fп у, если х, у 
принадлежат одному и тому же <1ех-интервалу в С, лежащему 

целиком внутри Сп, или просто х =у. В наших предположени­

ях, каждое~Fп имеет только конечные классы, и для любой пары 

х, у Е С имеется такое n, что х Fп у. 
Остается довольно непростая задача показать, что эти опре­

деления отношений Fп, выполненные по отдельности в каждом 

Е-классе С, <<интегрируются>> в борелевекие отношения Fп, опре­

деленные на всем пространстве 2tN. Здесь главный момент бу­
дет состоять в том, что операции, выражаемые кванторами ти­

па :Зу Е [х]Е, \fy Е [х]Е, сводятся к обычным счетным опе­

рациям с помощью данного действия группы l : наrrример, 
3у Е [х]Е ср(х,у) эквивалентно 3а Е l ср(х,а·х). Мы остав.тrя­
ем это читателю в качестве упражнения. 
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6.4.4. Цепи в классах эквивалентности 

Здесь приводятся доказательства трех импликаций, общим 

свойством которых является наличие условия (viii) в заключе­
нии. 

(vii) ==} (viii). Пусть < - порядок, удовлетворяющий (vii). 
Если С - произвольвый Е-класс, то для х, у Е С определим 

х ~ у, когда х < у и <-интервал между х и у не содержит 
других элементов С. Очевидно, так определена ориентирован­

ная цепь внутри класса С. Осталось проверить, что множество 

Г = { (х, у) :у Е [х]Е Л х ~ у} - борелевское. Отношение Е, во 

всяком случае, счетное, и поэтому по теореме 6.24(i) ниже име­
ется счетное семейство борелевских функций 9i : 'Ж. ~ 'Ж., i Е fN, 
таких, что [х]Е = {gi(x): i Е IN} для всех х Е 'Ж.. Теперь 

х ~у эквивалентно у Е [х]Е Л х <у Л Vi • (у< 9i(x) < z), 

и борелевость Г следует из борелевости < . 
(iv) ==} (viii). Пусть множество Х С (21N)IN таково как в (iv). 

Для любой точки х Е (21N)tN и n Е fN пусть х r>n = х r (n,oo). 
Раз все классы Е1-эквивалентности внутри Х не более чем счет­

ны, из теоремы Г.5 и следствия Г.4 дополнения следует, что 

все множества вида Х r >n = { х r >n : х Е Х} являются боре­
левскими и имеется счетное семейство борелевских функций 

gf: х r>n ~ х, i Е N, для которых МНО)Кество х~ = {х Е х: 
х r>n =~}совпадает с {gi(~): i Е rN} ДЛЯ всех~ Е х l>n, так 
что {gf(~)(n): i Е rN} = {x(n): х Е Х~}. 

Положим <р(х) == {<t?n(x)}пEIN для каждого х Е (21N)IN, где 
'Рп(х) -наименьший номер i такой, что x(n) = fin(x)(n). Тогда 
<р(х) Е fNIN. Положим <р~(х) = maxk~n 'Pk(x) и обозначим через 
J.L( х) последовательность 

<ро ( х) , <р~ ( х) , 'Pl ( х) + 1 , <р~ ( х) + 1 , ... , 'Pn ( х) + n , <р~ ( х) + n , ... 

Если точки х "f:. у из Х удовлетворяют условию х Е1 у, т. е. 

х l>n =у l>n для какого-тоn, то <р(х) r>n = <р(у) r>n, {t(x) r>m = 
= {t(y) r >m для векоторого т> n, но <р(х) =1- <р(у), J.L(x) -=1- {t(y). 

Нам понадобится анти-лексикографический частичный по­

рядок <alex на rNIN, т. е. а <alex Ь, если найдется n такое, что 
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а r >n Ь r >n и a(n) < b(n). Для х, у Е Х определим х <о у 
когда J.L(x) <alex J.L(y). Из сказанного следует, что <о линей­
но упорядочивает каждый Е1-класс [х]Е1 n Х, х Е Х. Более 

того, любой <аlех-интерва.л между J.L(x) <alex J.L(Y) содержит 
лишь конечно много элементов вида J.L(z). (Для 'Р это не име­

ло бы места.) Значит, каждый класс [х]Е1 n Х, хЕХ, упорядо­
чен отношением <о подобно подмножеству множества Z одного 
из видов: {0, 1, 2, ... n}, где n Е rN, или rN = {0, 1, 2, ... }, или 
-rN = {· · ·- 2, -1, 0}, или наконец всё Z. 

Последним шагом доказательства является рутинная правер­

ка борелевости этого отношения <о на Х, которую мы оставим 

читателю. Сначала проверьте борелевость функций 'Р и J-L. 

(vi) ===> (viii). Допустим, что Е = F V R, где F, R - отноше­

ния типа 2 на 2tN. Назовем F-парой любую упорядоченную пару 
(а, Ь) в 2tN, для которой а < 1ех Ь и а F Ь. Назовем F-синглетом 
любую точку х Е 2tN, которая F-эквивалентна только самой се­
бе. Тогда каждая точка х Е 2tN, не являющаяся F-синглетом, 
принадлежит единственной F-паре в роли первого или второго 

ее элемента. 

Для каждой F-пары (а, Ь) в 'J. определим а ~ Ь. Если (а, Ь) 
и (а', Ь') - две таких пары, и выполнено Ь R а' или Ь R Ь' (оба 
этих условия не могут выполняться одновременно), то опреде­

лим Ь ~а'. Если же с является F-синглетом, то определим Ь ~с 

в случае, когда Ь R с, и определим с ~ а в случае, когда с R а. 
Наконец, если с =1 d оба являются F-синглетами, то определим 
с ---+ d, если с R d и с < 1ех d. Легко видеть, что так определенный 
ориентированный граф на 'J. доказывает ( viii). 

6.4.5. Разложение в комбинацию двух конечных отношений 

эквивалентности 

Здесь доказывается импликация (v) ===> (vi) из теоремы 6.6. 
Короткое, но опирающееся на другие трудные теоремы о гипер­

конечных отношениях, доказательство этой импликации дано в 

[42]. Мы же приведем элементарное, но более длинное доказа­
тельство. 
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Допустим, что отношение эквивалентности Е на 21N индуци­
ровано борелевским действием l. Определим искомые отноше­
ния эквивалентности F и R на произвольнам Е-классе С= [х]Е· 
Ключевой момент здесь следующий. Если можно выделить <<бо­

релевским>> образом какой-то элемент хс Е С, то определе­

ние F и R не вызовет затруднений. Именно, нужно положить 
хс F (l·xc), (l·xc) R (2·хс), снова (2·хс) F (З·хс), и так да­
лее, и так же в отрицательную сторону. Если же С имеет ко­

нечное нечетное число элементов 2n + 1, то на определении 
( (2n- 1) · хс) R ( (2n) · хс) всё заканчивается. Это решение приме­
нимо, например, в случае, когда множество С конечно: полагаем 

хс равным <1ех-наименьшему элементу С. 

Предположим, что множество С бесконечно. Тогда данное 

действие l индуцирует порядок <act на С, подобный поряд­
ку в l. 

Пусть W С С. Назовем элемент z Е W л.мин (локаль­

но минимальным) в W если он <1ех-меньше любого из его 

двух <асt-СОседей в множестве W. Положим Wlmin = {z Е W: 

z- лмин в W}. 
Слу'Чай 1: Слмин пусто. Это означает что <act и <1ех либо 

полностью совпадают либо полностью противоположны на С, 

тем самым, <1ех упорядочивает С подобно l. Понятно, что су­
ществуют такие конечные бинарные последовательности s, что 
а= sлoc.v, т. е. продолжение s нулями до бесконечной после,nова­
тельности удовлетворяет условию: найдутся х, у Е С, для кото­

рых х <1ех а <1ех у. Через sc обозначим такую s этого типа, 
которая имеет наименьшую возможную длину, и среди таких 

- наименьшую лексикографически. Тогда среди всех х Е С, 

х < sc, имеется <1ех-наибольший элемент хс. Строим F и R на 
С как указано выше. 

Слу'Чай 2: Слмин непусто и <асt-Ограничено в С хотя бы в од­
ном направлении. Если, например, множество Слмин ограничено 

сверху, то оно имеет наибольший элемент, который и возьмем в 

качестве хс, и так далее. 

Слу'Чай 3: Слмин <асt-неограничено в С в обоих направ­

лениях. Назовем л.мин-интервало.м любой <асt-полуинтервал 

[х, х') между двумя последовательными элементами х <act х' из 
Слмин· Пусть [х, х') = {ха, х1, ... , Xm-1} - такой интервал, ЭJie-
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менты которого перенумерованы по возрастанию <act, в част­
ности ха = х. Определим x2k F X2k+l при 2k + 1 < т. Если 
т нечетно, то Xm-1 = х' остается без пары. Обозначим через 
С1 множество всех элементов из С, оставшихся без пары при 
рассмотрении всех лмин-интервалов. Рассматривая множество 

С~мин, как и выше, продолжим F на некоторую часть множества 
С1 . Тогда, возможно, возникнет некоторый остаток С2 С С1 , на 
котором F останется неопределенным. И так далее. 

Итак, определяется убывающая последовательность мно­

жеств С = С0 :J С1 :J С2 :J ... , и отношение эквивалентности 
F на каждой разности сп , сп+l, у которого классы содержат 
ровно по два элемента. Заметим, что множество С00 = Пп сп 
не может содержать более одного элемента: иначе одно из мно­

жеств сп содержало бы два <асt-соседних элемента х <act у, 

которые переходят в сп+l, что по построению невозможно. 
Если С00 = { х} - одноэлементное множество, то снова вы­

бираем хс=х и заканчиваем построение F и R как в случаях 1 
и 2. 

Если же, наконец, С00 = 0, то F определено на всем С 
и каждый F-класс содержит ровно по два элемента. Осталось 

определить R. Упорядочим пары { х, у} элементов множества С 
в соответствии с <асt-лексикографическим порядком на парах 

(max<act { х, у}, min<act { х, у}), этот порядок всё ещё подобен l. 
Если { х, у} и { х', у'} - два F-класса, причем второй непосред­

ственно следует за первым в только что определенном смысле, 

и х <act у, х' <act у', то определим у R х'. 
Проверку борелевости F и R (здесь довольно трудоемкую) 

оставим читателю в качестве упражнения. 

D (Теорема 6.6) 

6.5. Классификация гиперконечных отношений 
с точностью до изоморфизма 

Как мы видели (замечание 6.8), негладкие гиперконечные от­
ношения эквивалентности образуют всего один тип с точностью 

до I"'Vв . Однако для классификации с точностью до борелевекого 
изоморфизма I"'V в картина получается совсем иная. Сразу видно, 
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что такие отношения этого класса, как, например, Ео и отноше­

ние E(Z, 2), индуцированное действием сдвига группы целых чи­
сел Z на 2z, не могут быть борелевеки изоморфны, поскольку 
второе имеет конечные классы-орбиты (именно, орбиты перио­

дических Z-последовательностей из 2z), в то время как все Ео­
классы бесконечны. Но даже если ограничиться такими неглад­

кими гиперконечными отношениями эквивалентности, которые 

имеют только бесконечные классы (такие отношения называют­

ся непериоди'Чесх:и.ми), то всё равно останутся борелевеки неизо­

морфные отношения! 

Полная классификация негладких гиперконечных отноше­

ний эквивалентности с точностью до rvв дана в статье [20]. Она 
состоит в следующем. 

Во-первых, нам потребуется еще одно отношение эквивалент­

ности в этой группе, <<хвостовое>> отношение Et на 21N, определя­
емое так: 

aEtb, если 3m3nVk(a(m+k)=b(n+k)). 

Предложение 6.14. Et - нenepuoдu~Ltec'К:oe гиперх:оне'Чное от­

ношение эх:вивалентности. 

Доказательство (набросок). Для вывода гиперка.нечности 

используется несколько видоизмененная конструкция из под­

раздела 6.4.2. Здесь Wn = 2n (последовательности длины n 

из нулей и единиц) с лексикографическим порядком <п и для 

х Е 2tN и w Е Wn А(х, w) состоит из всех чисел j Е (N таких, что 
x(j + k) == w(k) для каждого k < n. Понятно, что для любых n 
и х Е 2tN найдется последовательность w Е Wn такая, что мно­
жество А(х, w) бесконечно; пусть w~ обозначает <п-наименьшее 
из них, а j~ -наименьшее из чисел j Е А(х, wn)· 

Упражнение 6.15. Докажите, что w~ = wK (но не обязательно 
·х "У) .... Е К х х 0 Jn = Jn всякии раз, когда х t у. po:rvie того, wn С wn+l· 

Из второго утверждения следует j~ < j~+I' так что для каж­
дого х либо числа j~ неограниченно возрастают, обозначим мно-

х б ·х ·х ·х 
жество всех таких х через , ли о же Jn = Jn+l = Jn+2 == ... 
для некоторого n - обозначим множество всех таких х через У. 
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Упражнение 6.16. Докажите, что каждое из множеств Х, У 
является борелевским и Еt-инвариантным. D 

Отношение Et r У - не просто гиперконечное, но даже глад­

кое, что обеспечивается отображением х ~ 'l9(x) = Un w~ 
(справа стоит точка 2tN). Остается доказать гиперконечность от­
ношения Et r Х и воспользоваться теоремой 6.4. Итак, пусть 
х Е Х. Обозначим через 19~ конечную последовательность 

(x(j~_ 1 ), ... , x(j~ - 1)), где j:_1 = О при n = О. Таким образом, 
19~ = Л - пустая последовательность, когда j~ = j~_ 1 , но по 

выбору х имеется бесконечно много n, для которых j~ > j~_1 . 

Отображение х ~ 'l9(x) = {'l9~}nEtN есть борелевекая функция из 
2tN В 22<w. 

Упражнение 6.17. Докажите, что отображение х ~ 'l9(x) яв­
(2<w) 

ляется редукцией отношения Et r Х к Е0 • D 

(2<w) 
Однако, Е0 <вЕо, см. упражнение 2.11. 

D (Предложение 6.14) 

И последнее замечание перед теоремой классификации. Как 

мы уже указывали, некоторые классы эквивалентности сдвиго­

вого отношения E(Z, 2) на 2z конечны. Можно, однако, опреде­
лить непериоди~Ltесх:ую областъ 

D = {х Е 2z: класс эквивалентности [x]E(z,2) бесконечен}. 

Это борелевекое множество, а соответствующее тоже борелев­

екое ограниченное отношение E*(Z, 2) = E(Z, 2) r D называется 
непериоди~Ltесrх;ой ~Ltастъю отношения E(Z, 2). Следующую труд­
ную теорему из [20] о классификации с точностью до изомор­
физма rv в мы приводим без доказательства. 

Теорема 6.18. Каждое непериоди~Ltесх:ое гиперх:оне~Ltное отно­
шение эrх;вивалентности борелевсх:и изоморфно одному и толъ­

х:о одно.му отношению из следующего с~Ltетного списх:а: 

Et, E*(Z, 2), Ео х д{ 1 , ... ,n}' n > 1. о 

д{ 1 , ... ,n} обозначает отношение равенства на п-оэлементном 

множестве. 
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6. 6. Теорема Дая 

А теперь вернемся к той модификации понятий, связанных с 

борелевекой сводимостью, которая уже была кратно рассмотре­

на в§ 1.6. Следующая теорема эргодической теории показывает, 
что если в определении изоморфизма пренебречь множествами 

нулевой меры, то все гиперконечные отношения эквивалентно­

сти опять образуют единственный класс по изоморфизму. 

Теорема 6.19 (Дай [22, 23] 7). Предположим, 'Что ('~; J.L) и 
(У; v) - полъс~ие пространства с вероятностнъt.ми .мера.ми f.-L 

и v, (см. § 1.6), а Е и F - гиперх:оне'Чнъtе отношения эх:вива­

лентности на 'Ж. и У, при'Че.м 

1) Е сохраняет .меру J.L в то.м с.мъtсле, 'Что для любой борелев­
сх:ой бие~ции f : А ~ В, где А, В С 'Ж. - борелевс~ие .мно­
жества, rх;оторая удовлетворяет х Е f ( х) для всех х Е А, 
въtполнено J.L( А) = J..t( В) ; 

2) Е является J.L-эргоди'Чесrх;и.м в то.м с.мъtсле, 'Что вся~ое Е­

инвариантное борелевсх:ое .множество А С 'Ж. и.меет .меру 

либо О либо 1 ; 
и соответственно отношение F сохраняет .меру v и является 
v-эргоди'Чесх:и.м в то.м же с.мъtсле. 

Тогда Е и F изо.морфнъt nо'Чти всюду, т. е. существует 

сохраняющая .меру { переводящая f.-L в v) борелевсх:ая биеrх;ция 
{):'Ж. ~У та~ая, 'Что эrх;вивалентностъ х Е х'-<===> {)(х) F {)(х') 
въtполнена для всех х, х' из нех:оторого борелевсх:ого Е -инвари-

антного .множества А С 'Ж. .меръt J.L(A) = 1. D 

Итак, для любой пары бореленских гиперконечных отноше­

ний эквивалентности вопрос о возможности их борелевекой эк­

вивалентности почти всюду сводится к вопросу существования 

вероятностных мер, делающих эти отношения эргодическими и 

сохраняющими меру. В некоторых случаях существование такой 

меры есть достаточно простой факт. 

Упражнение 6.20. Докажите, что отношение Ео сохраняет 

обычную однородную вероятностную меру А на 2tN в смысле 

7 Более современное доказательство см. в книге [58] или в статье Верши­
ка [3]. 
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условия 1) и является А-эргодическим в смысле условия 2). 
Постройте подобные вероятностные меры для отношений вида 

Ео х ~{l, ... ,n}' n Е fN. 
Докажите, что однородная вероятностная мера на 2z удо­

влетворяет 1) и 2) по отношению к эквивалентности E*(l, 2). 
В этом случае, в отличие от Ео, мера с такими свойствами не 

единственна. Фактически, имеется континуум подходящих веро­

ятностных мер, поскольку для каждого экземпляра двоеточия 

в произведении 2z можно выбрать свое число р, О < р < 1, и 
оnределить для него JL(O) = р и J.L(1) = 1 - р. D 

Очевидно, что в основе первого результата 6.20 лежит суще­
ствование однородной вероятностной меры на каждом конечном 

множестве: в самом деле, сопоставим каждой точке меру ~, где 
n - число элементов данного множества. Для счетного множе­

ства такой меры не существует, а потому не видно, как получить 

результат 6.20, например, для отношения Eb!N) - аналога Ео для 
пространства rNIN, а также для Et. Оказывается, искомых мер 
для E~IN) и Et и не существует. Такого рода отрицательные ре­
зультаты можно получать на основе еще одного понятия. 

Определение 6.21. Отношение эквивалентности Е на про­

странстве '/... назовем сжи.мае.мъt.м, если найдется такая борелев­
екая биекция f : '/... ~ '/..., что х Е f ( х) для всех Х и разность 
D = '/... 'ranf (т. е. все точки Х, не имеющие вида f(x), х Е'/...) 
есть Е-полное множество в том смысле, что D пересекает любой 
класс Е-эквивалентности в '/.... D 

В этом случае сам f- образ ranf = {f(x): х Е'/...} простран­
ства '/... -также, очевидно, Е-полное множество, а потому отоб­
ражение f можно рассматривать как сжатие пространства '/..., 
которое отображает каждый Е-класс на свое собственное под­

множество. 

Теорема 6.22 (Надкарни (63)). Пустъ Е является с'Четнъt.м 
оm'IWшение.м эх:вивалентности на полъсх:о.м пространстве '/.... 
Тогда веро.ятностна.я .мера JL, удовлетворяющая условиям 1) и 
2) теоре.мъt 6.19, существует в то.м и толъх:о в то.м. слу'Чае, 
х:огда отношение Е несжи.мае.мо. D 
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Отношение E~rN), например, сжимаемо: определим f(x) Е fNrN 
для каждой точки х Е fNrN так, что f(x)(O) = 2х(О) и 
f(x)(n) = х(п) для всех n. Также сжимаемо отношение Et : опре­
делим f(x) Е 2z для каждой точки х Е 2z так, что f(x)(O) =О, 
f(x)(n+ 1) = x(n) для всех n >О и f(x)( -n) = х( -n) для n >О. 
Значит, отношения Et и E~rN), в отличие от отношений E*(l, 2), 
Ео, и Ео х д{l, ... ,n}' n Е rN, не находятся в области действия 
теоремы 6.19. А для этих последних мы получаем: 

Следствие 6.23. Если Е, F - два отношения из спис'К:а тео­

ре.мъt 6.18, х:ро.ме Et, на пространсrтьвах, соответственно, 'Ж., 1У 

(равнъtх 2rN или 2z). Тогда Е, F изо.морфнъt no~Ltти всюду в смыс­
ле .мер, давае.мъtх дл.я них резулътаrпо.м 6.20. D 

Итак, имеется счетная совокупность попарно борелевеки 

неизоморфных но изоморфных почти всюду (в смысле теоре­

мы 6.19) гиперконечных непериодических отношений эквива­
лентности. 

Теорема 6.19 относится к гиперконечным отношениям экви­
валентности, т. е. тем, которые индуцированы борелевскими дей­

ствиями группы целых чисел l по теореме 6.6. Результат оста­
ется справедливым и для более широкого класса а.менабелънъtх 

групп, об этом см. в книге [58]. В то же время обобщение на 
все вообще счетные группы не проходит. В сущности, недавно 

Хъёрт [38] доказал, что теорема 6.19 в варианте, где предполага­
ется, что отношения Е и F индуцированы действиями пекоторой 
польской группы G, верна, с некоторыми уточняющими предпо­
ложениями, толъ'К:о для аменабельных групп G. 

6.7. Счетные отношения эквивалентности 

Напомним, что С'Чеmнъt.м называется отношение эквивалент­

ности, у которого каждый класс эквивалентности не более чем 

счетен. Это чрезвычайно интересный тип, для которого лишь 

недавно удалось получить ответы на ряд важных вопросов. Мы 

дадим здесь доказательство одной теоремы из [28], раскрываю­
щей важные свойства счетных бореленских отношений эквива-
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лентности. Отметим работы [16, 31, 42, 58] как серьезные источ­
ники по этой теме. 

В пункте (iii) этой теоремы речь идет о счетном отноше­
нии эквивалентности Е00 == E(F2, 2), ИНдУЦИрованном действием 
сдвига свободной группы F2 с двумя образующими на простран­

стве 2F2 , см. пример 3.8. Таким образом, утверждается, что Е00 
-максимальное среди всех борелевских счетных отношений эк­

вивалентности. По этой причине Е00 часто называется универ­
салънъtм борелевским счетным отношением эквивалентности. 

Теорема 6.24. Предположим, что Е .является борелевсх:им 
счетнъtм отношением эх:вивалентности на полъсrх;о.м про­

странстве 'Ж.. Тогда: 

(i) найдется семейство {fi }iEtN борелевсх:их фунх:ций из 'Ж. в 

~ таrх;ое, что [х]Е == {fi(x): i Е fN} дл.я всех х Е 'Ж.; 

(ii) Е индуцировано полъсх:и.м действием х:ах:ой-то с'Четной 
групп 'Ьt (3 ; 

(iii) въtполнено соотношение Е <в Е00 • 

Доказательство. (i) Достаточно применить теорему Г.5 до­
полнения. 

(ii) Не ограничивая общности предполагаем, что 'Ж. = 2tN. 
Фиксируем систему {fn}niEtN борелевских функций fп : 2tN~2tN, 
определенных условием (i). Положим Г~ = {(а, fп(а)): а Е fN} 
-график fп, и Г п =Г~" Uk<n Г~. Множества Рпk =Г п n Гk -l 
образуют разбиение Е как множества пар на счетное число (гра­

фиков) частичных функций 21N ~ 21N. Положим ~ = {(а, а) : 
а Е 2tN} и фиксируем перечисление {Dm}mEtN всех непустых 
множеств вида Pnk "д. Пересекая множества Dm с прямоуголь­
никами вида 

и R -l s ' 

сводим общий случай к случаю, когда domDmПranDm=0\fт. 

Теперь для любого т положим hm(a) = Ь, если (а, Ь) Е Dm 
или (а,Ь) Е Dm -l, или а = Ь fl. domDm U ranDm. Понятно, 
что hm - борелевекая биекция 2tN ~ 2tN. Итак, {hm}mEtN -
семейство борелевских автоморфизмов пространства 2tN, при­
чем [а]Е = {hm(a): т Е rN}. Присоединив всевозмож~ые су­
перпозиции этих функций hm, получим борелевекое действие 



б. 7. Счетные отношения эквивалентности 109 

(g,a) t---t g·a группы Fw (т.е. свободной группы с No образую­

щими) на 2tN, которое индуцирует Е. 
(iii) Отображение 'l9(a) = {g-1 ·a}gEFw' а Е 2tN, очевид­

но, является борелевекой редукцией отношения Е к отношению 

E(Fw, 2tN), индуцированному каноническим действием сдвига Fw 
на (2tN )Fw. Заметим теперь, что Fw гамеаморфно вкладывает­
ся в F2. В самом деле, пусть {xk: k Е rN} - список образу­

ющих группы Fw, а х, у -образующие группы F2. Отображе­
ние h(xk) = xkyk индуцирует изоморфизм между Fw и подгруп­
пой группы F2, порожденной элементами вида xkyk. Поэтому 
Е <в E(F2, 2tN) дается результатом упражнения 3.7. 

Остается свести отношение E(F2, 2tN) к E(F2, 2). Ясно, что 
E(F2, 2tN) <в E(F2, 2z,{o}). Неравенство E(F2, 2z,{o}) <в E(F2x 
х Z, 3) доказывается отображением каждого элемента { а9 } gEF2 , 

где а9 Е Е 2z,{o}, в {Ь9j}gEF2 ,jEZ, где Ьgj = a9 (j) при 
j # О и Ь9о 2. Для любой группы G, выполняется 

E(G,3) <в E(G х Z2,2) с помощью отображения каждого эле­

мента {a9 }gEGE3G (а9 =О, 1, 2) в элемент {b9i}gEG, iEZ 2 , где 

bgi = { 
о, 

1, 

если а9 = О или 

если а9 = 2 или 

( а9 = 1 и i = О), 

( а9 = 1 и i = 1). 

Итак, E(F2, 2tN) <в E(F2 х Z х Z2, 2). Однако Z2- гамаморф­
ный образ Z и Z, в свою очередь, вкладывается в F2 • Произве­

дение же F2 х F2 х F2 вкладывается в Fw и опять-таки в F2. 
Применяя к этой цепочке результат упражнения 3.7, получим 
окончательно E(F2, 2tN) <в E(F2, 2). D 

В следующем разделе мы установим, что выполняется стро­

гоенеравенство Ео <в Е00 • Что происходит в интервале между 

Ео и Е00 ? Долгое время вопрос оставался открытым; и были из­
вестны лишь еще два rvв-типа негиперконечных счетных отно­

шений. Методы, связанные с теорией меры, позволили Адамсу 

и Кехрису [16] доказать, что на самом деле таких типов беско­
нечно и континуально много и они имеют весьма сложную <в­

структуру. Это сложные результаты. Несмотря на этот прогресс, 

многие совершенно элементарные вопросы остаются нерешенны­

ми. Упомянем два из них. 
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Проблема 6.25. Введем .мулътиплих:ативнъtй аналог М отно­
шения эквивалентности Витали на множестве IR+ всех положи­
тельных вещественных чисел: хМ у, когда дробь ~ рациональна. 

Это, очевидно, счетное борелевекое отношение. Является ли оно 

гиперконечным? D 

Проблема 6.26. Отношение эх:вивалентности по Тъюрингу t 
определено на множестве fNrN так: xty, если последовательности 
х, у сводятся друг к другу по Тьюрингу. Это счетное борелев­

екое отношение, и известно, что оно не гиперконечно. Верно ли, 

что t ""'в Е00 ? D 

6.8. Негиперконечные счетные отношения 

Напомним, что гиперконечными называются отношения эк­

вивалентности, которые допускают представление в виде объ­

единения С-возрастающих последовательностей борелевских ко­

нечных (т. е. с конечными классами) отношений. Соответствен­

но, все гиперконечные отношения эквивалентности - борелев­

екие и счетные. Более того, согласно теореме 6.6(i), гиперконеч­
ные отношения эквивалентности образуют начальный сегмент в 

<в-структуре счетных борелевских отношений. 

Теорема 6.27. Существует негиперх:оне'Чное с'Четное борелев­
с'К:ое отношение э'К:вuвалентности. 

Изложим первоначальное доказательство этого результата в 

[69]. Другие известные доказательства, например, приведеиные 
в [20, 58], в тех или иных аспектах выходят за рамки элементар­
ной дескриптивной теории множеств. 

Доказательство. Искомое отношение будет индуцироваться 

польским действием группы F2 на 2tN с помощью отображений 
особого вида. 

Липшицевъt.м го.мео.морфиз.мо.м 2tN называется любой гамео­
морфизм f : 2tN ~ 2tN, обладающий тем свойством, что для 
любых n и любых х, у Е 2fN, х r n =у r n эквивалентно <==:::> 
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f ( х) r n = f (у) r n. в этом случае действие f очевидным образом 
продолжается на каждое множество 2n = { s Е 2<c.v : lh s = n}, 
так что f(x) r n = f(x r n) для любых n их Е 21N. 

Имея пару биекций J, g : 2tN ~ 2tN, можно определить 
с их помощью действие свободной группы F2 с двумя образу­

ющими а, Ь на 21N, полагая а·х = f(x), Ь·х == g(x), и вооб­
ще w·x = hw(x) для любого слова w == а1а2 ... an из F2, где 
hw(x) = ha'l .. (ha2 ( ••• han(x) ... )) и, конечно, ha = J, ha-1 = f- 1

, 

hь = g, hь-1 = g-1. Отдельно определяется hл (где Л - пустое 
слово) как тождественное отображение, т.е. hл(х) = х. Биекции 
J, g называются независи.мъt.ми, если это действие группы F2 на 
21N является свободным, т.е. hw(x) # х для любого х Е 2tN и 
любого слова w #Л. 

Лемма 6.28. Существует независи.ма.я пара липшицевъtх го­
.мео.морфиз.мов f, g : 2tN ~ 2tN. 

Доказательство. Определим действия f r 2n и g r 2n на диа­
дических последовательностях длины n индукцией по n. Есте­
ственно, будем следить за тем, чтобы lhf(s)= lhg(s)= lhs и 

f(s) С f(sлi) и g(s) С g(sлi) для всех s Е 2<c.v, i =О, 1. (1) 

Заранее упорядочим по типу w все пары (w, s) такие, что w -
(несократимое) слово из F2, отличное от Л, и s Е 2<c.v. 

Для начала, положим /(Л) = g(Л) == Л (для n = О) и 
f((O)) = g((O)) = (1), /((1)) = g((1)) = (0). Теперь выполним 
индуктивный переход n ~ n + 1. Предположим, что f(s), g(s), 
и тогда hw(s) для любого слова w, определены для всех s Е 2<c.v 
с lh s < n. Целью же является определение значений f(tлi) и 
g(tлi) для t Е 2n, i =О, 1; при этом должно выполняться (1). 

Пусть (w, s) - наименьшая в смысле указанного упорядо­

чения пара, удовлетворяющая таким условиям: k = lh s < n, 
найдется t Е 2n такое, что s С t и hw(t) = t, и hu(s) :f- hv(s) 
для любых начальных подслов 8 и # v слова w - кроме случая, 
когда и = Л и v = w или наоборот. Такие пары обязательно най­
дутся, хотя бы потому, что для любого s Е 2n имеется w Е F2, 

8 Пустое слово и само w считаются начальными подсловами любого 
слова w. 
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удовлетворяющее hw ( s) = s - из-за конечности множества 2n. 
Эту пару (w, s) назовем rx;pumu'Чecrx;oй для шага n. 

Положим Т8 = { t Е 2n : s С t Л hw ( t) = t} и для t Е Т8 

Ct = { hu ( t) : и - начальное подслово слова w} . 

Множества Ct попарно дизъюнктны. В самом деле, если hu(tl) = 
= hv ( t2) = t', где и, v - начальные подслова w, то сразу и # v, 
поскольку иначе t1 =hu-l (t')=hv-1 (t')=t2. Но тогда hu(s)=hv(s), 
так как t1 и t2 продолжают s. Противоречие с выбором s. 

Рассмотрим произвольмое t Е Т8 • Пусть w - слово 

ао al ... am-l, в котором каждое az принадлежит {а, ь, a-l' ь-l }. 
Тогда Ct = {to, t1, ... , tm}, где to = t и по индукции tl+l = hal(tz). 
Понятно, что tm = hw(t) = t = to, и в остальном все tl по­

парно различны по той же причине, что и для дизъюнктно­

сти множеств Ct выше. Переходя на уровень n + 1, определим 
ha0 (toлi) = t1 л(1 - i) для i = О, 1 и hal(tlлi) = tl+l лi при 
1 < l < т. Сразу заметим: hw(tлi) = tл(1 - i) "f:. tлi. 

Это определение в попятном смысле непротиворечиво. 9 Сле­
довательно, из-за попарной дизъюнктности <<циклов>> Ct, оно 
остается непротиворечивым и на объединении всех Ct, t Е Т8 • 

Это означает, что можно продолжить действия f и g на множе­
ство 2n+l так, что выполняется (1), а полученные внутри каждо­
го Ct значения haL ( tz лi) совпадут с указанными выше. А тогда 
hw(tлi) "f:. tлi для всех t Е Т8 , i = О, 1. Отсюда следует, что па­
ра (w, s) не может быть критической ни на каком последующем 
шаге п' > n. 

Это построение приносит пару липшицевых гомеоморфиз­

мов J, g : 21N ~ 21N. Остается проверить независимость. Пусть 
напротив, х Е 21N и слово w Е F2, w "f:. Л, удовлетворяют 
hw(x)=x. Можно считать, что w - самое короткое такое сло­

во для всех таких х. Найдется k Е rN такое, что s = х r k удо­
влетворяет hu(s) "f:. hv(s) для всех начальных подслов и # v 
слова w, кроме случая и = Л и v = w или наоборот. Согласно 

9 Противоречие могло бы возникнуть только в случае а~~ 1 = ао. Имен­
но, по построению, ha0 (toлi) = t1 л(l - i), но ha-l (tmлi) = tm-1 лi, а 

'ПI-1 

to = tm. Однако а~~ 1 =/= ао, так как иначе имели бы ha0 ( s) = ha0 ... am _ 2 ( s), 
что противоречит выбору s. 
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сказанному выше, на пекотором шаге n > k пара (w, s) будет 
ключевой, и соответствующее множество Т8 будет содержать 
элемент t = х r n. Пусть i = х(п). По построению hw(tЛi) = 
= hw(t) л(1- i) = tл(1- i) -:f. tлi, противоречие с предположени-
ем hw(x) = х. D (лемма) 

Возвращаясь к доказательству теоремы 6.27, фиксируем 
независимую пару липшицевых гомеоморфизмов J, g:21N ~21N 
и опредеJiим hw для каждого слова w Е F2, как указано выше. 
Это польское действие группы F2 на 21N индуцирует отношение 
эквивалентности: хЕу, если 3w Е F2(Y = hw(x)). Это отношение 
счетно вместе с F2. Покажем, что оно не гиперконечное. 

Пусть, напротив, Е = Un Fn, где {Fn}nEIN является С-воз­

растающей последовательностью конечных борелевских отноше­

ний эквивалентности. Для каждого х обозначим nx наимень­
шее число n, для которого множество {f(x), g(x ), f- 1 (х), g-1 (х)} 
включено в [x]Fn. Существуют число n и замкнутое множество 
Х С 21N такие, что nx < n для всех х Е Х и J.L( Х) > 3/4, где J.L 

- однородная вероятностная мера на 21N. Положим Т = { х r т : 
х Е Х Л т Е rN} - поддерево дерева 2<w. 

Рассмотрим множество и всех пар вида (w, s), где w - слово 

из F2, s Е 2<c.v, длины слов w и s совпадают, и hu ( s) Е Т для лю­
бого начального подслова и слова w, включая Л и w. Понятно, 
что и - дерево с конечными ветвлениями, а потому, если оно 

бесконечно, то имеет бесконечную ветвь, т. е. такое бесконечное 

(несократимое) слово w из символов а, Ь, а- 1 , ь- 1 и такое х Е 21N, 

что (w r т, х r т) Е И для всех т. Отсюда по определению и 
без труда получаем, что hwrm(x) Е Х для всех т, а потому, 

индукцией по т, выполнено х Fn hwrm(x) по выбору п, Х. Нако­
нец, hwrm(x) "1- hwrm'(x) при т =1 т' из-за независимости J,g. 
Итак, класс эквивалентности [x]Fn содержит бесконечно много 
элементов. Противоречие. 

Осталось доказать бесконечность и. Фиксируем f Е rN и най­
дем пару ( w, s) Е и, для которой lh s = lh w > f. Из незави­

симости J, g следует, что для каждого однобуквенного слова 
w Е W = {а, Ь, а- 1 , ь-l} выполнено hw(x) -:f. х для всех х Е 21N, и, 
кроме того, hw(x) -:f. hw'(x) для любой пары w -:f. w' из W. Поэта-
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м у по лемме Кёнига найдется число т > f такое, что hw ( s) "f:. s 
и hw(s) # hw'(s) для всех w "f:. w' из W и всех s Е 2m. 

Рассмотрим граф Г == { { s, t} : s, t Е 2m Л З w Е W ( hw ( s) == t) } 
на множестве 2m. По выбору т для ка)кдого s Е 2m имеется 
ровно 4 разных t Е 2m таких, что {s, t} Е Г. Значит, Г содержит 
ровно 2 ·2m (неупорядоченных) ребер, поскольку каждая пара 
{ s, t} считается дважды. 

Теперь рассмотрим подграф G = гrт = { {s, t} Е Г: s, t Е Т}. 
Напомним, что Х- множество меры > 3/4, а потому пересече­
ние Tn2m содержит по меньшей мере ~·2m элементов, а разность 
2m" Т- соответственно не более ~·2m элементов. Это значит, 
что при переходе от Г к G потеряются не более 4 · ~ · 2m = 2m 
ребер, так что граф G с не более чем 2m вершинами сохраняет 
не менее 2 · 2m - 2m = 2m ребер. 

Теперь нам потребуется один простой результат из области 

комбинаторики конечных графов, который мы оставим в каче­

стве упражнения. 

Упражнение 6.29. Докажите, что неориентированный граф 
G на конечном множестве У, имеющий не меньше ребер чем вер­
шин, содержит цикл, т. е. найдутся элементы уо, Yl, ... , Yk Е У, 
k > 3, попарно различные кроме того, что Yk == уо, и удовле­

творяющие (yi, Yi+l) Е G для каждого i < k. ( Уrх;азание. Иначе 
найдется концевой элемент у Е У, т. е. (у, у') Е G выполняется 
лишь для одного у' Е У. Это позволяет провести индукцию.) D 

Применив этот результат, находим цикл so, s1, ... , Sk Е 2m 
в графе G. Это означает, что k > 3, каждое Sk принадлежит 

Т n 2m, Sk = so, и в остальном Si попарно различны, и по опре­

делению Г для каждого i < k найдется однобуквенное слово 

ai Е W такое, что hai ( si) = Si+1· Слово и = аоа1 ... ak-l несокра­
тимо, поскольку иначе мы имели бы Si-1 = Si+l для некоторого 

i, О< i < k. Далее, слово ии (конкатенация двух слов и) также 
несократимо, ибо иначе было бы s1 = Sk-1· Поэтому слово иm 

(конкатенация т слов и) также несократимо. Берем w = иm rт 

- первые т символов в иm, и это также весократимое слово. 

Нетрудно убедиться, что (w, so) Е И, что и требовалось. 
D (теорема 6.27) 
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6.9. Два следствия 

В этом параграфе доказываются два следствия теоремы 6.27, 
важных для изучения <в-структуры борелевских отношений эк­

вивалентности. 

Следствие 6.30. Отношение эrх;вивалентности Е00 , m. е . .мах:­
си.малъное c~Ltemнoe борелевсх:ое отношение эх:вивалентности, 

не .явл.яетс.я гиперrх;оне~Ltн'ы.м и удовлетворяет Ео <в Е00 • 

Доказательство. Нестрогое неравенство Ео <в Е00 следует 
из теоремы 6.24(iii). По теореме 6.27 найдется негиперконечное 
борелевекое счетное отношение эквивалентности Е. По теоре­

ме 6.24 выполнено Е <в Е00 • Согласно эквивалентности (i) {::==;> 

(ii) из теоремы 6.6 гиперконечные отношения образуют началь­
ный сегмент в смысле <в среди всех борелевских счетных отно­

шений эквивалентности. Поэтому, есл11 бы Е00 было гиперко­
нечным, то таким было бы и Е. D 

Выведем еще одно следствие теоремы 6.27, а именно, соотно­
шение Е00 -ьв Е1, ранее уже доказанное со ссылкой на третью 

дихотомическую теорему, см. следствие 4.17. Сначала получим 
следующий простой результат: 

Лемма 6.31. Ворелевсх:ое отношение эх:вивалентности Е .яв­

ляется гипергладх:и.м, если и толъ'К:о если Е <в Е1. 

Доказательство. Допустим, что отношение эквивалентности 

Е на области '#.. является гипергладким. Тогда Е = Un Fn, где 
каждое отношение Fn - гладкое и Fn С Fn+l, \fn. По опре­
делению гладкости найдутся такие борелевекие отображения 

{)n : ~ ---t 2tN, что х Fn у эквивалентно {)п(х) = {)п(У) для всех х, 
у Е~ и любого n. Отображение {)(х) = {{)n(x)}nEtN из~ в (2tN)tN 
дает нам Е <в Е1. Обратно, если {) : ~ ---t (2rN)tN - борелевекая 
редукция отношения Е к Е1, то последовательность отношений 

Fn, определенных так, что х Fп у когда {)(х) r~п ={)(у) r~п, обес­
печивает гипергладкость Е. Здесь z r>п обозначает подпоследо­
вательность z r [п, оо) для z Е (2tN)tN ; n Е fN. D 
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Таким образом, Е1 - универсалъное гипергладкое отноше­

ние. 

Следствие 6.32. Е00 ~в Е1. 

Доказательство. Иначе Е00 становится гипергладким по 6.31 
счетным отношением эквивалентности, т. е. Е00 <в Ео по теоре­
ме 6.6. Это противоречит следствию 6.30. D 



7. НЕПОЛИЗИРУЕМАЯ ОБЛАСТЬ, 
ИДЕАЛ J 1 , ОТНОШЕНИЕ Е1 

Одна из наиболее фундаментальных разграничивающих ли­

ний в структуре борелевских отношений эквивалентности отде­

ляет полизируе.мъtе отношения, т. е. такие, которые могут быть 

индуцированы польским действием (польской группы), от непо­

лизируемых. Это разделение находится в центре внимания инте­

ресной серии исследований, восходящих к началу 1990-х годов. 

В них было установлено, что идеал 

f 1 == { х С fN 2 
: множество { k : ( х) k # 0} конечно}, 

где (x)k == {n: (k,n)Ex}, и порождаемое им отношение Е1==Е . .?'1 

отделяют полизируемую область от неполизируемой в том, что 

являются минимальными во второй из них в некоторых аспек­

тах, связанных с борелевекой сводимостью. Полная минималь­

ность остается открытой проблемой. Мы изложим в этой главе 

несколько центральных результатов в этом направлении. 

Начнем с исследования отношений эквивалентности вида 

Ef, борелевеки сводимых к отношению Е1, для которых уста­
новлено деление на два типа, один из них - это изоморфный 

класс самого идеала f 1 , а второй характеризуется определен­

ной связью с идеалом Fin, более слабой, чем изоморфизм, но 
более сильной, чем борелевекая би-сводимость I"'..Jв· Затем изло­

жим несколько результатов, связывающих полизируемые идеа­

лы с субмерами и идеалом ~1· В частности, доказывается заме­

чательная теорема Солецкого об эквивалентности условия поли­

зируемости и соотношения f1 ~Rв f для борелевских идеалов 

f над rN. В одну сторону эта эквивалентность усиливается в 
последних параграфах главы до теорем о том, что отношение 

Е1 борелевеки не сводится ни к одному счетному борелевекому 
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отношению эквивалентности (теорема 7.20) и даже ни к одному 
отношению эквивалентности, индуцированному польским дей­

ствием какой-то польской группы (теорема 7.26). 

7 .1. Структура идеалов, сводимых к идеалу § 1 

Из теоремы 2.9 следует, что не существует нетривиальных 
борелевских идеалов на fN, строго <в-меньших, чем идеал конеч­
ных множеств Fin. Следующая теорема 7.3 Кехриса [53] показы­
вает, что область идеалов, <в-меньших, чем f 1 , также устроена 

весьма просто. Напомним, что идеалы f и f на множествах, 

соответственно, А и В изо.морфнъt, символически f "'-J f, если 
существует биекция между А и В, переводящая один идеал в 

другой. 

Определение 7 .1. Идеал f на счетном множестве А назы­

вается тривиалъной вариацией идеала f если найдется та­

кое бесконечное множество D С А, что f n f?lJ(D) f'-..J f и 

~ n f?lJ(A, D) = f?lJ(A, D). 
(Второе условие равносильно тому, что f={xCA: 

xnDE~}.) О 

В терминах операции дизъюнктной суммы идеалов (см. опре­

деление 2.13), тривиальная вариация идеала f изоморфна идеа­

лу f EIJf?lJ(B), где В= А ,n- конечное или счетное множество, 

а множество-степень f?lJ(B) = {у: у С В} рассматривается как 
идеал. Для всех естественно возникающих идеалов f на беско­

нечных множествах, в частности, всех рассматриваемых в этой 

книге, имеет место f EfJ f?lJ(B) "'-J f в предположении, что В 

конечно, так что в сущности тривиальная вариация f исчерпы­

вается двумя идеалами: f Е9 rN и самим ~. 

Упражнение 7.2. (1) Докажите, что для идеалов f = f1, f2, 
~з, ..20 имеет место f EfJ fN "'-J f, но в то же время Fin EfJ rN ~ 
';р Fin. Докажите, что тривиальная вариация Fin EfJ rN идеала 
Fin изоморфна идеалу Fin000 = {х С rN: х n 2fN Е Fin}, где 2rN 
- множество всех четных чисел. 
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(2) Докажите, что хотя идеалы Fin и Fin000 не изоморф­

ны, соответствующие отношения эквивалентности Ео == EFin и 

Е8°0 = EFinooo удовлетворяют соотношению Ео '"'"'в Egoo. 

(3) Докажите, что 5 1 не является тривиальной вариацией 

F~. D 

Теорема 7 .3. Если 5 - нетривиалънъtй борелевсх:ий идеал на 

rN и Ef <в Е1, то либо 5 rv 51, либо 5 - тривиалъна.я вари­

ация идеала Fin. 

Таким образом, с точностью до изоморфизма rv имеется все­

го три типа идеалов 5 таких, что Ef <в Е1 : это Fin, Fin ЕВ IN, 
и сам идеал 5 1 . Соответственно, в этом случае имеет место одно 

из двух: Ef '"'"'в Е1 или Ef rvв Ео. На самом деле, по теореме 4.15, 
которая здесь не доказывается, все борелевекие отношения экви­

валентности Е <в Е1, не обязательно вида Ef, допускают подоб­
ное описание, но с несколько более широким набором возмож­

ностей, включающим еще и равенства на конечных, счетных, и 

континуальных борелевских множествах. 

Доказательство. Тот простой факт, что Е1 х Е1 '"'"'в Е1 через 

изоморфизм соответствующих идеалов, позволяет применить 

теорему 2.12, которая выводит из предположения Ef <в Е1 су­
ществование непреръtвной редукции {) : f!/J(fN) ~ f!/J(rN х rN) от­
ношения Ef к Е1. Значит, Ef совпадает с объединением Um Rm 
некоторой возрастающей последовательности компактных 1 от­
ношений эквивалентности Rm С Ef по той причине, что Е1 име­
ет вид такого же объединения. 

Фиксируем последовательность компактных множеств 

BkCf!/J(rN), содержащую все множества вида B'l == {х Е f!/J(fN): 
\f s С [О, l) х Rm (х д s)}. Рассуждая, как в доказательстве лем­
мы 2.10, нетрудно построить последовательность натуральных 
чисел О== по < n1 < n2 < ... и множеств Sk С [nk, nk+l) таких, 
что 

(1) если k' > k и и С [О, nk' ), то и U sk' <<решает>> Bk в том 
смысле, что либо каждое множество xEf!/J(rN) с услови­

ем х n [О, nk'+l) == и U sk' принадлежит Bk, либо каждое 

1 Т. е. топологически замкнутых в &(rN) х &(rN). Напомним, что тополо­
гия в &(rN) гомеоморфна польской компактной топологии степени 21N при 
отождествлении подмножеств IN с их характеристическими функциями. 
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xE&(rN) с х n [О, nk'+1) = и u Sk' принадлежит &(fN) "Bk. 

Положим Do = { х U S1 : х с Zo} и D1 = { х U So : х С Z1}, где 

So = Uk s2k С Zo = Uk [n2k, n2k+1), 

81 = u S2k+1 С Z1 = u [n2k+l, n2k+2)· 
k k 

Из (1) следует, что каждое множество Bk открыто-замкнуто на 
Do и на D1, т. е. пересечения Bk n Di открыто-замкнуты в этих 
множествах Di, i = О, 1. Поэтому и из-за компактности мно­
жеств Di для любого l имеется число m( l) > l такое, что 

(2) \fx Е Do U D1 \f s С [0, l) (х Rm(l) (х д s)). 
Возвращаясь к доказательству, заметим, что достаточно по­

строить последовательность хо С х1 С х2 С . . . множеств 

Xk Е 5 такую, что 5 = Un с9(хп)· То, что в этом случае иде­
ал § относится к одному из двух указанных в условии теоре­

мы типов идеалов, остается читателю в качестве упражнения. 

Заметим, что любой компактный в топологии c9(rN) идеал ~ 
на rN (не обязательно нетривиальный) совпадает с с9(х), где 

х = { n : { n} Е 5} С rN. Тем самым, достаточно вывести, что 
§ - объединение счетной последовательности замкнутых поди­

деалов. Это свойство можно проверить отдельно для идеалов 

/о=~ n 9(Zo) и /1 = 5 n c9(ZI)· 
Доказываем это утверждение для идеала /о· 

Для любого т Е rN и конечных множеств s С и С Zo поло­
жим 

I~ = {А С Zo : \::1 х Е Do ( х n и = s ===> ( х U (А ' и)) Rm х)} . 

Утверждается, что каждое из множеств 1: компактно в 9(rN), 
замкнуто относительно операции U и 1: С §. 

Компактность 1: следует из компактности множеств Rm 

и Do. 
Пусть А, В Е 1:. Для доказательства А U В Е 1: возьмем 

любое множество х Е Do, удовлетворяющее х n и = s. Тогда 
х' = х U (А ' и) также принадлежит Do и также выполняет­
ся х' n и = s, поэтому имеем ( х' U (В " и)) Rm х', поскольку 
В Е 1:, другими словами, (xu((AUB),и)) Rm х'. Однако имеет 
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место х' Rm х, так как А Е J~. Остается напомнить, что Rm -
отношение эквивалентности. 

Наконец, чтобы вывести, что любое А Е J~ принадле­

жит идеалу f, пусть х = s U 81. Тогда по определению 

xU(A 'и)Rmx, поэтому А Е~ так как и конечно и Rm С Е . .?'· 

Теперь докажем <Ро = Um и 8 I~. if' 1 ' ' 

Для этого рассмотрим любое множество А Е f, А С Zo. 
Множества Qт = { х Е ~о : ( х U А) Rm х} все компактны и удо­
влетворяют равенству Do = Um Qт. Следовательно, хотя бы 
одно из них имеет непустую внутренность в Do. Таким образом, 
имеются конечные множества s С и С Zo и число mo такие, что 

\f х Е Do ( х n и = s => ( х U А) Rm0 х) . 

Это, конечно, не совсем то, что нам нужно. Однако согласно (2) 
число т= max{mo,m(supи)} достаточно велико для вывода 

\f х Е Do : ( х U А) Rm ( х U (А ' и)) . 

Отсюда следует А Е 1:, что и требовалось. 
Теперь, чтобы получить искомую последовательность идеа­

лов, обозначим через J: С-замыкание множества 1:, т.е. все 
подмножества множеств из 1:. По доказанному выше, каждое 
из множеств J: - в самом деле компактный подидеал идеа­

ла fo, причем /о совпадает с объединением всех этих мно-
жеств. D 

Следствие 7 .4. Отношения эх:вивалентности Е2 и Ез боре­
левсх:и не свод.ятс.я х: Е1, т. е. Е2 iв Е1 и Ез iв Е1. Те.м са.мъt.м, 

они не свод.ятс.я и х: Ео, т. е. Ео <в Е2 и Ео <в Ез. 

Доказательство. По очевидным соображениям Е2 и Ез не от­

носятся к тем двум типам, которые указаны в теореме 7.3 для 
идеалов, <в-сводимых к Е1. Соотношения Ео <в Ei, i = 1, 2, 3, 
элементарны, см. упражнение 2.7. D 

Строгая борелевекая сводимость Ео <в Е1 и даже несводи­

мость Е1 iв Е00 будут установлены в теореме 7.20. 
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7.2. Р-идеалы, субмеры, полизируемость 

Начнем со следующего важного определения. 

Идеал f на rN называется Р-идеало.м, если для любой после­
довательности множеств Xn Е f существует такое множество 

х Е f, что Xn С* х, т. е. разность Xn " х конечна, для каждо­
го n. 

Упражнение 7.5. Докажите, что из идеалов, определенных в 
§ 2.2, Fin, ~2, fз, ..20 (но не f 1 !) являются Р-идеалами. Напри­
мер, для идеала fз, если ха С Xl С х2 С ... - последователь­

ность множеств Xn С (N х (N из fз, то достаточно определить 

х С (N х (N соотношением (x)k = Un<k(xn)k для каждого k, где, 
напомним, (x)k = {j: (k, j) Е х }. - D 

Как мы увидим ниже (теорема 7.12), класс Р-идеалов до­
пускает несколько независимых характеризаций, в частности, 

связанных с полизируемостью и с понятием субмеры, и также 

со сводимостью идеала f1. Чтобы сформулировать это теоре­
му, введем определения, связанные с субмерами и полизируемо­

стью. 

Определение 7 .6. Суб.мерой на множестве А называется лю­
бое отображение <р : &(А) ~ [О, +оо], удовлетворяющее услови­
ям <р(0) =О, ср({а}) < +оо для всех а Е А, и ср(х) < <p(xUy) < 
< <р(х) + <р(у). 

Субмера <р на (N полунепреръtвна снизу, для краткости 1. s. с. 
(lower semicontinuous), если <р(х) = supn <р(х n (0, n)) для всех 
х Е 9(rN). D 

Таким образом, чтобы быть обычной конечно аддитивной 

.мерой, субмере <р не хватает свойства аддитивности, т. е. 

<р(х U у) = ср(х) + ср(у) для всех дизъюнктных множеств х, у 
из ее области определения. При этом любая О"-аддитивная мера 

является l. s. с. субмерой. 
Допустим, что <р- субмера на rN. Определим хвостовую суб­

.меру <роо(х) = llxll<p == infп(<p(x n [п, оо))). С ней связаны следу­
ющие идеалы на rN: 

{х Е 9(rN): <р(х) < +оо }, 
{х Е &l'(rN): <р(х) = 0}, 
{х Е &(rN): <р00 (х) ==О} 
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Упражнение 7.7. Докажите, что Fin = Exh<p == Null<p, где 

ср(х)=1 для всех х # 0, и кроме того JРз = Ехh'Ф, где 'lj;(x) = 
= L:k 2-k <р( { l : (k, l) Е х}) является 1. s. с. субмерой. D 

Теперь о полизируемых идеалах. Обозначи~I через Т стан­

дартную польскую топологию произведения на f!/J(fN) - т.е. то­

пологию, которая соответствует топологии произведения в 2tN. 
Понятно, что f!/J(IN) становится польской группой в смысле Т 
с симметрической разностью х д у == (х" у) U (у " х) в каче­
стве групповой операции, и любой идеал f на fN - подгруппа 

этой группы. Следующее определение является, таким образом, 

вариантом определения полизируемости из определения 3.1. 
Определение 7.8. Идеал Jf на (N полизируе.м, если существу­

ет топология польской группы т на f, которая по рождает в 
точности те же борелевекие подмножества f, что и Т r f. D 

Лемма 7.9. Допустим, 'Что идеал f С f!/J(rN) полизируе.м. 
Тогда существует единственная топология полъсх:ой груп­

пъt т на f. Эта топология силънее Т r Jf и .метризуется д­
инвариантной .метрих:ой. Если Z Е J, то т r f/J(Z) совпадает 
с Т r f!/J ( Z). Н ах:онец, са.м идеал Jf является Т- борелевсх:и.м 

.множеством. 

Кро.ме того, д-действие f на f/J(fN) (см. § 3.3) непреръtвно 
в с.мъtсле топологии т на Jf и объt'Чной полъсх:ой топологии на 
&(IN). 

Доказательство. Пусть т топология, соответствую-

щая полизируемости идеала f. Отображение f(x) == х 
(J; т) ~ (f!/J(IN); Т) является д-гомоморфизмом. Оно также 
является борелевским отображением, т. е. его график - борелев­

екое множество в т х (Т r f), поскольку все (Т r f)-открытые 
множества относятся к т-борелевским. Из теоремы Петти 

(см., например, Кехрис [52]) следует непрерывность f. Отсюда 
вытекает, что все (Т r f)-открытые подмножества f являются 

и т-открытыми, а сам идеал f есть Т-борелевское множество в 

&(fN) согласно следствию Г.4 дополнения. (Которое применимо, 
поскольку функция f взаимно однозначна.) 

Аналогичное рассуждение позволяет легко вывести един­

ственность топологии т: заменим Т r I на какую-нибудь топо­
логию т'. 
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Однако любая топология польской группы метризуется мет­

рикой, инвариантной слева (см. Кехрис (52]), которая в данном 
случае инвариантна и справа, поскольку операция Ll коммута­
тивна. 

Наконец, пусть Z Е &'J(rN). Множество &i'J(Z), очевидно, Т­
замкнуто, поэтому и т-замкнуто согласно вышедоказанному, и 

является подгруппой д-группы ~' так что т r &i'J(Z) - топо­

логия ПОЛЬСКОЙ группы на &'J(Z)). Однако т r &i'J(Z) - другая 

топология польской группы на 9 ( Z) с теми же борелевскими 
множествами. Отсюда, как и выше, следует, что Т и т совпадают 

на &'J(Z). 
Что касается непрерывности д-действия, достаточно заме­

тить, что оно по очевидным соображениям непрерывно в смыс­

ле той польской топологии т r ~ на ~' которая наследуется из 
польской топологии Т на &'J(rN), а затем воспользоваться тем, 
что топология т сильнее, чем Т r ~- D 

Пример 7.10. Идеал ~1 не является полизируемым. В самом 
деле, ~1 = Un Wn, где Wn = {х: х С {0, 1, ... , n} х rN}. Пусть 
напротив, т- топология польской группы на ~1· Тогда по лемме 

топология r и стандартная польская топология Т совпадают на 
каждом из множеств Wn. Следовательно, каждое из множеств 
Wn остается т-нигде не плотным в Wn+l, следовательно, и в 
f1, что противоречит теореме Бэра о категории (теорема В.1 из 
дополнения) для топологии т. D 

7.3. Характеризация полизируемых идеалов 

Здесь доказывается следующая важная теорема, из которой, 

в частности, следует тождественность борелевских Р-идеалов, 

полизируемых идеалов, Ехh-идеалов l. s. с. субмер, и идеалов, к 
которым не сводится идеал f1. 

Определение 7.11. Для произвольнаго идеала f С &'J(rN), 
множество Х С &'J(rN) называется f-.малъt.м, если существует 
такое А Е f, что множество Х r А = {х nА: х Е Х} С &i'J(A) 
является тощим в смысле польской топологии 9(А). D 
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Заметим, что сам идеал~ не может быть ~-малым множе­

ством: в самом деле, если А Е ~' то~ r А= &'J(A). 

Теорема 7.12. Пустъ ~ С &'J(rN) - идеал. Тогда следующие 

шестъ условий э'К:вивалентнъt: 

(i) ~ - идеал вида Exh<p, где <.р является l. s. с. суб.мерой 
на rN , 

(ii) ~ - полизируе.мъtй идеал, 

(iii) ~ - борелевсrх;ий Р-идеал, 

(iv) ~ - борелевс'К:ий идеал, обладающий те.м свойством, 'Что 

все с'Четнъtе оббединения ~ -.малъtх .множеств са.ми явля­

ются f -.малъt.ми, 

(v) ~ - борелевсrх;ий идеал, дл.я rх;оторого f1 ~Rв f , 
(vi) f - борелевс'К:ий идеал, дл.я 'К:оторого Е1 ~в Е..?'. 

Эквивалентность пяти первых условий установлена Солец­

ким [70, 71]. Шестое условие присоединяется сюда результатами 
Кехриса и Луво [57]. 

Следствие 7.13. Соотношения f1 <Rв ~ .между идеалами 

и Е1 <в E,yr .между соответствующими отношениями э'К:вива­
лентности равносилънъt дл.я любого борелевсrх;ого идеала f 1 . D 

Следствие 7.14. Если f .является борелевсrх;и.м Р-идеало.м, 

то любой борелевсrх;ий идеал f, удовлетворяющий E . .JP <в Е/, 

относится rx; то.му же семейству. . 

Доказательство. Достаточно проверить условие (vi) из теоре­
мы 7.12, и тогда заключение следствия вполне очевидно. D 

Доказательство (теорема 7.12). Схема доказательства состо­
ит в том, что устанавливается эквивалентность (i) {::==;> (ii), цик­
лическая импликация (iii) ===? (v) ===? (iv) ===? (iii), имплика­
ция (i) ===? (iii), и довольно сложная импликация (iv) ===? (i) в 
§ 7.4. Этим будет доказана эквивалентность пяти первых усло­
вий. Условие (vi) присоединяется к этой эквивалеiiтности в кон­
це главы, после доказательства нескольких трудных результа­

тов. 

(i) ===? (ii) Если <р( { n}) > О для всех n, то искомую мет­
рику на ~ = Exh<p можно определить как d<p(x, у) = <р(х ~у). 
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Тогда любое множество И С § открытое в смысле стандартной 

польской топологии Т, наследственной из 9(N), является dr.р­

открытым, и наоборот каждое dr.р-открытое множество являет­

ся Т-борелевским. В общем случае получим искомую метрику, 

соединяя метрики dr.p на области 9 ( { n : ер( { n}) > О}) и стандарт­
ную польскую метрику 9(fN) на дополнении этой области. 

(ii) ===> (i) Пусть т - топология польской группы на ~' 

порожденная д-инвариантной l\1етрикой d. Тогда ср(х) = 
== supyE.Y, у~х d(0, х) - искомая l. s. с. субмера, удовлетворяю­
щая условию f == Exhr.p. Доказательство этого факта оставим 

читателю в качестве упражнения, в котором ключевой факт 

состоит в том, что при любом х Е ~ последовательность 

{ х n [О, n) }nEtN d-сходится к х б.пагодаря последнему уJ;вержде­

нию леммы 7.9. Отсюда следует l. s. с. свойство <р (поскольку 

супремум в указанной формуле для <р может быть ограничен 

конечными мно)кествами у), так и равенство f == Exhr.p, в кото­

ром доказательство обратного включения :) использует тот же 
аргумент с тождественным отображением, что и в доказатель­

стве леммы 7.9. 

(i) ===> (iii) Если х1, х2, хз, ... Е 5 = Exhr.p, то опреде­

лим возрастающую последовательность чисел ni Е Xi, удовле­

творяющих веравенетвам <p(Xi П [ni, оо)) < 2-n, И ПОЛОЖИМ 
х == Ui(xi n [ni, оо)). Легко видеть, что все разности х" Xi ко­
нечны. 

(iii) ===> (v) Требуется доказать, что никакой идеал f, 
удовлетворяющий условiiЮ f1 <Rв f, не может быть Р-иде­
алом. Предполагая, что f - идеал на fN, рассмотрим какое­
нибудь семейство { Wij }i,jEtN непустых попарно дизъюнктных ко­

нечных множеств Wij С fN такое, что Ui,jEtN 'Шij == fN и 

эквивалентность х Е fl {::::::;> Wx == u(i,j)Ex W'ij Е f выполне­
на для всех х Е f/J(IN). Рассмотрим какую-нибудь возрастаю­
щую последовательность множеств Xn Е f/J(fN х fN), нарушаю­
щую Р-свойство для 51, например, Xn == {(i,j): i < n}, и после­
довательность соответствующих множеств Уп == Wxn С (N. Тогда 

Уп Е f и, если f является Р-идеалом, то найдется множество 

у Е § для которого все разности Уп "у конечные. Заключаем, 
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что х = { ( i, j) : Wij С у} принадлежит идеалу f1, причем каж­
дая разность Xn "х = { (i, j) Е Xn: Wi,j n (Уп "у) :f 0} конечная. 

(v) =? (iv) Рассмотрим последовательность f-малых мно­

жеств Xn С &(IN), поэтому для подходящих An Е f множества 

Хпn&(Ап)- тощие в &(Ап), но объединение Х = Un Xn не яв­
ляется f-малым. Докажем f1 <Rв f. Рассуждая как в доказа­
тельстве теоремы 2.9 и используя гипотезу о <<тощести>>, строим 
для всякого n последовательность попарно дизъюнктных (т. е. 

w'k n wl' = 0 при k # l) непустых конечных множеств w'k С An, 
k Е (N и таких их подмножеств uk С w'k, что 

(а) если х С (N и х n w'k = uk для бесконечно многих п, то 
Х f/. Xn. 

Выбросив некоторые из множеств w'k в ходе очевидной рекур­
сивной процедуры, и переименовав оставшиеся, мы получим 

w'k n w[ = 0, кроме случая n =т и k = l. 
Полагаем wij = w~i(2j+l)-l" Множества Wij = Un::=;i 'Ш~ все 

еще попарно дизъюнктны и удовлетворяют двум условиям: 

(Ь) uj Wij с Ао u ... UAi, следовательно uj Wij Е ~ для каж­

ДОГО 2; 

(с) если множество z Е 9 ( fN х fN) не принадлежит f1 , то 
при любом n имеем Wk С Wz, где Wz = U(i,j)Ez Wij, ДЛЯ 
бесконечно многих индексов k (в сущности для всех 

k = 2i(2j + 1)- 1 таких, что n < 'i). 

Отображение (i,j) ~ Wij доказывает f1 <~в f. (После это­
го уже нетрудно вывести ~1 <Rв f (см. доказательство теоре­

мы 2.9).) 
В самом деле, если множество z Е &(fN х IN) принадлежит 

f1, то из (Ь) следует Wz Е ~. Допустим z f/. f1. Для доказа­
тельства Wz rf. f достаточно проверить, что для любого n 

множество Xпn9(wz)- тощее в 9(wz). (Действительно, в этом 
случае иХ= Un Xn является ТОЩИNI в &(wz) по тeope:rv1e Бэра, 
и поэтому, если Wz Е f, то Х является ~-малым; противоре­
чие.) Заметим, что множество к = {k: wr с Wz} бесконе·чное 

согласно (с), а на самом деле Wz n An = ukEK wJ:. Поэтому, если 
х с 'Wz удовлетворяет xn·w'k = и'k ДЛЯ бесконечно многих k Е К, 
то х fj_ Xn согласно (а). Теперь ясно, что множество Xпn9(wz) 
тощее в 9(wz). 
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(iv) ===> (iii) Если последовательность множеств Zn Е ~ 

опровергает Р-свойство идеала ~' то объединение ~-малых 

множеств &IJ(Zп) не может быть ~-малым. 

7 .4. Наиболее сложная импликация 

Вывод импликации (iv) ===> (i) в теореме 7.12 излагается без 
некоторых достаточно существенных деталей, которые оставле­

ны читателю. Их можно найти в статье [71]. Начнем с несколь­
ких определений. Множество К С &IJ(IN) называется наслед­
ственнъt.м, если оно С-замкнуто, т. е. у С х Е К влечет у Е К. 

Определение 7.15. Для всякого идеала f С 9(1N) обозна­
чим через С(~) семейство всех наследственных и компактных 

(в польской топологии 8IJ ( (N)) множеств К С 8IJ ( (N), не являю­
щихся ~-малыми. D 

Упражнение 7.16. Докажите, что С(~)- фильтр в семействе 

всех наследственных и компактых множеств К С &IJ(IN) и 
(i) если KC&IJ(IN) наследственное и компактное, то /{ЕС(~), 

если и только если для любого А Е f имеется натуральное 

число n такое, что А n [n, оо) Е К ; 
(ii) если х Е &IJ(IN), то х Е f, если и только если для всякого 

К Е C(f) существует n такое, что х n [п, оо) Е К. D 

Определение 7.17. Положим Х +У= {х U у: х Е Х Л у Е У} 

для любых множеств Х, У С 8IJ ( (N). D 

Лемма 7.18. Если борелевсх:ий идеал f удовлетворяет усло­

вию (iv) теоре.мъt 7.12, то существует последователъностъ 
.множеств Кт Е С(~) тах:а.я, 'Что дл.я любого К Е С(~) най­

дутся индех:съt т, n, дл.я х:оторъtх въtnолн.яетс.я К т + Kn С К. 

Доказательство. По теореме Б.1 найдется непрерывная функ­

ция f : fNIN ~ f. Напомним, что (N<w - множество всех ко­
нечных последовательностей натуральных чисел. Для s Е fN <w 
определим множество 

N 8 = {а Е fNtN : s С а} - базисная окрестность в топологии (NtN 
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и Bs == f[N8 ]. Рассмотрим множество Т всех s Е (N<w таких, что 
Bs не является f-малым множеством. Например, пустая после­
довательность А принадлежит Т, поскольку В л == f не может 

быть f-малым. Из предположения (iv) теоремы 7.12 нетрудно 
вывести, что дерево Т не имеет концевых вершин и изолирован­

ных ветвей, так что 

Р == {а Е (N tN : \1 n (а r n Е Т)} 

-совершенное множество в rNtN. Кроме того, если s Е Т, томно­
жество F8 == f[P n N 8 ] является f-большим, т. е. не f-малым, 

поскольку разность В8 " F8 - счетное объединение ~-малых 

множеств. 

Рассмотрим произвольное множество К Е С ( f). По опреде­
лению, если х, у Е f, то z == xUy Е f, так что К r z не является 
тощим в 9(z). Раз множество К, а тогда и К r z компактны, 

то множество к r z включает некоторую базисную окрестность 
топологии 9(z) (которая, напомним, соответствует польской то­
пологии произведения 2z) по теореме Бэра. А поскольку К еще и 
наследственное, то имеется номер n, для которого zn[n, оо) Е К. 
Отсюда Р2 == Un Qп, где каждое множество 

Qп == {(а, Ь) Е Р2 : (f(a) U f(b)) n (n, оо) Е К} 

замкнутое в Р, поскольку К компактное, а f непрерывная. Сно­
ва по крайней мере одно из множеств Qп целиком включает 

одну из базисных окрестностей, так что можно подобрать s, 
t Е Т такие, что Р2 n (Ns х Nt) С Qп, или, другими словами, 
(Fs + Ft) r [п, оо) С К. Отсюда следует (Fs + ~) r [п, оо) с К, -где F - топологическое замыкание наследственной оболочки 

{х: :3у Е F (х С у)} множества F С 9(rN). Таким образом, 
в качестве множеств {Кт} можно взять все множества вида -Ksn == Fs r n, расположенные любым образом в виде бесконеч-
ной последовательности. D (лемма) 

Используя то обстоятельство, что C(f) - фильтр (упраж­

нение 7.16), можно преобразовать последовательность множеств 
Кт так, чтобы в дополнение к условиям из леммы 7.18 преобра­
зованная последовательность была С-убывающей и удовлетво­

ряла Kn+l + Kn+l С Kn для всех n. Тогда получим: 
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(1) для любого множества К Е C(f) существует n такое, что 
КпСК. 

Наконец, выбросив, наприrvrер, все нечетные ч.пены последова­

тельности множеств Kn и перенумеровав оставшиеся, усилим 
условие Kn+l + Kn+l С Kn (где + обозначает множество соот­
ветствующих объединений, см. определение 7.17) до условия 

(2) (Kn+l + Kn+l + Kn+l) С Kn для любого n. 

Последовательность множеств Kn Е C(f), удовлетворяю­
щая ( 1) и (2), является отправной точкой построения l. s. с. суб­
меры ер такой, что ~ == Exh<p. Предполагая дополнительно, что 
Ко== f/J(fN), для каждого множествах Е ~in(IN) положим 

'PI(x)==inf{2-n:xEKn}, и 

Ч?2(х) = inf { Li 1 Ч?l(xi): т> 1 Л Xi Е ~in(IN)Л 
m 

Л Х С u Xi }· 

i==l 

Затем определим ср(х) == supn <.р2(х n [0, п)) для каждого х С fN. 

Упражнение 7.19 (Солецкий (71)). Докажите, что так опре­
деленная функция <.р является субмерой и выполняется f ==Exh<p. 
Для проверки того, что л1обое множество х Е Exh<p принадле­
жит .идеалу f, можно воспользоваться результатом упражне­
ния 7.16(ii). D 

D (теорема 7.12 без пункта (vi)) 

В следствии 7.28 ниже условие (vi) будет добавлено к экви­
валентности в теореме 7.12. 

7.5. Oтiiomeiiиe Е1 IIесчетiiость 

Напомниrvi, что гипергладкие отношения эквивалентности-­

это объединения счетных С-возрастающих последовательностей 

гладких отноiпений. Лемма 6.31 показывает, что отношение Е1 
- универсальное в это~1 классе. В этом параграфе рассмотри:м 
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пространство ( 21N) IN - всех бесконечных последовательностей 
элементов 21N и определим Е1 как отношение эквивалентности 
на этом пространстве так: х Е1 у, если x(n) == y(n) для всех 
кроме конечного числа значений n. 

Следующая теорема дана в [57] со ссылкой на более ранние 
работы. Ни)ке приводится намного более сильный результат о 

том, что Е1 не сводится к польским действиям, теорема 7.26, но 
с более сложным доказательством. 

Теорема 7. 20. Отношение Е1 не .является не.явно с'Четнъt.м, 
т. е. нет тах:ого с'Четного (с не более чем счетными классами 

эквивалентности) борелевсrх;ого отношения эх:вивалентности F, 
дл.я поторого Е1 <в F, т. е. Ео <в Е1 или, други.ми слова.ми, 

Fin <в 51. 

Итак, Е1 является гипергладким, но не является неявно счет­

ным (тем более не является счетным) отношением эквивалент­

ности. Напомним, что гипергладкость вместе со счетностью ха­

рактеризуют класс гиперконечных отношений эквивалентности 

по теореме 6.3. 

Доказательство. Допустим, что F - борелевекое счетное от­

ношение эквивалентности на польском пространстве 'Ж., а {) : 
(21N)IN ---+ 'Ж. - борелевекое отображение, удовлетворяющее усло­
вию х Е1 у ===> {)(х) F {)(у) (х, у Е (21N)IN). Функция{) непрерыв­
на на векотором плотном Gь-множестве D С (21N)IN. 

Дальше используется метод вынуждения Коэна, см. раздел 

Д дополнения. Фиксируем некоторую счетную транзитивную мо­

дель 9Л rrеории ZFC-, содержащую коды пространства 'Ж., плот­
ного Gь-множества D С (21N)IN, и функции {) r D - в смысле 
определения Д.2. Мы хотим определить для каждого k Е fN 
пару точек ak # bk Е 2rN, натуральное число f(k) и конечную 
последовательность Tk Е (21N)i(k) так, что 

(1) точки х == (ао) лтол(аl) лт1 л ... и у = (Ьо) лтол(ЬI) лт1 л ... 
пространства (21N)IN являются генерическими 2 по Коэну 
над 9Л; 

2 Таким образом, х получается как бесконечная последовательность, на­
чинающаяся с члена ао, за которым следуют все члены (их конечное число) 

последовательности то с их порядком в то, затем член а 1 , и т.д .. 
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(2) для каждого k конечная последовательность 

из элементов 21N является генерической над 9Л точкой про­
странства (21N)m для соответствующего конечного m. Сле­
довательно, <<генерическими>> являются и ее подпоследо­

вательности ~k == (ао) л то л ... л (ak) лтk и 'ГJk = (Ьо) лrо л ... 
. . . л (bk) лrk; 

(3) для любого k и любого z Е (21N)IN такого, что (kлz - ге­
нерическая над 9Л точка из (21N)IN, выполняется 19(~kлz) = 
= 'l9('ГJkлz). 

Допустим, что такое построение выполнено. Для любого k 
пусть точка Zk Е (21N)IN - генерическая по Коэну над 9Л[(k]· 
Пару ( (k, Zk) отождествим с конкатенацией (k л Zk, а потому по­
следняя становится точкой в (21N)IN, генерической по Коэну над 
9Л[(k] по теореме Д.7. Согласно (3) имеем 'l9(xk) = 'l9(yk), где 
Xk = ~kлZk и Yk = 'ГJkлZk. Однако последовательности {xk}kEIN 
и {Yk}kEIN сходятся соответственно к точкам х и у в (21N)IN, а с 
другой стороны, все Xk, х, Yk, у принадлежат множеству D, по­
скольку являются генерическими. Отсюда 'l9(x) = 'l9(y), так как 
{) непрерывна на D. Однако очевидно -, (х Е1 у), так что {) не 
является редукцией, что и требовалось. 

Перейдем к индуктивному построению ak, bk, Tk· 

Для определения ао, Ьо, ro доказывается 

Лемма 7.21. Существуют совершенное .множество Р С 21N и 
тo~Ltx:a z Е (21N)IN тах:ие, 'Что дл.я любъtх двух а j:. Ь из Р пара 
(а, Ь) .явл.яетс.я генери~Ltесх:ой по Коэну над 9Л в пространстве 

(2tN )2 , а точх:а z - генеричесх:ой по Коэну над 9Л[а, Ь]. 

Доказательство. В основе этого результата лежит следующий 

факт. Если А - счетное множество и множества В, С С А бес­

конечные, но их пересечение В n С конечно, а точка х Е 2А -

генерическая над 9Л, то пара (х r В, х rc) -также генерическая 
по Коэну над 9Л в пространстве 28 х 2°, а потому по теоре­
ме Д. 7 точка х r в является генерической над 9Л и точка х r с -
генерической над 9Л[х]. (Проверку оставим читателю в качестве 

упражнения.) 
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Теперь для доказательства леммы возьмем генерическую по 

Коэну над 9Л точку (w, z) пространства 22<w x(2tN)tN и определим 
Р == { Wa : а Е 2tN}, где Wa Е 2tN задается равенством Wa ( k) == 

== w(a r k) для всех k. D (Лемма) 

Фиксируем Р и z такие, как указано в лемме. Тогда все точ­
ки вида (а) л z, а Е Р, - также генерически е по Коэну над 9Л 

по теореме Д.7, в частности, они принадлежат D. Но все они, 
очевидно, Е1-эквивалентны друг другу, а потому все значения 

19(алz), а Е Р, принадлежат одному и тому же F-классу. По­
следний представляет собой не более чем счетное множество по 

выбору F. Поэтому имеется пара точек а 1:- Ь Е Р таких, что 

19((а)Лz) == 19((Ь)Лz). Это равенство можно понимать как свой­

ство генерической точки (а, Ь) л z, формулируемое при помощи 
единственного параметра - любого кода функции {) r D, кото­
рый по построению можно выбрать в т. Значит, по теореме Д.6, 

это свойство вынуждается, откуда следует, что найдется число 

е такое, что равенство 19((а)л2) = {)((Ь)лz) выполнено всякий 

раз, когда z Е (2tN)tN, (а,Ь)лz является точкой генерической по 
Коэну над 9Л, и z r f == z r е. Остается положить ао == а, Ьо = Ь, 
то= z r R. 

Теперь укажем, как определяются а1, Ь1, т1 - отсюда 

будет ясно, как выполняется индуктивный шаг. По тем 

же соображениям, что и для шага О, найдутся то--Iки 

а' :f- Ь' Е 2tN и z' Е (2tN)tN такие, что точка (а', Ь')лz' 
является генерической по Коэну над моделью 9Л[ао, Ьо, z], 
и, кроме того, {)((ао)лтол(а')лz') = {)((ао)лтол(Ь')лz'). Од­

нако согласно выбору f (берем z тол(Ь')лz') вы-
полнено 19( (ао) л то л (Ь') лz') {)( (Ьо) л то л (Ь') л z'), так что 

19 ( (а о) л то л (а') л z') = {) ( ( Ьо) л то л ( Ь') л z') . 
Общая же конкатенация (ао,Ьо)лтол(а',Ь')лz' является точ­

кой (2tN)tN, генерической по Коэну над 9Л, по теореме Д.7. По­
этому, как и для шага О, найдется число f' такое, что равенство 
19( (ао) л то л (а') л z) == 19( (Ьо) л то л (Ь') л z) выполнено всякий раз, ко­
гда z Е (2tN )tN, (ао, Ьо) л то л (а', Ь') л z -точка, генерическая по Ко­
эну над т, и z r f' == z' r f'. Остается положить а 1 == а', Ь1 == Ь', 

Tl == Z
1 r f'. 
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Для доказательства второго утверждения теоремы заме­

тим, что соотношение Ео <в Е1 доказывается редукцией 

'l9(a) == Ха, где Ха Е (2tN)IN удовлетворяет условию Ха(О) = а 
и xa(k)(n) =О для всех k > 1 и всех n. 

D (Теорема 7.20) 

7 .6. Неполизируемая область 

Вернемся к той задаче, которая была намечена сразу после 

формулировки теоремы 7.12. Поскольку соотношение 5 <Rв f 
влечет E.f <в Е/ (см. упражнение 2.5), требуется вывести, что 
отношение Е~ не индуцируется польским действием при усло­

вии, что f - борелевекий идеал, удовлетворяющий Е1 <в Ef. 
В теореме 7.26) доказывается, что это утверждение справедли­
во для всех борелевских отношений эквивалентности Е, не обя­

зательно вида Е.~. Придется начать с одной вспомогательной 

теоремы об отношениях эквивалентности, к которым сводит­

ся Е1. 

Следующая теорема Кехриса и Луво {57] показывает, что бо­
релевская сводимость отношения Е1 к другому отношению экви­
валентности может быть приведена к определенным специаль­

ным формам непрерывного вло)кения и инвариантного вложе­

ния. См. определения в конце § 1.4. 

Теорема 7.22. Предположим, ~Ltmo Е1 <в F, где F - борелев­

С'Х:ое отношение Э'Х:вивалентности на полъс'Х:о.м пространстве 

У. Тогда въtполн.яетс.я Е1 Се F и Е1 Ck F. 

В ходе доказательства теоремы также покажем, что F не мо­
жет быть счетным отношением эквивалентности, т. е. дадим аль­

тернативное доказательство теоремы 7.20. Оно выглядит более 
простым, чем первое, но опирается на предложение 7.24, прини­
маемое здесь без доказательства. 

Доказательство. Для вывода первого утверждения, обозна­

чим ~ обратный порядок натуральных чисел, т. е. т ~ n 
равносильно n < т. 



7.6. НеполизирJгемая область 135 

Определение 7.23. Пусть ЧJ - семейство всех множеств 

Р С (2rN )rN, для которых найдется непрерывная биекция h : 
(2rN)rN~p, удовлетворяющая 

х r~п =у r~п <===> h(x) r~п = h(y) r~п 

для всех n и всех х, у Е (2rN)rN, где х r=;::п = {x(i)}i~n для любой 
точки х = { Xi} Е ( 2rN) rN о Понятно, что любое такое отображение 
является непрерывным вложением Е1 в себя в смысле§ 1040 3 D 

Следующий результат [46, следствие 22] (доказательство 

здесь не приводится) показывает, что борелевекие функции, 

определенные на множествах из ЧJ, допускают определенную 

х;онфиналъную ~лассифих;ацию о 

Предложение 7.24. Если У - полъсх;ое пространство, Р'ЕЧJ, 

а {) : Р' ---+ У .явл.яетс.я борелевсх;оu фунх;цией, то существует 

.множество Р Е Ч3, Р С Р', на 'К:оторо.м {) непреръtвна и либо 

.является х;онстантой, либо найдется n max;oe, 'Чrno {) взаимно 
однозНа'ЧНа На р r ~n в С.М'ЬtСЛе: 

х r ~п =у r ~п <===> {)(х) ={)(у) для всех х, у Е Ро (f) 

Применим результат 7.24 при Р' = (2rN)rN к тому борелевеко­
му отображению {) : ( 2rN) rN ---+ У, которое сводит отношение Е 1 
к F о Находим множество Р Е Ч3, удовлетворяющее ( t) о Пусть 
непрерывная биекция h: (2rN)rN ~ Р выполняет (*)о Легко ви­
деть, что h- непрерывное и инвариантное вложение отношения 

эквивалентности Е1 в ограниченное отношение Е1 f Р, чт6 позво­
ляет выводить свойства последнего из свойств первого. 

В частности, раз (2rN)rN содержит попарно Е1-неэквивалент­
ные точки, такие точки имеет и Ро Поэтому {) не может быть кон­
стантой на Ро Следовательно, условие (t) выполнено для веко­
торого по Другими словами, имеется непрерывная взаимно од­

нозначная функция f: Р r~п---+ У, где Р r~п = {х r~п :хЕР}, 
такая, что 'l9(x) = f(x r ~п) для всех х Е Ро 

3 Класс множеств, к которому принадлежит ~' был введен в [~-!6] для 
построения генерических расширений с определенной структурой степеней 

конструктивности, зависящей от выбора векоторого частично-упорядочен­

ного множества (. Рассмотренный здесь случай соответствует выбору tN с 
обратным порядком ~ в качестве (. 
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Однако каждый класс Е1-эквивалентности [х]Е1 n Р точки 
х Е Р в Р несчетен вследствие аналогичного очевидного свой­

ства (2tN)IN. Значит, для любого х Е Р F-класс [19(x)]F несчетен, 
так что F не может быть счетным отношением эквивалентности. 

Для вывода Е1 Се F пусть х Е (21N)IN. Определим g(x) = z Е 
Е (2tN)tN так, что z(i) = 0 при i < n и z(n + i) = x(i) для всех 
i. Нетрудно проверить, что отображение 'l9'(x) = f(h(g(x)) r~n) 
является непрерывным вложением отношения Е1 в F. 

Остается доказать Е1 ck F. Предположим для простоты, 
что 1У = 21N (по теореме Б.1) и что (по доказанному) {) : 
(2tN)IN~2tN уже является непрерывным вложением Е1 в F. Поло­
жим У= ran 'l9 и Z = [У] F. Обычно так определенные множества 

У, Z являются аналитическими (не обязательно борелевскими). 
Однако в рассматриваемом случае множество Z является проек­
цией борелевекого множества Р = { (z, х) : z F 19(х)} в 2tN х (21N )IN, 
все сечения которого являются классами Е1 -эквивалентности, 

т. е. сr-компактными множествами. В этом случае Z является 
борелевским множеством по следствию Г.4, более того, по теоре­

ме Г.б найдется борелевекая функция f : Z ~ (21N)tN такая, что 
f(z) Е1 х всякий раз, когда z F{)(x); другими словами, f является 
редукцией отношения F к Е1. 

Можно преобразовать f во взаимно однозначную функцию 
g : Z ~ (2tN)IN с теми же свойствами, полагая g(z)(n) = f(z)(n) 
при n > 1, но g(z)(O) = z. Понятно, что g является (борелев­
ским) вложением F в Е1. Итак, f : (21N)tN ~ Z и g : Z ~ (21N)tN 
являются борелевскими взаимно однозначными отображениями 

( {) даже непрерывно, что, однако, здесь не важно), и для любой 
точки х Е (2tN)tN, вложение{) отображает [х]Е1 в [19(x)]F С Z и g 
отображает ['l9(x)]F обратно в [х]Е1 • 

Упражнение 7.25. Используя конструкцию из доказательства 
теоремы Кантора-Вендиксона о сравнении мощностей, построй­

те, начиная с f и g, отображение, осуществляющее изоморфизм 

отношений Е1 и F r Z. Докажите, что этот изоморфизм является 
борелевским, поскольку все возникающие в ходе указанной кон­

струкции множества являются борелевскими, как образы боре­

левских множеств при взаимно однозначных борелевских отоб­

ражениях по следствию Г.4). D 
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Другими словами, имеется борелевекое вложение Е1 в F, об­
раз которого совпадает с Z, т. е. инвариантное вложение. 

D (теорема) 

7. 7. Несводимость к польским действиям 

Следующая теорема Кехриса и Луво [57] показывает, что Е1 
борелевеки не сводится ни к одному отношению эквивалентно­

сти, индуцированному борелевским действием польской группы. 

Теорема 7.26. Допусти.м, 'Что G - полъсх;ая группа, и '#.. -
борелевсх;ое О-пространство. Тогда Е1 Zв Е~. 

Доказательство. Опять рассматриваем Е1 как отношение эк­

вивалентности на (2rN)rN, определенное так, что х Е1 у, когда 
х( n) = у( n) для всех, кроме конечного числа, значений n. Пред­
положим противное и рассмотрим произвольную борелевскую 

редукцию{): (2rN)rN---+'#.. отношения Е1 к Е. Согласно теореме 7.22 
можно предположить, что {) на самом деле является инвариант­
ным вложением, т. е. взаимно однозначным отображением, у ко­

торого образ У = ran {) является Е-инвариантным множеством. 
Положим g · х = = {)- 1(g · {)(х)) для любой пары из g Е (3 и 
х Е (2rN)rN. Этим определено борелевекое действие группы (3 на 

(2!N) !N 
(2rN)rN такое, что индуцированное отношение Е43 тождествен-
но Е1. Заметим, что именно здесь используется предположение 

о том, что {) - инвариантное вложение. Дальнейший ход дока­

зательства основан на том, что Е1-классы представляют собой 

счетные объединения компактных множеств, каждое из кото­

рых нигде не плотное в следующем слагаемом объединения, чт6 

противоречит выбору (3 как польской группы. 

Фиксируем для дальнейшего анализа точку х Е (2rN)rN. 
Рассмотрим любую Е1-эквивалентную ей точку у Е [х]Е1 • 

Тогда выполняется [х]Е1 = Un Cn(Y), где каждое из множеств 

Сп(У) ={у' Е 9(N)rN :\Im > n (y(n) = у'(п))} 
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является борелевским (даже компактным) подмножеством Еl­

класса [х]Е1 • Отсюда получим равенство G = Un Gn(y), где каж­
дое множество G~ (у) == {g Е G : g( х) Е Сп (у)} - снова борелев­

ское. Раз G - польская группа, то по теореме Бэра найдется 

индекс n такой, что множество G~(y) не является тощим в G. 
Тогда, конечно, это будет верно и для всех п' > n. Наименьший 
из таких индексов n обозначим n(y). 

Утверждается, что для любогоn множество 

Уп(х) =={у r (n, оо): у Е (х]Е1 Л n(y) = n} 

не более чем счетно. В самом деле, пусть какое-то из множеств 

Уп(х) несчетно. Если ограничения Yi r [п, оо) каких-нибудь двух 
точек Yl и У2 в [х]Е1 не совпадают, то множества Cn(YI) и Cn(Y2) 
не имеют общих точек, так что и множества G~(Yl), G~(Y2) 
дизъюнктны. Таким образом, беря точки у Е Yn(x) с попар­

но различными значениями Yi r [n, оо), получимнесчетно много 
попарно непересекающихся не тощих борелевских множеств в 

G, противоречие. Итак, каждое из множеств Уп(х) в самом де­
ле не более чем счетно. Поэтому и множество У(х) = Uп{u: 
и Е Е Yn(x)} также не более чем счетно, где для каждого 
и Е (2tN)[n,oo) точка u Е (2tN)tN задана условиями u r (n, оо) ==и и 
u(k)(j) =О для k < n и любого j Е rN. При этом У(х) С [х]Е1 . 

Отметим следующий важный момент: определение множе­

ства Yn ( х) зависит скорее от класса эквивалентности [ х] Е1 , чем 
от самой точки х. Точнее, если х' Е [х]Е1 , то Уп(х) = Уп(х'). Это 
имеет место по той простой причине, что множ-ества 

G~'(y) = {g Е G :g(x') Е Cn(Y)} и 
G~(y) = {g Е G: g(x) Е Cn(Y)} 

являются сдвигами друг друга внутри группы G, так что, если 
одно из них не является тощим, то таково же и второе. Заключа­

ем, что множество У= UxE&(tN)IN У(х) обладает тем свойством, 
что пересечение У n [х]Е 1 = У(х) непусто и не более чем счетно 
для каждого х Е (2tN)tN. 

Для оценки типа множества У, заметим, что множество 

Р = {(х,у): х, у Е (2tN)tN Л у Е У(х)} 
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является борелевским в пространстве (21N)tN х (2tN)fN по теоре­
ме В.3. (Квантор Воота <<для почти всех в смысле категории 

Бэра>> участвует в определении n(y). Здесь, конечно, много ра­
боты по составлению конкретного определения n(y), допускаю­
щего применение теоремы Воота, которую мы оставим читателю 

в качестве упражнения.) 

Все вертикальные сечения Рх =={у: (х, у) ЕР}== У(х)- не 
более чем счетные множества по доказанному. Следовательно, 

во-первых, множество dom Р == У -также борелевекое по теоре­
ме Г.3, а, во-вторых, по униформизационной теореме Г.б имеется 

борелевекая функция J, определенная на (21N)IN и удовлетворя­
ющая f(x) Е У(х) для каждой точки х. Отсюда по определе­
нию следует Е1 <в Е1 r У. С другой стороны, Е1 r У является 
счетным (борелевским) отношением эквивалентности: его клас­

сы У n [х]Е1 = У(х) не более чем счетны. Но это противоречит 
теореме 7.20. D 

Следствие 7.27. Отношение эrх;вивалентности Et борелевсrх;и 

не сводится ни rx; одно.му из отношений Е2, Ез, Е00 , Zo, Т 2, и 

тах:же не сводится ни х: одно.му из отношений J!,P, 1 < р < оо. 

Доказательство. По доказанной теореме достаточно показать, 

что все указанные отношения эквивалентности индуцируются 

польскими действиями. Отношения Е2, Ез, Zo порождаются иде­
алами f2, Jз, ..20, которые относятся к Р-идеалам (упражне­
ние 7.5), а потому полизируемы по теореме 7.12. Следовательно, 
сами отношения Е2, Ез, Zo индуцируются польскими действиями 
по лемме 7.9. Действие сдвига счетной группы F2, индуцирую­
щее Е00 , является, очевидно, польским. Отношение Т2 ~"'..~в-экви­

валентно отношению эквивалентности, индуцированному поль­

ским действием, согласно предложению 3.18. Что касается отно­
шений fP, см. упражнение 3.14. D 

Следствие 7.28. Если J С c9(rN) полизируе.мъtй идеал, то 

Е1 ~в E.Jf. 

Доказательство. Напомним, что отношение Ef индуцирует­
ся непрерывным (по лемме 7.9) действием польской ~-группы 
идеала f на &J(rN). Затем используем теорему 7.26. D 
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Это следствие позволяет завершить доказательство теоре­

мы 7.12, присоединив к уже установленной эквивалентности ее 
пяти первых условий последнее условие (vi): в сущности, доста­
точно заметить, что соотношение <Rв влечет <в (см. упраж­

нение 2.5), и воспользоваться уже доказанной частью теоре­
мы 7.12. 



8. ДЕЙСТВИЯ ГРУППЫ 
ПЕРЕСТАНОБОК 

В этом разделе рассмотрим отношения эквивалентности, ин­

дуцированные действиями группы S00 всех перестановак нату­

рального ряда (N, т. е. всех биекций f : fN ~ fN с суперпозицией 
в качестве групповой операции. 

Легко проверить, что множество 8 00 является Gь-множе­

ством в пространстве (N tN. По метризационной теореме Алексан­
дрова-Хаусдорфа Gь-множества Х в польских пространствах 

сами метризуются полной метрикой. Другими словами, на та­

ком Х задается полная метрика с той же топологией, что и ин­

дуцированная из пространства fNtN. Поэтому 8 00 является поль­
ской группой. Полную метрику на S00 , согласованную с индуци­

рованной топологией, можно определить равенством D(x, у) = 
= d(x, у)+ d(x- 1 , у- 1 ), где d- обычная метрика на fNtN, опреде­
ленная через d(x, у) = 2-m-l, где т- наименьшее число, для 
которого x(m) :f y(m). Однако Sqo не имеет согласованных с 
индуцированной топологией и инвариантных слева или справа 

ПОJIНЫХ метрик, СМ. [17, 1.5]. 

Среди отношений эквивалентности, индуцированных дей­

ствием группы S00 , отметим отношения изоморфизма разных ти­

пов счетных структур. Здесь возникают связи и с другими важ­

ными вопросами. После доказательства теоремы Лопеса-Эско­

бара об инвариантных борелевских множествах определяется 

понятие отношения эквивалентности, классифицируемого счет­

ными структурами - это значит, что данное отношение борелев­

еки сводится к отношению изоморфизма на пекотором классе 

счетных структур, которое в свою очередь индуцируется есте­

ственным действием группы S00 • Затем устанавливается, что 

любое отношение изоморфизма сводится к изоморфизму ориен-
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тираванных графов на rN. Отношения эквивалентности Т~, по­
строенные по трансфинитной индукции в § 4.2, также классифи­
цируются счетными структурами, причем в § 8.4 при помощи 
метода Скотта доказывается, что они образуют конфинальное 

семейство среди всех борелевс'Х:их отношений эквивалентности, 

которые индуцируется естественным действием группы 800 . 

В этой главе желательно хотя бы минимальное знакомство 

читателя с основами теории моделей. 

8.1. Борелевекие инвариантiiые множества 

Этот параграф посвящен техническим вопросам теории мо­

делей в связи с инфинитарными языками. Рассмотрим счетный 

реляционный язык 2 == { Ri}iEI первого порядка. Это значит: I 
- непустое и не более чем счетное индексное множество, и каж­

дое Ri - mi-арный символ векоторого отношения. 1 Рассмотрим 
пространство 2 Mod.~ == ПiEI 9(fNmi) всех 2-crnpy'X:myp с обла­
стью fN. Точнее, каждая точка х Е Mod.z является 2-структу­
рой с универсумом (N в том смысле, что любой член х( i) последо­
вательности х - это mi-apнoe отношение на fN, которое выбрано 
в качестве интерпретации для символа Ri. 

Логичес'Х:ое действие j_;LJ группы 800 на Mod.z определяется 
так: если х Е Mod.z и h Е 800 , то у= j.z(h, х) == h·x Е Mod.z, где 
члены Yi определены эквивалентностями 

для всех i Е I и (k1, ... , kmi) Е (Nmi. Легко видеть, что это дей­

ствие - польское, и (Mod~; j.z) - польское 800-простраiiство, а 
j_;е-орбиты в Mod.2 - это в точности классы изоморфизма 2-

1 Определение <<реляционный>> как раз и подчеркивает, что данный язык 
содержит только символы отношений, но не содержит символов функций. 

2 Обозначение X.SL' часто используется вместо обозначения Mod.SL'. Для 
простоты, мы ограничиваемся реляционными языками, не содержащими 

функциональных символов. Это упрощение по существу не ограничивает 

общности, но с другой стороны хорошим упражнением для читателя бу­

дет понять, как изменятся основные определения, например, определение 

Mod~, если разрешить употреблять функциональные символы. 
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структур на fN. Поэтому индуцированное отношение эквивалент­
ности Е~~~ обозначают"'.!/- оно является аналитическим (не 
обязательно борелевским) отношеним эквивалентности. 

Если G - подгруппа в группе 800 , то действие j.z;, ограни­
ченное подгруппой G, является польским действием G на Mod.~, 
и индуцированное им отношение эквивалентности обозначается 

через"'~, т. е. х "'~у, если :3g Е G (g·x =у). 
Как обmчно, множество М С Modz называется инвариант­

'Н'Ы.м, если [M]rv ~ = М. Известна удобная и часто применяе­
мая характеризация борелевсх:их инвариантных множеств в тер­

минах языка 2 w1w, который определяется как инфинитарное 
расширение исходного языка 2 = {Ri}iEI, т.е. расширение за 
счет в·озможности образовывать счетные конъюнкции и дизъ­

юнкции. 3 Точнее, язык 2 w1w строится так. 

1) Каждый символ отношения ~ ( v1, ... , Vmi) - атомарная 
формула языка 2 w1w. Все Vi - переменвые с областью 

пробегания iN, и mi обозначает <<арность>> ~. Пропо­

зициональные связки и кванторы :3 , \;/ употребляются как 
обычно; 

2) если <pi, i Е fN -формулы языка 2 w1w, у которых свобод­

ные переменные входят в некоторый общий конечный спи­

сок Vl, ... , Vn, ТО ViErN <pi И ЛiErN 'Pi также СЧИТаЮТСЯ фор­
мулами языка 2 w1w· 

Для любой 2w1w-формулы cp(vl, ... ,vn), если х Е Mod.z и 

i1, ... , iп Е (N, то запись х f= <р( i1, ... , iп) означает, что форму-
ла <p(i1, ... , iп) истинна (выполняется) на х в обычном смысле. 
Формальное определение отношения истинности требует здесь 

трансфинитной индукции по (счетному или конечному) орди­

налу, равному <<глубине>> построения формулы <р из элементар­

ных формул, см., например, [52, 16.С]. Следующая теорема Ло­
песа-Эскобара [52, 16.8] использует инфинитарный язык и ис­
тинность формул для характеризации инвариантных борелев­

ских множеств. 

3 Иl\1енно разрешение употреблять бесконечные конъюнкции и дизъюнк­
ции характеризует инфинитарные языки. 
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Теорема 8.1. Множество М С Mod~ .является борелевсх:и.м 
и инвариантнъt.м, если и толъх:о если найдется за.мх:нута.я 

2 w1w-фор.мула <р, дл.я х:оторой М == { х Е Mod.~ : х f= <р }. 

Доказательство. Все множества вида М={х Е Mod.z : xf=cp} 
являются инвариантными и борелевскими: доказательство это­

го факта проводится трансфинитной индукцией по построению 

<р из элементарных формул и оставляется читателю в качестве 

упражнения. 

Для доказательства импликации в обратную сторону 

рассмотрим какое-то борелевекое инвариантное множество 

МС Mod~. Обозначим через fN<w множество всех конечных по­
следовательностей натуральных чисел. Если s Е fN<w - инъек­

тивная последовательность, т. е. Si =F Sj при i =F j, то положим 
В8 = {g Е 8 00 : s С g}. Ясно, что множества В8 открыто-замкну­
тые в 800 , т. е. в польской топологии 800 , наследственной к то­

пологии в fNtN. Если А с 800 , то запись s Н- A(g) обозначает: 
<<множество Bs n А является ко-тощим в В8 >>, т. е. g Е А вы­
полняется для почти всех (в смысле категории) g Е 800 таких, 

что s С g. Здесь g рассматривается как специальный символ, не 
связанный с какой-либо конкретной перестановкой g. 

Доказательство включает следующие два утверждения: 

(I) Равенство М == {х Е Mod~ :Л Н- g-1 ·x Е М} выпол-
нено для любого инвариантного борелевекого множества 

MCMod.z. 
(II) Для любого борелевекого множества М С Mod~ и любого 

n имеется такая 2w1w-формула <pM(vo, ... ,Vn-l), что для 
каждого х Е Mod.z и каждой инъективной последователь­

ности s=(uo, ... ,un-l) из (Nn, соотношение s 1~ g-1 ·xEM 
эквивалентно х f= <рМ ( uo, ... , Un-l). 

Заметим, что по определению соотношение s Н- g-1 -x Е М 
означает, что выполнено s 1~ A(g), где A=={g Е 800 : g-1 ·xEM}, 
и действие h · х = J.;LJ ( h, х) определено выше для всех перестан о­
во к h Е 8 00 • 

Искомый результат следует из (I), (II): просто возьмем s =Л, 
т. е. пустую последовательность, в (II). 

Утверждение (I) несложно: раз множество М инвариантно, 
то g-1 ·x Е М для всех х Е М и g Е 8 00 • С другой стороны, если 
g-1 -x Е М для хотя бы одного g Е 8 00 то х Е М. 
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Доказательство утверждения (II) проводим индукцией по 
длине трансфинитного борелевекого построения множества М 

при помощи операций дополнения и счетного пересечения. Пред­

положим, для простоты, что 2 содержит всего один бинарный 

символ отношения Ro = R( ·, ·). В этом случае индексное множе­
ство I = {О} содержит всего один индекс. Тогда пространство 

Mod.z отождествляется с c9(rN 2
) и для любого х С rN 2 соотно­

шение х f= R(k, l) означает, что (k, l) Е х. Начало индукции со­
ставляют множества вида М= {х С rN 2

: (k, l) fj_ х }, где k, l Е rN. 
Для каждого такого множества М берем формулу 

где т= max{l, k, n}, в роли 'PAt(vo, ... , Vn-l)· Далее, для индук­
тивного шага для операции дополнения берем формулу 

лk?:.n \f uo .. о \f Uk-l v m?:_k :3 Wo ... :3 Wm-1 ( Лi<j<k( Ui # Uj )л 

Л Л (ui = vi) ===> Л (wi :f. Wj) Л Л (wi = vi) Л 
i<n i<j<m i<k 

в роли <р":, м ( vo, ... , Vn-l). Наконец, для индуктивного шага для 
операции счетного объединения, если М = Пj Mj, то форму­
лу лj 'PMj ( vo, ... 'Vn-l) можно взять в качестве 'РМ( Vo, ... 'Vn-l)· 
Довольно сложное упражнение: убедиться в том, что эти фор­

мулы дают искомый результат. D 

8.2. Классифицируемость счетными структурами 

Классифицируемость отношения эквивалентности Е счетны­

ми структурами означает, что каждой точке х некоторого боре­

левекого множества Х = dom Е в заданном польском простран­

стве 'Ж. борелевским образом сопоставлена счетная структура, 

скажем, {)(х) так что х Е у эквивалентно тому, что структуры 

'l9(x) и 'ZЭ(у) изоморфны. 
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Определение 8.2. Отношение эквивалентности Е х:лассифици­
руетс.я С'Четнъt.ми струх:тура.ми, если найдется счетный реля­

ционный язык 2, для которого Е <в ( f'-..J .z). D 

Любое отношение эквивалентности, классифицируемое счет­

ными структурами, является подобно отношениям изоморфизма 

f'-..J ~ аналитическим, а часто даже и борелевеки м. 

По определению отношения эквивалентности, классифици­

руемые счетными структурами, борелевеки сводятся к отноше­

ниям вида f'-..J ~, которые, напомним, индуцируются логическими 

действиями, т. е. некоторыми специальными польскими действи­

ями группы 800 • Следующая теорема Беккера и Кехриса [17] по­
казывает, что наоборот: отношения, индуцированные польскими 

действиями группы 800 и даже действиями её замкнутых под­

групп, допускают классификацию счетными структурами. 

Теорема 8.3. Любое отношение эх:вивалентности Е = Е~оо, 
индуцированное полъсх:и.м действием группы 800 или ее: за.мх:ну­

той подгруппы на полъсх:о.м пространстве 'Ж., х:лассифицируе.мо 

с~Ltетны.ми струх:тура.ми. 

Доказательство (набросок). Сначала получим результат 

этот для действий самой группы 800 , следуя упрощенному рас­

суждению Хъерта [37, 6.19]. Фиксируем счетную базу топологии 
{Иz}lErN исходного пространства 'Ж.. В качестве 2 рассмотрим 

язык с символами Rzk отношений арности k, где k, l Е fN. Для 
каждой точки х Е 'Ж. нетрудно определить {)(х) Е Mod~ таким 

образом, что {)(х) F Rzk(so, ... , Sk-l), если одновременно выпол­
няется: Si -:j:. Sj для всех i < j < k и \f g Е Bs (g- 1 ·x Е Иz), 
где В8 = {gES00 :s С g} и s = (so, ... ,sk-1) Е fNk. Оставля­
ем читателю в качестве упражнения проверку того, что {) есть 
борелевекая редукция Е к "'-~ ~ . 

Чтобы закончить доказательство теоремы, остается исполь­

зовать следующий факт (прямое следствие теоремы 2.3.5Ь в кни­

ге (17]): 

Предложение 8.4. Если G - за.мrх;нута.я подгруппа полъсх:ой 

группъt IН, а 'Ж. - полъсrх;ое О-пространство, . то существует 
полъсх:ое !Н-пространство У тах:ое, 'Что Е~ <в Е~. 
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Доказательство (набросок, детали в [37, 7.18)). Пусть 
У == ==- '#.. х 1Н. Определим (х, h) ~ (х', h'), если х' == g · х и 
h' == gh для какого-то g Е G. Рассмотрим факторпространство 
1У == } 7

/ ~ с фактортопологией, индуцированной польской топо­

логией на У. 

На этом факторпространстве У определим действие группы 

1Н равенством h' · [(х, h)]~ == [(х, hh'- 1 )]~. Легко проверить, что 
отображение х ~ [(х, 1)]~ сводит отношение Е~ к Е~. Остается 
убедиться, что 1У является польским IН-пространством. Это не 

так просто; мы отсылаем читателя к книгам [37, 7.18] или [17, 
2.3.5Ь]. D (Предложение) 

Чтобы обойти довольно сложное предложение 8.4 в доказа­
тельстве теоремы 8.3, можно воспользоваться следующей харак­
теризацией заl\1кнутых подгрупп группы S00 из книги [17, 1.5]. 
Для каждого х Е Mod.se, где ~ - произвольный счетный реля­

ционный язык, положим 

Autx = {g Е S00 :g·x == х}. 

Понятно, что Autx- замкнутая подгруппа 800 , которую можно 

понимать как группу всех автоморфизмов структуры х. 

Предложение 8.5. Подгруппа G С 800 .является за.мх:нутой 

в 800 , если и толъх:о если существуют с~Ltетн'ый рел.яционнъtй 

.ЯЗ'Ы'К: ~и ~-струх:тура х Е Mod~, для х:оторъtх G == Autx. 

Доказательство. В нетривиальную сторону, пусть G - замкну­

тая подгруппа группы 800 • Для любогоn > 1 обозначим через In 
множество всех G-орбит в fNn, т. е. всех классов эквивалентности 
отношения: s f"'-..J t, если 3g Е G(t = gos), гдеgо(k1, ... , kп) == 

= (g(k1 ), ... , g(kп)). Тем самым, коль скоро орбиты попарно 

дизъюнктны, In есть разбиение множества fNn на не бо.пее чем 
счетное число частей. Положим I == Un In, и для каждого i Е In 
пусть Ri является п-арным символом отношения. Рассмотрим 
язык ~ == {Ri}iEI· Определим х Е Mod.z так: если i Е In, то 
х f= Ri(ko, ... , kп-l), когда (ko, ... , kп-l) Е i. Нетрудно прове­
рить, что G == Autx . На самом деле, даже если подгруппа G не 
бы~71а бы замкнутой, то Autx совпадает с замыканием G в 800 . 

D (предложение) 
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Вернемся к доказательству теоремы 8.3. То же самое рассуж­
дение, что и в начале доказательства, показывает, что любое от­

ношение эквивалентности, индуцированное польским действием 

замкнутой подгруппы G группы 800 , борелевеки сводится к изо­

морфизму rv~ для подходящего счетного языка 2. Согласно 
8.5 имеем G = Auty0 , где Уо Е Mod.z', и 2' - счетный язык, 
не имеющий общих элементов с 2. Отображение х t----t (х, уо) 

обеспечивает искомый результат: (f"V~) <в rv (.~u2''). 

D (теорема 8.3) 

Упражнение 8.6. Докажите, что отношения Т2, Ез, а также 

все счетные борелевекие отношения эквивалентности классифи­

цируются счетными структурами. Ух:азание: Ез и счетные отно­

шения борелевеки сводятся к Т 2, см. § 5.2, а результат для Т 2 

содержится в предложении 3.18. D 

8.3. Редукция к счетным графам 

Можно было бы ожидать, что чем сложнее исходный язык 

2, тем сложнее в смысле <в соответствующее отношение rv .z 
изоморфизма 2-структур. Но это не так. Обозначим через С§ 

язык (ориентированных бинарных) графов, т.е. С§ содержит 

единственный бинарный символ отношения R( ·, ·). 

Теорема 8. 7. Если 2 - c~Ltemнъtй рел.яционнъtй .язъtх:, то 

(rv .z) <в (rv ~1). Следователъно, для х:лассифицируе.мости от­
ноu.tени.я эх:в~.tвалентности Е с~Ltеmнъt.ми струх:тура.ми необхо­

димо и дocmamo~Ltнo, ~Ltmoбъt Е <в (rv <;§). 

Другими словами, бинарные отношения позволяют кодиро­

вать структуры любого счетного реляционного языка. Беккер и 

Кехрис [17, 6.1.4] дают доказательство этого результата, осно­
ванное на кодировании с помощью решеток. Здесь предлагается 

элементарное доказательство. 

Доказательство. Фиксируем произвольное множество А=={ ak : 

kEfN} попарно различных точек ak Е 2tN. Обозначим HF(A) мно­
жество всех наследственно конечных множеств над А. Другими 
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словами, HF(A) -наименьшее множество, содержащее все точ­
ки ak и удовлетворяющее условию: если 'ГJ С HF(A) - конечное 

множество, то 'ГJ Е HF(A). Множество Н С HF(A) называется 
транзитивн'ы.м над А, если каждое 'ГJ Е HF(A) "А удовлетворя­
ет условию 'ГJ с HF(A). 

Пусть ~HF(A)- отношение изоморфизма упорядоченных гра­

фов на HF(A). Точнее, если Р, Q С HF(A) 2
, то Р ~HF(A) Q 

означает, что имеется биекция Ь множества HF(A) на себя та­
кая, что Q = Ь·Р = {(b(s),b(t)): (s,t) Е Р}. Понятно, что 

(""~1) ""в (~нF(д))· В сущности, любая биекция fN на HF(A) 
индуцирует борелевекий изоморфизм между (f/J(fN х N); ""~) 
и (f/J(HF(A) х HF(A)); ~НF(д))· Итак, остается доказать, что 
("" .z) <в (~нF(д)) для каждого языка 2. 

Действие группы S00 на HF(A) определим так: если g Е S00 , 

то g о an = ag(n) для любого n Е rN, и затем, индукцией по 
рангу над А положим g о { 'Г/1, ... , 'ГJп} = {g о 'Г/1, ... , g о 'ГJп} для 
всех 'Г/1, ... , 'ГJп Е HF (А). Отображение 'ГJ ~ g о 'ГJ является Е­
изоморфизмом множества HF(A) при любом g Е S00 . 

Лемма 8.8. Допусти.м, ~Ltтo .множества S, Т С HF(A) тран­
зитивнъt над А, разности А" S и А' Т равнъt по .мощности и 
(Е r S) ~HF(A) (Е r Т). Тогда существует f Е Soo та~ое, ~Ltтo 
Т= f о S = {f о 'ГJ: 'ГJ Е S}. 

Доказательство. Предположение (Е r S) ~HF(A) (Е r Т) озна­
чает, что имеется Е-изоморфизм 1Г: S ~Т. По транзитивности 
ограниченное отображение р = 1r r ( S n А) - биекция множества 

So = S n А на То = Т n А. Из равномощности разностей А " S и 
А " Т следует, что существует перестановка f Е S00 такая, что 

p(ak) = af(k) для всех ak Е So. Теперь нетрудно, индукцией по 
рангу 'ГJ Е HF(A) над А доказать, что f о 'ГJ = 1Г('ГJ) для каждого 
'ГJ Е S. D (лемма) 

Вернемся к доказательству теоремы 8.7. Сначала несколь­
ко упрощающих предположений. Если список символов отно­

шений языка 2' расширяет аналогичный список языка 2, то 
("".~ )<в("".sе') по достаточно очевидным соображениям. Если 
символы отношений языка 2' имеют арность не ниже соответ­
ствующих символов языка 2, то также ("".se) <в ("".~, ). Напри­
мер, если 2 содержит бинарный символ R и 2 - тернарный 
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символ R', то отображение 'ZЭ(х) == {(O,k,l): (k,l) Е х} из 9(rN 2
) 

в 9(rN3 ) выполняет борелевскую редукцию"'-~ .z к "'-~.:LJ'· Поэтому 
можно, не ограничивая общности, предположить, что исходный 

язык имеет вид 2 = {Rn}2::;nErN, где каждый символ Rn, n > 2, 
имеет арность равную в точности n. 

Соответственно Mod.z Пn~2 9(fNn). Теперь для до-

казательства теоремы 8. 7 остается доказать соотношение 

( f'.J .Z) <в ( ~HF(A)) · 
Для каждого х Е Mod.z положим 8(х) == !А U Un~2, sEx(n) Ts, 

где для s = (k1, ... ,kп) Е fNn множество Т8 С HF(IA) явля­

ется наименьшим множеством, содержащим множество т8 == 

={ (a2k1 , ••• , a2kn), а2n-з} (как элемент) и транзитивным над /А. 
Например, если s = (k, l) Е fN 2

, то Т8 содержит элементы: 

a2k, a2l, { a2k}, { a2k, a2l}, ( a2k, a2l) == { { a2k}, { a2k, a2l}}, а 1 , 

где 1 = 2 · 2-3, и, наконец, само т8 == {(a2k,a2z), 1}. Утвержда­
ется, ЧТО 8 - непрерывная редукция отношения "'-~ ~ К ~HF(A). 

Предположим, что х, у Е Mod.z их "'-~.z у, т. е. у= g·x для 
подходящей перестановки g Е S00 , где · обозначает логическое 
действие 800 на Mod~. Определим f Е 800 так, что f(2n + 1) = 
= 2n + 1 и f(2n) == 2g(n) для всех n, поэтому нечетные числа 
не сдвигаются. Нетрудно проверить, что 8(у) = f о8(х), откуда 
очевидно 8(х) ~HF(A) 8(у). 

Наоборот, допустим, что х, у Е Mod~ и 8(х) ~HF(A) 8(у). 
По определению !А С 8(х) n 8(у), и согласно лемме 8.8 най­
дется перестановка f Е 800 такая, что 8(у) = f о 9(х). Лег­
ко видеть, что при n > 2 элемент вида 1J = { (az1 , ••. , azn), am} 
принадлежит 8(х), если и только если n > 2, т = 2n - 3 
и все индексы li - четные числа, скажем li = 2ki, так что 
1] = Ts == { (a2k1 , ••• , a2kn), а2n-з}, где s = (k1, ... , kп) Е fNn, при­
чем f о t == {(а f(l 1 ), • •• , а f(ln)), а f(m) }. То же верно и в отношении 
утверждения t Е 8(у). Отсюда следует, что f(am) == am для всех 
нечетных m, поскольку длина s не меняется. Значит, найдется 
такая перестановка g Е 800 , что f(2n) = 2g(n) для всех n. 

Доказываем у g·x. Достаточно проверить, что 

8(у) == 8(g·x). Каждому числу n > 2 и каждому элементу 
s = (k1, ... , kп) Е х( n) по определению соответствуют элемент 
t = (g(k1), ... ,g(kп)) Е у(п) и соответственно элемент ( = Tt = 
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== {(a2g(k 1 ), •.• ,a2g(kn)),a2n-з} Е 8(у). Тому же элементу s со­
ответствует элемент 'ГJ == Ts = { (a2k1 , ••• , a2kn), а2n-З} В 9( Х) 
и, следовательно, элемент 'Г]1 = {(а /(2k1), ••• , а f(2kn)), а2n-з} в 
множестве f о 8(х) == 8(у). Однако f(2k) = 2g(k), откуда оче-
видно, что rJ1 =(,что и требовалось. D (теорема 8.7) 

8.4. Редукция к отношениям Фридмана-Стенли 

Напомним, что отношения эквивалентности Фрид-

мана-Стенли Т~ были введены в § 4.2, определение 4.4, 
трансфинитной индукцией по ~ < w1, начиная с Т о == ~tN, и 

с использованием операции счетной степени о4 для перехода 

~ ---+ ~ + 1 и операции дизъюнктного объединения о5 на пре­
дельных шагах. Отдельное определение Т 2 в § 3.5 не создает 
трудности по лемме 4.7. Эти отношения создают удобный 

инструмент калибровки тех борелевских отношений экви­

валентности, которые допускают классификацию счетными 

структурами. Прежде всего, доказывается 

Предложение 8.9. Каждое отношение эrх;вивалеитиости Т~ 
дonycrx;aem х:лассифих:ацию с'Чеmиъt.ми струrх;тура.ми. 

Доказательство. Трансфинитной индукцией по ~. По теореме 

8.3 достаточно доказать, что каждое Т~ удовлетворяет условию 
( *) быть борелевеки сводимым к отношению, индуцированному 
польским действием замкнутой подгруппы группы 800 • 

Отношение То, т.е. равенство на fN, само индуцировано три­
виальным действием группы 800 на (N как g · х = х для всех 
g Е 800 их Е fN. 

Рассмотрим операцию о4 счетной степени. Допустим, что от­

ношение эквивалентности Е на польском пространстве 'Ж. удовле­

творяет условию Е <в F, где F- отношение эквивалентности на 

польском пространстве 1У, индуцированное польским действием 

· некоторой замкнутой подгруппы G С 800 на 1У. Обозначим че­

рез D множество всех точек х Е ~tN таких, что выполнено одно 
из двух: x(k) ~x(l) для всех k :f l, или имеется число т (равное 
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максимальному числу попарно Е-неэквивалентных x(k)) такое, 
что x(k) Е x(l), если и только если т делит lk - ll. Нетрудно 
определить борелевскую функцию {) : 'Ж.rN ---+ D, для которой 
х Е+ {)(х) для всех х. Другими словами,{) сводит отношение Е+ 
к Е+ r D. 

с другой стороны, имеем (Е+ r D) <в R, где ДЛЯ у, у' Е yrN 
условие у R у' означает, что имеется перестановка f Е 8 00 такая, 

что y(k) F y'(f(k)) для всех k. Наконец, R, очевидно, индуциру­
ется польским действием группы 8 00 х GrN. Последняя может 
быть реализована как замкнутая подгруппа группы 8 00 , что и 

требовал ось. 

Предельный шаг индукции. Допустим, что Л - предель­

ный ординал и для каждого ~<Л имеется борелевекая редукция 

{) : D~---+ 1У ~ отношения Т~ к отношению эквивалентности F~, ин­
дуцированного польским действием · некоторой замкнутой под­
группы G~ С 8 00 на польском пространстве 1У ~; напомним, что 

D~ - это область отношения Т~, которая является польским 

пространством, см. упражнение 4.5. По определению, отноше­
ние Т л = V ~<Л Т~ - отношение эквивалентности на множестве 

Dл = {(~,х) :~ < Ллх Е D~}, причем (~,х) Тл (ГJ,у), если~= 'ГJ 
их т~ у. 

Отображение {)(~, х) = (~, {)~(х)) - борелевекая редукция 
отношения Т л к определенному тем же способом отношению 

F = V~<ЛF~ на пространстве 1У ={(~,у):~< Ллу Е 1У~}. Рас­
смотрим польскую группу G = п~<Л G~, действующую на 1У так, 
что g·(~,y) = (~,g(~)·y). Понятно, что это действие- польское, 

и индуцируемое им отношение эквивалентности тождественно 

отношению F. 

Остается вложить G в 8 00 • Для этого рассмотрим произволь­

ноеразбиение fN = U~<Л и~ натурального ряда на Л бесконечных 

(дизъюнктных) частей с биекциями Ь~ : fN ~ и~. Множество 
Н всех перестановак h Е 8 00 , отображающих каждое из мно­

жеств и~ на себя, является замкнутой подгруппой группы 8 00 • 

Рассмотрим отображение, сопоставляющее каждой перестанов­

ке h Е Н такой элемент g Е G, что g(~)(n) = Ь€ 1 (h(b~(n))) для 
всех ~ < Л и n. Это отображение - топологический гамеамор­

физм и алгебраическим гомоморфизмом группы Н на G. D 
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Известны модификации отношений Т€, см., например, [41, 
§ 1], где результаты, подобные предложению 8.9, получены в зна­
чительно более общей форме. 

Теорема 8.10. Если борелевсrх;ое отношение эх:вивалентности 
Е х:лассифицируется с~Ltетнъt.ми струх:тура.ми, то Е <в Т € для 
неrх;оторого ~ < w1. 

Доказательство. Следующий вариант доказательства, взятый 

из [30], основан на методе, известном как анализ Скотта. Опре­
делим индукцией по а < w1 семейство борелевских отношений 

эквивалентности =а на fN<w х f?lJ(rN 2). Примем, что 

* А =~t В сокращенная запись соотношения (s, А) =а (t, В). 

Таким образом, все =~t' где s, t Е fN<w,- бинарные отношения 
на f?JJ(IN 2

), и среди них все отношения =~s будут отношени­
ями эквивалентности. Определение проходит трансфинитной 

индукцией по а: 

• А -~t В, если A(si, Sj) {=::=:> B(ti, tj) для всех i, j < lhs = 
= lht· 

' 

• если А < w1 - предельный ординал, то А =~t В, когда 
А -~t В для всех а< А. 

Легко видеть, что (=f3) С (=а) при а< (3. 
Напомним, что для А, BCfN 2 запись А r-...J~# В означает, что 

имеется такая перестановка fES00 , что A(k, l){=:=>B(f(k), f(l)) 
для всех k, l. Отсюда индукцией по а следует включение ( rv ~1) С 

С (Па<w1 (=Лл)), где А, как обычно, пустая последовательность. 
(И даже с равенством = вместо С, см. ниже.) Назовем множе­
ство Р С f?lJ(rN 2

) х f?JJ(IN 2
) неограни~Ltеннъt.м, если (Р n (=Лл)) :f- 0 

для всех а < w1. 

Лемма 8.11. Любое неограни~Ltенное аналити~Ltесrх;ое .множе­

ство Р содержит пару вида (А, В), для х:оторой А rv ~ В. 
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Доказательство. Раз Р - аналитическое множество, суще­

ствует непрерывное отображение F : fN rN ~ Р. Для ка)l<дого 
и Е fN<w определим Ри = {F(a): и С а Е [NrN}. Найдется ин­
декс по, для которого множество P(no) - всё ещё неограничен­

ное. Положим ko =О. Простое рассуждение о конфинальностях 
приносит число lo такое, что множество P(no) - всё ещё неогра­

ниченное над (ko), (lo) в том смысле, что нет ни одного орди­

нала a<w1 , удовлетворяющего условию (P(io) n (=(ko)(lo))) = 0. 
Следуя этому плану, получим бесконечные последовательно-

сти чисел nm, km, lm такие, что последовательности {km}mErN 
и {lm}mErN являются перестановками fN и для каждого т 

множество P(no, ... ,nm) неограничено над (ko, ... , km), (lo, ... , lm) 
в том же самом смысле. Заметим, что последовательность 

a={nm}mErN принадлежит fNrN, так что F(a) Е Р, а потому 
F(a) =(А, В), где А и В являются подмножествами в rN 2

. 

Докажем, что функция f(km) = lm обеспечивает А rv~ В, 
т. е. A(kj, ki) эквивалентно B(lj, li) для всех j, i. Возьмем 

число т > max{j, i} достаточно большое для следующего: 

если (А',В') Е P(io, ... ,im)' то A(kj,ki) эквивалентно A'(kj,ki) 
и аналогично, B(lj, li) эквивалентно B'(lj, li)· По построению 
существует пара (А' ,В~ EP(io, ... ,im), удовлетворяющая условию 

А' =~ko, ... ,km)(lo, ... ,lm) В', в частности, A'(kj, ki) эквивалентно 
B'(lj, li), что и требовалось. D (лемма) 

Следствие 8.12. Если А, В с rN 2 , то для въtnолнения А rv~1 В 
необходимо и достато~Ltно, ~Ltтобъt А _ Лл В для всех а < w1. 

Доказательство. В нетривиальную сторону, чтобы вывести 

А rv ~lf В из предположения \f а (А =Л л В), примените только 
что доказанную лемму к множеству Р = {(А, В)}. D 

Следствие 8.13. Если Е - борелевсх:ое отношение эrх;вива­

лентности, борелевсх:и своди.мое 'К: изо.морфиз.му графов rv ~IJ, то 
оно борелевсх:и сводится и 'К: отношению =Лл для неrх;оторого 

а< w1 . 

Заметим, что отсюда не следует, что само отношение rv ~1 удо­

влетворяет (rv~IJ) <в (-Лл) для некоторого а < w1 : следствие 

неприменимо, поскольку на самом деле f"'-..J Г5 не является борелев­

ским отношением. 
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Доказательство. Пусть{)- борелевекая редукция отношения 

Е к rv ~/f. Тогда множество { ( {) ( х), {)(у)) : х ~у} является аналити­
ческим подмножеством в произведении 9(rN2

) х &IJ(rN 2
) и не 

пересекает rv~ • Значит, оно ограничено по лемме 8.11. Возьмем 
ординал a<w1, который обеспечивает ограниченность. D 

Если Е - борелевекое отноn1ение эквивалентности, класси­

фицируемое счетными структурами, то Е <в (rv(1) по теоре­
ме 8.7. Следовательно, для доказательства теоремы 8.10 доста­
точно получить: 

Предложение 8.14. Каждое отношение вида ==а боре.левсх:и 
сводится х: х:ах:о.му-то из 0111/Ношений Т~. 

Доказательство. Имеем (=0 ) <в То, поскольку у отношения 
=0 счетно много классов эквивалентности. Чтобы выполнить 
шаг а~ a+l заметим, что отображение (s,A) ~ {(sлk,A)}kErN 
- борелевекая редукция отношения -а+ 1 к (=а)+. Что бы про­
вести предельный шаг рассмотрим предельный ординал Л < w1 . 

Фиксируем нумерацию Л == { an : n Е fN} всех меньших ор­

диналов и положим R == V nErN ( =an), т. е. R - отношение эк­

вивалентности на rN х (N<c.v х 9(rN 2 ), определенное так, что 
(m, s, А) R (п, t, В) если т == n и А =~tm В. Отображение 

(s, А) ~ { (m, s, А) }mErN - борелевекая редукция =л к R+. 
D (предложение) 

D (теорема 8.10) 



9. ТУРБУЛЕНТНЫЕ ДЕЙСТВИЯ 

Здесь мы рассмотрим отношения эквивалентности, индуци­

рованные действиями совсем иных групп, чем группа переста­

новок 8 00 • В первую очередь, это- действия адцитивных групп 

банаховых пространств, рассмотренные в § 3.4, а также ~-дей­
ствия некоторых идеалов вроде суммируемого идеала ~2 = 
= У{ _1_} или идеала ..20 множеств нулевой плотности. Главный 

n+l 
результат здесь состоит в том, что такие отношения эквивалент-

ности не классифицируются счетными структурами, т. е. не сво­

дятся к действиям группы 8 00 и её замкнутых подгрупп. 

Исследования в этом направлении были начаты Фридманом 

и Стенли [29], см. также [30], установившими, что идеал нулевой 
плотности не классифицируется счетными структурами. Более 

поздние работы Хъерта [35, 37] и Кехриса [56] показали, что 
в основе этого результата лежит определенное топологическое 

свойство польских действий, называемое (генерической) турбу­

лентностью, о котором пойдет речь в этой главе. 

В качестве следствия будет доказано, что среди борелев­

ских отношений эквивалентности, классифицируемых счетны­

ми структурами, нет таких, которые порождались бы идеалами, 

кроме очень короткого списка исключений, вроде связанных с 

идеалами Fin и Ез. 

В этой главе по необходимости предполагается некоторое зна­

комство с методом вынуждения Коэна (форсингом), и некото­

рые доказательства даны в виде набросков. 
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ПредположиiVt, что группа (3 действует на пространстве "/... 
Если G С G и Х С "!.., то определяется граф лоrх;алъного дей­
ствия 

R8 ={(х,у) EX2 :3gEG(x=g·y)}. 

Обозначим ""8 замыкание этого отношения R8, т. е. наимень­
шее по включению отношение эквивалентности на Х такое, что 

х R8 у ==> х f"'../8 у. Иными словами, х ""а у, если х, у принад­
лежат Х и найдется такая цепочка х = хо, Xl, ... , Xn-l, Xn = у 
точек Xi Е Х, что для любого i < n выполняется Xi R8 Xi+l 

или Xi+l R3" Xi, или же просто х = у при n = О. В частности, 
( ""~) = Е~, но вообще говоря ( f"'../8) ~ (Е~ r Х). 

Определим (J(x, х, G) = [xJ~a = {у Е х : х rvЭ у} для х Е х 
- это множество называется лок;алъной орбитой точки х. В 

частности, [х]С3 = [х]Ех = fJ(x, "!.., G) -это полная О-орбита точ­
о 

к и х Е "/... Следующее ключевое определение предложено Кехри-

сом [56, § 8]. 

Определение 9.1. Рассмотрим польское (т.е. непрерывное) 

действие польской группы (3 на польском пространстве "/... 
(t1) Точка х Е "/.. называется турбулентной, если для любого 

открытого непустого множестваХ С "!.., содержащего х, и 
любой окрестности G С G (не обязательно подгруппы) ней­
трального элемента 1(3 локальная орбита fJ(x, Х, G) где-то 
плотная (т. е. не является нигде не плотным множеством) 
в"/... 

(t2) Орбита [х]С3 называется турбулентной, если точка х тур­
булентна. 

( tЗ) Действие (группы (3 на "/..) называется генери'Чесrх;и 1 или 
сокращенно ген. турбулентнъt.м, а пространство "/.. - ген. 

турбулентнъt.м польским G-пространством, если объеди­

нение всех всюду плотных, турбулентных и тощих орбит 

[х]С3 является ко-тощим множеством. D 
-----=--~-

1 В этой главе, слово <<генерический>> означает, что некоторое рассмат-
риваемое свойство выполнено не на всем пространстве, а на ко-тощем мно­

жестве, т. е. на дополнении тощего множества. 
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Упражнение 9.2. Используя тот факт, что данное действие 
- польское, докажите, что две точки, принадлежащие одной и 

той же орбите (но не обязательно одной и той же локальной ор­

бите) -турбулентные или не турбулентные одновременно. Это 

доказывает корректность пункта (t2) определения. О 

Упражнение 9.3. Докажите: если х Е~- турбулентная точ­

ка, а множество 0 =f. и С (3 открыто (но не обязательно содер­

жит нейтральный элемент G), то множество и· х = {g · х : х Е и} 
где-то плотно. 

Ух:азание. и-х= g·(G·x), где g Е и произвольно, G = g- 1u 
в группе G и G ·х совпадает с локальной орбитой fJ(x, ~' G). D 

Таким образом, турбулентность означает, что почти все в 

смысле категории орбиты имеют довольно хаотическу1о струк­

туру, т. е. являются плотными и тощими, а локальные орбиты 

тоже где-то плотны. В частности, не может быть не тощих 

орбит. 

Известны совершенно элементарные примеры нетурбулент­

ных действий. 

Лемма 9.4. Действие сдвига аддитивной гpynnъt рациона.лъ­
нъtх ~Ltисел Q на IR, rх;оторое U·ндуцирует отношение эrх;вива.лент­
ности Витали, не турбу.лентно. 

Напомним, что Q, как и любая не более чем счетная группа, 
рассматривается в нашем контексте как группа с дискретной 

топологией - иначе она не является польской группой. 

Доказательство. Одноэлементное множество {О} является от­

крытым множеством в дискретной топологии Q, а потому име­
ются нигде не плотные, в сущности, одноточечные локальные 

орбиты. D 

Мы увидим, что никакое польское действие группы 800 всех 

перестановак натурального ряда (N не может быть турбулеiiТ­

ным. Хъерт [35] дает другие примеры. С другой стороны, д­
действия суммируемых идеалов являются турбулентными. 
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Напомним, что для любой пос.ледовательности веществен­

ных чисел rп > О су.м.мируе.мъtй идеал Y{rn} состоит из всех 
множеств х С fN таких, что EnEx rп < +оо. Такой идеал по­
рождает отношение эквивалентности S{rn} = E.9'{rn} на P!J(rN), 
определенное так, что х S{rn} у, если множество х д у принадле­
жит Y{rn}· В следующей теореме условие {rn} ~О гарантирует, 
что идеал Y{rn} содержит и бесконечные множества, а условие 
En rп == +оо означает, что идеал Y{rn} не содержит ко-конеч­
ных множеств. 

Теорема 9.5. Если rп > О, {rп} ---+ О и En rп == +оо, то д­
действие идеала Y{rn} на 9(rN) .явл.яетс.я полъсх:и.м и гe'lrt. тур­

булентнъt.м. 

Доказательство. Убедимся, что Y{rn} - польская груп­

па (с операцией симметрической разности д) в метрике 

d{rn}(a, b)=='P{rn}(a д Ь), где 

'Р{rп}(х) == L rп для Х Е 9(rN), 
nEx 

так что Y{rn} == {х: 'P{rn}(x) < +оо}. Ключевым требованием 
является непрерывность групповой операции. Пусть х, уЕ 

Е &(fN). Зададимся числом д > О, и пусть ~ == ~· Если точ­
ки х', у' принадлежат ~-окрестностям точек х, у в пространстве 

Y{rn} с метрикой d{rn}, то выполняется (х' д у')~ (х д у) С 
С (х ~ х') U (у д у'), так что имеем d{rn}(x' д у',х ~у) < 
<d{rn}(x,x') + d{rn}(y,y') =б. 

Теперь проверим непрерывность ~-действия группы Y{rn} 
на 9(rN), определенного для g Е Y{rn} и х Е 9(rN) равен­

ством g·x == g д х. Непрерывность понимается в смысле d{rп}­
топологии на Y{rn} и обычной п<3льской топологии на 9(rN). 
Фиксируем g Е Y{rn} их Е &(rN) и зададимся польской окрест­
ностыо 

V ={у Е 9(rN): у n n == (g·x) n n} 

точки g·x в &(rN), где n Е rN. Рассмотрим соответствующую 

окрестность И= {х' Е 9(fN): х' n n == х П n} точки х, и пусть с 
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-наименьшее из чисел rk, k < n. Понятно, что любой элемент 

g' Е Y{rn} из €-окрестности g в d{rn}-топологии удовлетворяет 

соотношению g д g' С [п, оо), так что g' д х' Е V при условии, 

что х' Е И для всякого такого g'. 

Остается установить турбулентность этого действия. 

Фиксируем произвольную точку х Е &IJ(rN). Оставим читате­

лю в качестве несложного упражнения проверить, что орбита 

[x].Y{rn} = Y{rn} д х- плотное и тощее множество. Осталось до­

казать турбулентность самой точки х для этого действия. Рас­

смотрим любое открытое множество Х С &IJ(rN), содержащее 

х, и произвольную d{rn}-окрестность в G элемента 0, т. е. ней­

трального элемента группы Y{rn}· Можно предполагать, что, 

для некоторого k выполняется Х = {у Е &IJ(rN): у n [0, k) =и}, 

где и= х n [O,k), и G = {g Е Y{rn}: cp(g) <с} для какого-то 

с> О. Докажем, что локальная орбита fJ(x, Х, G) где-то плотна 
вХ. 

Возьмем число l > k достаточно большое для того, чтобы 

rп <с для всех n > l. Определим v = xn [О, l) и докажем, что ор­

бита fJ(x, Х, G) плотна в У = {у Е &IJ(rN) : yn [0, l) = v }. Для это­

го рассмотрим открытое множество Z = {z Е У: z n [l,j) = w}, 
где j > l, w С [l,j). Обозначим через z единственный элемент 

множества Z, для которого zn[j, +оо) = xn[j, +оо). Тем самым, 

х д z = {l1, ... , lm} С [l,j). Каждое 9i = {li} принадлежит G по 

выбору l :действительно, li > l. Кроме того, понятно, что точка 
Xi = 9i д 9i-l д ... д 91 д х = {l1, ... , li} д х принадлежит Х, 

каковы бы ни были i = 1, ... , т. В то же время Xm = z. Значит, 

z Е fJ(x, Х, G), что и требовалось. D 

Упражнение 9.6. Докажите, что д-действие идеала ..20 мно­
жеств нулевой плотности на &IJ(IN) также является польским и 
ген. турбулентным. О 



9.3. Действия группы перестановак не турбулентны 

9.3. Действия группы перестановок 
не турбулентны 

161 

Следующая важная теорема Хъёрта [37] показывает, что тур­
булентность орбит несовместима с польским действием группы 

S00 и условием классифицируемости счетными структурами. 

Теорема 9. 7. Допусти.м, ~Ltтo G - полъсх:а.я группа и 'Ж. - гене­

ри~Ltесх:и турбулентное полъсх:ое G -пространство. Тогда отно­
шение эх:вивалентности Е~ не сводится борелевсх:ой, или даже 
из.мери.мой по Бэру фунх:цией 2 ни х: х:ах:о.му отношению эх:вива­
лентности, индуцированному полъсrх;и.м действием группъt 800 . 

Следователъно Е~ не rх;лассифицируетс.я с~Ltетнъt.ми струrх;ту­
ра.ми. 

Наше доказательство основано на идеях и технических кон­

струкциях из [37, § 3.2], [56, § 12], [30], но построено так, что 
используются только достаточно общие средства топологии и 

дескриптивной теории множеств, включающие и некоторые эле­

менты форсинга. Мы покажем, что на самом деле <<турбулент­

ные>> отношения эквивалентности не сводятся даже к отношени­

ям из много более широкого семейства отношений эквивалентно­

сти чем те, которые индуцируются польскими действиями 8 00 • 

Начнем с пары простых технических результатов, которые 

будут использованы ниже в доказательстве теоремы 9.7. 

Лемма 9.8. В условиях теоре.мъt, если Х С 'Ж. и И, И' С Х 

непустъtе отх:ръtтъtе .множества, G С G - отrх;ръtта.я ох:рест­

ностъ элемента 1{3, орбитъt tJ(x, Х, G) плотнъt в Х для Х­
х:о-тощего .множества то'Чех: х Е Х, и .множество D С Х 
.является х:о-тощи.м в Х, то найдутся то~Ltх:и х Е D n и и 
х' Е D n И' тах:ие, 'LlтO х ~г х'. 

2 Измеримой по Бэру ФУ'Н,'к;цией называется такое отображение одного 
пространства в другое, при котором все прообразы открытых множеств 

имеют свойство Бэра. Борелевекие функции измеримы по Бэру, но обрат­

ное неверно. Многие рассмотренные в этой книге результаты о борелевекой 

несводимости остаются в силе и для несводимости с помощью отображений, 

измеримых по Бэру. Мы не обращали на это внимание, поскольку такое 

усиление обычно требует более или менее существенной переделки доказа­

тельств. Здесь же переход к измеримым по Бэру отображениям очень прост 

и вытекает из сути аргументов, см. доказательство леммы 9.12. 
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Доказательство (набросок). В этих предположениях можно 

подобрать точки хо Е И и хЬ Е И' такие, что (хо) rv8 (х~), т. е. 
имеются элементы 91, о о.' 9п Е G u с-1 ' удовлетворяющие хЬ = 
= 9n9n-1· .. g1·xo и 9k .. ·9l·xo Е Х для всех k < n. По непре­
рывности действия найдется окрестность Ио С И точки хо та-

кая, что 9k ... g1·x Е Х для всех k и 9n9n-l· .. g1·x Е И' для 
всех х Е U0 . Раз множество D ко-тощее, можно найти точку 
х Е Ио n D, для которой х' = 9п9п-l ... g1·x Е И' n D. D 

Лемма 9.9. В условиях теоре.мъt для rх;аждой napъt от'К:ръtтъtх 
непустъtх .мн(У.)IСеств И С '/.. и G С (3 с 1(3 Е G существует от­
rх;ръtта.я непустая оrх;рестностъ И' С И таrх;ая, 'Что лоrх;альна.я 

орбита fJ(x, И', G) плотна в И' для U'-'Х:о-тощего .множества 
mo~Ltex: х Е И'. 

Доказательство (набросок). Через INT Х обозначается внут­

ренность замыкания Х. Если х Е И и орбита fJ(x, И, G) где-то 
плотна (в И) то множество Их= И n INT fJ(x, И, G) С И откры­
то и rvg-инвариантно. (Чтобы доказать инвариантность нужна 
пекоторая работа. См., например, [56, доказательство 8.4].) Кро­
ме того, fJ(x, И, G) С Их, поэтому fJ(x, И, G) = tf(x, Их, G). Из 
указанного свойства инвариантности следует, что множества Их 

попарно дизъюнктны. По турбулентности объединение их всех 

плотно в И. Возьмем одно из непустых множеств вида Их в ка­

честве И'. D 

9.4. Эргодичность 

Несводимость в теореме 9. 7 будет доказана в специальной 
более сильной форме. Здесь нам потребуются дополнительные 

определения. Предположим, что Е и F- отношения эквивалент­

ности на польских пространствах, соответственно, '/.. и 1У. Отоб­
ражение {) : '/.. ---+ 1У называется 

• (Е---+ F)-инвариантни.м, если х Е у===? {)(х) F{)(y) для 
всех х, у Е '/..; 
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• ген. (Е ~ F)-инвариантнъt.м, если импликация 

х Е у ===> 'l?(x) F {)(у) выполняется для всех х, у из 

некоторого ко-тощего множества С С '#..; 

• ген. редуrх;цией Е rx; F, если эквивалентность х Е у <==::} 

<==::} {)(х) F {)(у) выполняется для всех х, у из некоторого 
ко-тощего множества С С Х; 

• ген. F-rх;онстантой, если соотношение {)(х) F {)(у) выпол­
няется для всех х, у из пекотарого ко-тощего множества 

с с'#... 

Определение 9.10 (Хъёрт, Кехрис). Отношение эквивалент­
ности Е называется ген. F-эргоди'Ческим, если каждое борелев­

екое ген. (Е~ F)-инвариантное отображение является ген. F­
константой. D 

Эргадичиость согласована с отношением <в следующим об­

разом: 

Лемма 9.11. Если Е, F, F' - борелевс'К:ие отношения, Е явля­

ется ген. F-эргоди'Чесrх;и.м, и F' <в F, то Е - та'К:же и ген. F'­
эргоди'Чес'К:ое отношение. 

Доказательство. Фиксируем борелевскую редукцию # отноше­
ния F' к F. Рассмотрим произвольвое борелевекое ген. (Е~ F')­
инвариантное отображение f. Тогда f'(x) = tJ(f(x)) являетсяt 
очевидно, ген. (Е~ F)-инвариантным отображением, так что 

оно должно быть ген. F-константой. Следовательно, и ген. F'­
константой, так как {) - редукция. D 

Монотонность в смысле левого отношения (т. е. эргадичиость 

Е' следует из эргадичиости Е при Е <в Е') вывести к сожалению 

не удается. 

Следующая лемма относится к числу главных инструментов 

вывода борелевекой несводимости. Она будет использована и в 

доказательстве теоремы 9.7. 

Лемма 9.12. Если отношение Э'К:вивалентности Е явл.яе'г?с.я 
ген. F -эргоди'Чесrх;и.м и не и.меет 'К:О-rnощих 'К:лассов эrх;вива.лент­
ности, то Е не допусrх;ает борелевс'К:ой ген. реду'К:'ЦUU 'К: отно­

шению F. Кро.ме того, Е не сводится 'К: F из.мери.мой по Бэру 
реду'К:цией. 
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Доказательство. Пусть напротив, борелевекое отображение 

{) : ~ ~ У (где ~' 1У - области отношений Е, F) является ген. 
редукцией Е к F, т. е. найдется ко-тощее множество С С ~' на 

котором{)- настоящая редукция Е r С к F. По эргодичности, {) 
должно быть ген. F-константой, т. е. найдется другое ко-тощее 

множество С' С ~ такое, что эквивалентность {)(х) F {)(х') вы­
полняется для всех х, х' Е С'. Множество D = Сn С' также 
ко-тощее, так что по условию найдутся точки х, х' Е D, для ко­
торых х ~ х'. Тогда выполняется и {)(х) F {)(х'), поскольку {)­
редукция на С, следовательно, и на множестве D С С. С другой 
стороны, мы видели, что {)(х) F {)(х'); противоречие. 

Что касается отсутствия измеримой по Бэру редукции, то 

достаточно воспользоваться тем фактом, что измеримая по Бэру 

функция непрерывнананекотором ко-тощем Gь-множестве по 

теореме В.4. D 

Доказательство теоремы 9.7 состоит из двух частей- из сле­

дующих двух лемм. Первая из них умышленно содержит в по­

сылке более слабое, чем борелевекая сводимость, требование, см. 

сноску 2 выше. 

Лемма 9.13. Если G - полъс'Х:а.я группа, ~ - ген. турбулент­

ное полъс'Х:ое О-пространство, и отношение Е~ сводится с по­
.мощъю из.мери.мой по Бэру реду'Х:ции 'К: полъс'Х:о.му действию 800 , 

то и.меетс.я борелевс'Х:а.я ген. реду'Х:ци.я отношения Е~ 'К: одно.му 
из отношений Э'Х:вивалентности вида Т~. 

Другими словами, любое <<турбулентное>> отношение эквива­

лентности, сводимое при помощи измеримой по Бэру редукции 

к польскому действию группы 8 00 , также <<генерически>>, т. е. бу­

дучи ограниченным на котощее множество, борелевеки сводимо 

к одному из Т~. Заметим, что каждое отношение эквивалентно­

сти, борелевеки (но не в ген. смысле) сводимое к одному из Т~, 

само является борелевским, но это неприменимо к Е~ в условиях 
леммы, поскольку там речь идет о ген. редукции. 

Вторая лемма выводит эргадичиость из турбулентности. 

Лемма 9.14. Каждое отношение Э'Х:вивалентности, индуциро­
ванное ген. турбулентнъt.м полъсх:и.м действием·, .является ген. 

Т~ -эргодичесrх;и.м для х:аждого ~. 



9.5. Генерическая редукция к отношениям Фридмана-Стенли 165 

Доказательство теоремы 9.7 из лемм 9.13 и 9.14. Если в усло­
виях теоремы отношение Е~ сводимо измеримой по Бэру редук­
цией к польскому действию 8 00 , то для Е~ найдется борелевекая 
ген. редукция к одному из отношений Т~ по лемме 9.13. В то же 
время Е~ является ген. Т€-эргодическим по лемме 9.14. Значит, 
Е~ имеет ко-тощий класс эквивалентности по лемме 9.12. Но это 
противоречит ген. турбулентности из условия теоремы 9.7. 

D (теорема 9.7 из лемм 9.13 и 9.14) 

Сами леммы доказываются в следующих разделах этого па­

раграфа. 

Известны и другие варианты доказательства теоремы 9.7. 
Например, Хъёрт прямо доказывает в [37, 3.18] с помощью иной 
схемы что каждое ген. турбулентное борелевекое отношение эк­

вивалентности является ген. эргодическим по отношению к лю­

бому польскому действию 800 • Кехрис [56, § 12] доказывает, что 
каждое ген. Т 2-эргодическое борелевекое отношение эквивалент­

ности является и ген. эргодическим по отношению к любому 

польскому действию 8 00 , и в то же время каждое турбулентное 

борелевекое отношение является ген. Т 2-эргодическим. 

9.5. Генерическая редукция к отношениям 

Фридмана-Стенли 

Здесь доказывается лемма 9.13. Предположим, что G -
польская группа, 'Ж. является ген. турбулентным польским G­
пространством, а индуцированное отношение эквивалентности 

Е = Е~ сводится к польскому действию группы 8 00 отображени­
ем, измеримым по Бэру. 

Напомним, что любое польское действие группы 8 00 борелев­

еки сводится к изоморфизму "'~ бинарных отношений на rN по 
теоремам 8.3 и 8.7. Значит, и Е = Е~ сводится к "'(1 пекоторой 
измеримой по Бэру редукцией р : 'Ж. ---+ f?lJ(rN 2). К сожалению, 
здесь нельзя сразу применить результаты 8.13 и 8.14 для дока­
зательства леммы 9.13, поскольку нет оснований считать Е бо­
релевским отношением. Это заставляет искать обходной путь. 
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Далее в этом разделе будут использованы некоторые обозначе­

ния из доказательства теоремы 8.10. 
По теореме В.4 существует плотное Gь-множество Do С Х, 

на котором ограниченная функция {) = р r Do непрерывна. По 
определению выполняются условия 

х Е у ===> {)(х) rv rt1 {)(у) и х ~у ===> 19(х) ~rti {)(у) (1) 

для всех х, у Е Do. Работая со второй импликацией, мы найдем 
такое плотное Gь-множество D С Do и такой не зависящий от 
х, у ординал а < w1, для которых имеет место более сильное 

условие 

х ~у ===> 19(х) ФЛл {)(у) для всех х, у Е D (2) 

(Согласно следствию 8.12 такой ордина.л а= ахусуществует для 
любой пары х, у, так что здесь мы хотим снять зависимость от 

х, у ценой ограничения на ко-тощее подмножество.). Соединяя 

(2) с первой импликацией из (1) и следствием 8.12, мы получим 
(Е r D) <в (=Лл), а потому и (Е r D) <в Т~ по следствию 8.14. 
Что и доказывает лемму 9.13. 

Чтобы найти D и такой ординал а, мы применим метод, 
включающий форсинг Коэна - о нем см. раздел Д дополнения, 

обозначения и результаты которого используются ниже. В част­

ности, мы будем говорить о моделях теории ZFC-, введенной 
определением Д.1. Это удобная подтеория обычной аксиомати­

ческой теории множеств Цермело-Френкеля ZFC. 

Определение 9.15. Фиксируем для дальнейшего счетную 

транзитивную модель 9Л теории ZFC-. 
Предполагается, что пространство '/..., группа (3 (групповая 

операция и метрика), ее рассматриваемое действие на '/..., плот­
ное Gь-множество Do С '/...,определенное выше, и ограниченная 
функция{)= р r D 0 кодируются в 9Л в смысле определения Д.2, 

причем для группы G выбранное счетное плотное подмножество 
Df3 должно быть подгруппой, что легко обеспечить. 

Вследствие ген. турбулентности действия множество всех 

точек х Е '/..., у которых О-орбиты турбулентны, является ко­

тощим в '/.... Следовательно, оно включает некоторое плотное 
Gь-подмножество W. Предположим, что 9Л содер~ит некото­
рый код и этого множества W. D 
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Из счетности модели 9Л следует, что множество Genr всех 
генерических по Коэну над ~ точек х Е ~ является плотным 

Gь-множеством в ~. Кроме того, выполняется GenW С Do, по­
скольку в наших предположениях Gь-множество Do кодируется 
в~. 

Форсинг Коэна С43х для пространства (3 х ~можно взять из 

определения Д.4, но проще рассмотреть совокупность всех про­

изведений вида G х Х, где G Е С43 аХ Е С. Аналогичным обра­
зом удобно определить и форсинг С х для пространства ~ х ~. 

Все эти форсинги - счетные множества вследствие счетности 

самой модели~-

Докажем, что множество D = GenW удовлетворяет соотно­
шению (2) для некоторого счетного ординала а. 

Предположим, что х, у Е D и пара (х, у) является генериче­
ской по Коэну над~ в пространстве Х х ~'причем хЕу не имеет 

места. Тогда выполняется 'l9(x) ';pr.i 'l9(y) согласно (1). Более того, 
соотношение 'l9(x) '1r.i 'l9(y) выполняется и в расширенной модели 
9Л[х, у] согласно теореме абсолютности Мостовского. 3 Поэтому, 
применяя следствие 8.12 в модели ~[х, у], где по-прежнему вы­
полняются аксиомы ZFC-, мы находим счетный в ~ ординал 
а Е Ordm = Ord9Л[x,y) такой, что 'l9(x) Ф-Лл 'l9(y). Отсюда вслед­
ствие генеричности пары (х, у) получим по теореме Д. б суще­

ствование такого множества вида И х V, что и и V принадлежат 
С, х Е и, у Е V, и соотношение 'l9(x') Ф-Лл 'l9(y') выполняется для 

3 Эта теорема утверждает, что если 9Л - транзитивное множество, удо­
влетворяющее некоторым условиям (в частности, любое транзитивное мно­

жество, являющееся моделью теории ZFC-, которая здесь рассматрива­
ется), а <р - замкнутая формула класса П{ с параметрами из 001, то <р 
одновременно истинна или одновременно ложна в 001 и в универсуме всех 
множеств. См. об этом в [8, п. 2Г] с соответствующими ссылками, а краткое 
доказательство на русском языке в [4, с. 142]. 
Под Л{-формулой здесь можно понимать (чтобы не углубляться в де­

тальные определения) любую формулу вида V z Е rNIN <p(z), где формула <р 
составлена из элементарных формул вида а( т) = k при помощи логиче­
ских связок и кванторов с областью пробегания rN, и где предполагается, 
что а Е rNIN и m, k Е rN. В рассматриваемом случае формула Ф(х,у), выра­
жающая тот факт, что 19(х) ';/!:'§ 'l9(y), как раз принадлежит к этому классу 
формул: внешний квантор V z Е rNIN выражает отсутствие таких функций 
z Е rNIN, которые в суперпозиции с какой-нибудь рекурсивной биекцией rN 
на rN 2 приносят изоморфизм графов 19(х) и 'l9(y). 
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любой генерической по Коэну над 9Л пары (х', у') из множества 

Их V. 
Это последнее утверждение как свойство множества И х V 

уже не зависит от самих точек х, у, так что можно обозна­

чить через auv наименьший ординал а, для которого это свой­
ство имеет место. А поскольку Сх - счетное множество, то 

а = supИ,VECx auv - снова счетный ординал. (На самом деле 

а< w~[x,y]' но это здесь не существенно.) Итак, по построению, 
условие '19(х) ФЛл '19(у) выполняется для каждой генерической 

по Коэну над 9Л пары (х, у) Е D 2 такой, что х ~у. 
Отсюда докажем, что 'l9(x) ФЛл '19(у) выполняется всякий 

раз, когда точки х, у Е D удовлетворяют х ~ у (но не обяза­
тельно образуют генерическую по Коэну пару над 9Л). И тогда 

получится искомое соотношение (2). 
Нам потребуется 

Лемма 9.16. Если SJ1 - с'Четна.я транзитивная .моделъ ZFC-. 
вх:лю'Чающая 9Л, то'Чх:а х Е 'Ж. n SJ1 - генери'Чесrх;ая по Коэну над 

9Л, а эле.мент g Е G - генери'Чесrх;ий по Коэну над SJ1, то то'Чх:а 
х' = g · х - та'К:же генери'Чесrх;ая по Коэну над SJ1. 

Доказательство. Отметим, что в силу генеричности точка х 

принадлежит упомянутому в определении 9.15 множеству W, 
так что ее О-орбита Сх = {g' · х : g' Е G} турбулентна. 

Теперь рассмотрим Произвольное плотное открытое множе­

ство Х С 'Ж., имеющее код в SJ1 в смысле определения 9.15. Тогда 
множество Н = {g' Е (3 : g' · х Е Х} также открыто и имеет код 
в 'Л (поскольку действие непрерывно их Е SJ1), и даже плотно в 
G, что легко следует из упражнения 9.3. Поэтому g Е Н, и далее 

g·x Е Х, что и требовалось. D 

Чтобы применить лемму, рассмотрим произвольную счет­

ную транзитивную модель SJ1 теории ZFC-, содержащую х, у, 
и все множества из 9Л. Эта модель может содержать больше 

ординалов, чем 9Л, поскольку (х, у) не обязательно является ге­

нерической парой над 9Л в любом смысле, однако понятно, что 

9Л[у] С SJ1 и, конечно, 9Л[х] С SJ1. Далее, рассмqтрим произволь­
ный элемент g Е G, генерический по Коэну над SJ1. 
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По лемме точка х' = g · х - генерическая по Коэну над 'Л, 
следовательно, и над меньшей моделью 9Л[у]. Более того, имеем 

х Е х' поскольку Е = Е~. Значит х' ~у. Однако точка у- гене­
рическая по Коэну над 9Л, ах'- над 9Л[у]. Поэтому пара (х',у) 

является генерической по Коэну над 9J1 по теореме произведе­
ния форсингов (теорема Д.7). Значит {)(х') Ф-Лл {)(у) по выбору 
ординала а. Но, с другой стороны, из х' Е х следует х "'~ х' 

согласно (1) и далее {)(х) =Лл {)(х') согласно следствию 8.12. 
Окончательно имеем {)(х') Ф-Лл {)(у), что и требовалось. 

D (лемма 9.13) 

9.6. Эргодичность турбулентных действий 

Здесь мы начинаем доказательство леммы 9.14. На самом де­
ле, будет доказано некоторое более сильное свойство, чем ген. 

эргадичиость из § 9.4. В следующем определении предполагает­
ся, что F- отношение эквивалентности на польском простран­

стве 'Ж.. 

Определение 9.17. Польское действие (польской) группы (3 

на 'Ж., и индуцированное им отношение Е~ называются лоrх;алъ­
но генери'Чесrх;и (лоrх;. ген. для краткости) F-эргодическими, если 

отношение эквивалентности rvf; (локальные G-орбиты на Х) яв­
ляется генерически F-эргодическим всякий раз, когда Х С 'Ж. и 

G С G - непустые открытые множества, G содержит нейтраль­
ный элемент l43, и локальная орбита fJ(x, Х, G) плотна в Х для 
ко-тощего (в Х) множества точек х Е Х. D 

Если выполняется дополнительное условие о том, что для ис­

ходного действия G на 'Ж. объединение плотных в 'Ж. полных орбит 

[х]43 = tJ(x, 'Ж., G) -ко-тощее множество, то отношение Е~ явля­
ется, очевидно, ген. F-эргодическим. Указанное дополнительное 

условие входит в определение ген. турбулентности, так что на­

следственная ген. эргадичиость ген. турбулентных действий вле­

чет обычную ген. эргодичность. 
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Упражнение 9.18. Используя лемму 9.11, докажите, что если 
отношение Е является лок. ген. F-эргодическим и F' <в F, то Е 
будет и лак. ген. F'-эргодическим. D 

Теорема 9.20 также усиливает лемму 9.14 в том отношении, 
что совокупность тех отношений эквивалентности, эргадичиость 

по отношению к которым утвер)l<дается, будет шире. Напомним, 

что отношения Т~' о которых идет речь в лемме 9'.14, построены 
трансфинитной индукцией с помощью операций счетной степе­

ни и дизъюнктного объединения. Поэтому все они принадлежат 

следующему семейству ~о: 

Определение 9.19. Через ~о обозначим наименьшее семей­
ство отношений эквивалентности, содержащее ~IN (равенство на 

rN) и замкнутое относительно операций о1-о4 из §4.1. D 

Таким образом, лемма 9.14 вытекает из следующей теоремы. 

Теорема 9.20. Если F Е ~о, G - полъс'К:ая группа, а ~ -

ген. турбулентное полъс'К:ое G -пространство, то отношениf:­
Е~ .является ло'К:. ген. F-эргоди'Чес'К:и.м. Поэтому· оно .является 
ген. F -эргоди'Чес'К:и.м, и тогда борелевсrх;и несводи.мъt.м rx; F по лем­
ме 9.12. 

Замечание 9.21. Благодаря тому, что в список операций ol-o4 
входит произведение Фубини, семейство ~о включает борелев­

екwе(отношения эквивалентности, которые имеют мало общего 

с отношениями ,вида Т~. Среди них имеются и отношения, не 

допускающие классификацию конечными структурами, в част­

ности, все отношения эквивалентности· вида E.f, где J - один из 

идеалов Фреше, или неразложимьtх идеалов, или идеалов Вей­

сса. Мы не будем углубляться в рассмотрение этих идеалов, о 

них~см., например, [13] или [25]. Отметим лишь, что из теоремы 
9.20 следует, что ни'К:а'К:ое ген. турбулентное отношение эrх;ви­

валентности не сводится борелевс'К:и ни 'К: одно.му из идеалов 

Фреше или неразложи.мъtх идеалов, или идеалов Вейсса. D 

Доказательство теоремы 9.20 проводится трансфинитной ин­
дукцией по построению отношения F с помощью базовых опера­
ций о1-о4 из §4.~1. Это займет несколько следующих разделов. 
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9.6.1. База 11ндукции 

Докажем, что в предположениях теоремы отношение Е~ яв­
ляется лок. ген. дtN-эргодическим. Рассмотрим пару открытых 

непустых множеств Х С 'Ж. и G С G, l43 Е G. Допустим, ·что ло­
кальная орбита tJ(x, Х, G) плотна в Х для ко-тощего в Х мно­
жества точек х Е Х. Нужно доказать, что rva - генерически 
дtN-эргодическое отношение. 

Рассмотрим борелевскую ген. (rv3 ~ дtN)-инвариантную 
функц-ию {) : Х ~ IN. Предположим, что напротив, {) не яв­
ляется ген. дtN-константой. Напомним, что любая борелевекая 

функция непрерывна на ко-тощем множестве по теореме В.4. По­

этому существуют непустые открытые множества И1, И2 С Х, 

натуральные числа f 1 :/:- f2 и ко-тощее множество D С Х та­
кие, что {)(х) = f1 для всех х Е D n И1, {)(х) = f2 для всех 
х Е D n И2 и ограниченная функция {) r D является (строго, т. е. 
не генерически) ( rv3 ---+ дtN )-инвариантной. Лемма 9.8 приносит 
нам пару точек Xl Е ul n D и Х2 Е u2 n D таких, что Xl rva Х2· 
Противоречие с инвариантностью функции{) на D. 

9.6.2. Индуктивный шаг счетной степени 

Чтобы выполнить этот шаг в доказательстве теоремы 9.20, 
допустим' что 

• 'Ж. -ген. турбулентное польское О-пространство, F -боре­
левекое отношение эквивалентности на польском простран­

стве 1У и действие G на 'Ж. является лок. ген. F-эргодиче­

ским. 

Докажем, что тогда исходное действие будет и лак. ген. F+ -эр­
годическим. 

Фиксируем непустое открытое множество Хо С 'Ж. и непу­

стую окрестность Go элемента lo в G, такие, что локальная ор­
бита tJ(x, Хо, Go) плотна в Хо для ко-тощего в Хо множества 
точек х Е Ха. Рассмотрим борелевскую функцию{) : Хо ~ ytN 
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непрерывную и ( r ... /~g ---+ F+)-инвариантную на плотном Gь-МНО­
жестве Da С Ха. По определению имеем 

х ""~g х' ===> 'i k ::1 l ( 'l9 k ( х) F 'l9l ( х')) для всех х, х' Е Da , 

где 'l9k(x) == 'l9(x)(k), 'l9k : Хо ~ 1У. Сверх того, в соответ­
ствии с выбором Хо и Ga можно считать, что локальная орбита 
fJ(x, Ха, Ga) плотна в Ха для всех точек х Е Da. 

Нужно доказать, что 'l9 является ген. F+ -константой. 
Здесь нам опять будут нужны форсинг Коэна для простран­

ства '/.. и форсинг Коэна для группы G. Фиксируем счетную 
транзитивную модель 9Л теории ZFC-, которая содержит все 
рассматриваемые объекты или их коды, в частности, коды поль­

ских метрик '/.., (3, У, борелевекого отображения 'l9, борелевекого 
отношения эквивалентности F и плотного Gь-множества Do, на 
котором функция 'l9 непрерывна и ( ""~g ~ F+)-инвариантна -
аналогично тому, как это сделано в § 9.5. Раз множество Do коди­
руется в 9Л, любая генерическая над 9Л точкаХопринадлежит 

Da. Поэтому во-первых, функция 'l9 инвариантна на генериче­
ских точках х Е Ха, и во-вторых, локальная орбита fJ(x, Хо, Ga) 
плотна в Ха, какова бы ни была генерическая по Коэну над 9Л 

точках Е Ха. 

Лемма 9.22. Если k Е rN и Иа С Ха - отх;ръtтое непустое 

.множество, то найдутся 'Число l и непустъtе отх;ръtтъtе .мно­
жества И С Иа и Н С Ga тах;ие, 'Что для любой генери'Чес'К:ой 
по Коэну над 9Л napъt (g, х) Е Н х И въtполн.яется g ·х Е Ха и 
'l9 k ( х) F 'l9 l (g · х) . 

Доказательство. Для начала возьмем любую генерическую по 

Коэну над 9Л точку ха Е Иа. Поскольку 1(3 ·ха == ха Е Ха, а 
действие непрерывно, найдется окрестность иl с Иа точки ха и 

окрестность G1 С Ga элемента 143 такие, что G1 · И1 С И а, т. е. 

g·x Е Ха для всех g Е G1 их Е И1. 
Теперь возьмем произвольную генерическую по Коэну над 

9Л пару (g,x) из G1 х И1. Тогда g·x Е Иа. По теоре­

ме о произведении форсингов, точка х - также генериче­

ская над 9Л, а элемент g становится генерическим по Коэну 

над 9Л[х]. Отсюда следует, что точка g·x является генериче­
ской по Коэну над 9Л[х], тем более, над 9Л по лемме 9.16. 
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Очевидно х ""'3g 9 · х, и поэтому вследствие инвариантности 
отображения {) на генерических точках, имеет место {)(х) F+ 
{)(g · х). Значит найдется индекс l такой, что выполняется 

{)k(x) F {)l(9 · х). Поэтому существуют коэнавекие <<условия>>, т. е. 

непустые открытые множества И С И1 и Н С G1 такие, что 

х Е И, g Е Н, и соотношения g·x Е Ха и {)k(x) F{)l(9·x) справед­
ливы для любой генерической над 9Л точки (9, х) Е Н х И. D 

Теперь произвольно выберем k и U0 как в лемме и рассмот­

рим такие l, И, Н, которые существуют по этой лемме. Раз мно­
жество Н открыто в (3, найдутся элемент h0 Е Н n 9Л и сим­
метрическая, т.е. G = с-1 , окрестность G с G1 элемента 1G, 
удовлетворяющие ho G С Н. 

Лемма 9.23 (ключевой момент!). Если '!nО'Ч'К:и х, х' Е И .явл.я­
ютс.я генери'Чес'К:и.ми по Коэну над 9Л и X"'-'gx', то 'l9k(x)F{)k(x'). 

Доказательство. Используем индукцию по наименьшему чис­

лу n = nxx' такому, что существуют элементы 91, ... , 9п Е G, 
для которых 

х' = 9n 9n-l ... 91 · х и 9k ... 91 · х Е И' для всех k < n . ( 1) 

Предположим (база индукции), что nxx' = 1, т. е. х' = 9 · х 
для какого-то элемента g Е G. Пусть 'Л - произвольпая счет­

ная транзитивная модель теории ZFC-, содержащая х, х', 9 и 

все множества из 9Л. Возьмем любой элемент h Е Н, генериче­
ский по Коэну над моделью 'Л и близкий к ho достаточно для 
того, чтобы элемент h' = h9-l принадлежал к Н (заметим, что 
h09-l Е Н по выбору G). Тогда h является генерическим и над 
9Л[х], и поэтому пара (h, х) Е Н х И также является генери­
ческой по Коэну над 9Л по теореме о произведении форсингов. 

Значит, по выбору Н выполняется h · х Е Хо и 'l9k(x) F {)l(h · х). 

Упражнение 9.24. Докажите, что h' = h9-l также является 
генерическим по Коэну над 91, а тогда и над 9Л[х'] элементо?d 
из G, используя то, что 9, а тогда и 9-1 принадлежат 'Л. D 

Кроме того, h' · х' = hg-1 · (9 · х) = h · х, так что h' · х' ЕИ. Зна­
чит, как и выше, выполняется 'l9k(x') F {)l(h' · х'), откуда следует 



174 Турбулентные действия 

'l9k(x') F'l9l(h·x), и наконец, 'l9k(x) F~k(x'), так как F- отношение 
эквивалентности. 

Теперь индуктивный шаг. Докажем утверждение (1) для ка­
кого-то n > 2 при условии, что оно выполнено для n- 1. Возь­
мем элемент 9~ Е G, снова ген ерический по Коэну над заранее 
выбранной счетной транзитивной моделью 'Л теории ZFC-, со­
держащей х, х', 91, 92 и все множества из 9Л и близкий к 91 до­
статочно для того, чтобы элемент 9~ = 92 91 9~ - 1 всё ещё принад­
лежал к G, а точках* = g~ ·х- к множеству И. Заметим, что 

элемент 9~ является генерическим по Коэну над 'Л (ер. с упраж­

нением 9.24), а потому точках*- генерическая по Коэну над 9Л 

по лемме 9.16. Кроме того, выполняется nx*x' < n-1, поскольку 
g~ · х* = 92 91 · х. Остается применить индуктивное предположе­
ние для вывода 'l9k(x*) F 'l9k(x') и результат для nxx' = 1 для 
вывода {)k(x) F 'l9k(x*). D (лемма) 

Итак, доказано, что для любого k и любого непустого от­
крытого Ио С Хо существуют непустые открытые множества 

U С Ио и G С Go такие, что 1(3 Е G и функция fJk является 

ген. ( "'"'g ---+ F)-инвариантной на И. По лемме 9.9 найдется такое 
непустое открытое И' С И, что локальная орбита fJ(x, И', G) 
плотна в И для ко-тощего в И множества точек х Е И. Тогда 

функция 'l9k останется ген. ( "'"'g' ~ F)-инвариантной на И' : в са­
мом деле, очевидно, х "'"'g' х' влечет х "'"'g х' при х, х' Е И' С И. 
Тогда вследствие лок. ген. F-эргодичности отображение 'l9k ока­
зывается ген. F-константой на И'. Поэтому существуют плотное 

Gь-множество D С И' и точка у Е 1У такие, что имеет место 

'l9k(x) F у для всех х Е D. 
Применив это рассуждение ко всем k и всевозможным откры­

тым Ио С Хо из некоторого счетного семейства, образующего 

базу топологии пространства 'Ж., мы находим ко-тощее в Хо мно­

жество D С Хо и счетное множество У= {Yj: j Е rN} С 1У такие, 
что для любого k и любого х Е D имеется натуральное j, удовле­
творяющее 'l9k(x) Fyj. Положим ry(x) = UkEtN {j : 'l9k(x) Fyj }. Тогда 
для любых двух точек х, х' Е D соотношение 'l9(x) F+ 'l9(x') эк­
вивалентно равенству ry(x) = ry(x'). Поэтому по инвариантности 
функции 19 имеем: 

х "'"'g~ х' ====? ry(x) == ry(x') для всех х, х' Е D . (2) 
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Остается проверить, что 'ГJ - константа на ко-тощем подмноже­

стве в D. 
Действительно, в противном случае существует пара непу­

стых открытых множеств И1, И2 С Ха, число j Е rN, и ко-тощее 
множество D' С D такие, что j Е rJ(XI) и j fJ. '17(х2) для всех 

Xl Е D n ul и Х2 Е D n u2. в этой ситуации лемма 9.8 влечет 
противоречие с (2) как и в конце п. 9.6.1. 

D (индуктивный шаг счетной степени в теореме 9.20) 

9.6.3. Индуктивный шаг произведения Фубини 

Чтобы выполнить этот шаг в доказательстве теоремы 9.20, 
допустим, что 

• '#.. - ген. генерически турбулентное польское G-простран­

ство, для каждого k, отношение Fk- борелевекое отноше­

ние эквивалентности на польском пространстве 1У k , и поль­

ское действие (польской) группы G на'#.. является лок. ген. 
Fk-эргодическим при любом k. 

Докажем, что исходное действие лок. ген. F-эргодично, где 

F = Пk F k / Fin - соответственно, борелевекое отношение экви­

валентности на 1У = пk 1У k. 

Снова рассматривается непустое открытое множество ХаС'Ж., 

его плотное Gь-подмножество Do СЕ Ха, окрестность Ga эле­
мента 143 в G, и борелевекая функция {) : U0 ~ 1У такие, что 

орбита tJ(x, Ха, Ga) плотна в Ха для всех х Е Do, и функция{) 
непрерывна на Da и ( I"..J~g ---+ F)-инвариантна на Da, так что 

xf'.J~gy ===> 3ka Vk > ka ({)k(x)Fk{)k(Y)) для всех х, у Е Do, 

где опять {)k(x) = {)(x)(k). Докажем, что {) является ген. F­
константой. 

Для этого фиксируем счетную транзитивную модель 9J1 тео­
рии ZFC- со свойства~ли, аналогичными указанным выше в 

п.9.6.2. 

Рассмотрим какое-нибудь непустое открытое Ио С Ха. То же 

рассуждение, использующее результат 9.16 и инвариантность 
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отображения {), что и в п. 9.6.2, приносит нам непустые откры­
тые множества и С ио и Н С Go и число ko такие, что условия 
g · х Е Ха и {)k(x) Fk {)k(9 · х) выполнены для всех k > ko и для 
каждой генерической по Коэну над 9Л точки (g, х) Е их Н. Раз 
Н открыто, найдутся элемент ho Е Н n 9Л и симметрическая 
окрестность G С Go элемента l43 такие, что ho G С Н. 

Следующая ключевая лемма аналогична лемме 9.23, и её до­
казательство оставлено читателю в качестве упражнения. 

Лемма 9.25. Если k > ko, mo~Ltx:и х, у Е и - генери~Ltесх:ие по 

Коэну над 9Л и въtnолн.яетс.я х ""'g у, то {)k(x) Fk {)k(y). D 

Таким образом, для любого непустого открытого ио С Хо 

существуют число ko, открытое непустое и С ио и окрестность 
G С Go элемента lo в G такие, что каждая функция {)k при 

k > ko является ген. (rvg ~ Fk)-инвариантной на и. По лем­
ме 9.9 можно предполагать, что орбиты fJ(x, и, G) - плотные 

для ко-тощего в и множества точек х Е и. Теперь вследствие 

лок. ген. Fk-эргодичности каждое отображение {)k с k > ko есть 
ген. Fk-константа на таком множестве и. Поэтому и само{) есть 

ген. F-константа на и, поскольку F == Пk Fk / Fin. Остается пока­
зать, что эти функции-константы F-эквивалентны друг другу. 

Пусть напротив, существует пара непустых открытых мно­

жеств и1 , и2 с Хо и пара точек у, у' в 1У такие, что у f у' и 
условия 'l9(x) F у и {)(х') F у' выполняются для ко-тощего множе­
ства точек х Е И1 и х' Е и2. Отсюда выводится противоречие 

так же, как и в конце раздела 9.6.2 о шаге счетной степени. 

D (индуктивный шаг произведения Фубини в теореме 9. 20) 

9.6.4. Два оставшихся индуктивных шага 

Чтобы закончить доказательство теоремы 9.20, наметим вы­
полнение индуктивных шагов, соответствующих операциям ol 
и о2 из § 4.1, оставив подробные выкладки читателю в качестве 
упражнения. 

Счетное объединение. Предполо)ким, что F1, F2, Fз, ... - бо­

релевские отношения эквивалентности на польском простран­

стве 1У и F == Uk F k - отношение эквивалентности, а польское 
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ген. турбулентное действие группы G на пространстве 'Ж. являет­

ся лок. ген. Fk-эргодическим для каждого k. Докажем, что это 
действие будет и лак. ген. F-эргодическим. 

Рассмотрим непустое открытое множество Ха С 'Ж. и окрест­

ность Ga элемента 1о в G такие, что орбита tJ(x, Ха, Ga) плотна 
в Ха для всех х из некоторого Gь-множества Da С Ха, ко-тоще­
го в Ха, а{) :Ха~ 1У- борелевекое отображение, непрерывное 

и ( r-v~g ~ F)-инвариантное на Da. Из инвариантности следует, 
что для любого открытогонепустого иа С Ха существуют число 

k и открытые непустые и С иа и Н С Ga такие, что g · х Е Ха и 
'l9(x) Fk 'l9(g · х) имеет место для каждой генерической по Коэну 
над 9Л пары (g, х) Е Н х И, где счетная транзитивная модель 9Л 
теории ZFC- выбрана так, как это сделано для индуктивных 

шагов счетной степени и произведения Фубини. 

Как и выше, можно найти элемент ha Е Н n 9Л и симметри­
ческую окрестность G С Ga элемента 1(3 такие, что ha G С Н. 

Аналогично леммам 9.23 и 9.25 мы имеем 'l9(x) Fk 'l9(x') для лю­
бой пары генерических по Коэну над моделью 9Л точек х, х' Е и, 

удовлетворяющих х r-vg х'. Тогда по эргадичиости отображение 
{) является Fk-константой, следовательно, и F-константой на ко­

тощем подмножестве и. Остается показать, что эти F-константы 

F-эквивалентны друг другу, что устанавливается тем же спосо­

бом, что и в конце п. 9.6.2. 

Счетное произведение. Предположим, что Fk- борелевекие 

отношения эквивалентности на польских пространствах У k. То­

гда F = Пk Fk есть отношение эквивалентности на пространстве 
1У = пk 1У k о Для любого отображения {) : 'Ж. ~ 1У необходимым и 

достаточным условием ген. (Е~ F)-инвариантности, где Е- ка­

кое-то отношение эквивалентности на 'Ж., является то, что каж­

дое координатное отображение '19k(x) = 'l9(x)(k) ген. (Е~ Fk)­
инвариантно. Используя это, нетрудно выполнить и этот индук­

тивный шаг. 

D (теорема 9.20, лемма 9.14, теорема 9.7) 
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9.7. Приложеине к идеалам 

Мы хотим применить результаты этого раздела для доказа­

тельства того, что отношения эквивалентности, порожденные 

многими борелевскими идеалами (например, почти всеми поли­

зируемыми идеалами) борелевеки не сводятся к действиям груп­

пы перестановак 8 00 , т. е. не классифицируются счетными струк­

турами. По счастью, трудную задачу проверкитурбулентности 

идеалов с целью воспользоваться теоремой 9.7 можно обойти с 
помощью теоремы 9.20 и ссылки на уже установленную турбу­
лентность суммируемых идеалов. 

Назовем специалънъtм любой идеал ~ С &IJ(rN) такой, что 
найдется последовательность вещественных чисел rп > О с 

{rп} ---+ О, удовлетворяющая условию Y{rn} С ~- Напомним, 
что идеал на fN называется нетривиальным, если он содержит 
все конечные подмножества rN, но не содержит само fN. Тогда он 
не содержит ни одного ко-конечного множества. 

Упражнение 9.26. Докажите, что для идеалов вида Y{rn} 

нетривиальность означает, что En rп = +оо. D 

Напомним, что индуктивное семейство отношений эквива­

лентности ~о введено определением 9.19. 

Теорема 9.27. Допустим, 'Что !Z - нетривиалънъtй специ­

алънъtй борелевсх:ий идеал на fN, и отношение F принадлежит 
семейству ~о- Тогда отношение Е2' является ген. F-эргоди­

'Чесх:им, следователъно, оно борелевсх:и несводимо х: F по ле.м­
ме 9.12. 

Доказательство. Второе утверждение следует по той причине, 

что все Е.~-классы эквивалентности являются тощими подмно­

жествами &IJ(rN) вследствие нетривиальности !Z. 
По определению найдется последовательность {rk} ---+ О по­

ложительных вещественных чисел rп такая, что En rп = +оо и 
Y{rn} С ~.В этой ситуации достаточно доказать ген. F-эргодич­

ность отношения эквивалентности S{rn} = Еу{rп}. В самом деле, 
из включения Y{rn} С !Z следует, что S{rn} С Е~, т. е. х S{rn} у 
влечет хЕ~у, а потому любая ген. (Е~---+ F)-ин:Вариантная функ­

ция является и ген. (S{rn} ---+ F)-инвариантной (причем на том 
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же ко-тощем множестве). С другой стороны, свойство <<быть ген. 

F-константой>> вообще не зависит от выбора между S{rn} и Е2"· 

Однако, согласно теореме 9.5 д-действие идеала Y{rn} на 

9 ( (N), т. е. то, которое индуцирует отношение S { rn} , является 

польским и ген. турбулентным. Теперь теорема 9.20 приносит 
искомую F-эргодичность отношения S{rn}' а тогда и Е-2" согласно 

вышесказанному. D 

Следующий результат возвращает нас к обсуждению в конце 

§5.2. 

Следствие 9.28. Отношения эrх;вивалентности со и Е2 боре­
левс'К:и несводи.мъt ни 'К: 'К:а'К:о.му отношению F из ~о, в 'Ч,астно­
сти, 'К: отношению Т 2· 

Доказательство. По леммам 5.10 и 5.11 и теореме 9.27 доста­
точно убедиться, что идеалы 2'о (идеал плотности О) и 9{_1_}­

n+l 

специальные. Второй из них специален прямо по определению. 

Что касается первого, то это следует из упражнения 2.6. О 

Докажем теперь теорему, согласно которой среди идеалов, 

<в-мажорируемых отношениями из ~о, очень мало полизиру­

емых - в сущности, всего три идеала с точностью до изомор­

физма, а именно, Fin, Fin Е9 9(1N) и сам идеал ~3 . Вообще 

семейство ~о содержит много отношений эквивалентности Е..,, 

порожденных неполизируе.мъt.ми борелевскими идеалами ~, на­

пример, идеалами Фреше из § 2.5. Аналогичный результат был 
получен Кехрисом в [53], но для случая, когда вместо сводимо­
сти к отношению из ~о посылка содержала сводимость к боре­

левекому действию группы 800 • 

Напомним, что для идеалов f, f на множествах А, В изо­

морфизм f rv f означает существование биекции А на В, пе­

реводящей f в f. О понятии тривиальной вариации см. опре­
деление 7 .1. 

Теорема 9.29. Если ~ - нетривиалънъtй борелевс'К:ий полизи­

руе.мъtй идеал на (N и Е.., <в F для не'К:оторого отношения F из 
се.мейсrпва g:o, то J uзо.морфен либо ~з, либо тривиалъной 

вариации идеала Fin. 
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В каждом из трех указанных случаев имеет место Е . ., <в Ез. 

Доказательство. По теореме 7.12 имеем f = Exh<p для подхо­
дящей 1. s. с. субмеры ер на fN. Можно не ограничивая общности 
предполагать, что ср(х) < 1 для всех х Е 9(fN). Иначе полагаем 
<р1 (х) = min{1, ср(х)}. 

Рассмотрим множества Ип = {k: cp({k}) < *}и U00 = {k: 
cp({k}) = 0}. Тогда Иn+l СИп для всех n. Из определения l.s.c. 
субмеры следует, что <р(Иоо) = О, откуда <р(х) = ер(х" U00 ) для 
всех х Е 9(fN). 

Утверждается, что limп~oo <р(Ип) =О. 

Предположим противное. Тогда найдется ~ > О такое, что 

<р(Ип) >~для всех n. По определению множеств Ип для всяко­
го т существует индекс n > т такой, что Ип С [m, оо) U U00 , 

и тогда всё ещё ер(Ип" т)>~. Значит, раз <р является l.s.c. 
субмерой, то для такого n найдется значение п' > п, удовлетво­
ряющее <р(Ип n [m, п')) > ~- Это позволяет подобрать последова­

тельность n1 < n2 < nз < ... и для всякого l конечное множество 
Wj С Иnj ""-Иnj+l так, что cp(wj) >~.Тогда множества Wj попарно 
дизъюнктны. Следовательно, их объединение w = uj Wj обла­

дает тем свойством, что любой его <<хвост>> W n [п, оо) целиком 
включает одно (на самом деле все кроме конечного числа) из 

множеств Wj. Тем самым, W fj_ § = Exh<p. По этой причине иде­
аJI f = f n 9(W) на W нетривиален. Также по построению 
(поскольку при любом n все, кроме конечного числа, множе­

ства wz удовлетворяют wz С W) выполняется {ер( { k})} kEW ~ О 

и Ek'P({k}) = +оо. 
Понятно, что для любых множеств х, у С W имеет место 

эквивалентность х ~ у Е f <====> х д у Е f. Это означает, что 
имеет место Ef <в Ef с помощью тождественного отображе­
ния. 

Заметим, что неравенство ер(у) < EkEy <р( { k}) справедли­
во для любого у С fN, поскольку <р - l. s. с. субмера. Отсю­

да легко следует, что любое множество х С W такое, что 

EkEx <р( { k}) < +оо, принадлежит идеалу f, или, что равно­
сильно, идеалу f. Значит, последний изоморфен специальному 
идеалу через сохраняющую порядок биекцию W на fN. Поэтому 
отношение Е./ борелевеки несводимо ни к одному отношению 
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эквивалентности из семейства ~о по теореме 9.27. То же верно 
и для Е,_у, так как Е/ <в Ef, см. выше. Имеем противоречие с 
условием теоремы. 

Итак, в самом деле ср(Ип) ~ О. Но тогда любое множество 

х Е 9 ( (N) принадлежит идеалу ~ если и только если пересе­
чение х n (Ип ' Иn+l) конечно для любого m. Отсюда легко 
следует, что § в самом деле относится к одному из трех ука­

занных типов идеалов. Причем изоморфность с f 3 выводится 

в случае, если среди множеств Ип " Иn+l имеется бесконечно 
много бесконечных, изоморфность с Fin выводится в случае, ко­
гда число бесконечных разностей Ип" Иn+l конечно (и не равно 

0), а их объединение ко-конечно в [N, и наконец, изоморфность 

с Fin ЕВ f/J(fN) (тривиальная вариация Fin) имеет место, когда 
число бесконечных разностей Ип" Иn+l конечно (и не равно 0), 
но их объединение имеет бесконечное дополнение в N. 

Заметим, что оставшийся случай, т. е. когда все разно­

сти Ип" Иn+l конечны, не может иметь места, поскольку тогда 

rNE~, так что идеал f тривиален, чего не может быть. D 

Теперь получим такой результат: 

Следствие 9.30. Не существует борелевсх:их идеалов f та­

х:их, 'LlтO Ef rvв т 2. 

Доказательство. Допустим, что борелевекий идеал f удовле­

творяет условию Е _ _у <в Т2. Тогда f - полизируемый идеал. 

В самом деле, иначе было бы Е1 <в f по теореме 7.12, так 
что мы получили бы Е1 <в Т 2, чт6 противоречит теореме 7.26, 
поскольку отношение Т 2 борелевеки сводится к польскому дей­

ствию по результату 3.18. Следовательно, имеет место Е.~ <в Ез 
по теореме 9.29. В то же время Т 2 Ъв Ез по теореме 4.9. Так как 
идеал ~з является Р-идеалом, см. упражнение 7.5, а потому по­
лизируемым идеалом по теореме 7.12, и, конечно, его ~-группа 
абелева. Значит, Т 2 Ъв Е.~, что и требовалось. D 

Еще одним приложеннем теоремы 9.27 является анализ 

структуры идеалов, борелевеки сводимых к отношению эквива­

лентности Ез, здесь получается результат, аналогичный теореме 

7.3, но совершенно иным методом. Начнем со следующего про­
стого утверждения: 
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Лемма 9.31. Ео <в Ез. Отношения Ез и Е1 .являются <в­

несравни.м'ы.ми. 

Доказательство. Мы уже видели, что Ео <в Ез (упражне­

ние 2.7). Далее, Ез ~в Е1 по следствию 7.4. Отсюда следует, 
что Ео <в Ез строго, поскольку мы знаем, что Ео <в Е1 (опять 

упражнение 2.7). Чтобы вывести Е1 ~в Ез, напомним, что иде­
ал fз является полизируемым (см. выше), после чего остается 

применить теорему 7.12. D 

Упражнение 9.32. Докажите тем же методом, что отно1nения 
Е2 и Е1 также <в-несравнимы. D 

Следствие 9.33. Если f - нетривиалънъtй борелевсх:ий идеал 

на fN и Е.~ <в Ез, то либо f rv fз, либо ~ - тривиалъна.я 

вариация Fin. 

Доказательство. По лемме 9.31, имеем Е1 ~в Ef. Отсюда по 
теореме 7.12 получаем: f- полизируемый идеал. Значит, мож­

но применить теорему 9.29. D 



10. ОДНО СЕМЕЙСТВО ПОПАРНО 
НЕСРАВНИМЬIХ ОТНОШЕНИЙ 

Мы видели выше, что имеются <в-несравнимые друг с дру­

гом борелевекие отношения эквивалентности. Например, отно­

шения Е1, Е2, Ез, Е00 попарно несравнимы; кроме того, Е2 несрав­
нимо с со (об этом см. §5.4). Одна из задач этой главы состоит 
в построении континуального семейства из попарно <в-несрав­

нимых борелевских отношений эквивлентности. Это семейство 

будет выбрано среди отношений эквивалентности, называемых 

Со-равенствами. 

Напомним, что отноп1ение эквивалентности со определено на 

множестве IRtN всех бесконечных вещественных последовательно­
стей таким образом, что хсоу, если x(n) -y(n) ~О при n ~ оо. 
Это определение допускает следующее очевидное обобщение. 

Определение 10.1 (Фарах (27]). Предположим, что J{ -

непустое множество и (Xk; dk)- метрические пространства при 

любом k Е К. Отношение эквивалентности 1 D=D((Xk; dk)kEK) 
на декартовом произведении х = пk xk определяется так, что 
х D у, если lim dn(x(n), y(n)) = О, где предел берется по идеа­
лу конечных подмножеств в К. 2 

Если К = (N (что, как правило, выполняется ниже), то для 

простоты будем писать D(Xk; dk) вместо D( (Xk; dk)kEtN ). 

Наиболее исследованным является случай, когда 

1 Буква D в этом контексте использовалась Фарахам [27], и мы придер­
живаемся этого обозначения, игнорируя ассоциацию D с «диагональю>>, т. е. 
с отношением буквального равенства. 

2 Таким образом, lim dn(x(n),y(n)) =О, если для любого с> О имеется 
лишь конечное число индексов k Е К таких, что dn(x(n),y(n)) >е. 
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( *) пространства Х k являются борелевскими множествами 

в польских пространствах '#..k, а функции расстояния 

(метрики) dk являются борелевскими отображениями 

x,~xxk~IR+, не обязательно совпадающими с польскими 
метриками пространств '#..k. 

В этом случае D(Xk; dk) очевидно является борелевским отноше­
нием эквивалентности на борелевеком же множестве х = пk х k. 

Отношение эквивалентности D ( Х k; dk) называется нетриви­
алънъt.м, если limsupk~oo diam(Xk) > О. В противном случае 

D(Xk; dk) делает все элементы Х эквивалентными. 
Наконец, со -равенством называется любое отношение экви­

валентности вида D=D( (Xk; dk) kErN), для которого все множе­

ства Xk конечны. Область '#..= Пk Xk такого отношения D рас­
сматривается здесь с польской топологией произведения, а топо­

логия на каждом (здесь конечном) множестве Xk дискретна. D 

Любое Со-равенство является, очевидно, борелевским отно­

шением эквивалентности, более точно, отношением класса П~. 
Заметим, что самоСо-в сущности, простейший нетривиальный 

пример со-равенства (см. ниже) - это объясняет выбор назва­

ния для данного класса отношений. 

Свойства отношений вида D(Xk; dk) в общей <в-структуре 
борелевских отношений эквивалентности пока известны недо­

статочно, за исключением случая О"-компактных пространств 

(Xk; dk), который легко сводится к случаю конечных множеств 
xk, т.е. к Со-равенствам. Последний случай и рассматривается в 
настоящей главе. Мы доказываем, что борелевекая сводимость 

одного со-равенства к другому влечет более сильную аддитив­

ную сводимость подходящегосо-подравенства (теорема 10.6), де­
монстрируем <в-максимальность со в классе со-равенств (теоре­

ма 10.8), доказываем теорему 10.12, согласно которой все нетри­
виальные со-равенства турбулентны, кроме тех, которые f"..Jв-эк­

вивалентны Ео или Ез, и, наконец, устанавливаем, что <в-струк­

тура со-равенств включает подструктуру, подобную (c9(rN); С*) 
(теорема 10.15), где С* обозначает включение с точностью до ко­
нечного числа элементов. 
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10.1. Примеры и простые факты 

Следующие примеры показывают, что некоторые типичные 

отношения эквивалентности допускают представление в форме 

со-равенств. 

Пример 10.2. (i) Пусть Xk = {0, 1} и dk(O, 1) == 1 для всех 
k. Легко видеть, что в этом случае отношение D(Xk; dk) 
на 2tN = Пk{О, 1} в точности совпадает с Ео. 

(ii) Пусть xkl == {0, 1} и dkl(O, 1) = k-l ДЛЯ всех k, l Е fN. 
Тогда отношение D((Xkl; dkl)k,lEtN) на 2tNxtN == Пk,l{O, 1} в 
точности совпадает с Ез. 

(iii) Вообще, если О == по < n 1 < n2 < ... и 'Pi - субмера на 

[ni, ni+l) для каждого i, то положим Xi==9([ni, ni+l)) и 
di(u,v) = 'Pi(uдv) для u,v С [ni,ni+l)· Тогда отношение 
D(Xi; di) изоморфно Е.у, где 

§ == Exh(<p) == {х С fN: lim <р(х n [n, оо)) ==О} 
п~оо 

и ср(х) == supi 'Pi(x n [ni, ni+l)). 
(iv) Положим Xk == IR для каждого k, а dk - обычное 

расстояние на вещественной прямой IR. Тогда отношение 

D( (Xk; dk) kEtN) на IRtN в точности равно Со. D 

Лемма 10.3 (Фарах (27] со ссылкой на Хъёрта). Каждое 
со-равенство D = D(Xk; dk) индуцировано непреръtвнъt.м дей­

ствием полъсх:ой гpynnъt. 

Доказательство (эскиз). Для любого k обозначим sk (конеч­
ную) группу всех перестановак Xk, на которой определим рас­
стояние Pk(s, t) = maxxEXk dk(s(x), t(x)). Тогда 

где ek Е Sk - тождественная перестановка, является, очевидно, 

подгруппой в Пk Sk. Более того, метрика d(g, h) = supk Pk(9k, hk) 
превращает (3 в польскую группу, естественное действие кото­

рой на~' т. е. (g·x)k = 9k(xk) Vk, непрерывно и индуцирует D. 
Упражнение: заполнить детали в этом рассуждении. D 
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Покажем, наконец, что случай сr-компактных пространств 

Xk сводится к случаю со-равенств, т. е. к случаю конечных про­
странств. 

Лемма 10.4. Допустим, 'Что в предположениях 10.1(*) про­

странства (Xk; dk) все 0"-х:о.мпах:тнъt. Тогда отношение 

D(Xk; dk) r-vв-эх:вивалентно нех:оторо.му со-равенству. 

Доказательство. Пусть сначала все пространства (Xk; dk) да­
же компактны. Тогда для любого k имеется конечная i-сеть 
Х~ С Xk. Каждой точке х Е Х = Пk Xk сопоставим точку 
'l9(x) Е Х' = Пk Х~, определенную так, что 19(x)(k) - dk-бли­
жайший к x(k) элемент из Х~ (или первый в смысле фиксиро­
ванного порядка на Х~ из таких ближайших элементов, если их 

два и больше) для любого k. Так отображение 'l9 является боре­
левской, даже непрерывной редукцией отношения D(Xk; dk) к 
со-равенству D(XIc; dk)· 

Общий О"-компактный случай сводится к уже рассмотрен­

ному тем же приемом, что и в начале доказательства лем­

мы 5.9. D 

10.2. с0-равенства и адцитивная сводимость 

Свойства Со-равенств оказываются связанными с особой 

формой непрерывной сводимости для отношений на областях 

вида Пk xk, представляющей собой обобщение сводимости иде­
алов по Рудин-Блассу из §2.1. 

Допустим, что х = ПkEtN xk и у== пkEtN Yk, где все множе­
ства Xi, Yi конечны, и далее О ==по < n1 < n2 < ... и Hi : Xi ~ 
~ Пn·<k<n· Yk для каждого i. Определим 

~- ~+1 

Ф(х) == Но(х(О)) U Н1(х(1)) U Н2(х(2)) U ... Е У 

для х Е Х. Отображения Ф такого вида называются аддитивнъt­

.ми (Фарах [27]). Они все являются непрерывными функциями 
из Х в У в польской топологии произведения; напомним, что 

множества Xi, Yi конечны. 
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Пусть теперь Е и F - отношения эквивалентности на наших 

множествах, соответственно, Х и У. 

Адцитивная сводимостъ: Е <л F, если имеется аддитивная ре­
дукция Е к F. Как обычно, Е rvл F означает, что одновре­
менно Е <л F и F <л Е, а Е <л F означает, что Е <л F, но 
не F <л Е. 

Упражнение 10.5. (1) Докажите, что Е <л F влечет Е <с F. 

(2) (Farah [27]) Пусть f и f - борелевекие идеалы на fN. 
Докажите: f <~: f эквивалентно Ef <л Ef. Таким обра­
зом, аддитивная сводимость совпадает со сводимостью <~: по 
Рудин-Блассу (см. § 2.1) в области борелевских идеалов. D 

В самом общем случае вряд ли из борелевекой сводимо­

сти D<вD' двух Со-равенств следует их аддитивная сводимость 
D <л D'. Следующая теорема Фараха содержит несколько более 
слабое утверждение, которое будет полезно ниже. 

Теорема 10.6. Если D = D((Xk; dk)kErN) и D' = D((X~; d~)kErN) 
- со-равенства и D <в D', то найдетс.я бесх:оне~Ltное .множе­
ство А С rN тах:ое, ~Ltтo со-равенство Dл=D((Xk; dk)kEA) удо­
влетворяет D А <л D'. 

Доказательство. Положим Хс = пkЕС xk и хь = пkЕС х~ 
для любого множества С С fN. В частности, пусть Х = Х rN и 
Х' = Х~ (области отношений D и D'). Дополнительно опреде­
лим d'c(x,y) = supkECd~(x(k),y(k)) для х,у Е Х'. Допустим, 
что {) : Х ~ Х' является борелевекой редукцией отношения D 
к D'. 

Упражнение 10.7. Рассуждая, как в доказательстве второго 
утверждения теоремы 2.12, покажите, что найдется бесконечное 
множество В С fN такое, что D( (Xk; dk)kEB) <с D' (посредством 
непрерывной редукции). D 

Отсюда следует, что с самого начала можно считать, что 

исходная редукция {) : Х ~ Х' непрерывна. В этом предположе­
нии, чтобы получить искомую аддитивную редукцию, использу­

ем вариант рассуждения из доказательства теоремы 5.12. 
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Положим [s] = {х Е Х: х r и= s} для и С fN и s Е Хи. Рас­
смотрим замкнутое множество W = ПiEIN (si) всех точек хЕХ 
таких, что х r (ni, ni+l) == Si для всех i. Рассуждая так же, как 
в доказательстве теоремы 5.12, построим возрастающую после­
довательность О = ko = по < k1 < n1 < k2 < n2 < . . . натураль­
ных чисел и элементы Si Е X(ni,ni+l) так, чтобы для каждой 

пары конечных последовательностей и, v Е X[o,ni) и каждой па­

ры х,у Е X[ni+l,oo) таких, что х r (nj,nj+l) =у r (nj,nj+l) = Sj 
ДЛЯ ВСеХ j > i И и r (nj, nj+l) = V r (nj, nj+l) = Sj ДЛЯ всех j < i, 
выполнены соотношения: 3 

(а) rzЭ(и u Si u х) r [О, ki+l) = ТJ(и u Si u у) r [О, ki+l), и 

(Ь) d[ki+ 1 ,oo)('l9(и U Si U х), ТJ(v U Si U х)) < t· 
Положим А = { ni : i Е fN}. Фиксируем любую точку z Е ХА. 

Если i Е fN и~ Е Xni' то определим zi~ Е W так, что zi~(ni) = ~' 
Zi~(nj) = z(nj) ДЛЯ ВСеХ j # i И Zi~ r (nj, nj+l)=Sj ДЛЯ всех j. 
Если х Е ХА, то определим точку Н(х) Е Х' соотношениями: 

Понятно, чтоН-непрерывное отображение из ХА в Х' (в смыс­

ле польских топологий произведения). Более того, каково бы ни 

было i, значение Н(х) r [ki, ki+l) зависит только от x(ni)· Таким 
образом, для доказательства теоремы остается проверить, что 

Н - редукция отношения D А к D'. 
Для этого сопоставим f(x) Е W каждой точке х Е ХА так, 

что f(x) r А = х и f(x) r (nj, nj+l) = Sj для всех j. Понят­
но, что f- редукция отношения DA к D. Поэтому достаточно 
доказать, что эквивалентность rzЭ(f(x)) D' Н(х) выполнена для 
любого хЕХА. Для этого, в свою очередь, достаточно вывести 

неравенство 

(2) 

для произвольнога индекса i > 1. 
Ключевым фактом здесь является то, что по построению 

точки а == f(x) и Ь = zi,x(ni) из множества W удовлетворяют 

3 Заметим, что в этих предположениях точки uUsiUX, uUsiUy, vUsiUX, 
определенные в (а) и (Ь), принадлежат W. 
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а r (nj, nj+l) = Ь r (nj, nj+l) = Sj ДЛЯ ВСеХ j, И кроме ТОГО, 
a(ni) = b(ni) = x(ni)· Определим вспомогательную точку с Е W 
соотношениями 

с r [О, ni] =а r [0, ni] и с r [ni+l, оо) = Ь r [ni+l, оо). 

Тогда d(ki,ki+l)('l9(b), 'ZЭ(с)) < f согласно (Ь) и 'ZЭ(а) r [ki, ki+l) 
= 'ZЭ(с) r [ki, ki+l) согласно (а). (Уместно заметить, что (Ь) при­
меняется здесь для значения индекса i- 1, а не i.) Таким обра-
зом, d(ki,ki+l)('l9(a), 'l9(b)) < f· Однако равенство Н(х) r[ki, ki+l) = 
= 'l9(b) r [ki, ki+l) выполнено согласно (1). Отсюда следует иско­
мое соотношение (2). D 

10.3. Максимальное с0-равенство 

Здесь рассматривается со-равенство Dmax D(Xk; dk), 
где для каждого k обозначено dk обычное расстояние на 

вещественной прямой, ограниченное на конечное множество 

Xk={O, t, ~' ... , 1}. 
Теорема 10.8 (Фарах (27)). (i) Dmax f'.)в со; 

(ii) для любого со-равенства D въtполнено D <в Dmax· 

Таким образом, Dmax является <в-наибольшим среди всех со­
равенств. Кстати, доказательство покажет, что на самом деле 

D<лDmax в (ii) (в смысле аддитивной сводимости из § 10.2). 
Из (i) и леммы 5.10 следует, что Dmax f'.)в Zo. 

Доказательство. (i) Понятно, что отношение Dmax тождествен­
но Со r '#.., где '#.. с IRrN определено как в доказательстве лем­
мы 5.10, где также доказано, ЧТО Со f'.JB Со r '#... 

(ii) Для вывода D <в Dmax будет достаточным по (i) доказать, 
что D <в со. Доказательство основано на следующем комбина­
торном утверждении: 

Утверждение 10.9. Любое х:онечное п-эле.ментное .метриче­
сх:ое пространство (Х; d) изо.метрично п-эле.ментно.му под­

множеству пространства (IRn; Рп) с .метрих:ой Рп(х, у) = 
=maxi<n lx(i)- y(i)l. 
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Доказательство. Пусть Х == {х1 , ... , xn}· Достаточно пока­
зать, что для любых k :f- l и:меется множество {r1, ... , rп} С IR 
такое, что lrk- rll == d(xk, xl), а также 

Предположим для простоты, что k == 1 и l == n, и следовательно 
нам нужно дополнительно к(*) обеспечить lrп- rol == dln· 

Шаг 1. Возьмем наименьшее число h1 > О такое, что соот­
ношение ( *) выполнено для набора чисел { ri} == {0, О, ... , О, h1}. 

'---v---"" 
n-lpaз 

Хотя бы для одного индекса к, 1 < к < n, имеет место точное 
равенство h1 -О== dкn· Предположим, что к "f:. 1; тогда можно 
для определенности принять, что к== n- 1. 

Шаг 2. Аналогично возьмем наименьшее число h2 > О 
такое, что соотношение ( *) выполнено для набора чисел 

{ri} == {0, О, ... , О, h2, h1 + h2}. Например, h2 ==О в случае, когда 
'---v---"" 

n-2 раз 

на шаге 1 имеется еще один индекс к' "f:. к такой, что h1 == dк' n· 
Тогда найдутся индексы к, v в областях 1 < к < n - 1 < v < n 
такие, что выполнено точное равенство h2 - О == dкv· Опять 

предположим, что k "f:. 1; для определенности можно принять 
к== n- 2. 

Шаг 3. Снова возьмем наименьшее число hз > О такое, 

что соотношение ( *) выполнено для набора чисел { r i} 
=={O,O, ... ,O,hз,h2+hз,hl+h2+hз}. Снова найдутся индексы 

'---v---"" 
n-3 раз 

к, v в областях 1 < к < n - 2 < v < n такие, что выполнено 
точное равенство hз- О == dкv· Предполагая к "f:. 1, для опреде­
ленности, можно принять, что к= n- 3. И т.д. 

Эта конструкция заканчивается после некоторого числа т, 

т<п, шагов таким образом, что тот индекс к, который получа­

ется на последнем шаге, равен 1. Тогда соотношение ( *) выпол­
нено для набора чисел {0, О, ... , О, rп-m+l, rп-m+l, ... , rп}, где 

'---v---"" 
n-m раз 

rп-m+j == hm + hm-l + · · · + hm-j+l для всех j == 1, ... , т. Более 
того, из построения следует существование такой убывающей 

последовательности n == ко > к1 > к2 > · · · > "'м == 1 (J.L < т), 
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что точное равенство rкi - rкi+I = dкi+l,кi выполнено для всех 

i. Тогда d1п < Ei rкi- rкi+l согласно неравенству треугольника. 

Но правая сторона последнего неравенства представляет собой 

часть суммы rп = h1 + · · · + l~m, откуда следует, что rп > dln· 
С другой стороны, rп < d1n согласно (*). Значит, rп = d1n, что 
и требовалось. D (Утверждение) 

Возвращаемсяк доказательству утверждения (ii), т. е. D<всо 
ДЛЯ любого Со-равенства D = D(Xk; dk) на ~ = ПkEtN xk, 
где каждое (Xk; dk) является конечным метрическим простран­
ством. Обозначим nk число элементов множества Xk. Согласно 
предыдущему для каждого k имеется изометрическое вложение 

1Jk : Xk ~ fRnk пространства (Xk; dk) в (fRnk; Рпk). Тогда отобра­
жение 'l9(x) = '1Jо(хо)л'171(хl)л'172(х2)л ... (из"" в IRtN)- редукция 
D к са. D (теорема 10.8) 

10.4. Классификация с0-равенств 

Мы видели (пример 10.2, теорема 10.8), что среди са-ра­

венств имеются такие различные отношения эквивалентности, 

как Ео, Ез, само са. Понятно, что классификация данного са-ра­

венства D = D(Xk; dk) в терминах <в зависит от метрических 
свойств пространств (Xk; dk)· Главный результат здесь состоит 
в том, что всего два условия col и со2 позволяют получить при­
емлемую классификацию са-равенств. 

Определение 10.10. Пусть задано метрическое пространство 
(A;d). Гала~ти~ой Gal~(a) точки а Е А (где q >О) называется 
множество всех таких точек Ь Е А, которые могут быть связаны 

с а конечной цепочкой а= ао, а1, ... , an = Ь с d(ai, ai+l) < q для 
всех i. Положим, для r > О, 

д(r, А)== inf {q Е Q+: :3а Е А (diam (Gal~(a)) > r)} 

(с пониманием того, что inf 0=+оо), и д(А) = {d(a, Ь): а=/=ЬЕА}, 
так что diam А= sup(д(A) U {О}). D 
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Предположим теперь, что D = D(Xk; dk) являются со-равен­
ствами на ~ = пkEtN xk· Следующая теорема Фараха [27] по­
казывает, что место данного со-равенства D = D(Xk; dk) в <в­
структуре борелевских отношений эквивалентности в значитель­

ной мере определяется такими двумя условиями: 

(col) найдется r >О такое, что liminfk~ooб(r,Xk) =О; 

(со2) \f€ >О ~€1 Е (О, Е) :300 k (~(Xk) n [Е',Е)-:/= 0). 
Первое условие выражает существование числа q > О такого, 
что пространства (Xk; dk) содержат сколь угодно мелкошаговые 
галактики диаметра > q. Второе условие означает, что метриче­
ские спектры этих пространств не стягиваются к О при k ~ оо. 

Упражнение 10.11. Докажите, что col влечет со2, а со2 вле­
чет нетривиальность со-равенства D(Xk; dk)· D 

Теперь доказывается теорема классификации. 

Теорема 10.12. Допустим, ~Ltтo D = D((Xk;dk)kEtN)- нетри­

виалъное со-равенство. Тогда: 

(i) если со2 ложно (тогда и col ложно), то D I'"'.Jв Ео; 
(ii) если col ложно, но со2 истинно, то D I'"'.Jв Ез ; 

(iii) если col истинно (тогда и со2 истинно), то существует 
«турбулентное» 4 со-равенство D' таrх;ое, ~Ltтo Ео <в D' и 
D' <в D. 

Таким образом, любое со-равенство D <в-включает <<турбу­
лентное>> со-равенство D' с Ез <в D' кроме случая, когда D rvв­
эквивалентно одному из отношений Ео, Ез. Условие col доста­
точно для <<турбулентности>> самого D и необходимо для суще­
ствования <<турбулентного>> со-равенства D' <в D. 

Доказательство. (i) Для вывода Ео <в D заметим, что благо­
даря нетривиальности D существуют: число р > О, возрастаю­
щая последовательность О = по < n1 < n2 < . . . и для каждого 
i пара элементов Xni, Yni Е Xni такие, что dni (xni, Yni) > р. Для 
каждого индекса n, не имеющего вида ni, фиксируем произволь­

ное Zn Е Xn. Если а Е 2tN' то определим точку {)(а) Е пk xk 

4 Т. е. оно индУцируется ген. турбулентным, в смысле определения 9.1, 
действием пекоторой польской группы. 



10.4. Классификация с0-равенств 193 

так, что 'l9(a)(n) = Zn для индексов n, не имеющих вида ni, но 
для каждого i выполнено 'l9(a)(ni) равно Xni или равно Yni при 

условии соответственно ai = О или ai = 1. Это отображение 'l9 
обеспечивает Е о <в D. 

Теперь докажем, что наоборот D <в Ео. Раз со2 ложно, то 
имеется число с > О такое, что для каждого с.' с О < с.' < с 
имеется только конечно много индексов k со свойством: с.' < 
< dk(~, 17) < с. для каких-то элементов ~' 17 Е Xk. Обозначим 
Gk (конечное) множество всех ~-галактик в Xk, и определим 
'l9 : ~ = пk xk ~ G = Пk Gk следующим образом: ДЛЯ каж­
дого k положим {) ( х) ( k) - галактика в G k, которая содержит 

x(k). Определим отношение эквивалентности Е как С-вариант 
отношения Ео, т. е. для любых g, h Е G соотношение g Eh эквива­
лентно g(k) = h(k) для всех кроме конечного числа значений k. 
Используя теорему 6.6, нетрудно проверить Е <в Ео. Остается 
доказать, что {) - редукция D к Е. 

Для доказательства рассмотрим произвольную пару точек 

х, у Е ~. Предполагая 'l9(x) Е 'l9(y), докажем х D у (в нетриви­
альную сторону). Пусть напротив х Ру, так что имеется чис­

ло р > О такое, что dk(x(k), y(k)) > р для бесконечно многих 
индексов k. Можно предположить, что р < ~· С другой сто­

роны, раз {)( х) Е 'l9(y), то найдется ko такое, что х( k) и у( k) 
принадлежат к одной и той же ~-галактике в каждом из про­

странств Xk, k > ko. Тогда для любого k > ko такого, что 

dk(x(k), y(k)) > р (и следовательно, для бесконечно многих k), 
существует элемент Zk Е Xk в той же самой галактике, удовле­
творяющий р < dk(x(k), zk) <с.. Отсюда вытекает противоречие 
с выбором с : в самом деле, возьмем с.' = р. 

(ii) Сначала докажем, что со2 влечет Ез <в D. Приняв со2, 
получим бесконечную последовательность €1 > €2 > с.з > ... >0 
и для каждого i бесконечное множество Ji С (N, а для любо­

го j Е Ji - пару элементов Xij, Yij Е Xj таких, что dj(Xij, Yij) Е 
Е [c.i+I, ci)· Можно предположить, что множества Ji попар­

но дизъюнктны (иначе соответственно уменьшим их, оставляя 

бесконечными). Тогда со-равенство D' =D( ( { Xij, Yij}; dj )iEIN, jEJi) 

удовлетворяет соотношениям D' <в D и D' "'-J Ез (изоморфизм 
посредством биекции между базовыми множествами fN х fN и 
{ ( i, j) : i Е fN Л j Е Ji}) . 
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Теперь приняв, что col ложно, выведем D <в Ез. Для любой 
пары k, n Е rN обозначим Gkn (конечное) множество всех *-га­
лактик в xk, а если х Е '1. = Пi xi, то пусть 'l9(x) Е G = пk n Gkn 

' оnределено так, что ТJ(x)(k, n) -та ~-галактика в Gkn, которая 
содержит x(k), для всех k, n. Теперь отношение эквивалентно­
сти Е на G, определенное так, что 

g Eh, если \:fn \:100 k (g(k, n) = h(k, n)), g, h Е G, 

очевидно удовлетворяет Е <в Ез, так что остается вывести, что 

'l9- редукция D к Е. Предположим, что х, у Е Х и 'l9(x) Е rJ(y) и 
выведем xDy (в нетривиальную сторону). Действительно, в про­
тивном случае имеется число r >О такое, что dk(x(k), y(k)) > r 
для бесконечно многих индексов k. Но col ложно для этого 
(и любого) r, так что существует индекс n достаточно боль­

шой для того, чтобы неравенство д(r, Xk) > ~ выполнялось для 
почти всех k. Тогда, по выбору r·, имеем rJ(x)(k, п) =1= ТJ(y)(k, n) 
для бесконечно многих k, так что 'l9(x) ~ 'l9(y), противоречие. 

(iii) Возьмем r > О такое, что liminfk-нXJб(r,Xk) = О. 
Понятно, что для любой возрастающей последовательности 

no<n1 <n2< ... имеет место D( (Xnk; dnk)kEIN) <в D. Поэтому 
можно предположить, что вообще limk д(r, Xk) =О, и далее что 
б(r, Xk) < k для всех k. (Иначе выбираем подходящую подпо­
следовательность.) Тогда каждое из множеств Xk содержит k­
галактику Yk с Xk с диаметром diam Yk > r. Легко видеть, что 

D(Yk; dk) <в D. Поэтому следующая лемма влечет (iii). 

Лемма 10.13. Предположим, что r>O, 'К:аждое Xk .яв­

л.яетс.я k-гала'К:ти'К:ой и diam(Xk)>r. Тогда Со-равенство 
D=D((Xk; dk)kEIN) «mурбулентно» и удовлетворяет Ез <в D. 

Доказательство. Мы знаем IIЗ приведеиного выше доказатель-­

ства (iii), что Ез <в D. Теперь доказывается, что определенное 
в доказательстве леммы 10.3 действие определенной там поль­
ской группы G (оно индуцирует D) ген. турбулентно в условиях 
леммы. 

То, что каждый О-класс есть плотное множество в простран­

стве 'Ж. = пk х k (с польской топологией произведения 'Ж.)' являет­
ся простым упражнением. Покажем, что каждый D-класс [х]о~ 
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х Е 'Ж., является также и тощим подмножеством в 'Ж.. В самом 

деле, в условиях леммы каждое из множеств Xk содержит пару 
элементов х~, х%, удовлетворяющих dk(x~, х%) > r. Обозначим 
Yk тот из двух элементов х~, х%, который находится на dk-рас­
стоянии > ~ от Xk· Множество Z == {z Е 'Ж.: :300 k (z(k) == Yk)} 
является ко-тощим в '1. If не пересекает [х]о. 

Остается доказать, что каждая локальная орбита где-то 

плотна. Рассмотрим открытую окрестность G нейтрального эле­
мента группы G (т. е. последовательности тождественных пере­

станово к) и непустое открытое множество Х С 'Ж.. Можно счи­

тать, что для некоторого n множество G является ~-шаром во­
круг нейтрального элемента группы G, а 

Х == {х Е 'Ж.: \f k < п, (x(k) == ~k)}, 

где ~k Е Xk, k < n- некоторые фиксированные элементы. Пока­

жем, что на самом деле все локальные орбиты, т. е. классы экви­

валентности отношения ""'Х, являются плотными множествами 
в Х. Для этого рассмотрим открытое множество У == {у Е 'Ж.: 
\f k <т (y(k) == ~k)} С Х, где в дополнение к вышесказанному 
т> n и элементы ~k Е Xk, n < k <т фиксированы. 

Пусть х Е Х. Тогда x(k) == ~k для всех k < n. Если же n < 
< k < т, то элементы ~k и x(k) принадлежат к ~-галактике 
xk, вследствие чего существует конечная цепь в xk, соединяю­
щая x(k) с ~k, и имеющая dk-длину каждого звена меньше, чем 
t· Обозначим €(k) длину этой цепи. Существует перестановка 

9k множества Xk такая, что g~(k)(x(k)) = ~k, 9k(~k) = x(k), и 
dk(~,gk(~)) < t ДJIЯ всех~ Е xk. 

В областях же k < n и k > т, возьмем в качестве 9k тож­

дественнуiо перестановку множества Х k. Это позволяет опре­

делить g Е G как g(k) == 9k для каждого k. Понятно, что 

g Е G. Более того, множество Х g-инвариантно и gi(x) Е И, 
где € == п~-nl e(k). Отсюда следует Х"-'~ g(x), что и требовалось. 

D (лемма) 

О (теорема 10.12) 
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10.5. LV-равенства 

Следуя Фараху, LV-равенство.м назовем такое со-равенство 

D == D((Xk; dk)kEtN), для которого выполнено условие 

( dk(xo, Xm)<c:+ I!lax dk(Xj, Xj+l)). 
J<m 

Другими словами, требуется, чтобы метрики исходных конеч-

ных пространств асимптотически сходились к ультраметрике. 

Этот класс со-равенств был введен (хотя и в несколько иной 

форме) Луво и Величковичем [60], откуда и происходит данное 
название. 

Упражнение 10.14. Положим Xk = {1, 2, ... , 2k} и dk(m, n) = 
= log2 (Jmk-nJ+l) для всех k и 1 < т, n < 2k. Докажите, что 
D(Xk; dk) является LV-равенством, причем выполнено условие 

со1 из § 10.4. D 

Следующая теорема из [60] является, пожалуй, наиболее ин­
тересным приложеннем Со-равенств. Одно из ее следствий состо­

ит в существовании больших семейств попарно <в-несравнимых 

борелевских отношений эквивалентности, см. ниже. 

Теорема 10.15. Предположим, что D == D( (Xk; dk) kEtN) явля­
ется LV-равенство.м, удовлетворяющим условию col из § 10.4. 
Тогда rх;аждо.му .множеству А С fN .можно сопоставитЪ 

r.~v -равенство D А <л D таrх;, что для любой napъt А, В С rN 
следующие три условия равносилънъt: 

(i) А С* В (то есть разность А" В конечна); 

(ii) Dл <л Dв (аддитивная сводимость); 

(iii) Dл <в Dв. 

Доказательство. Итак, нами предполагается условие со1 из 

§ 10.4. Как и в доказательстве теоремы 10.12, часть (iii), можно 
предполагать, что это условие принимает следующую специаль­

ную форму для некоторого фиксированного r > 0: 
( 1) Каждое из множеств Х k является min { ~, k~ 1 }-галактикой 

диаметра diam(Xk) > 4r. 
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Преобразование к этой форме (т.е. переход к определенной 

бесконечной подпоследовательности пространств (Xk; dk), а за­
тем к подходящим галактикам Yk С )(k), очевидно, сохраняет 
LV-условие (*).Более того, можно предполагать, что и само (*) 
выполнено в следующей специальной форме: 

(2) dk(xo, Xp.k) < k;l + maxi<J.Lk dk(Xi, Xi+l) всякий раз, когда 
хо, ... , Xp.k Е Xk, где J.Lk = 1 + ПJ J #(Xj)· 

(Если это не так, то снова возьмем подходящую подпоследова­

тельность.) 

В этих не ограничивающих общность предположениях вы­

полнена: 

Лемма 10.16. Для любого k и.меется .множество Yk с Xk из 
#(Yk) = J.Lk элементов marx;oe, 'Что dk(x, у) > r для любой napъt 
х =1 у в yk· 

Доказательство. Согласно (1) имеется конечная последова­

тельность хо, ... , Xm элементов XiEXk такая, что dk(xo, Xm)>4r, 
но dk(xi, Xi+l) < r для всех i. Предположим, что т - наи­
меньшее возможное число, для которого такая последователь­

ность хо, ... , Xm существует. Построим подпоследовательность 
Уо, Yl, ... , Уп из части элементов Xi, длина которой n < m опре­
делится в ходе построения. 

а) Полагаем Уо = хо. 

Ь) Если член Yj == xi(j) уже определен и есть индекс l > i(j), 
l < т, такой, что dk(Yj, xz) > r, то Yj+l = xz для наимень­
шего такого l. 

Заметим, что в этом случае dk(Yj, Yj+l) < 2r, поскольку 
иначе выполнено dk(Yj, Xz-l) > r, так как dk(xz-l, xz) < r. 

с) В противном случае, т. е. если такого j нет, полагаем n = j 
и заканчиваем построение. 

По построению имеем dk(Yj, Yj+l) > r для всех j < n, сверх 
того, dk(Yj', Yj+1) > r для каждого j' < j согласно минималь­
ности m. Тем самым, множество Yk = {Yj : j < n} удовлетво­
ряет dk(x, у) > r для всех пар х =1 у из Yk. Остается про­
верить, что n > J.Lk· Предположим противное. Присоединим 
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Уп+l Xm как дополнительный член к подпоследовательно-
сти {Yj }. Тогда dk(xo, Xm) == dk(Yo, Yn+l) < Зr согласно (2) 
поскольку dk(Yj, YJ+l) < 2r, см. выше. Однако мы знаем, что 
dk(xo, Xm) > 4r; противоречие. D (лемма) 

В продолжение доказательства теоремы, рассмотрим систе­

му Со-равенств DA = D((Xk;dk)kEA), где А С rN. Каждое DA 
является отношением эквивалентности на пkЕА xk. Направле­
ние (i) ===> (ii) ===> (iii) достаточно элементарно. Остается выве­
сти (iii) ===> (i). Для этого, благодаря теореме 10.6, достаточно 
доказать следующую лемму. 

Лемма 10.17. Если А, В С fN - бесх:оне~Ltнъtе непересех:ающиеся 

.множества, то соотношение D А <л D в не и.меет .места. 

Доказательство. Предположим, что напротив, соотноше­

ние D А< л О в выполнено посредством редукции Ф, опреде­

ленной (как в § 10.2) из возрастающей последовательности 

min B=no<nl <n2< . . . чисел nk Е В и набора отображений 

Hk: xk ~ ПmE[nk,nk+1)nB Xm, k Е А. Положим 

для каждой пары k Е rN и д > О. Тогда f(д) == supkEA !k(д) 
является неубывающим отображением IR+ ---+ IR+. 

l\1ы утверждаем, что lim<5~o f(д) = О. В самом деле, в про­
тивном случае имеется число с> О такое, что f(д) >с для всех 

д. Тогда числа 

должны удовлетворять infkEA Sk == О. Это позволяет нам опре­
делить последовательность ko < k1 < k2 < . . . чисел ki Е А 
и для каждого ki пару элементов ~i, 1Ji Е Xki с dki (~i, 1Ji)~o, 
а также индекс mi Е [nki, nki+l) n В таким образом, что 
dmi(Hki(~i)(mi),Hki(1Ji)(rni)) >е для любого i. Возьмем лю­
бую пару точек х, у Е ПkЕА Xk, удовлетворяющих x(ki) == ~i 
и y(ki) = 1Ji для всех i и x(k) = y(k) для всех индексов 
k Е А, не имеющих вида ki. Понятно, что х DA у выпо.пнено, 
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но Ф(х) Dв Ф(у) не имеет места1 противоречие. Итак, в самом 
деле lim6~o f(д) =О. 

Для каждого индекса k Е А возьмем множество Yk С Х k 
согласно лемме 10.16. Существуют элементы Xk # Yk в Yk та­

кие, что Hk(xk) r k = Hk(Yk) r k. Из (1) следует, что имеется 
конечная цепочка Xk = ~о, ~1, ... , ~n = Yk из элементов ~i Е Xk, 
удовлетворяющая dk(~i, ~i+1) < k~t для всех i < n. Мы имеем 
Hk(~i) Е ПmE[nk,nk+I)nB Xm для каждого i < n. 

Теперь возьмем любой индекс т Е [nk, nk+1) n В. Элементы 
Yi = Hk(~i)(m), i < n, удовлетворяют dm(Yi,YН-1 ) < !k(k~1 ) 
по определению функции fk· Заметим, что т> nk > k, причем 
т = k не может иметь места, поскольку k Е А, а m Е В. 

Следовательно, т> k строго. Отсюда следует n < J.Lm, и далее, 
согласно (2), 

Это выполнено для всех т Е [nk, nk+1) n В. 
Однако точки x={xk}kEA, где x(k)=xk 'i k, и y={yk}kEA при­

надлежат декартову произведению ПkЕА Х k, а х D А у не имеет 
места, так как dk(Xk, Yk) > r для всех k. С другой стороны, мы 
имеем Ф(х) Dв Ф(у) согласно (3), поскольку lim6~o f(д) = О. 
Но это противоречит исходному предnоложению о том, что Ф­

редукция отношения Dл к Dв. D (лемма 10.17) 

D (теорема 10.15) 

10.6. О не- о--компактном случае 

Для .тпобого метрического пространства ~ = (Х; d) обозна­
чим D(~) отношение эквивалентности D(Xk; dk) на XIN, где 
(Xk; dk) == (~; d) для всех индексов k. Например, отноп1ение 
со тождественно D(IR). Каково место отношений вида D(~), где 
~ -польское пространство, в общей <в-структуре борелевских 

отношений эквивалентности? 
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Случай О"-компактных польских пространств здесь сводит­

ся к случаю конечных пространств, т.е. к со-равенствам, лем­

мой 10.4. Таким образом, в этом случае мы имеем некоторую 
область отношений эквивалентности, расположенную <в-меж­

ду отношениями Ез и Со согласно теоремам 10.12 и 10.8, и эта 
область сама по себе имеет достаточно богатую <в-структуру 

по теореме 10.15. 
Случай не О"-компактных пространств изучен в гораздо мень­

шей степени. 

Пример 10.18. Рассмотрим случай, когда ~ = (NIN - про­
странство Бэра со стандартной метрикой 5 d( а, Ь) = m(a1)+ 1 , где 

т( а, Ь) обозначает, для а -j:. Ь Е (NIN, наибольшее натуральное т 
такое, что а r т= Ь r m. Если х Е (NIN и n, k Е IN, то x(n) r k­
конечная последовательность из k натуральных чисел. В силу 
нульмерности пространства (NIN для любых х, у Е (NIN соотноше­
ние х D(ININ) у эквивалентно тому, что 

Vn:1koVk>ko(x(n) rk=y(n) rk). 

Упражнение: выведите отсюда, что D(ININ) "'"'в Ез. D 

Проблема 10.19. Возьмем теперь в качестве~ (польское) про­
странство С[О, 1] всех вещественных функций, определенных и 
непрерывных на единичном отрезке вещественной прямой IR, с 

метрикой d(f, g) = maxo~x~l lf(x)- g(x)l. Это, разумеется, не 0"­

компактное пространство. Что можно сказать о месте отноше­

ния D(C[O, 1]) и о его <в-связях с более изученными отношени­
ями эквивалентности вроде Ei, i =О, 1,2,3, или J!,P, со? D 

Этот открытый вопрос (он приведен, например, в статье Су 

Гао [33]) связан с с0-равенствами, точнее, с самим со, еще и с 
другой стороны. Рассмотрим следующий «континуальный>> ана­

лог Со отношения со : если /, g - непрерывные вещественные 

функции на полупрямой [О, +оо), то хСоу, если limx~+oo lf(x)­
-g(x)l =О. 

5 Заметим, что отношение D('#..) зависит не от топологической, а от мет­
рической структуры пространства'#.., так что выбор метрики, порождающей 

данную топологию, представляется, вообще говоря, существенным. 
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Понятно, что каждую непрерывную функцию f: [0, +oo)~IR 
можно отождествить с последовательностью ее ограничений 

на целые интервалы вида [пп, nп+l), т. е. с точкой польского 
пространства-степени С[О, 1]rN. При таком отождествлении об­
ласть определения отношения Со становится бореленским мно­

жеством в С[О, 1]rN, а само Со - бореленским отношением экви­
валентности, которое на этом множестве, очевидно, совпадает с 

D(C[O, 1]). (Вообще же область отношения D(C[O, 1]) - все про­
странство С[О, l]rN .) 

Проблема 10.20. Что можно сказать о <в-связях отноше­

ния Со с более изученными бореленскими отношениями эк-

вивалентности? D 

Су Гао доказал в [33], что отношение эквивалентности Со 
(обозначенное в этой статье Е к) удовлетворяет Со <в u0, где 
отношение u0 определено на IRINxiN следующим образом: 

xu0y, если \/с> О ::lmo \Im >то \::fn (lx(m,n)-y(m,nl <с::). 

Кроме того, в [33] определено 6 другое борелевекое отношение 
эквивалентности uo на IRrNxrN х fNIN, удовлетворяющее Со I"'..Jв u0, 
однако связь u0 и uo с более изученными эквивалентностями 

остаются невыясненными. 

6 Мы опустим здесь это достаточно сложное определение. 



ДОПОЛНЕНИЕ. 

ОБ ОБЩЕЙ И ДЕСКРИПТИВНОЙ 
ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ 

Дополнение содержит, в основном, справочный материал, ко­

торый облегчит понимание некоторых разделов книги. Начина­

ется он с нескольких CJIOB об общей теории множеств. 

Следующие три раздела сводят вместе определения и тео­

ремы из дескриптивной теории множеств, которые существен­

но используются в книге. Заканчивается дополнение разделом 

о форсинге Коэна и списком наиболее употребительных в этой 

книге определений и обозначений теоретико-множествеиного ха­

рактера. 

А. Об общей теории множеств 1 

Теория множеств давно утратила тот несколько необычный, 

отчасти философский, характер, который она имела в годы жиз­

ни Кантора. 'Начиная с 20-х годов 20 века она стала обычным по 
задачам, методам и результатам разделом математики, не очень 

похожим в целом на математическую логику, с которой его ча­

сто объединяют. Это особенно характерно для дескриптивной 

теории множеств и ее раздела - дескриптивной динамики. 

В дескриптивной теории множеств изучаются <<простые>> 

свойства <<простых>> множеств в полном сепарабельном метри­

ческом пространстве и, в сущности, множеств на веп~ествен­

ной прямой или, что тоже самое, в таких топологических про­

странствах, как счетной степени двухэлементного множества 

или счетной степени натурального ряда чисел. Речь идет о свой­

ствах: наличие биекции между двумя множествами, измери~ 

мость множества по Лебегу, наличие свойства Бэра у множе­

ства. Речь идет о .мно:JIСествах, которые получаются в обычнОl\1 

1 Дополнение А написано В. А. Любецким. 
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вещественном n-мерном пространстве путем двух-трех после­

довательных проектирований и взятий дополнения, начиная со 

счетных пересечений открытых множеств. 2,З Проблемы, кото­
рые возникают при рассмотрении произвольных множеств и со­

вокупностей, например, совокупности всех множеств или всех 

мощностей и т. д., остаются за пределами обычной теории мно­

жеств и, может быть, относятся скорее к философским пробле­

мам математики. В рамках содержательных рассуждений это 

происходит потому, что рассматриваются только свойства и мно­

жества реально возникающие в математике, подобные упомяну­

тым выше, но не совокупность всех множеств. 

При аксиоматическом подходе принято рассматривать акси­
оматику Цермело-Френкеля, обозначаемую ZFC. В ней аксио­
мы исключают объекты, подобные совокупности всех множеств. 

Правда, Произвольное множество, удовлетворяющее этой аксио­

матике, -тоже весьма абстрактный объект, например, оно мо­

жет иметь произвольно большую мощность. Это обстоятельство 

исключается в дескриптивной теории множеств, как это видно 

из ее описания, приведеиного выше. Поэтому парадоксы теории 

множеств, которые когда-то рассматривались как чуть ли не 

центральное место в теории множеств, исключены аксиомати­

кой ZFC и, тем более, невозможны в дескриптивной теории мно­
жеств. Их сменил парадох:с принципиально нового типа: некото­

рые очень естественные математические утверждения оказыва­

ются в принципе не истинными и не ложными. Существование 

таких утверждений было предсказано Лузиным и доказано в 

работах Геделя, П. Новикова, Коэна. Например, таково утвер­

ждение об измеримости по Лебегу простого и явно описанного 

множества вещественных чисел. 

С другой стороны, теория множеств имеет ряд черт, ис­
ключительно выделяющих ее среди других разделов математи­

ки. Во-первых, вся работающая в естествознании математика 

и практически вся математика записывается формулами язы-

2 В случае п-мерного бэравекого пространства вместо таких Gь-мно­
жеств можно начинать непосрественно с открытых множеств. В дескрип­

тивной теории множеств п-мерные вещественное и бэравекое пространства 

не различаются. 

3 Множества, которые возникают таким образом, при любом конечном 
числе проектирований и дополнений называются проех;тивнъtми. Допуская 

вольность, к проективным множествам относят и аналогичным образом 

определяемые множества в пространствах натуральных и рациональных 

чисел. 
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ка теории множеств, языка ZFC. В то время, как этот язык 
кажется очень простым: в нем ровно одно исходное отношение 

<<множество х принадлежит множеству у>>. Даже отношение ра­

венства выражается через это отношение: множества равны, ес­

ли они содержат одни и те же элементы. Языки элементарной 

планиметрии или элементарной арифметики выглядят гораздо 

сложнее. Во-вторых, не кажется, чтобы аксиоматика ZFC отли­
чалась какой-то особой сложностью по сравнению с аксиомати­

ками элементарных геометрии или арифметики. И в тоже время 

не вызывает сомнения, что, используя аксиомы ZFC, можно до­
казать любое истинное математическое утверждение так же, как 

проводятся доказательства в элементарной геометрии. По край­

ней мере, неясно, в чем заключалась бы особенная сложность 

языка и аксиоматики теории множеств. 

Занимавшиеся теорией множеств отмечали удивительное со­

четание в ней геометричности (наглядности) и чисто логических 
(формальных) рассуждений, иногда граничащих с вычислени­
ями. Например, как пишет академик Крылов 4 , Борель и Ле­
бег, характеризуя Лузина и его труды по теории множеств, все­

гда подчеркивали- <<великий геометр>>. В-третьих, теория мно­

жеств обладает эффективностью, несмотря на всю ее абстракт­

ность. Одно из проявлений этой эффективности состоит в том, 

что ядро в совокупности всех множеств- борелевекие и проек­

тивные множества строятся и изучаются в рамках единой тео­

рии рекурсивности и обладают общими чертами эффективных 

объектов. 5 На этой общей основе свои, более специальные по­
нятия эффективности разработаны в разных областях теории 

множеств. Это, в частности, такие концепции, как конструктив­

ность по Гёделю и ее современные обобщения в рамках теории 

больших кардиналов, а также разнообразные трансфинитные 

рекурсивные схемы. 

Другое проявление эффективности состоит в следующем. Ес­

ли получено доказательство из аксиом ZFC* любого утвержде­
ния вида \::fx 3у ср(х,у), то по этому доказательству можно ал­
горитмически построить явное выражение (терм) f(x), для ко­
торого \f х ер( х, f ( х)). Здесь аксиоматика ZFC* получается из 
ZFC удалением важной, но все-таки не теоретика-множествен-

4 А. Н. Крылов, Запис'Ки об у-чен'ЫХ трудах действите.л.'ь'Н'ЫХ -членов 
РАН, Изд-во АН СССР, Москва, 1930. 

5 Тема книги не позволяет развернуть этот тезис. 



В. Дескриптивная теория: множества и функции 205 

ной аксиомы ф V -. ф для всех формул ф (<<закона исключенного 
третьего>>). Конечно, закон исключенного третьего широко ис­
пользуется в математике, но нередко его аккуратное примене­

ние не препятствует построению упомянутого терма, например, 

в теории приближения функций или в вычислительной матема­

тике; так что дело здесь не в исключении упомянутого закона 

как таковом. Хорошо известно выражение «конструктивизация 

доказательства>>, под которым имеется в виду как раз построе­

ние этого терма- явное описание объекта-множества. И такая 

конструктивизация передко возможна. 

Особо можно отметить недавние работы в рамках теоретико­

множествеиного нестандартного анализа [12], [48], [50], в кото­
рых получили решение задачи, во многом параллельные тем, 

которыми занимается дескриптивная динамика. Общий обзор 

состояния этого перспективного направления приводится в ста­

тье [11]. 
К сожалению, курс теории множеств отсутствует на техни­

ческих и естественных факультетах и даже на математических 

факультетах. Иногда теория множеств включается в курс мате­

матической логики, и тогда она предстает просто одной из мно­

гих (или даже одной из произвольных) аксиоматик и изучается в 
рамках обычных формализаций, свойственных математической 

логике; для сравнения представим себе изучение комплексно­

го анализа в рамках такого формализованного изложения. Ка­

жется, что небольшой курс теории множеств мог бы читаться 

студентам на обычном наглядном уровне изложения, напри:м:ер, 

так, как читается начальный курс геометрии. Курс теории мно­

жеств мог бы включать общие свойства множеств и ординалов, 

основы теории вещественных чисел, свойства борелевских и про­

ективных множеств, представление о конструктивных и случай­

ных числах. 

Б. Дескриптивная теория: множества и функции 

Этот и два последующих раздела дополнения содержат неко­

торые сведения из дескриптивной теории множеств, полезные 

для понимания многих моментов в основной части книги. 

Конечно, список определений и теорем, который приводит­

ся здесь, не является изложением дескриптивной теории мно-
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жеств. Поэтому предполагается знакомство читателя с основны­

ми понятиями и некоторыми методами дескриптивной теории 

множеств, в частности, теми, которые относятся к началам тео­

рии бореленских и аналитических множеств. 

Здесь не приводятся ссылки по отдельным определениям и 

результатам, читатель может обратиться к монографиям Кура­

товекого [14] и Кехриса (52]. Из работ на русском языке отметим 
статьи [2, 5, 6, 7, 8, 15]- хотя в целом они посвящены более про­

двинутым разделам дескриптивной теории множеств. 

Рассматриваются множества в польских, т. е. в полных сепа­

рабельных метрических, пространствах. Когда конкретный вы­

бор метрики этого типа роли не играет, говорят просто о се­

парабельных топологических пространствах, метризуемых пол­

ной метрикой. Примерами польских пространств являются ве­

щественная прямая IR, 'К:анторов дисrх;онтинуу.м 21N, бэровс'К:ое 
пространство fNIN (с топологиями произведения) и вообще про­
странства вида XIN, где Х - не более чем счетное множество, 
содержащее по крайней мере два элемента. Понятно, что про­

странство XIN гамеаморфно 21N или rNIN, если Х соответственно 
конечное и бесконечное множество. 

Каждое множество вида 9(Х) = {х: х С Х}, где Х не 
более чем счетно, наследует польскую топологию из 2х через 
отождествление множества х С Х и его характеристической 

функции. В частности, это относится, вк пространству &IJ(rN), 
отождествляемому с дисконтинуумом 21N. В качестве тривиаль­
ного примера дискретного польского пространства отметим на­

туральный ряд fN с расстоянием как для вещественных чисел. 
Напомним, что борелевекие множества определяются как 

наименьшая сr-алгебра множеств в данном пространстве, кото­

рая замкнута относительно взятия дополнительного множества, 

а также относительно счетных объединений и счетных пересе­

чений. Следующая теорема показывает совпадение структуры 

бореленских множеств для различных несчетных польских про­

странств, и даже для пространств, являющихся несчетными бо­

релевскими множествами в польских пространствах. 

Теорема Б.l. (i) Любое нес'Четное полъсrх;ое пространство ~ 

.является непреръtвнъt.м взаи.мно однозна'ЧН'Ьt.м образо.м бэровсrх;о­

го пространства rNIN. Вс.яrх;ое борелевс'К:ое .множество в полъ-
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сrх;о.м пространстве является непреръtвнъt.м взаи.мно однозна'Ч­

нъt.м образо.м за.мrх;нутого подмножества rNIN. 

(ii) Любъtе два несчетнъtх полъс'К:их пространства ~ и 1У 

борелевсrх;и изоморфны, т. е. найдется боре.левсrх;ая биекци.я (3 : 
~~1У. 

(iii) Если Х - борелевс'К:ое .множество полъсrх;ого простран­

ства ~' то существует польс'К:ая топология на Х, более силъ­

ная, 'Че.м исходная топология, в rх;оторой .множество Х отх:ръt­

то и все omrx;pъtmъte в этой более сильной топологии .множе­

ства - боре.левсrх;ие в исходной топологии. D 

Более широкий класс множеств, чем борелевекие множества 

в польских пространствах, образуют аналитические множества 

в польских пространствах - т. е. непрерывные образы борелев­

ских множеств этих пространств. Это эквивалент1!о тому, что­

бы рассматривать непрерывные образы только замкнутых мно­

жеств бэравекого пространства NtN. Эти множества также назы­
ваются еще суслинсrх;и.ми множествами и А-.множества.ми, их 

можно определить из бореленских множеств с nомощью опера­

ции проектирования или А-операции. 

Дополнение аналитического множества до объемлющего 

польского пространства называется коаналитическим множе­

ством - а также аналиmи'Чесrх;и.м дополнением, ?Сосуслинс'/Сu.м 

множеством, или СА-.множество.м. Замечательный результат, 

теорема Суслина (следствие Г.2 ниже), характеризует борелев­

екие множества как те, которые являются одновременно анали­

тическими и коаналитическими. Приняты следующие обозначе­

ния: 

совокупность всех аналитических множеств, 

совокупность всех коаналитических множеств 

и также ~i = :Е} n Пi как обозначение всех борелевских мно­
жеств в данном пространстве. 

Напомним, что борелевекой функцией 6 ( бореленским отоб­
ражением) называется любое отображение f множестваХ, рас-

6 Эти функции также называются В-из.мери.мъt.ми, или фунх;ци.я.ми х;лас­
сифи'Кации Бэра. 
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положенного в одном польском пространстве '#.., в другое поль­
ское пространство У, которое удовлетворяет одному из следу­

ющих двух эквивалентных (для случая польских пространств) 

условий: 

1) f-прообразами открытых (а тогда и борелевских) мно-

жеств в У являются борелевекие множества в '#..; 
2) график отображения является борелевским множеством в 

'#..хУ. 

Более широкий класс образуют аналити'Чес'К:ие функции, т. е. 

такие, графики которых - аналитические множества. 

В. Свойство Бэра 

Не более чем счетные объединения нигде не плотных мно­

жеств данного топологического пространства называются то­

щими множествами. Их также называют множествами 1-й кате­

гории. Дополнения тощих множеств называются rх;отощими или 

множествами 2-й категории. Понятно, что счетные объединения 

тощих множеств и счетные пересечения ко-тощих множеств са­

ми являются, соответственно, тощими и котощими. 

Теорема B.l (теорема Бэра о категории). Пустъ '#.. - пол­

ное метри'Чес'К:ое пространство. Тогда '#.. не .явл.яетс.я тощи.м 
в себе, т. е. другими словами не .является оббединением неrх;о­

торого с'Четного семейства своих нигде не плотнъtх подмно­

жеств. 

Если Х, У - множества одного пространства, то Х называ­

ется тощим на У, если пересечение Х n У - тощее множество 

в наследственной топологии в Х. Наконец, У называется 'К:ото­

щи.м на Х, если разность Х ' У - тощее множество в наслед­

ственной топологии в Х. 

Если У - котощее подмножество пространства '#.., то найдет­
ся котощее Gь-множество У', для которого У' С У. Это утвер­

ждение двойственно по отношению к простому замечанию: лю­

бое тощее множество содержится в тощем F (}множестве. Отме­
тим также, что Gь-множество является котощим в '#.., если и 
только если оно всюду плотно в '#... 
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Множество Х имеет свойство Бэра, если найдется откры­

тое множество и такое, что симметрическая разность Х д и 

- тощее множество. Открытые множества, разумеется, имеют 

свойство Бэра. Нетрудно доказать трансфинитной индукцией 

по построению борелевекого множества из открытых множеств 

с помощью борелевских операций, что все борелевекие множе­

ства имеют свойство Бэра. Более трудный результат состоит в 

том, что и все аналитические и все коаналитические множества 

имеют свойство Бэра. 

Для свойства Бэра выполняется аналог теоремы Фубини: 

Теорема В.2 (Улам-Куратовский). Если ~' 1У - полъс'К:ие 

пространства и .мно:ж;ество Р С ~ х У обладает своuство.м 

Бэра в ~ х У, то дл.я того, ~Ltтобъt Р бъtло тощи.м, необходимо 

и достато~Ltно следующее: .множество всех то~Ltе'К: х Е ~, дл.я 

'К:Оторъtх се'Чение Рх = {у : (х, у) Е Р} - не тощее в У, .явл.яетс.я 

тощи.м .множеством в ~. D 

Следующую теорему Воота иногда называют теоремой о 

кванторе <<для почти всех в смысле свойства Бэра>>, она важна 

в ряде приложений. Аналогичная теорема выполняется и для 

меры, но она не используется в книге. 

Теорема В.З (Воот). Если пространства ~' 1У та'Х:овъt, 'К:а'К: в 

предъtдущей теоре.ме, и Р С ~ х 1У - борелевс'Х:ое .множество, 

то .множество 

Х = {х Е ~: се~Ltение Рх не тощее в 1У} 

- та'К:же борелевс'К:ое. D 

Функция (отображение одного топологического простран­

ства в другое) f называется из.мери.моu по Бэру, если f-прооб­
разами открытых (а тогда и борелевских) множеств являются 

множества со свойством Бэра. По следующей теореме измери­

мые по Бэру функции - это в точности те, которые непрерывны 

с точностью до тощего подмножества в области их определения. 

Теорема В.4. Пустъ ~' У - полъс'К:ие пространства. Фун'Х:ци.я 

f : ~ ~ У из.мери.ма по Бэру в то.м и толъ'Х:о в то.м слу'Чае, 
'К:огда найдется та'Х:ое 'К:отощее G ь-.множество С С ~, ~Ltтo f 
непреръtвна на С. 
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Доказательство. Допустим, что f измерима по Бэру. Про­

странство 1У имеет счетную базу топологии, пусть это {Уп : 
n Е IN}. Для каждого n найдутся открытое множество Ип С ~ 
и тощее множество Qп С ~' для которых выполняется Ип Ll 
f-1 (Уп) С Qп. Легко видеть, что множество Q = Un Qп также 
тощее, следовательно, D = ~ ' Q является котощим, а с дру­
гой стороны, f непрерывна на D. Доказательство в обратную 
сторону и вовсе элементарно. D 

Г. Несколько теорем из дескриптивной теории 

множеств 

Кроме простых утверждений о топологических простран­

ствах, в этой книге используются только следующие теоремы 

дескриптивной теории множеств. 

Теорема Г.l (Редукция и отделимость Отделимость). Если 

Х и У - '/Соаналити'Чесх;ие .множества в польс'К:о.м простран­

стве ~' то найдутся дизъюнктные (т. е. непересе'К:ающиеся) 
'/Соаналити'Чес'К:ие .множества Х' С Х и У' С У, для х;оторъtх 

Х' UY' = Х UY. 
Если Х, У - дизбюнх;тнъtе аналиmи'Чес'К:ие .множества, 

то найдется борелевсх;ое .мно:ж;ество Z та'К:ое, 'Что Х С Z 
и YnZ=0. D 

Отсюда сразу вытекает 

Следствие Г.2 (теорема Суслина). Для того, 'Чтобъt .мно­

жество Х полъс'К:ого пространства бъtло борелевс'К:и.м, 

необходимо и достато'Чно, 'Чтобъt оно и его дополнение 

бъtли аналиmи'Чесх;и.ми .мно:ж;ества.ми. Други.ми словами, 

борелевекие множества = ilt. 
Следующие теоремы относятся, главным образом, к отобра­

жениям борелевских множеств, в частности, к их проектирова­

нию. Напомним, что 0"-компактными называются счетные объ­

единения компактных множеств. 
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Теорема Г.З (а-компактная проекция). Если Р - борелевсх;ое 

.множество в произведении 'Ж. х 1У двух полъсх;их пространств 

и для любой то'Чх;и х Е 'J. се'Чение Рх = {у: (х, у) Е Р} сr-х;о.м­

пах;тно, то dom Р - борелевсх;ое .множество в 'Ж.. D 

В рассматриваемой ситуации dom Р есть образ множества 
Р С С 'Ж. хУ при отображении проех;ции (х, у) r--7 х, которое явля­

ется непрерывным отображением из Р в '#...Условие сr-компакт­

ности сечений Рх означает, что прообраз каждой точки х Е 'Ж. 

сr-компактен -и в этом случае утверждается борелевость мно­

жества domP = {х: (х, у) ЕР}. 

Следствие Г.4. Образъt борелевсх;их .множеств при борелев­

сх;их отображениях с условие.м CJ -х;о.мпах;тности прообраза 

х;аждой то'Чх;и, в 'ЧаСт'Н,ости, при одиозна'ЧН'ЬtХ борелевсх;их 

отображениях, - борелевсх;ие .множества. 

Напомним, что образы борелевских множеств при борелев­

ских, и даже непрерывных отображениях- вообще говоря, про­

извольные аналитические, т. е. возможно неборелевеки е, множе­

ства. 

Доказательство. Пусть 'Ж., 1У- польские пространства, У С 1У 

- борелевекое множество, а f: У~ 'Ж. - борелевекая функция 

с условием сr-компактности прообраза каждой точки. Тогда ее 

обращенный график Р = { (f(y), у): у Е У} является борелев­
ским множеством в 'Ж. х У, причем из выбора f следует сr-ком­
пактность каждого сечения Рх. Теперь борелевость множества 

f[Y] = domP = {f(x): х Е Х} следует из теоремы Г.З. D 

Теорема Г.5 (Счетно-формное перечисление). Если Р, 'Ж., У та­

х;овъt, х;а'К: в теоре.ме Г. 3, и сверх того, х;аждое се'Чение Рх не 
более 'Чем с'Четно, то существует последователъностъ борелев­

сх;их фунх;ций fп : dom Р--+ 1У тах;ая, 'Что Рх = {fn(x): n Е rN} 
для всех х Е domP. D 

Теорема Г.6 (а-компактная униформизация). Если Р, ~' 1У та­

х;овъt, х;ах; в теоре.ме Г. 3, то Р допусх;ает борелевсх;ую унифор­
.мизацию, т. е. найдется боре.левсх;ая фунх;ция g : dom Р ~ У 

та'К:ая, 'Что (х, f(x)) ЕР для всех х Е domP. D 
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В то же время известно, что существует борелевекое и да­

же замкнутое множество Р С rN tN х fN rN , не допускающее боре­
левекой униформизации. У такого множества по крайней мере 

некоторые сечения Рх не 0"-компактны. 

Теорема Г. 7 (Теорема продолжения). Если ~, 1У тах:овъt, х:ах: 

въtше, Х С '/... - аналити'Чесrх;ое .множество, а f : Х ---+ 1У -
аналити'Чесх:а.я фунх:ци.я, то найдется борелевсrх;а.я фунх:ци.я f' : 
~ ---+ У, продолжающая f. D 

Из этой теоремы вытекает, в частности, следующее: если в 

этих условиях .множество Х = dom f - борелевсrх;ое, то и 

фунrх;ци.я f .является борелевсrх;ой. Просто потому, что ограни­

чение борелевекой функции f' на любое борелевекое Х С dom f' 
является снова борелевским множеством. Это можно доказать 

и прямым рассуждением. 

Д. Метод вынуждения Коэна 

Метод вынуждения или форсинг раньше ассоциировался с 

доказательствами непротиворечивости и совместимости различ­

ных теоретико-множествеиных гипотез в теории множеств, см., 

например, книги [2, гл. 4] и [4]. Однако теперь он широко ис­
пользуется и в доказательствах обычных математических тео­

рем. В частности, это касается форсинга Коэна, связанного со 

свойством Бэра в польских пространствах. Здесь форсинг об­

легчает работу с генери~Ltесх:и.ми точками - точками данного 

пространства, принадлежащими всем плотным Gь-множествам 

из данного их счетного семейства. С помощью форсинга Коэна 

удается избежать детального определения тех плотных Gь-мно­

жеств, которые относятся к рассматриваемой задаче, заменив 

такое определение условием кодируемости в некоторой подходя­

щей модели теории множеств, см. ниже об этом. 

Для этой части изложения предполагается некоторое знаком­

ство читателя с форсингом, напомним некоторые детали. Фор­

синг - это особый метод расширения транзитивных 7 моделей 
7 Множество у транзитивно, если любой его элемент z удовлетворяет 

условию z ~у. Каждая модель является множеством. 
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аксиоматики Цермело-Френкеля ZFC до моделей той же тео­
рии, обладающих дополнительными свойствами. Если форсинг 

используется для доказательств непротиворечивости, то в рас­

ширении должна выполняться гипотеза, совместимость которой 

мы хотим доказать. Если форсинг применяется для решения 

обычных математических задач, как это и делается в данной 

книге, то нет необходимости предполагать, что исходная и рас­

ширенная модели удовлетворяют всем аксиомам ZFC, тем более 
что в этом случае возникает проблема существования моделей 

теории ZFC. Можно ограничиться частью этих аксиом. 

Определение Д.l. Аксиоматическая теория ZFC- включает 

все аксиомы Цермело-Френкеля ZFC, включая аксиому выбо­
ра, кроме аксиомы степени, которая заменяется на следующую 

ослабленную форму: <<для каждого множества Х существует 

множество ~tы(Х), состоящее из всех не более чем счетных 

множеств УСХ >>. D 

Теория ZFC- имеет модели, например, ее естественной моде­

лью служит множество Н,+ всех множеств х, чье транзитивное 

за.мъи~ание 8 имеет мощность < с. Поэтому она имеет и счетные 
транзитивные модели. В то же время ZFC- достаточно сильна, 

чтобы доказать существование таких множеств, как декартовы 

произведения вида ХУ, где У не более чем счетно, и таких поль­
ских пространств как IR, 21N, rNIN, (21N)IN и им подобных, и даже 
МНОЖеСТВа Не всех наследствеННО С'ЧетН'ЬlХ МНОЖеСТВ, Т. е. та­

КИХ множеств, транзитивные замыкания которых не более чем 

счетны. Отметим, что все точки пространств типа упомянутых 

IR, 21N' (Nt/\1' (21N)IN принадлежат этому множеству не. 
Теория ZFC- также позволяет адекватно работать с боре­

левскими множествами и топологиями польских пространств. 

Фиксируем счетную транзитивную модель 9Л теории ZFC-. 

Определение Д.2. (i) Обычно предполагается, что те или 
иные объекты, важные для поставленной задачи, входят в 9Л. 

Для объектов х типа точек из 21N или (N IN или множеств х С rN 

8 Т. е. наименьшее транзитивное множество у, включающее х как под­
множество. 
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-вообще, для всех х Е Не- это легко обеспечить: просто тре­

буем, чтобы х Е Wl. 

Другое дело, когда речь идет о точечных множествах, напри­

мер, о борелевских множествах Х в пространствах 2tN или fNtN. 

Здесь нельзя требовать, чтобы Х Е 9Л, поскольку счетная тран­

зитивная модель 9J1 не может содержать несчетных множеств. 
Приходится использовать подходящую кодировку борелевских 

множеств и вводить в 9J1 коды борелевских множеств вместо 
самих множеств. 

(ii) Кодом польского пространства 'Ж. можно считать пару, 

состоящую из фиксированного плотного счетного множества 

D'X. С 'Ж. и метрики, ограниченной на D~, т. е. dx r Dx. Мож­
но рассматривать только такие польские пространства 'Ж., кото­

рые удовлетворяют 'Ж. с не, так как любое польское простран­

ство изометрично такому пространству. (Заметим, что условие 

'Ж. с Не выполнено для пространств 2tN, fNtN, IR.) В этом случае 
D~ и d~ r D~ - множества из не. Скажем, что пространство 

'Ж. х:одируетс.я в 911, если Dx и dx r Dx принадлежат 9Л и мно­
жество D~ остается счетным в 9Л в том смысле, что существует 

функция f Е 9Л из rN на Dx. 
(iii) Скажем, что открытое множество и С 'Ж. rх;одируется в 

9Л, если найдется множество с Е 9Л, с С Dx х Q+ такое, что 

и= U(x,r)Ecи;<(x), где и;<(х) = {у Е 'Ж. :dx(x,y) < r} (базо­
вый открытый шар в 'Ж.). Такое множество с называется х:одо.м 

множества и. Скажем, что Gь-множество W С 'Ж. rх;одируется 

в m, если оно допускает представление в виде w = Пn ип, 
где каждое ип С 'Ж. открыто и найдется последовательность 

с = { cn}nEtN Е 9Л такая, что каждое Сп является кодом ип. 
Такая последовательность с называется х:одо.м множества W. 

(iv) Предположим, что польские пространства 'Ж. и 1У коди­
руются в 9Л, а {) : 'Ж. ~ У - борелевекая функция, которую 

мы также хотели бы кодировать. Существует метод кодировки 

борелевских множеств, см., например, [4, 8, 6, 9]), но он доволь­
но сложен. Кроме того, нам нуж1-rо кодирование функции толь­

ко в случае, когда она непрерывнананекотором Gь-множестве 

Х С 'Ж., которое уже имеет код в 9J1 в смысле (iii), и для нас важ­
но кодировать лишь {) r Х, а не всю функцию {). Здесь поступим 
так. Для любых у Е Dy и r Е Q+ множество Xyr = {х Е Х: 



Д. Метод вынуждения Коэна 215 

dy(y, 'l9(x)) < r} открыто в Х, а потому существует открытое 
уже в'#.. множество Иуr С'#.., для которого Xyr = Х n Иуr· Кодом 
функции {) r х будем считать любое индексированное множество 
с= { Cyr }yEDy, rEQ+, элементы Cyr которого являются кодами со­
ответствующих множеств Иуr· Наконец, {) r Х кодируется в 9Л, 
если 9Л содержит код{) r х и также КОД самого х как Gь-мно­
жества. D 

Определим понятие генерической по Коэну над 9Л точки дан­

ного польского пространства'/..., кодированного в 9Л. 

Определение Д.З. Точка х Е '/... называется генери'Чесх:ой по 

Коэну над моделью 9Л, если она принадлежит любому плотно­

му в '/... открытому (а тогда и любому плотному Gь) множеству 
UC'I..., кодированному в 9Л в смысле определения Д.2. Множе­
ство всех генерических по Коэну над 9Л точек х Е '#.. обознача­
ется Gen~. D 

Из счетности модели 9Л следует, что Gen~ - плотное G ь­
множество в'#... Кроме того, выполняется Gen~ С Do, поскольку 
в наших предположениях Gь-множество Do кодируется в 9Л. 

Определение Д.4. Форсинг Коэна Сх для польского простран­

ства '#.. определяется как совокупность всех открытых шаров 
рациональных радиусов с центрами в том заранее фиксирован­

ном счетном плотном подмножестве Dx пространства '/..., которое 
принадлежит 9Л. Понятно, что Сх - счетное множество, при­

чем имеется функция из fN на Сх, которую можно кодировать 
в 9Л, так что в этом смысле Сх счетно и в 9Л. D 

Элементы множеств вида Сх принято называть въtнуждаю­

щи.ми услови.я.ми. Меньшие по включению множества называ­

ются более силънъt.ми вынуждающими условиями. 

Замечание Д.5. Если польское пространство '/... кодируется в 
9Л в смысле Д.2, а точка х Е '/... является генерической по Коэну 

над 9Л, то найдется наименьшая счетная транзитивная модель 

9Л[х] для той же теории ZFC-, содержащая х и все множества 
из 9Л. Эта модель 9Л[х] называется генери'Чесх:и.м расшире'!Ше.м 

.модели 9Л с по.мощъю mо'Чrх;и х. 

В выводе этого результата важную роль играет счетность 

множества Сх в 9Л. D 
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Следующая теорема выражает ключевое свойство генериче­

ских точек. 

Теорема Д.6. Пустъ ер( v) - формула .язъtrка теории .м/но­

жеств со свободной переменной v и пара.метра.ми - .множе­

ствами из нех:оторой с'Четной транзитивной .модели 9J1 тео­
рии ZFC-, а 'Ж. - полъсх:ое пространство, х:одируе.мое в 9Л. 

Если х Е Gen~ и фор.мула ср(х) истинна в 9Л[х], то эта фор­
мула «въtнуждаетс.я» в то.м с.мъtсле, 'Что найдется от'К:ръtтое 

.множество и С 'Ж., rх;оторое .мо:JJСно с'Читатъ условием из Сх, 

содержащее х и тах:ое, 'Что ср(х') истинно в 9Л[х'] для х:аждой 

то'Чrх;и х' Е и n Gen~. D 

Следующий результат, известный как теорема о произведе­

нии в теории форсинга, часто используется в книге. 

Теорема Д. 7. Пустъ .моделъ 9J1 тах:ова, х:ах: ух:азано в Д.l, 

полъсх:ие пространства 'Ж., 1У rх;одируютс.я в 9J1 и х Е 'Ж., у Е 1У. 

Дл.я того, 'Чтобъt то'Чх:а х являласъ генери'Чесrх;ой по Коэну над 

m, а тО'Ч'К:а у - генери'Чесх:ой по Коэну над 9Л[х]' необходимо и 

достато'Чно, 'Чтобъt (х, у) 'К:ах: mо'Чх:а пространства 'Ж. х 1У бъtла 

генери'Чесrкой по Коэну над 9Л. D 

Более подробно на русском языке о форсинге Коэна и гене­

рических по Коэну точках рассказано в статье [8]. 

Е. Теоретико-множествеиные обозначения 

• &IJ(A) = {х: х С А}- .множество-степенъ множества А. 

• fN = {0, 1, 2, ... }-натуральные числа. rN 2 = (N х rN. 

• 2 = {0, 1}, вообще n = {0, 1, ... ,n- 1}, т. е. каждое нату­
ральное число равно множеству всех меньших натураль­

ных чисел. 

• Ху = {f: f есть функция из У в Х}. 

dom f есть область определения, а ran f - область всех 

значений функции f. 
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• В частности, xn есть множество всех функций s из множе­
ства n = {О, 1, ... , n -l} в Х, т. е. всех последовательностей 
длины n из элементов множестваХ. 

Полагаем x<w = UnEtN xn' множество всех конечных 
(произвольной длины) последовательностей из элементов 

множества Х. 

lh s есть длина конечной последовательности s. 

• f[X] == {f(x): х Е Х n domf}- !-образ множестваХ. 

• (NtN - бэровсх:ое пространство. Если s Е [N<w - конечная 
последовательность натуральных чисел, то tY8 (rNtN) == 
= { х Е rN tN : s с х} - базовая окрестность в (N tN ( бэравекий 
интервал). 

• Х С* У означает, что разность Х "У конечна. 

• Если множество А фиксировано, то СХ = хС = А "Х для 
всех Х С А. 

• Ах В= {(а, Ь): а Е А и Ь Е В}- дех:артово произведение. 

• Если Х С А х В и а Е А то (Х)а = {Ь: (а, Ь) Е Х} -
се'Чение. 

• #Х = #(Х)- число элементов конечного множестваХ. 

• Х д У= (Х" У) U (У" Х) - си.м.метри'Чесrх;а.я разностъ 
множеств Х и У. Отождествляя множества Х С (N с их 

характеристическими функциями, т. е. элементами множе­

ства 2tN, пореносим определение д на последние: а д Ь = 
= {n Е (N :a(n)-:/= b(n)} для а, Ь Е 2tN. 

• <<почти все>> означает <<все кроме конечного числа>>. 

• :300 х . . . означает: <<существует бесконечно много х таких, 
что ... ~, 

\::/
00 х ... означает: <<для всех кроме конечного числа х, вы-

полнено ... >>. 

• Идеало.м на множестве А называется любое множество 

0-:j:. ~С 9(А), замкнутое относительно операции U и удо­
влетворяющее условию х Е f ===> у Е f при у С х С А. 
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Рассматриваются обычно нетривиалънъtе идеалы, т. е. те, 

которые содержат все одноэлементные множества {а} С А 

и не содержат само А. 

• Если ~ - идеал на множестве А то Е..?' есть отношение 

эквивалентности на f/J(A), определяемое так: Х Е..?' У, если 
Х д У Е~-

• Пусть Е - отношение эквивалентности ( ОЭ) на множестве 
Х. Тогда 

[У]Е = {х Е Х: у Е х} есть Е-~ласс элемента у Е Х. 
[У]Е = UyEY[Y]E есть Е-насъtщение множества У С Х. 

Множество У С Х называется Е-инвариантнъt.м (или Е­

насъtщеннъt.м), если [У] Е = У. 
Множество У С Х попарно Е-э~вивалентно (соответствен­

но, попарно Е-неэ~вивалентно), если выполняется х Е у 

(соответственно, х ~у) для всех х #у из У. 

Трансверсалъ отношения Е - это любое попарно Е-неэкви­

валентное множество, имеющее с каждым Е-классом [х)Е, 

х Е Х, ровно один общий элемент. 9 

• Если Х, У- любые множества, а Е- бинарное отношение, 

то Х Е У означает, что выполнено \::1 х Е Х 3 у Е У ( х Е у) и 
\::fyEY3xEX(xEy). 

9 В литературе трансвереали иногда называются сечениями, чт6 в насто­
ящей книге неудобно, так как термин <<сечение~ имеет здесь другой смысл. 
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Ванахово пространство 
с, 42 
со, 42 
l 00 42 

' .ер' 42 
борелевекая моrцность, 17 
борелевекий ранг, 53 
бэравекий интервал, 217 

Вложение, 21 
инвариантное, 21 

Ген.== генерически, 157 
генерическая точка, 215 
группа 

F2, 39 
Fc.v, 109 
800 , 141 
1, 38 
борелевская, 36 
действие, 35 
полизируемая, 36 
польская, 36 
свободная, 39 

Действие, 35 
~-действие, 40 
ген. турбулентное, 157 
g·x, 35 
каноническое, 38 
каноническое действие 

идеала, 40 
логическое действие j .;е, 

142 
лок. ген. F-эргодическое, 

169 
одометрическое, 42 

полизируемое, 36 
польское, 36 
свободное, 35 
сдвиг, 38 

декартово произведение, 217 
дескриптивная динамика, 5 
дизъюнктная сумма, 33 

Идеал, 23, 218 
Fin, 26 
~.?i' 26 
~2, 27 
~3 , 26 
У{rп}' 27, 73 
20, 27 
Фреше, 26, 34 
дизъюнктная сумма, 33 
изоморфные идеалы, 118 
нетривиальный, 24, 218 
область, 24 
плотности о, 27 
полизируемый, 123 
произведение Фубини, 33 
специальный, 178 
суммируемый, 27 
тривиальная 

118 
изоморфизм 

борелевский, 20 

вариация, 

идеалов, rv, 118 
индуцированный группой 

G, rv~, 143 
структур, rv .;е' 143 

Квазипорядок, 18 
квантор 

:300 х, 217 
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\/
00 х, 217 

класс 

~l, 207 
П}, 207 
:Е}, 207 

класс эквивалентности, 218 
Е-класс, 218 
код 

Gь-множества, 214 
открытого множества, 214 

Липшицев гомеоморфизм, 110 

Множество 
~-малое, 124 
СА-множество, 207 
Kcr, 65 
А-множество, 207 
аналитическое, 37, 207 
аналитическое дополне-

ние, 207 
борелевское, 206 
где-то плотное, 157 
генерических точек GenW, 

215 
гладкости, 94 
инвариантное, 21, 143, 218 
коаналитическое, 207 
кодированное Gь, 214 
кодированное открытое, 

214 
косуслинское, 207 
котощее, 15, 208 
котощее на Х, 208 
наследственно 

213 
счетное, 

наследственное, 128 
попарно Е-неэквивалент­

ное, 218 
попарно Е-эквивалентное, 

218 
со свойством Бэра, 209 
совершенное, 10 
суслинское, 207 
тощее, 15, 25, 208 
тощее на Х, 208 
транзитивное, 212 

множество-степень, 23, 216 

Насыщение, 84, 218 

норма 

l00-норма 11 · lloo, 42 
fР-норма 11 · IIP, 42 

Область, 24 
образ, 217 
орбита, 35 

локальная, 157 
турбулентная, 157 

отделимость, 210 
отношение эквивалентности 

классифицируемое счет-
ными структурами, 

146 
с, 43 
С0 , 200 
со, 43 
со-равенство, 184 
~21N = с, 30 
~IN = N0 , 30 
Е0 , 27 
Е1, 28 
Е2, 28 
Е3 , 28 
E(«J,X), 38 
Е00 , 39 
E(W) 31 
о ' 

S{rп}' 28 
l 00 43 

' fP, 43 
LV-равенство, 196 
м, 110 
t, 110 
т2, 44 
т~, 53 
u0, 201 
Vit, 9 
Zo, 28 
D(Xk; dk), 183 
D( (Xk; dk) kEK ), 183 
Dma~o 189 
D(~), 199 
семейство §о, 170 
Витали, 9 

мультипликативное, 110 
Тьюринга, 110 
борелевское, 16 
вида E.JI, 25 

ген. F-эргодическое, 163 
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гипергладкое, 88 
гиперконечное, 88 

универсальное, 90 
гладкое, 83 
индуцированное, 35 
индуцированное сдвигом, 

38 
конечное, 88 
лок. ген. F-эргодическое, 

169 
непериодическое, 103 
орбитальное Е~, 35 
произведение, 49 
произведение Фубини, 50 
равенство ~х, 30 
сжимаемое, 106 
степень, 50 
счетное, 40, 83 

неявно, 63 
типа n, 90 

отношение эквивалентности, 

оэ 

S{rп}' 73 
отображение 

ген. Е, F-инвариантное, 
163 

ген. F-константа, 163 
Е,F-инвариантное, 162 

Поднятие, 12 
почти все, 27, 217 
предпорядок, 18 
проекция, 211 
произведение Фубини, 33, 50 
пространство 

ген. турбулентное, 157 
2А как польское пр-во, 24 
~-пространство, 35 
борелевское, 36 
польское, 36 

f!IJ(A) как польское про­
странство, 25 

f!IJ(N) как польское пр-во, 
206 

f!IJ(X) как польское пр-во, 
206 

бэравекое N IN, 206 
кантоЕов дисконтинуум 

2 '206 

польское, 24, 206 

Ранг 
борелевский, 53 

редукция, 17, 210 
почти всюду, 22 

Сводимость 
адцитивная <л, 187 
би-сводимость, 19 
борелевская, 17 
непрерывная, 21 
по Рудин - Елассу 
экспоненциальная, 74 

по Рудин-Блассу, 26 
модифицированная, 26 

строгая, 19 
эквивалентость, 19 

свойство Бэра, 209 
сечение, 26, 217 
симметрическая разность, 23, 

217 
слово, 39 

несократимое, 39 
стабилизатор, 30 
субмера, 122 

l. s. с., 122 
полунепрерывная снизу, 

122 
хвостовая, 122 

счетная степень, 50 
счетно-формное перечисление, 

211 
а-компактная проекция, 211 
а-компактная униформизация, 

211 

Теорема 
Суслина, 210 
отделимости, 210 
продолжения, 212 
редукции, 210 
счетно-формного перечис-

ления, 211 
а-компактной проекции, 

211 
а-компактной униформи­

зации, 211 
теория 

ZFC-, 213 
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точка 

турбулентная, 157 
транзитивное замыкание, 213 
трансверсаль, 14, 218 
тривиальная вариация, 118 
турбулентная 

орбита, 157 
точка, 157 

Условие (вынуждающее), 215 

Форсинг Коэна, 215 
функция 

аналитическая, 208 
борелевская, 12, 207 
измеримая по Бэру, 161, 

209 
область значений, 216 
область определения, 216 

Характеристическая функция 

Хх, 24 

Число элементов, 27, 217 

Язык 

5/ C.UJC.U' 143 
графов, r§, 148 
счетный, 142 

со-равенство, 184 

LV-равенство, 196 

а~ Ь (для а, Ь Е 21N), 217 
АхВ,217 
с, 42,43 
Со, 200 
со, 42, 43 
rv, 118 
rv _;е, 143 
rv~, 143 
Сх, 211 
с, 215 
D( (Xk; dk)kEK ), 183 
D(Xk; dk), 183 
д21N = с, 56 
Dmax, 189 
дiN = No, 56 
domf, 216 
D(~), 199 
дх, 30 

Ео, 27 
Е1, 28 
Е2, 28 
Ез, 28 
Ех = Ех 35 
а (}' 

Е Св F, 21 
Е Ch F, 21 
Е Се F, 21 
Е f'VA F, 187 
Е rvв F, 19 
E(«J, Х), 38 
EJ, 24, 218 
Е00 , 39 
Е+ 50 

' Е <л F, 187 
Е<лF,187 
Е <в F, 17 
Е <в F, 19 
Е <с F, 21 
S{r,"}, 28, 73 
Exh<p, 122 
F2, 39 
Fc.u, 109 
f ~g, 24 
Fin, 26 
Fin<p, 122 
f[X], 217 
§ 0 , 170 
g·x, 35 
GenW, 215 
не, 213 
~ fJj /' 33 
~2, 27 
~1, 26 
~з, 26 
11· lloo, 42 
~ <Rв f, 26 
~<~в f, 26 
~ <~~ f, 26 
~® f, 33 
j.:;e, 142 
Kcr, 65 
lhs, 217 
l 00

, 42, 43 
iP, 42, 43 
5/ w1 c.u, 143 
Mod.;e, 142 
М, 110 
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rN, 216, 217 
Nullc,o, 122 
0'8 (rNIN), 217 
(f(x, Х, G), 157 
&J(A), 216 
ll·llp, 42 
ranf, 216 Ra, 157 
y{_l }' 27 

и+l 

800 , 141 
С* 52 -' 
S{rи}' 73 
У{rп}' 27, 73 
~а, 157 
t, 110 
т2, 44 
т~, 53 
u0, 201 
и:(х), 214 
Vit, 9 
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х +У, 128 
xn, 217 
хУ, 216 
(Х)а, 217 
(х)а, 26 
х ~у, 23, 24 
Х ЕУ, 218 
Х~У,217 

'1.. == Пп Xn, 71 
(У]Е, 84, 218 
(У]Е, 218 
1, 38 
20,27 
Zo, 28 
300 х, 217 
ZFC-, 213 
V00 x,217 
#(Х), 217 
#(Х), 27 
С*, 217 
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