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Â ìàòåìàòèêå XX âåêà ïðîèçîøëè ïðèíöèïèàëüíûå îòêðûòèÿ, êî�
òîðûå, ïî-âèäèìîìó, íå ïîëó÷èëè øèðîêîé èçâåñòíîñòè ñðåäè ìàòå�
ìàòèêîâ è ôèëîñîôîâ. Ýòè îòêðûòèÿ ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûì ïðåäìåòîì
èçëîæåíèÿ â íàøåé êíèãå.

1) Îêàçàëîñü âîçìîæíûì ðàçóìíîå îïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåùå�
ñòâåííîãî ÷èñëà, òàê ÷òî ïî÷òè âñå ÷èñëà îêàçûâàþòñÿ ñëó÷àéíûìè,
êðîìå ðàöèîíàëüíûõ è ò.ï.

2) Îêàçàëîñü, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðîñòûå è åñòåñòâåííûå âîïðîñû
î âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ, êîòîðûå íå èìåþò îòâåòà àáñîëþòíûì îá�
ðàçîì; íå îòíîñèòåëüíî êàêèõ-òî çàðàíåå ðàçðåø¼ííûõ ñðåäñòâ ðàñ�
ñóæäåíèÿ, ïîñòðîåíèÿ è ò.ä., à îòíîñèòåëüíî âñåõ íàïåð¼ä ìûñëèìûõ
ñïîñîáîâ ðàññóæäåíèÿ. Ýòà ñèòóàöèÿ ðàäèêàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò òå�
ïåðü øèðîêî èçâåñòíîé àëãîðèòìè÷åñêîé èëè àðèôìåòè÷åñêîé íåðàç�
ðåøèìîñòè íåêîòîðûõ âîïðîñîâ.

Ìîíîãðàôèÿ (âìåñòå ñ äâóìÿ äðóãèìè íàøèìè êíèãàìè) ïîñâÿ�
ùåíà èçëîæåíèþ îñíîâ ñîâðåìåííîé òåîðèè ìíîæåñòâ: àêñèîìàòèêè,
êîíñòðóêòèâíîñòè ïî Ã¼äåëþ, ôîðñèíãà ïî Êîýíó. Íà ýòîé îñíîâå
èçëàãàþòñÿ ãëàâíûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ êëàññè÷åñêèìè ïðîáëå�
ìàìè äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ. Äëÿ ìàòåìàòèêîâ-ñòóäåíòîâ,
àñïèðàíòîâ, íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ.
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Ïðåäèñëîâèå

Â ìàòåìàòèêå 20 âåêà ïðîèçîøëè òðè ïðèíöèïèàëüíûõ îòêðûòèÿ, êî�
òîðûå, ïî-âèäèìîìó, íå ïîëó÷èëè øèðîêîé èçâåñòíîñòè ñðåäè ìàòå�
ìàòèêîâ è ôèëîñîôîâ. Ýòè îòêðûòèÿ ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûì ïðåäìåòîì
èçëîæåíèÿ â íàøåé êíèãå.

1) Îêàçàëîñü âîçìîæíûì ðàçóìíîå îïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âå�
ùåñòâåííîãî ÷èñëà. À èìåííî, ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì, åñëè
íå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (îáû÷íîé ëåáåãîâîé)
ìåðû íóëü, ñîäåðæàùåãî x, x ∈ B . Ïðè ýòîì íóæíî ôèêñèðîâàòü,
êàêèì ìíîæåñòâàì B ðàçðåøåíî ó÷àñòâîâàòü â ýòîì îïðåäåëåíèè; åñ�
ëè, íàïðèìåð, âñåì îäíîýëåìåíòíûì ìíîæåñòâàì, òî âñå ÷èñëà áóäóò
íåñëó÷àéíûìè òðèâèàëüíûì îáðàçîì. Ìîæíî îïðåäåëèòü ýòî ñåìåé�
ñòâî òàê, ÷òî ìíîæåñòâî Ran âñåõ ñëó÷àéíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
èìååò ðàçóìíûå îæèäàåìûå ñâîéñòâà è, â ÷àñòíîñòè, åãî äîïîëíåíèå
èìååò ìåðó íóëü, íî íåêîòîðûå ÷èñëà, êîíå÷íî, îñòàíóòñÿ íåñëó÷àé�
íûìè (ðàöèîíàëüíûå è äðóãèå). Ýòî îïðåäåëåíèå îñíîâàíî íà òîì,
÷òî íåêîòîðûå ìíîæåñòâà ïðîùå îïèñàòü, ÷åì èíäèâèäóàëüíûå ÷èñ�
ëà, äàæå âõîäÿùèå â ýòè ìíîæåñòâà; ñêàæåì, èíòåðâàëû ñ ðàöèî�
íàëüíûìè êîíöàìè, î÷åâèäíî, ïðîùå îïèñûâàþòñÿ, ÷åì íåêîòîðûå
âõîäÿùèå â íèõ ÷èñëà.

2) Îêàçàëîñü, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðîñòûå è åñòåñòâåííûå âîïðîñû î
âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ, êîòîðûå íå èìåþò îòâåòà àáñîëþòíûì îá�
ðàçîì; íå îòíîñèòåëüíî êàêèõ-òî çàðàíåå ðàçðåø¼ííûõ ñðåäñòâ ðàñ�
ñóæäåíèÿ, ïîñòðîåíèÿ è ò.ä., à îòíîñèòåëüíî âñåõ íàïåð¼ä ìûñëèìûõ
ñïîñîáîâ ðàññóæäåíèÿ. Ýòà ñèòóàöèÿ ðàäèêàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò òå�
ïåðü øèðîêî èçâåñòíîé àëãîðèòìè÷åñêîé èëè àðèôìåòè÷åñêîé íåðàç�
ðåøèìîñòè íåêîòîðûõ âîïðîñîâ. Ñþäà âêëþ÷àåòñÿ è îòêðûòèå òîãî,
÷òî óæå îïèñàíû âñå ìûñëèìûå ñïîñîáû ðàññóæäåíèÿ. Ýòî êàæåòñÿ
íàñòîëüêî óäèâèòåëüíûì, ÷òî õî÷åòñÿ äîáàâèòü: ýòî òàê, ïî êðàéíåé
ìåðå, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü.

3) Îêàçàëàñü âåðíîé ñòàðàÿ èäåÿ Ãèëüáåðòà, ÷òî ìèð âñåõ ìíî�
æåñòâ ìîæåò ñîñòîÿòü èç ìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò èí�
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äèâèäóàëüíîå îïèñàíèå ñâîèì ñâîéñòâîì, ò. å. ôîðìóëîé íà íåêîòî�
ðîì ðàç è íàâñåãäà ôèêñèðîâàííîì ïðîñòîì ÿçûêå ñ êîíå÷íûì ÷èñ�
ëîì çíàêîâ (ÿçûêå, ñâÿçàííîì ñ èìåíàìè Öåðìåëî, Ôðåíêåëÿ è äð.).
Èíûìè ñëîâàìè, âñÿêîå ìíîæåñòâî èìååò âèä {x : ϕ(x)}, ãäå ϕ �
ôîðìóëà â ýòîì ÿçûêå. Ýòó èäåþ íåîáõîäèìî ïîäïðàâèòü (Ã¼äåëü):
ðàñøèðèòü ÿçûê áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì, íî ñîâåðøåííî îäíîòèïíûõ
ñèìâîëîâ (îðäèíàëîâ). Îáîçíà÷èì L+ âñå òàê îïðåäåëÿåìûå âåùå�
ñòâåííûå ÷èñëà (êàæäîå ÷èñëî � òàêæå ìíîæåñòâî). Âîçíèêàþò äâà
êðèòè÷åñêè âàæíûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷è�
ñåë, L+ è Ran. Â êàêîì-òî îòäàë¼ííîì ñìûñëå èõ ìîæíî ñðàâíèòü ñ
ìíîæåñòâàìè àëãåáðàè÷åñêèõ è òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë.

Ñîâðåìåííóþ òåîðèþ ìíîæåñòâ òðóäíî èçëîæèòü èíà÷å, ÷åì â
íåñêîëüêèõ êíèãàõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïîñâÿùåíà îäíîìó èç åå íàè�
áîëåå àêòóàëüíûõ ðàçäåëîâ. Æåëàòåëüíî, ÷òîáû ýòè êíèãè ìîæíî
áûëî ÷èòàòü íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà è ïðè ýòîì îò ÷èòàòåëÿ íå òðå�
áîâàëàñü íèêàêàÿ ñïåöèàëüíàÿ ïîäãîòîâêà, ïî êðàéíåé ìåðå, â ÷àñòè
ïîíèìàíèÿ îñíîâíîãî ìàòåðèàëà ýòèõ êíèã. Ñëåäóÿ ýòîìó ïëàíó, ìû
îïóáëèêîâàëè ïåðâóþ êíèãó íàøåé ñåðèè ¾Íà÷àëà äåñêðèïòèâíîé
äèíàìèêè¿ [18], ïîñâÿùåííóþ îäíîìó èç âàæíûõ ðàçäåëîâ ñîâðåìåí�
íîé òåîðèè ìíîæåñòâ � äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ. Çàòåì �
âòîðóþ êíèãó, ¾Áîðåëåâñêèå è ïðîåêòèâíûå ìíîæåñòâà¿ [19], ïîñâÿ�
ùåííóþ äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ â áîëåå øèðîêîì ïëàíå,
÷åì â [18], è íàñòîÿùóþ êíèãó, èçëàãàþùóþ òåîðèþ áîðåëåâñêèõ è
ïðîåêòèâíûõ ìíîæåñòâ, îñíîâíîé ðàçäåë äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíî�
æåñòâ. Èç ýòèõ òðåõ êíèã, âåðîÿòíî, ïåðâîé ñòîèò ÷èòàòü ýòó êíèãó,
à çàòåì íà âûáîð [18] èëè [19].

Íàñòîÿùàÿ êíèãà â öåëîì ïîñâÿùåíà áîëåå òðóäíûì àñïåêòàì äå�
ñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ, à èìåííî, êëàññè÷åñêèì ïðîáëåìàì
ýòîé òåîðèè, âîñõîäÿùèì ê ðàáîòàì êëàññèêîâ ìàòåìàòèêè 1920õ �
1950õ ãîäîâ. Îäíàêî àíàëèç ýòèõ ïðîáëåì ïîòðåáóåò îò íàñ âûõî�
äà â ñîâðåìåííóþ àêñèîìàòè÷åñêóþ òåîðèþ ìíîæåñòâ, ò. å. çà ðàì�
êè êëàññè÷åñêîé äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ � ñ òî÷êè çðåíèÿ
êàê îáúåêòîâ è ïîíÿòèé, òàê è èñïîëüçóåìîé òåõíèêè. Ïîýòîìó íàøó
êíèãó ìîæíî èñïîëüçîâàòü è â ðîëè ââåäåíèÿ â ñîâðåìåííóþ àêñèî�
ìàòè÷åñêóþ òåîðèþ ìíîæåñòâ, êîíñòðóêòèâíîñòü ïî Ã¼äåëþ è ìåòîä
ôîðñèíãà (âûíóæäåíèÿ) ïî Êîýíó.

Óìåñòíî ñêàçàòü íåñêîëüêî îáùèõ ñëîâ î ñîâðåìåííîé òåîðèè
ìíîæåñòâ. Ýòà îáëàñòü ìàòåìàòèêè äàâíî óòðàòèëà òîò íåñêîëüêî
íåîáû÷íûé, îò÷àñòè ôèëîñîôñêèé, õàðàêòåð, êîòîðûé îíà èìåëà â
ãîäû æèçíè Êàíòîðà. Íà÷èíàÿ ñ 1910õ ãîäîâ, îíà ñòàëà îáû÷íûì ïî
çàäà÷àì, ìåòîäàì è ðåçóëüòàòàì ðàçäåëîì ìàòåìàòèêè, íå î÷åíü ïî�
õîæèì â öåëîì íà ìàòåìàòè÷åñêóþ ëîãèêó, â ñîñòàâ êîòîðîé òåîðèþ
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ìíîæåñòâ âêëþ÷àþò ñêîðåå ïî òðàäèöèè.
Òåîðèÿ ìíîæåñòâ èçó÷àåò îáû÷íûå ñâîéñòâà îáû÷íûõ ìàòåìàòè�

÷åñêèõ îáúåêòîâ, êîòîðûå â íåé íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâàìè. Ïðîáëå�
ìû, âîçíèêàþùèå ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîèçâîëüíûõ àáñòðàêòíî çà�
äàííûõ ñîâîêóïíîñòåé, íàïðèìåð, ñîâîêóïíîñòè âñåõ ìíîæåñòâ èëè
âñåõ ìîùíîñòåé è ò. ä.1 îñòàþòñÿ çà ïðåäåëàìè ñîâðåìåííîé òåîðèè
ìíîæåñòâ è, ìîæåò áûòü, îòíîñÿòñÿ ñêîðåå ê ôèëîñîôñêèì ïðîáëå�
ìàì ìàòåìàòèêè. Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ýòèõ ïðîáëåì, ñîâðåìåííàÿ òåî�
ðèÿ ìíîæåñòâ èñïîëüçóåò àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä, ñîñòîÿùèé â òîì,
÷òî âñå óòâåðæäåíèÿ âûâîäÿòñÿ èç àêñèîì òåîðèè ìíîæåñòâ Öåðìå�
ëî � Ôðåíêåëÿ, îáîçíà÷àåìîé ZFC, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ è àêñèîìà
âûáîðà. Àêñèîìû ýòîé òåîðèè (ñì. î íèõ íèæå) èñêëþ÷àþò îáúåêòû,
ïîäîáíûå óïîìÿíóòîìó â ñâÿçè ñ ïàðàäîêñîì Ðàññåëà. Ïîýòîìó ïàðà�
äîêñû òåîðèè ìíîæåñòâ, êîòîðûå êîãäà-òî ðàññìàòðèâàëèñü êàê ÷óòü
ëè íå öåíòðàëüíàÿ ïðîáëåìà â òåîðèè ìíîæåñòâ, èñêëþ÷åíû àêñèîìà�
òèêîé ZFC. Èõ ñìåíèë ïàðàäîêñ ïðèíöèïèàëüíî íîâîãî òèïà: íåêî�
òîðûå î÷åíü åñòåñòâåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ îêàçàëèñü
â ïðèíöèïå íå èñòèííûìè è íå ëîæíûìè, ò. å. àáñîëþòíî íåðàç�
ðåøèìûìè. Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ óòâåðæäåíèé áûëî ïðåäñêàçàíî
Ëóçèíûì è äîêàçàíî â ðàáîòàõ Ê. Ãåäåëÿ, Ï.Ñ. Íîâèêîâà, Ï.Êîýíà.
Íàïðèìåð, òàêîâî óòâåðæäåíèå îá èçìåðèìîñòè ïî Ëåáåãó íåêîòîðî�
ãî ïðîñòîãî è ÿâíî îïèñàííîãî ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåîðèÿ ìíîæåñòâ îáëàäàåò ðÿäîì ÷åðò, èñ�
êëþ÷èòåëüíî âûäåëÿþùèõ åå ñðåäè äðóãèõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè.
Âî-ïåðâûõ, âñÿ ðàáîòàþùàÿ â åñòåñòâîçíàíèè ìàòåìàòèêà è ïðàêòè�
÷åñêè âñÿ ìàòåìàòèêà çàïèñûâàåòñÿ ôîðìóëàìè ÿçûêà òåîðèè ìíî�
æåñòâ, ÿçûêà ZFC. Ýòîò ÿçûê êàæåòñÿ î÷åíü ïðîñòûì: â íåì ðîâíî
îäíî èñõîäíîå îòíîøåíèå x ∈ y , ¾ìíîæåñòâî x ïðèíàäëåæèò ìíîæå�
ñòâó y¿. Äàæå îòíîøåíèå ðàâåíñòâà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýòî îòíîøå�
íèå: ìíîæåñòâà ðàâíû, åñëè îíè ñîäåðæàò îäíè è òå æå ýëåìåíòû.

ßçûêè ýëåìåíòàðíîé àðèôìåòèêè èëè, ñêàæåì, ýëåìåíòàðíîé ïëà�
íèìåòðèè âûãëÿäÿò ãîðàçäî ñëîæíåå. Âî-âòîðûõ, íå êàæåòñÿ, ÷òîáû
àêñèîìàòèêà ZFC îòëè÷àëàñü êàêîé-òî îñîáîé ñëîæíîñòüþ ïî ñðàâ�
íåíèþ ñ àêñèîìàòèêàìè ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè èëè àðèôìåòèêè.
È â òî æå âðåìÿ íå âûçûâàåò ñîìíåíèÿ, ÷òî, èñïîëüçóÿ àêñèîìû
ZFC, ìîæíî äîêàçàòü ëþáîå èñòèííîå ìàòåìàòè÷åñêîå óòâåðæäåíèå
òàê, êàê âåäóò äîêàçàòåëüñòâà â ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè. Ïî êðàé�
íåé ìåðå, íåÿñíî, â ÷åì çàêëþ÷àëàñü áû îñîáåííàÿ ñëîæíîñòü ÿçûêà

1 Ê ýòèì ïðîáëåìàì îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, èçâåñòíûé ïàðàäîêñ Ðàññåëà, ñâÿ�
çàííûé ñ ñîâîêóïíîñòüþ {x : x 6∈ x}. Ïàðàäîêñ ñîñòîèò â òîì, ÷òî, îáîçíà÷èâ
X = {x : x 6∈ x}, ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì X ∈ X ⇐⇒ X 6∈ X , ò. å. îáúåêò X
âíóòðåííå ïðîòèâîðå÷èâ. Îäíàêî òàêîãî òèïà ñîâîêóïíîñòü X íå âñòðå÷àåòñÿ
ñðåäè îáû÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ.
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è àêñèîìàòèêè òåîðèè ìíîæåñòâ.

Çàíèìàâøèåñÿ òåîðèåé ìíîæåñòâ îòìå÷àëè óäèâèòåëüíîå ñî÷åòà�
íèå â íåé ãåîìåòðè÷íîñòè (íàãëÿäíîñòè) è ÷èñòî ëîãè÷åñêèõ (ôîð�
ìàëüíûõ) ðàññóæäåíèé, ãðàíè÷àùèõ ñ âû÷èñëåíèÿìè. Íàïðèìåð, êàê
ïèøåò àêàäåìèê Êðûëîâ2, Áîðåëü è Ëåáåã, ãîâîðÿ î Ëóçèíå è åãî
òðóäàõ ïî òåîðèè ìíîæåñòâ, âñåãäà õàðàêòåðèçîâàëè åãî êàê ¾âåëè-
êîãî ãåîìåòðà¿. Â-òðåòüèõ, òåîðèÿ ìíîæåñòâ îáëàäàåò ýôôåêòèâíî�
ñòüþ, íåñìîòðÿ íà âñþ åå àáñòðàêòíîñòü. Îäíî èç ïðîÿâëåíèé ýòîé
ýôôåêòèâíîñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÿäðî â ñîâîêóïíîñòè âñåõ ìíî�
æåñòâ � áîðåëåâñêèå è ïðîåêòèâíûå ìíîæåñòâà ñòðîÿòñÿ è èçó÷à�
þòñÿ â ðàìêàõ åäèíîé òåîðèè ðåêóðñèâíîñòè è îáëàäàþò îáùèìè
÷åðòàìè ýôôåêòèâíûõ îáúåêòîâ. Êîíñòðóêòèâíîñòü ïî Ã¼äåëþ è åå
ñîâðåìåííûå îáîáùåíèÿ â ðàìêàõ òåîðèè áîëüøèõ êàðäèíàëîâ, à òàê�
æå ðàçíîîáðàçíûå òðàíñôèíèòíûå ðåêóðñèâíûå ñõåìû òàêæå îáëà�
äàþò ýôôåêòèâíîñòüþ. Åñëè èç ÷èñëà ëîãè÷åñêèõ àêñèîì óäàëèòü
àêñèîìó èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî (¬¬ϕ) =⇒ ϕ, òî ïîëó÷åííàÿ òåîðèÿ
ìíîæåñòâ ZFC− îáëàäàåò óäèâèòåëüíûì ñâîéñòâîì: åñëè äîêàçàíî
∀x1, . . . , xn∃ yϕ(x1, . . . , xn, y), òî ìîæíî èíäèâèäóàëüíî îïèñàòü (òåð�
ìîì ÿçûêà ZFC) ôóíêöèþ y = f(x1, . . . , xn), äëÿ êîòîðîé äîêàçóåìî
∀x1, . . . , xnϕ(x1, . . . , xn, f(x1, . . . , xn)). È ýòî äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ.

Îòìåòèì íåäàâíèå ðàáîòû â ðàìêàõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî
íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà [20, 111, 113], â êîòîðûõ íàéäåíû è èññëå�
äîâàíû çàäà÷è, âî ìíîãîì ïàðàëëåëüíûå òåì, êîòîðûìè çàíèìàåòñÿ
äåñêðèïòèâíàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ. Îáùèé îáçîð ñîñòîÿíèÿ ýòîãî ïåð�
ñïåêòèâíîãî íàïðàâëåíèÿ ñì. â ñòàòüÿõ [17] è [114]. Òåïåðü î ñîäåð�
æàíèè íàñòîÿùåé êíèãè.

Â ãë. 1 ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ è îñíîâíûå
îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè. Ãë. 2 íà÷èíàåòñÿ ñ îáçîðà àêñèîì òåî�
ðèè ìíîæåñòâ ZFC Öåðìåëî � Ôðåíêåëÿ, à çàòåì ðàññìàòðèâàþòñÿ
òàêèå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ, êàê ìîùíîñòü, îðäèíàë,
êàðäèíàë, àêñèîìà âûáîðà. Ýòà ââîäíàÿ ÷àñòü íàøåé êíèãè, ïîñâÿ�
ùåííàÿ ñêîðåå êëàññè÷åñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ, çàêàí÷èâàåòñÿ â ãë. 3
îáçîðîì íåêîòîðûõ áîëåå ñïåöèàëüíûõ ýëåìåíòîâ è ïîíÿòèé, ñâÿçàí�
íûõ ñ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì óíèâåðñóìîì, â ÷àñòíîñòè, òàêèõ,
êàê èåðàðõèÿ ôîí Íåéìàíà, ∈-ìîäåëè, àáñîëþòíîñòü; òåîðèè ìíî�
æåñòâ, áîëåå ñëàáûå, ÷åì ZFC, è èõ ìîäåëè; íåôóíäèðîâàííûå ìî�
äåëè. ×èòàòåëü, òàê èëè èíà÷å çíàêîìûé ñ ñîäåðæàíèåì ïåðâûõ òðåõ
ãëàâ (ââåäåíèåì â ñîâðåìåííóþ ¾êëàññè÷åñêóþ¿ òåîðèþ ìíîæåñòâ)
ïî äðóãèì èñòî÷íèêàì è ââîäíûì êóðñàì, ìîæåò ïðîïóñòèòü èõ ïðè
ïåðâîì ÷òåíèè, âîçâðàùàÿñü ïî ìåðå íàäîáíîñòè äëÿ óòî÷íåíèÿ îáî�

2 A. H. Êðûëîâ, Çàïèñêè îá ó÷åíûõ òðóäàõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷ëåíîâ ÐÀÍ,
Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑÐ, Ìîñêâà, 1930.
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çíà÷åíèé èëè ïðè ïîèñêå ññûëîê.

Ñëåäóþùàÿ ãë. 4 ñîäåðæèò ââåäåíèå â äåñêðèïòèâíóþ òåîðèþ
ìíîæåñòâ. Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ, äàåòñÿ îáçîð îñíîâíûõ ïîíÿòèé
ýòîãî ðàçäåëà òåîðèè ìíîæåñòâ è òåõ ðåçóëüòàòîâ íàøåé ïðåäûäó�
ùåé êíèãè [19], êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ ïîíèìàíèÿ ïîñëåäóþùåãî
èçëîæåíèÿ. Ýòà ëèíèÿ ïðîäîëæàåòñÿ â äâóõ ñëåäóþùèõ ãëàâàõ, â
êîòîðûõ èçëàãàþòñÿ áàçîâàÿ òåîðèÿ ïåðâîãî ïðîåêòèâíîãî óðîâíÿ â
ãë. 5 è âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñî ñâîéñòâàìè ðåãóëÿðíîñòè, áîðåëåâñêîé
êîäèðîâêè è àáñîëþòíîñòè â ãë. 6.

Óæå â ïåðâûå ãîäû ðàçâèòèÿ äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ áû�
ëî îòìå÷åíî, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âñå çíà÷èòåëüíûå òåîðåìû â ýòîé îá�
ëàñòè ñâÿçàíû ñ ïåðâûì ïðîåêòèâíûì óðîâíåì, ò. å. c êëàññàìè Σ1

1 ,
Π1

1 , è ∆1
1 (A-ìíîæåñòâàìè, CA-ìíîæåñòâàìè, áîðåëåâñêèìè ìíîæå�

ñòâàìè, ñîîòâåòñòâåííî), è èìåííî äëÿ ïåðâîãî ïðîåêòèâíîãî óðîâ�
íÿ ðàáîòàþò êëàññè÷åñêèå ìåòîäû äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ.
Íà âòîðîì ïðîåêòèâíîì óðîâíå òåîðåìû, ïîëó÷åííûå äëÿ ïåðâîãî
óðîâíÿ, áîëüøåé ÷àñòüþ íå èìåþò ìåñòà, à òå íåìíîãèå ðåçóëüòàòû,
êîòîðûå óäàëîñü ïîëó÷èòü, îáû÷íî âûãëÿäÿò ïî-äðóãîìó.

Áîëåå òîãî, äëÿ ìíîæåñòâ âòîðîãî ïðîåêòèâíîãî óðîâíÿ âîçíèêà�
þò ïðîáëåìû, êîòîðûå â ïðèíöèïå íå èìåþò ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð,
ïðîáëåìû èçìåðèìîñòè ýòèõ ìíîæåñòâ è íàëè÷èÿ ó íèõ ñâîéñòâà Áý�
ðà. Îá ýòèõ ïðîáëåìàõ ãîâîðèòñÿ â ãëàâå 7. Èõ ñâîåîáðàçíîå ¾ðå-
øåíèå¿ áûëî ïîëó÷åíî ìíîãî ëåò ñïóñòÿ ïîñëå òîãî, êàê îíè áûëè
ñôîðìóëèðîâàíû Í.Í. Ëóçèíûì â 1920õ ãîäàõ. À èìåííî, áûëî äî�
êàçàíî, ÷òî ïðîáëåìà èçìåðèìîñòè ìíîæåñòâ âòîðîãî ïðîåêòèâíîãî
óðîâíÿ è äðóãèå ïîäîáíûå ïðîáëåìû àáñîëþòíî íåðàçðåøèìû, ò. å.
íà ïîñòàâëåííûå Ëóçèíûì âîïðîñû íåëüçÿ îòâåòèòü ¾äà¿ èëè ¾íåò¿
(â ðàìêàõ îáû÷íîé ñèñòåìû àêñèîì òåîðèè ìíîæåñòâ3).

3 Çäåñü âàæíî, ÷òî â ðàìêàõ òàêîé ñèñòåìû àêñèîì, íàïðèìåð àêñèîìàòèêè
òåîðèè ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ ZFC, ôîðìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ âñå
¾ñîäåðæàòåëüíûå¿ ìàòåìàòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû (à ñëåäîâàòåëüíî, è ðåçóëüòàòû
åñòåñòâåííûõ íàóê, âûðàçèìûå íà ÿçûêå ìàòåìàòèêè). Òàêèì îáðàçîì, íåò òà�
êîé àêñèîìû, êîòîðàÿ ìîãëà áû ïîìî÷ü â ðåøåíèè âîïðîñîâ Ëóçèíà è ïðè ýòîì
íå èçìåíèëà îáû÷íóþ ¾ñîäåðæàòåëüíóþ¿ ìàòåìàòèêó, à ÿâëÿëàñü áû åå åñòå�
ñòâåííîé ÷àñòüþ. Êîíå÷íî, òóò ìû ïîäõîäèì ê ãðàíè íåêîòîðîé ôèëîñîôñêîé
äèñêóññèè: ÷òî åñòü ñîäåðæàòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà. ¾Ïðàêòè÷åñêèé¿ îòâåò: ýòî
åñòü ìàòåìàòèêà, êîòîðàÿ èçëàãàåòñÿ â ðàìêàõ àêñèîìàòèêè ZFC. Ïðàâäà, â
ýòó àêñèîìàòèêó íå âêëþ÷åíû ïðèåìû ðàáîòû ñ îñîáî áîëüøèìè ìíîæåñòâàìè
(òèïà ¾ìíîæåñòâà¿ âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï è ò. ï.; ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü îòëè÷èå îò
îáû÷íûõ, ¾ìàëåíüêèõ¿ ìíîæåñòâ, ýòè îñîáî áîëüøèå ìíîæåñòâà åùå íàçûâàþò
êëàññàìè). Íî åñëè ðàñøèðèòü ZFC ñðåäñòâàìè, êîòîðûå íåêîòîðûì ðàçóìíî
äîñòàòî÷íûì îáðàçîì îáåñïå÷èâàþò ðàáîòó è ñ êëàññàìè, òî è òîãäà âîïðîñû Ëó�
çèíà îñòàíóòñÿ íåðàçðåøèìûìè. Òî æå ñàìîå îñòàåòñÿ âåðíûì, åñëè ðàñøèðèòü
ZFC âîçìîæíîñòüþ ðàáîòàòü ñ ¾êëàññàìè¿ êëàññîâ è ò. ä. Òàê ÷òî íåðàçðåøè�
ìîñòü âîïðîñîâ Ëóçèíà íå ñâÿçàíà ñ òåì, ñêîëü áîëüøèå ìíîæåñòâà ðàçðåøàåòñÿ
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Â ÷àñòíîñòè, íåðàçðåøèìûìè îêàçàëèñü ñëåäóþùèå íàèáîëåå èí�
òåðåñíûå êëàññè÷åñêèå ãèïîòåçû î ñâîéñòâàõ ðåãóëÿðíîñòè äëÿ êîí�
êðåòíûõ ïðîåêòèâíûõ êëàññîâ ìíîæåñòâ:

PK(Π1
1) , LM(Σ1

2) , BP(Σ1
2) , LM(∆1

2) , BP(∆1
2) , (∗)

ãäå çàãëàâíûå áóêâû îáîçíà÷àþò ðàññìàòðèâàåìîå ñâîéñòâî ðåãóëÿð�
íîñòè (ò. å. ñâîéñòâî ñîâåðøåííîãî ÿäðà PK, èçìåðèìîñòè ïî Ëåáåãó
LM, ñâîéñòâî Áýðà BP), à â ñêîáêàõ ñòîèò ïðîåêòèâíûé êëàññ, òàê
÷òî, íàïðèìåð, LM(Σ1

2) � ýòî ãèïîòåçà ¾âñå ìíîæåñòâà ïðîåêòèâíîãî
êëàññà Σ1

2 èçìåðèìû ïî Ëåáåãó¿.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ òåîðåì îá àáñîëþòíîé íåðàçðåøèìîñòè ïî�

òðåáîâàëî îáðàùåíèÿ ê ñòðóêòóðå âñåãî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî
óíèâåðñóìà (â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ðàáîòå ñ ìíîæåñòâàìè ïîëüñêèõ
ïðîñòðàíñòâ â êëàññè÷åñêîé äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ) è ðàç�
ðàáîòêè òàêèõ âàæíåéøèõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ ìåòîäîâ, êàê
êîíñòðóêòèâíîñòü è ôîðñèíã. Èçëîæåíèå ýòîãî ìàòåðèàëà äàåòñÿ â
ãëàâàõ 8 è 9 êíèãè.

Ïîä÷åðêíåì âàæíóþ îñîáåííîñòü ñîâðåìåííîé äåñêðèïòèâíîé òåî�
ðèè ìíîæåñòâ: ïîñòðîåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâà â íåé, â èõ íàèáîëåå îá�
ùåé è åñòåñòâåííîé ôîðìå, íå çàìûêàþòñÿ íà ÷èñòî òîïîëîãè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó ìíîæåñòâ ïîëüñêèõ ïðîñòðàíñòâ, à íàïðîòèâ, àïïåëëèðó�
þò ê ñòðóêòóðå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óíèâåðñóìà â öåëîì. Â
îáùåì, ðîëü îðäèíàëîâ, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïîðÿäêîâûõ ÷èñåë (êî�
òîðûå íå ñîñòàâëÿþò íèêàêîãî ïîëüñêîãî ïðîñòðàíñòâà) áûëà îòìå�
÷åíà óæå íà ðàííåì ýòàïå ðàçâèòèÿ äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ
â ñâÿçè ñ ñàìûìè ðàçíûìè ñâîéñòâàìè ìíîæåñòâ. Íî ýòà ðîëü îáùèõ
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ ìåòîäîâ ìíîãîêðàòíî âîçðàñòàåò ñ ïåðåõî�
äîì ê áîëåå ñîâðåìåííûì ðàçäåëàì äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ,
êîòîðûå, êñòàòè, è ñîçäàâàëèñü, â çíà÷èòåëüíîé ìåðå, äëÿ ïîèñêà
ñðåäñòâ ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ïðîáëåì î ìíîæåñòâàõ âåùåñòâåííûõ
÷èñåë.

Ýòèì çàêàí÷èâàåòñÿ ïåðâàÿ ÷àñòü êíèãè: ââåäåíû (ãëàâû 1 � 6)
îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ, êîòîðûå íóæíû äëÿ ôîðìóëè�
ðîâêè è ïîíèìàíèÿ ãëàâíûõ ïðîáëåì; ñôîðìóëèðîâàíû (ãë. 7) ñàìè
ïðîáëåìû è ñâÿçàííûå ñ íèìè ðåçóëüòàòû; èçëîæåíà â îáùèõ ÷åðòàõ
(ãëàâû 8 è 9) ìåòîäèêà, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ðåçóëüòàòîâ î íåçàâèñèìîñòè.

Âòîðàÿ ÷àñòü êíèãè ñîäåðæèò ñàìè ýòè äîêàçàòåëüñòâà.
Ãëàâû 10, 11, 12 ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèþ âçàèìîñâÿçåé ìåæäó

ãèïîòåçàìè ñïèñêà (∗), êîòîðûå ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíû íà äèà�
ãðàììå, ïîêàçàííîé íà ñòð. 135. Äëÿ ýòîãî ñ êàæäîé èç ïÿòè ãèïî�

èñïîëüçîâàòü. Îíà âîçíèêàåò íà óðîâíå óæå îäíèõ òîëüêî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
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òåç àññîöèèðóåòñÿ îïðåäåëåííàÿ ðåçîëüâåíòà � ëóçèíñêèé òåðìèí,
îáîçíà÷àþùèé òàêóþ (ýêâèâàëåíòíóþ) ïåðåôîðìóëèðîâêó èñõîäíî�
ãî ïðåäëîæåíèÿ, êîòîðàÿ èìååò ñóùåñòâåííî áîëåå ïðîñòóþ òåîðå�
òèêî-ìíîæåñòâåííóþ ïðèðîäó. Ñëåäñòâèå 10.2.2 ñîäåðæèò âñå ïÿòü
ýêâèâàëåíòíîñòåé ñ ðåçîëüâåíòàìè, à èõ áîëåå ¾ýôôåêòèâíûå¿ âà�
ðèàíòû äàþòñÿ â òåîðåìå 10.2.1. Äîêàçàòåëüñòâà ýêâèâàëåíòíîñòåé
â îäíó ñòîðîíó ïðèâîäèòñÿ â ãë. 10 íà îñíîâå òåîðèè êîíñòðóêòèâ�
íîñòè, à â äðóãóþ ñòîðîíó � â ãë. 11 íà îñíîâå ìåòîäà âûíóæäåíèÿ
(ôîðñèíãà). Îäíèì èç ðåçóëüòàòîâ ýòîãî èññëåäîâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ
âûâîä íåòðèâèàëüíûõ èìïëèêàöèé

PK(Π1
1) =⇒ LM(Σ1

2) è PK(Π1
1) =⇒ BP(Σ1

2) ,

òàê ÷òî èçìåðèìîñòü è ñâîéñòâî Áýðà äëÿ êëàññà Σ1
2 ÿâëÿþòñÿ ñëåä�

ñòâèÿìè ñâîéñòâà ñîâåðøåííîãî ÿäðà äëÿ êëàññà Π1
1 .

Äàëåå, â ãë. 12 ïðîáëåìû èçìåðèìîñòè è ñâîéñòâà Áýðà ñâÿçûâà�
þòñÿ ñî ñâîéñòâàìè ôèíàëüíîãî äîìèíèðîâàíèÿ, ò. å. ñ îòíîøåíèåì
≤∗ ÷àñòè÷íîãî ïðåäïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå NN âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïî�
ñëåäîâàòåëüíîñòåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðè êîòîðîì x ≤∗ y , åñëè
x(n) ≤ y(n) äëÿ âñåõ, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà, íîìåðîâ n. Ýòî ïîçâî�
ëÿåò âûâåñòè âåñüìà íåòðèâèàëüíóþ èìïëèêàöèþ

LM(Σ1
2) =⇒ BP(Σ1

2) ,

ñâÿçûâàþùóþ ãèïîòåçû èçìåðèìîñòè è ñâîéñòâà Áýðà.
Ñëåäóþùàÿ ãë. 13 èçëàãàåò ôóíäàìåíòàëüíóþ òåîðåìó Ñîëîâåÿ

î òîì, ÷òî äàæå ñâåðõ ïðîåêòèâíûõ êëàññîâ, ôèãóðèðóþùèõ â ãèïî�
òåçàõ èç ñïèñêà (∗), ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ âñåõ òðåõ ïðîáëåì ðå�
ãóëÿðíîñòè ñðàçó äëÿ âñåõ ïðîåêòèâíûõ ìíîæåñòâ (è äàæå äëÿ íåêî�
òîðîãî åù¼ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ìíîæåñòâ) íå ïðîòèâîðå÷àò àêñè�
îìàì ZFC. Ýòà ãëàâà ñîäåðæèò åùå îäèí çàìå÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò:
äàæå åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ¾íåðåãóëÿðíûå¿ ïðîåêòèâíûå ìíîæå�
ñòâà ñóùåñòâóþò, íàïðèìåð ñóùåñòâóåò íåñ÷åòíîå ïðîåêòèâíîå ìíî�
æåñòâî áåç ñîâåðøåííîãî ÿäðà (èëè íåèçìåðèìîå, èëè íå èìåþùåå
ñâîéñòâà Áýðà), òî îòñþäà íå ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ÿâíî îïðåäåëÿ�
åìîãî ¾íåðåãóëÿðíîãî¿ ïðîåêòèâíîãî ìíîæåñòâà, ò. å. êàêîãî-òî êîí�
êðåòíîãî, íåäâóñìûñëåííî îïðåäåëåííîãî êîíòðïðèìåðà ! Ðàçëè÷èþ
ìåæäó îïðåäåëèìûìè è ¾ïðîèçâîëüíûìè¿ (íàïðèìåð, âîçíèêàþùè�
ìè ñ ïîìîùüþ àêñèîìû âûáîðà) ìíîæåñòâàìè ïðèäàâàëîñü áîëüøîå
çíà÷åíèå íà ðàííèõ ýòàïàõ ðàçâèòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ � ñì. îá ýòîì
èñòîðè÷åñêèå è áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ â êîíöå ãë. 2.

Ïîñðåäñòâîì ïîñòðîåíèÿ ïîäõîäÿùèõ ìîäåëåé òåîðèè ìíîæåñòâ,
â ãë. 14 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìåæäó ãèïîòåçàìè ñïèñêà (∗) íåò íèêàêèõ
ñâÿçåé, êðîìå óïîìÿíóòûõ âûøå òðåõ èìïëèêàöèé è ñëåäóþùèõ äâóõ
òðèâèàëüíî âåðíûõ îòíîøåíèé,
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LM(Σ1
2) =⇒ LM(∆1

2) è BP(Σ1
2) =⇒ BP(∆1

2) .

Òàêèì îáðàçîì, íè îäíó èç ýòèõ ïÿòè èìïëèêàöèé íåëüçÿ îáðàòèòü.
Â ÷àñòíîñòè, íåîáðàòèìà èìïëèêàöèÿ LM(Σ1

2) =⇒ BP(Σ1
2) , � è ýòî

ïîêàçûâàåò, ÷òî èçâåñòíàÿ ñèììåòðèÿ ìåæäó ìåðîé è êàòåãîðèåé,
ïðåâàëèðóþùàÿ âî ìíîãèõ ýëåìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèÿõ, ïðåâðàùà�
åòñÿ â àñèììåòðèþ â áîëåå ñëîæíûõ âîïðîñàõ.

Èññëåäîâàíèÿ, èçëîæåííûå â ãëàâàõ 10 � 14 â öåëîì çàêðûëè
ïðîáëåìû î ãëàâíûõ ñâîéñòâàõ ðåãóëÿðíîñòè äî âòîðîãî óðîâíÿ ïðî�
åêòèâíîé èåðàðõèè âêëþ÷èòåëüíî. Ðåçóëüòàòû, èçâåñòíûå äëÿ ïðî�
åêòèâíûõ óðîâíåé 3 è 4, ïîêà äàëåêè îò ñòîëü æå ïîëíîé êàðòèíû,
íî ñðåäè ïðî÷åãî, îíè òàêæå âûÿâëÿþò àñèììåòðèþ ìåæäó ìåðîé è
êàòåãîðèåé � òåïåðü óæå â òàêîì êëþ÷åâîì âîïðîñå, êàê íåïðîòèâî�
ðå÷èâîñòü. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ãèïîòåçû BP(Σ1

3)
ìîæíî óñòàíîâèòü íà áàçå íåïðîòèâîðå÷èâîñòè àêñèîì ZFC, â òî âðå�
ìÿ êàê ãèïîòåçà LM(Σ1

3) óæå òðåáóåò ñóùåñòâîâàíèå ñòðîãî íåäîñòè�
æèìîãî êàðäèíàëà. Ýòè ðåçóëüòàòû î÷åíü ñëîæíû, è èõ íåâîçìîæíî
èçëîæèòü â íàñòîÿùåé êíèãå âìåñòå ñ äîêàçàòåëüñòâàìè, â ñèëó åñòå�
ñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé íà ðàçìåð è ñòèëü � íî ìû ïðåäëàãàåì èõ
ïîäðîáíûé îáçîð â ãëàâå 18.

Â çàêëþ÷èòåëüíûõ ãëàâàõ êíèãè ìû îáðàùàåìñÿ ê åùå îäíîé
ãðóïïå ïðîáëåì êëàññè÷åñêîé äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ, îò�
÷àñòè ñâÿçàííûõ ñ ïðîáëåìàìè î ñâîéñòâàõ ðåãóëÿðíîñòè òî÷å÷íûõ
ìíîæåñòâ, â îñîáåííîñòè, ñ ïðîáëåìîé ñîâåðøåííîãî ÿäðà, íî íåïî�
ñðåäñòâåííî îòíîñÿùèõñÿ ê îáùåìó âîïðîñó î ñîîòíîøåíèè ìîùíî�
ñòè ℵ1 è ìîùíîñòè êîíòèíóóìà c = 2ℵ0 è ê âîïðîñó îá ýôôåêòèâ�
íîì ïðåäñòàâëåíèè ℵ1 â êîíòèíóóìå. Ýòî � ïðîáëåìû Í.Í. Ëóçèíà
î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ êîíñòèòóàíò, ò. å. áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ, íà
êîòîðûå êàíîíè÷åñêèì îáðàçîì ðàçëàãàþòñÿ ìíîæåñòâà ïåðâîãî ïðî�
åêòèâíîãî óðîâíÿ, è âîîáùå ïðîáëåìû î íåñ÷åòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî�
ñòÿõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðûì äîïîëíè�
òåëüíûì òðåáîâàíèÿì òèïà èõ îáùåé ìàëîñòè (íàïðèìåð, âñå ìíî�
æåñòâà äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíû), èõ îãðà�
íè÷åííîãî ðàíãà (òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âñå ìíîæåñòâà èç äàííîé ïîñëå�
äîâàòåëüíîñòè èìåëè åäèíûé ðàíã ρ < ω1 â èåðàðõèè áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ), ëèáî, íàêîíåö, êàê ñàìîå ñëàáîå òðåáîâàíèå, èõ îòäåëè�
ìîñòè ìíîæåñòâàìè îãðàíè÷åííîãî ðàíãà.

Ýòè ïðîáëåìû âîçíèêëè â 1920õ è 1930õ ãîäàõ, íî èõ ïîëíîå ðå�
øåíèå áûëî ïîëó÷åíî òîëüêî â ðàáîòàõ 1980õ ãîäîâ, íà îñíîâå âåñü�
ìà èçîùðåííûõ òåõíè÷åñêèõ ñðåäñòâ òåîðèè ìíîæåñòâ. Íåêîòîðûå
èç ïðîáëåì î êîíñòèòóàíòàõ îêàçàëèñü òàêæå àáñîëþòíî íåðàçðå�
øèìûìè, ïîäîáíî ìíîãèì äðóãèì ïðîáëåìàì êëàññè÷åñêîé òåîðèè
ìíîæåñòâ. Îäíàêî íåêîòîðûå äðóãèå, äîñòàòî÷íî íåîæèäàííî, îêàçà�
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ëèñü ðàçðåøèìûìè, ò. å. íà ïîñòàâëåííûå âîïðîñû î ñóùåñòâîâàíèè
îïðåäåëåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ïîëó÷åíû
îòðèöàòåëüíûå îòâåòû � õîòÿ ýòè ðåøåíèÿ îñíîâàíû íà ìåòîäàõ,
îáû÷íî èñïîëüçóåìûõ èìåííî äëÿ äîêàçàòåëüñòâ íåðàçðåøèìîñòè.

Ðåçóëüòàòû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ èç�
ëàãàþòñÿ â ãëàâàõ 15 è 16, à ïîñëåäíÿÿ ãë. 17 êíèãè ïîñâÿùåíà åùå
äâóì ïðîáëåìàì êëàññè÷åñêîé äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ èç
¾Ëåêöèé îá àíàëèòè÷åñêèõ ìíîæåñòâàõ¿ Í.Í. Ëóçèíà [135] � ýòî
óçêàÿ ïðîáëåìà êîíòèíóóìà îá ýôôåêòèâíîì ðàçáèåíèè âåùåñòâåí�
íîé ïðÿìîé íà ℵ1 íåïóñòûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ îãðàíè÷åííîãî
áîðåëåâñêîãî ðàíãà, è óçêàÿ ïðîáëåìà Ëåáåãà îá ýôôåêòèâíîì ïî�
ñòðîåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ℵ1 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ âåùåñòâåííîé ïðÿìîé îãðàíè÷åííîãî áîðåëåâñêîãî ðàíãà.
Îáå ïðîáëåìû ðåøàþòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, åñëè óáðàòü
òðåáîâàíèå îãðàíè÷åííîñòè ïî ðàíãó èëè òðåáîâàíèå ýôôåêòèâíîñòè
ïîñòðîåíèÿ, ðàçðåøèâ èñïîëüçîâàíèå àêñèîìû âûáîðà. Â îáùåé ïî�
ñòàíîâêå, ýòè ïðîáëåìû ðåøàþòñÿ îòðèöàòåëüíî. Ýòîò ãëóáîêèé ðå�
çóëüòàò Ñòåðíà, ïîëó÷åííûé ïðè ïîìîùè óïîìÿíóòîé âûøå ìîäåëè
Ñîëîâåÿ, ñîñòàâëÿåò ãëàâíîå ñîäåðæàíèå ãëàâû 17.

Ýòà êíèãà, ðàçóìååòñÿ, îò÷àñòè ïåðåñåêàåòñÿ ïî ñîäåðæàíèþ ñ
äâóìÿ ïðåäøåñòâóþùèìè íàøèìè êíèãàìè èç ñåðèè ¾Ñîâðåìåííàÿ
òåîðèÿ ìíîæåñòâ¿. Ïî íåîáõîäèìîñòè ìû ññûëàåìñÿ íà ¾Áîðåëåâñêèå
è ïðîåêòèâíûå ìíîæåñòâà¿ [19] â ÷àñòè áàçîâûõ îïðåäåëåíèé è òåî�
ðåì äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ. Îäíàêî ýòà êíèãà ìîæåò ÷è�
òàòüñÿ è íåçàâèñèìî îò êíèã [18] è [19].

Ïðåäëàãàåìàÿ êíèãà, íå ïðåòåíäóÿ íè íà ïîëíûé îõâàò ïðîáëåìà�
òèêè êëàññè÷åñêîé äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ (äàæå âìåñòå ñ
[18, 19]), íè íà èñ÷åðïûâàþùåå èçëîæåíèå ñâÿçàííûõ ñ ýòèìè ïðî�
áëåìàìè ñîâðåìåííûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ ìåòîäîâ, çàäóìàíà
êàê ââåäåíèå, îïèñûâàþùåå õàðàêòåð ïðîáëåì, ìåòîäîâ, ðåçóëüòàòîâ
è ïðèëîæåíèé â ýòîé îáëàñòè. Êíèãà îðèåíòèðîâàíà íà ìàòåìàòèêîâ
(ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ, íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ), çíàêîìûõ ñ îñíîâàìè
àíàëèçà, òåîðèè ôóíêöèé è òîïîëîãèè â îáúåìå ïåðâûõ êóðñîâ óíè�
âåðñèòåòà. Äëÿ ïîíèìàíèÿ èçëîæåíèÿ áîëåå ñëîæíûõ ðåçóëüòàòîâ, â
÷àñòíîñòè ñâÿçàííûõ ñ îðäèíàëàìè (ïîðÿäêîâûìè ÷èñëàìè), íåîáõî�
äèìî åùå çíàêîìñòâî ñ ýëåìåíòàðíûìè îñíîâàìè òåîðèè ìíîæåñòâ
è òåîðèè ìîäåëåé, êîòîðûå òàêæå â òîé èëè ôîðìå ïðåïîäàþòñÿ íà
ïåðâûõ êóðñàõ óíèâåðñèòåòà.

Ðàáîòà íàä êíèãîé îäíîãî èç àâòîðîâ (Â.Ã. Êàíîâåÿ) áûëà ÷àñòè÷�
íî ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 13-01-00006.

Àâòîðû ïîñâÿùàþò êíèãó ñâîèì ðîäèòåëÿì, äåòÿì è âíóêàì (Àëå�
øå, Âàëåðèè, Èâàíó, Ìàøå è Ñåðãåþ); ñòàíîâÿñü ñòàðøå, îíè âñ¼
÷àùå äóìàþò î íèõ.
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Íåêîòîðûå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îáîçíà÷åíèÿ

• x ∈ y (ïðèíàäëåæíîñòü) îçíà÷àåò, ÷òî x åñòü ýëåìåíò ìíîæåñòâà y ;

• x ⊆ y (x âêëþ÷åíî â y) îçíà÷àåò, ÷òî x åñòü ïîäìíîæåñòâî ìíîæå�
ñòâà y � çäåñü äîïóñêàåòñÿ è ñëó÷àé, êîãäà x = y ;

• x ⊂ y îçíà÷àåò, ÷òî x ⊆ y íî x 6= y (ñîáñòâåííîå âêëþ÷åíèå);

• x∪ y , x∩ y , xr y � îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå, è (òåîðåòèêî-ìíîæå�
ñòâåííàÿ) ðàçíîñòü ìíîæåñòâ x è y ;

• åñëè ìíîæåñòâî A ôèêñèðîâàíî, òî {X = X{ = A rX (äîïîëíåíèå
ìíîæåñòâà X ) äëÿ âñåõ X ⊆ A;

• A×B = {〈a, b〉 : a ∈ A è b ∈ B} � äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå;
X 4 Y = (X r Y ) ∪ (Y rX) � ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü;

• åñëè X ⊆ A×B è a ∈ A, òî (X)a = {b : 〈a, b〉 ∈ X} � ñå÷åíèå;

• P(A) = {x : x ⊆ A} � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ, ìíîæåñòâî�
ñòåïåíü ìíîæåñòâà A;

• N = {0, 1, 2, ...} � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë; N2 = N× N;
• 2 = {0, 1}, è âîîáùå n = {0, 1, . . . , n − 1}, ò. å. êàæäîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî � ìíîæåñòâî âñåõ ìåíüøèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;

• #X = #(X) ∈ N � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå X ;

• ¾ïî÷òè âñå¿ îáû÷íî îçíà÷àåò: ¾âñå, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà¿;

• êîðòåæ � êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëþáîãî âèäà;

• XY = {f : f åñòü ôóíêöèÿ èç Y â X};
• â ÷àñòíîñòè, Xn � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé s èç ìíîæåñòâà n =
{0, 1, . . . , n− 1} â X, îòîæäåñòâëÿåìîå ñ ìíîæåñòâîì âñåõ êîðòåæåé
äëèíû n èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X ;

• â ÷àñòíîñòè, ïðè X = 2 = {0, 1}, 2n åñòü ìíîæåñòâî âñåõ äèàäè÷å�
ñêèõ (ò. å. ñ ÷ëåíàìè 0, 1) êîðòåæåé äëèíû n;4

• X<ω =
⋃
n∈NX

n � ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé (ïðîèçâîëüíîé êîíå÷�
íîé äëèíû) èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X ;

• â ÷àñòíîñòè, 2<ω � ìíîæåñòâî âñåõ äèàäè÷åñêèõ êîðòåæåé, à N<ω

� ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;

• lh s � äëèíà êîðòåæà (êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) s; òîãäà lh s =
n ïðè s ∈ Xn , è â ÷àñòíîñòè, lh s = dom s;

• dom f � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, à ran f � îáëàñòü âñåõ çíà÷åíèé ôóíê�
öèè f ;

• Åñëè f � ôóíêöèÿ, à X ⊆ dom f � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, òî
f �X � îãðàíè÷åíèå (ñóæåíèå) ôóíêöèè f íà X , ò. å. ìû èìååì
dom (f �X) = X è (f �X)(x) = f(x) äëÿ âñåõ x ∈ X ;

4 Èç êîíòåêñòà âñåãäà áóäåò ÿñíî, ÷òî îáîçíà÷åíî âûðàæåíèåì 2n : ìíîæåñòâî
êîðòåæåé èëè àðèôìåòè÷åñêàÿ ñòåïåíü íàòóðàëüíîãî ÷èñëà 2.
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• f [X] = {f(x) : x ∈ X ∩ dom f} � f -îáðàç ìíîæåñòâà X ;

f−1[X] = {x ∈ dom f : f(x) ∈ X} � f -ïðîîáðàç ìíîæåñòâà X ;

• NN � áýðîâñêîå ïðîñòðàíñòâî; åñëè s ∈ N<ω � êîðòåæ íàòóðàëü�
íûõ ÷èñåë, òî [s] = {x ∈ NN : s ⊂ x} � áàçîâàÿ îêðåñòíîñòü â NN

(áýðîâñêèé èíòåðâàë);

Íåêîòîðûå ëîãè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ

• ∧ îçíà÷àåò ¾è¿;

• ∨ îçíà÷àåò ¾èëè¿;

• =⇒ îçíà÷àåò ¾âëå÷åò¿;

• ⇐⇒ îçíà÷àåò ¾ýêâèâàëåíòíî¿;

• ∀x . . . îçíà÷àåò ¾äëÿ âñåõ x âûïîëíÿåòñÿ . . . ¿;

• ∃x . . . îçíà÷àåò ¾ñóùåñòâóåò x òàêîå, ÷òî . . . ¿;

• ∀x ∈ y . . . îçíà÷àåò ¾äëÿ âñåõ x ∈ y âûïîëíÿåòñÿ . . . ¿;

• ∃x ∈ y . . . îçíà÷àåò ¾ñóùåñòâóåò x ∈ y òàêîå, ÷òî . . . ¿;

• {x1, x2, . . . , xn} � ìíîæåñòâî ñ ýëåìåíòàìè x1, x2, . . . , xn ;

• {x : Φ(x)} åñòü ìíîæåñòâî èëè êëàññ âñåõ x, óäîâëåòâîðÿþùèõ Φ(x).

• := � ãðàôè÷åñêîå ðàâåíñòâî ôîðìóë, ò. å. çàïèñü ϕ := . . . ïîíèìà�
åòñÿ òàê: ϕ åñòü ôîðìóëà . . . .
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Ìíîæåñòâà â ìàòåìàòèêå

Ýòà ãëàâà èìååò ÷èñòî ââîäíûé, ýëåìåíòàðíûé õàðàêòåð. ×èòàòåëü,
òàê èëè èíà÷å çíàêîìûé ñ ìàòåðèàëîì, ìîæåò åå ïðîïóñòèòü, ðàñ�
ñìàòðèâàÿ ëèøü êàê ðàçâåðíóòóþ ñâîäêó îáîçíà÷åíèé.
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�1.1 Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà

Ìíîæåñòâî, è íå òîëüêî â ìàòåìàòèêå, âîçíèêàåò ïóòåì îáúåäè�
íåíèÿ îòäåëüíûõ ïðåäìåòîâ (âåùåé, îáúåêòîâ) â îäíî öåëîå. Èíî�
ãäà ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî åñòü ìíîæåñòâåííîñòü, ìûñëèìàÿ êàê
åäèíñòâî. Ñèíîíèìàìè ñëîâà ¾ìíîæåñòâî¿ ÿâëÿþòñÿ ñëîâà ¾ñîâî-
êóïíîñòü¿, ¾ñåìåéñòâî¿. Íàïðèìåð, ìîæíî ãîâîðèòü î ñîâîêóïíîñòè
ñòóäåíòîâ, ïðèñóòñòâóþùèõ íà ëåêöèè íà îïðåäåëåííûé ìîìåíò, î
ñîâîêóïíîñòè âñåõ îâåö â ñòàäå, î ñîâîêóïíîñòè âñåõ åâðîïåéñêèõ
ãîñóäàðñòâ, âñåõ çâåçä íàøåé Ãàëàêòèêè, è ò. ï. Â êàæäîì èç ýòèõ
ñëó÷àåâ ìîæíî âìåñòî ñëîâà ¾ñîâîêóïíîñòü¿ óïîòðåáèòü ñëîâî ¾ìíî�
æåñòâî¿.

Áîëüøèå êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà � íå îáúåêòû ðå�
àëüíîãî ìèðà, à âîîáðàæàåìûå îáúåêòû íàøåãî ñîçíàíèÿ. Òàêèì îá�
ðàçîì, ðå÷ü èäåò î ñïîñîáíîñòè ÷åëîâåêà ìûñëèòü î ñîâîêóïíîñòè
ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ, îáúåäèíåííûõ âìåñòå íåêîòîðûì ñâîéñòâîì,
è ôîðìèðîâàòü ìíîæåñòâî âñåõ îáúåêòîâ, îáëàäàþùèõ ýòèì ñâîé�
ñòâîì. Ãåîðã Êàíòîð, íåìåöêèé ìàòåìàòèê, îñíîâàâøèé òåîðèþ ìíî�
æåñòâ â 1870õ � 1880õ ãîäàõ, âûðàçèë îáùóþ êîíöåïöèþ ìíîæåñòâà
òàê: ìíîæåñòâî � ýòî ñîåäèíåíèå ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ íàøåé ìûñ�
ëè â åäèíîå öåëîå. Äîáàâèì ñþäà åùå îäíó, ðàçâåðíóòóþ öèòàòó èç
êíèãè Õàóñäîðôà [54, ñòð. 9].

Ìíîæåñòâî âîçíèêàåò ïóòåì îáúåäèíåíèÿ îòäåëüíûõ
ïðåäìåòîâ (âåùåé) â îäíî öåëîå. Îíî åñòü ìíîæåñòâåí�
íîñòü, ìûñëèìàÿ êàê åäèíñòâî. Åñëè áû ýòè è ïîäîáíûå
èì âûñêàçûâàíèÿ âûñòàâëÿëèñü â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèé,
òî ìîæíî áûëî áû âïîëíå îñíîâàòåëüíî âîçðàçèòü, ÷òî
îíè îïðåäåëÿþò idem per idem èëè äàæå obscurum per
obscurius. Îäíàêî ìû ìîæåì èõ òîëêîâàòü ïðîñòî êàê óêà�
çàíèÿ íà íåêîòîðûé ïåðâîíà÷àëüíûé, âñåì ñâîéñòâåííûé
àêò ìûøëåíèÿ, êîòîðûé, áûòü ìîæåò, è íåëüçÿ, à áûòü
ìîæåò, è íå íóæíî ðàçëàãàòü íà äðóãèå, áîëåå ïðîñòûå
àêòû. Ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ èìåííî òàêîé òî÷êè çðåíèÿ,
è ïðèìåì â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ïîëîæåíèÿ, ÷òî âåùü M
îñîáûì, íå ïîäëåæàùèì îïðåäåëåíèþ îáðàçîì, îïðåäåëÿ�
åò ñîáîé âåùè a, b, c, . . . , è ÷òî, îáðàòíî, ýòè ïîñëåäíèå
òàêæå îïðåäåëÿþò M ; ýòî îòíîøåíèå ìåæäó âåùüþ M è
âåùàìè a, b, c, . . . áóäåì âûðàæàòü ñëîâàìè: ìíîæåñòâî
M ñîñòîèò èç âåùåé a, b, c, . . . .

Âïðî÷åì, çàñëóãà Êàíòîðà, êîíå÷íî, íå â òîì, ÷òî îí ¾ïðèäóìàë
ìíîæåñòâà¿ � îíè òàê èëè èíà÷å ôèãóðèðîâàëè â ìàòåìàòèêå è â
áîëåå ðàííèå âðåìåíà � à â òîì, ÷òî îí ñòàë ðàññìàòðèâàòü ìíîæå�
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ñòâà êàê îáúåêòû, ïîä÷èíÿþùèåñÿ îáû÷íûì çàêîíàì ìàòåìàòèêè,
è, òàêèì îáðàçîì, îòêðûë íîâóþ îáëàñòü ìàòåìàòèêè, òåîðèþ ìíî�
æåñòâ, ñî ñâîåé ñîáñòâåííîé ïðîáëåìàòèêîé è ìåòîäîëîãèåé. Ñâåðõ
ýòîãî, òåîðèÿ ìíîæåñòâ èãðàåò îñîáóþ ðîëü îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè
â öåëîì, î ÷åì áóäåò ñêàçàíî â ñëåäóþùåé ãëàâå.

�1.2 Ìíîæåñòâà â ìàòåìàòèêå

Ïåðåéäåì ê ìíîæåñòâàì â ìàòåìàòèêå, ò. å. ê ìíîæåñòâàì ìàòå�
ìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Óæå â îáëàñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âîçíèêàþò
ñàìûå ðàçíîîáðàçíûå ìíîæåñòâà, íàïðèìåð:

{3, 1, 17, 125} � ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ÷åòûðå óêàçàííûõ ÷èñëà;

{1, 3, 5, . . . , 2m+ 1} � ìíîæåñòâî âñåõ íå÷åòíûõ ÷èñåë äî 2m+ 1;

{0, 3, 6, 9, . . .} � ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë, êðàòíûõ 3;

N = {0, 1, 2, 3, . . .} � âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà;

{x1, . . . , xn} � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ x1, . . . , xn .

Ýòè ïðèìåðû ïîêàçûâàþò ïðîñòåéøèå âàðèàíòû èñïîëüçîâàíèÿ ôè�
ãóðíûõ ñêîáîê äëÿ îáðàçîâàíèÿ ìíîæåñòâ. Ìíîãîòî÷èÿ èñïîëüçóþò�
ñÿ, åñòåñòâåííî, òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ñìûñë ÿñåí èç êîíòåêñòà. Â
áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü òèïà

{x : ϕ(x)}, (1)

êîòîðàÿ ïîíèìàåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåõ x, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîé�
ñòâó ϕ(x). Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî {2, 3, 5, 7, 11, . . .} âñåõ ïðîñòûõ íà�
òóðàëüíûõ ÷èñåë ìîæíî îïðåäåëèòü òàê:

{n : n ≥ 2 ∧ ¬ ∃m, k (2 ≤ m < n ∧ 2 ≤ k < n ∧ n = m · k)}.

Çäåñü èñïîëüçîâàíû îáû÷íûå ëîãè÷åñêèå ñîêðàùåíèÿ ¬ , ∃ , ∧ äëÿ
ñëîâ: ¾íå âåðíî, ÷òî¿, ¾ñóùåñòâóåò¿, ¾è¿, à îáëàñòüþ ïðîáåãàíèÿ
âñåõ ïåðåìåííûõ, âêëþ÷àÿ n, ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûé ðÿä.

Âîçâðàùàÿñü ê îáîçíà÷åíèþ (1), îòìåòèì, ÷òî, êàê ïðàâèëî, èìå�
åòñÿ íåêîòîðàÿ èñõîäíàÿ îáëàñòü X , êîòîðîé ïðèíàäëåæàò âñå ðàñ�
ñìàòðèâàåìûå îáúåêòû x. Ñêàæåì, X = N â ïîñëåäíåì ïðèìåðå.
×òîáû ýòî ïîä÷åðêíóòü, ÷àñòî ïèøóò

{x ∈ X : ϕ(x)}, (2)

÷òî îçíà÷àåò: ìíîæåñòâî âñåõ òåõ x ∈ X , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿ-
þò ñâîéñòâó ϕ(x). Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ çíà÷îê ïðèíàäëåæíîñòè ∈,
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ò. å. x ∈ X îçíà÷àåò, ÷òî îáúåêò x (íàïðèìåð, ÷èñëî) ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó X , èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíî�
æåñòâà X . Îòðèöàíèå ýòîãî îòíîøåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ êàê x 6∈ X ,
ò. å. x íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà X .

Ïåðâûé ãëàâíûé ïðèíöèï òåîðèè ìíîæåñòâ, íàçûâàåìûé ïîñòó�
ëàòîì, èëè àêñèîìîé ýêñòåíñèîíàëüíîñòè, óòâåðæäàåò, ÷òî

ìíîæåñòâî ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî ñâîèìè ýëåìåíòàìè,

ò. å. äâà ìíîæåñòâà ðàâíû, åñëè è òîëüêî åñëè îíè ñîäåðæàò îäíè è
òå æå ýëåìåíòû. Ôîðìàëüíî ýòî çàïèñûâàåòñÿ òàê:

X = Y ⇐⇒ ∀x (x ∈ X ⇐⇒ x ∈ Y ) ,

ãäå ÷åðåç ⇐⇒ îáîçíà÷àåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü.
Îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ ⊆ ìåæäó ìíîæåñòâàìè îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

X ⊆ Y , åñëè ∀x (x ∈ X =⇒ x ∈ Y ) ,

ò. å. çàïèñü X ⊆ Y îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà X ÿâëÿ�
åòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà Y . Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà Y. Ñòðîãîå, èëè ñîáñòâåííîå âêëþ÷å�
íèå X ⊂ Y èëè, áîëåå âûðàçèòåëüíî, X $ Y , îçíà÷àåò, ÷òî X ⊆ Y ,
íî X 6= Y .1 Â ýòîì ñëó÷àå Y íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîæå�
ñòâîì ìíîæåñòâà X. Íàïðèìåð, åñëè X = {1, 2} è Y = {1, 2, 3}, òî

X ⊆ Y , Y 6⊆ X , X $ Y , X ⊆ X , X 6⊂ X , ¬ (X $ X) .

Åñëè X � ëþáîå ìíîæåñòâî, òî P(X) = {Y : Y ⊆ X} îáîçíà÷à�
åò ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, òàêæå íàçûâàåìîå
ìíîæåñòâîì-ñòåïåíüþ ìíîæåñòâà X.

Ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî, âîîáùå íå
èìåþùåå ýëåìåíòîâ. Èç ïîñòóëàòà ýêñòåíñèîíàëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî
äâà ïóñòûõ ìíîæåñòâà ðàâíû äðóã äðóãó, ò. å., äðóãèìè ñëîâàìè, ïó�
ñòîå ìíîæåñòâî åäèíñòâåííî. Ëþáîïûòíî, ÷òî P(∅) = {∅} � ýòî
óæå íå ïóñòîå ìíîæåñòâî, à ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå åäèíñòâåííûé
ýëåìåíò ∅, òàê ÷òî, ôîðìàëüíî, ∅ 6= {∅}.

Ê ýëåìåíòàðíûì îïåðàöèÿì íàä ìíîæåñòâàìè îòíîñÿòñÿ:

îáúåäèíåíèå X ∪ Y = {x : x ∈ X ∨ x ∈ Y } � òàêèì îáðàçîì, X ∪ Y
ñîñòîèò èç òåõ îáúåêòîâ x, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò õîòÿ áû îä�
íîìó èç ìíîæåñòâ X,Y ;

1 Âïðî÷åì, â íåêîòîðûõ èçäàíèÿõ çíàê ⊂ èñïîëüçóåòñÿ è äëÿ íåñòðîãîãî âêëþ�
÷åíèÿ. Ïðè ÷òåíèè, íóæíî çíàêîìèòüñÿ ñî ñïèñêîì èëè îáçîðîì îáîçíà÷åíèé.
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ïåðåñå÷åíèå X ∩ Y = {x : x ∈ X ∧ x ∈ Y } � ìíîæåñòâî âñåõ òåõ îáú�
åêòîâ x, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò êàæäîìó èç ìíîæåñòâ X,Y .

Ïîíÿòíî, ÷òî X ∩ Y ⊆ X ⊆ X ∪ Y è X ∩ Y ⊆ Y ⊆ X ∪ Y ;

ðàçíîñòü X r Y = {x : x ∈ X ∧ x 6∈ Y } � ìíîæåñòâî âñåõ òåõ îáúåê�
òîâ x, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó X íî íå ïðèíàäëåæàò
ìíîæåñòâó Y ;

ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü X 4 Y = (X r Y ) ∪ (Y rX) � ìíîæåñò-
âî âñåõ òåõ îáúåêòîâ x, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò â òî÷íîñòè îä-
íîìó èç äâóõ ìíîæåñòâ X,Y è íå ïðèíàäëåæàò äðóãîìó.

�1.3 Ñèíãëåòîíû è ïàðû

Âîîáùå, ìíîæåñòâà âèäà {x}, ò. å. ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå ðîâíî
îäèí ýëåìåíò, íàçûâàþòñÿ ñèíãëåòîíàìè. Ìíîæåñòâà x è {x} � çà�
âåäîìî ðàçíûå, õîòÿ íåêîòîðûå ìàòåìàòèêè ìîãóò íå ïîíèìàòü ýòîé
ðàçíèöû.

Ñîîòâåòñòâåííî, äâóõýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî ñ ýëåìåíòàìè a, b îáî�
çíà÷àåòñÿ {a, b}. Ïîíÿòíî, ÷òî {a, b} = {b, a}, è ïîòîìó ìíîæåñòâî
{a, b} ÷àñòî íàçûâàþò íåóïîðÿäî÷åííîé ïàðîé ýëåìåíòîâ a, b. Åñëè
a = b òî, î÷åâèäíî, {a, b} = {a} = {b}, òàê ÷òî ñèíãëåòîíû � ýòî
÷àñòíûé ñëó÷àé íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð.

Äëÿ ëþáèòåëåé ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëå�
íèå íåóïîðÿäî÷åííîé ïàðû {a, b} ìîæåò áûòü äàíî ïðè ïîìîùè òà�
êîé òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé ôîðìóëû:

ϕ(z, a, b) := a ∈ z ∧ b ∈ z ∧ ∀x ∈ z (x = a ∨ x = b) ,

òàê ÷òî {a, b} � ýòî òî åäèíñòâåííîå ìíîæåñòâî z , äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíåíî ϕ(z, a, b). ×èòàòåëü áåç òðóäà ïîñòðîèò ñîîòâåòñòâóþùèå
ôîðìóëû äëÿ ñèíãëåòîíà {a} èëè, äîïóñòèì, äëÿ òðîéêè {a, b, c}.

Íåóïîðÿäî÷åííûå ïàðû ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü, ñðåäñòâàìè òåî�
ðèè ìíîæåñòâ, äâà äðóãèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèÿ: óïîðÿäî÷åí�
íóþ ïàðó è íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé íàçûâàåòñÿ îáúåêò 〈a, b〉, ñîïîñòàâëÿåìûé
ëþáûì äâóì îáúåêòàì a, b òàêèì îáðàçîì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ýêâèâà�
ëåíòíîñòü

〈a, b〉 = 〈a′, b′〉 , åñëè è òîëüêî åñëè a = a′ è b = b′ . (1)

Ïðîñòåéøåå èçâåñòíîå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îïðåäåëåíèå óïîðÿ�
äî÷åííîé ïàðû ÷åðåç íåóïîðÿäî÷åííóþ ïàðó, ââåäåííóþ âûøå, áûëî
äàíî Êóðàòîâñêèì â íà÷àëå 1920õ ãîäîâ:

〈a, b〉 = {{a}, {a, b}}. (2)
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Òðåáîâàíèå (1) äëÿ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ. Â òî æå
âðåìÿ, ïîäîáíî íåóïîðÿäî÷åííîé ïàðå, óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó ìîæíî
îïðåäåëèòü òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé ôîðìóëîé:

pair(z, a, b) := ∃u ∈ z ∃ v ∈ z
(
ϕ(u, a, a) ∧ ϕ(v, a, b) ∧ ϕ(z, u, v)

)
,

ãäå ϕ � îïðåäåëåííàÿ âûøå ôîðìóëà, òàê ÷òî 〈a, b〉 � ýòî òî åäèí�
ñòâåííîå ìíîæåñòâî z , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî pair(z, a, b).

Ñ óïîðÿäî÷åííûìè ïàðàìè ñâÿçàíî äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå

X × Y = {〈x, y〉 : x ∈ X ∧ y ∈ Y }

ìíîæåñòâ X,Y � ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ñ ïåðâûìè
÷ëåíàìè èç X è âòîðûìè èç Y .

�1.4 Ôóíêöèè

Ìíîæåñòâî f íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé (ñèíîíèì: îòîáðàæåíèåì),
åñëè 1) îíî ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, è 2) èç 〈x, y〉 ∈ f∧〈x, z〉 ∈ f
ñëåäóåò y = z . Äðóãèìè ñëîâàìè, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî îáú�
åêòà x ∈ dom f ñóùåñòâîâàë åäèíñòâåííûé îáúåêò y , óäîâëåòâîðÿþ�
ùèé 〈x, y〉 ∈ f � è òîãäà ýòîò åäèíñòâåííûé îáúåêò îáîçíà÷àåòñÿ
òðàäèöèîííîé çàïèñüþ y = f(x). Ìíîæåñòâà

dom f = {x : ∃ y (〈x, y〉 ∈ f)} , è

ran f = {y : ∃x (〈x, y〉 ∈ f)} = {f(x) : x ∈ dom f}

íàçûâàþòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, îáëàñòüþ çíà�
÷åíèé ôóíêöèè f. Çàïèñü f : X → Y ïîíèìàåòñÿ êàê òî, ÷òî f �
ôóíêöèÿ èç X â Y , ò. å. dom f = X è ran f ⊆ Y , à êîãäà ïèøóò, ÷òî
f : X

íà−→ Y (ôóíêöèÿ èç X íà Y ), òî òðåáóåòñÿ ran f = Y ñòðîãî.
Â ýòîì ñëó÷àå, ò. å. êîãäà dom f = X è ran f = Y , ãîâîðÿò, ÷òî f �
ñþðúåêöèÿ èç X íà Y .

Âçàèìíî îäíîçíà÷íîé íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ôóíêöèÿ f , äëÿ êîòîðîé
f−1 = {〈y, x〉 : f(x) = y} � òîæå ôóíêöèÿ. Âçàèìíî îäíîçíà÷íàÿ
ôóíêöèÿ f : X → Y íàçûâàåòñÿ èíúåêöèåé èç X â Y , à âçàèìíî
îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f : X

íà−→ Y � áèåêöèåé èç X íà Y ; â ýòîì
êîíòåêñòå áèåêöèÿ � ýòî îäíîâðåìåííî ñþðúåêöèÿ è èíúåêöèÿ.

Ôóíêöèè ôèãóðèðóþò â ìàòåìàòèêå òàêæå â ôîðìå èíäåêñèðî�
âàííûõ ìíîæåñòâ. ×àñòî áûâàåò, ÷òî êàæäîìó ýëåìåíòó a íåêîòîðî�
ãî ìíîæåñòâà A ñîïîñòàâëåíî ìíîæåñòâî Xa . Â ýòîì ñëó÷àå A íà�
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ, åãî ýëåìåíòû � èíäåêñàìè, à ñàìî
ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ Xa , îáîçíà÷àåìîå êàê 〈Xa〉a∈A � èíäåêñèðîâàí�
íûì ìíîæåñòâîì. Îäíàêî ïî ñóùåñòâó 〈Xa〉a∈A åñòü íå ÷òî èíîå
êàê ôóíêöèÿ f , çàäàííàÿ óñëîâèåì f(a) = Xa íà ìíîæåñòâå A.
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Ñ äàííûì îïðåäåëåíèåì, ïîíÿòèÿ ôóíêöèè f è åå ãðàôèêà êàê
ìíîæåñòâà ïàð {〈x, f(x)〉 : x ∈ dom f} â ñóùíîñòè ñîâïàäàþò. Áîëåå
òðàäèöèîííûé ïîäõîä ðàçäåëÿåò ýòè ïîíÿòèÿ, îòîæäåñòâëÿÿ ôóíê�
öèþ y = f(x) ñêîðåå ñ åå ôîðìàëüíûì îïðåäåëåíèåì, ò. å. ñ ïðàâèëîì
èëè çàêîíîì, ïîçâîëÿþùèì âû÷èñëèòü çíà÷åíèå y = f(x) êîëü ñêîðî
àðãóìåíò x èçâåñòåí.

Ìàòåìàòèêè áîëåå ðàííåãî âðåìåíè ñ÷èòàëè ïîíÿòèÿ ôóíêöèè è
îòíîøåíèÿ, è ëåæàùåå â èõ îñíîâå ïîíÿòèå óïîðÿäî÷åííîé ïàðû ïðè�
ìàðíûìè, ò. å. ïî ñóùåñòâó òàêèìè, êîòîðûå íåëüçÿ ñâåñòè ê áîëåå
ïðîñòûì ìàòåìàòè÷åñêèì ïîíÿòèÿì. Ýòà òî÷êà çðåíèÿ ïðåâàëèðîâà�
ëà äîëãîå âðåìÿ äàæå ïîñëå îòêðûòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ. Íàïðèìåð,
îäèí èç îñíîâàòåëåé òåîðèè ìíîæåñòâ Õàóñäîðô ïèñàë â [54, ñ. 12]:

Ïîíÿòèå ôóíêöèè òàêîå æå îñíîâíîå è ïåðâîíà÷àëüíîå,
êàê è ïîíÿòèå ìíîæåñòâà. Ôóíêöèîíàëüíîå îòíîøåíèå òàê
æå ñòðîèòñÿ èç ïàð ýëåìåíòîâ, êàê ìíîæåñòâî èç îòäåëü�
íûõ ýëåìåíòîâ.

Ïîíÿòíî, ÷òî âîïðîñ çäåñü â òîì, ÷òîáû äàòü ïðÿìîå òåîðåòèêî-ìíî�
æåñòâåííîå îïðåäåëåíèå äëÿ óïîðÿäî÷åííîé ïàðû. Ïî ñ÷àñòüþ, êàê
ìû âèäåëè â �1.3, èìååòñÿ ýëåìåíòàðíîå îïðåäåëåíèå òàêîãî ðîäà.

�1.5 Îòíîøåíèÿ

Ïîíÿòèå ïàðû ëåæèò â îñíîâå òàêîãî öåíòðàëüíîãî ïîíÿòèÿ ìà�
òåìàòèêè êàê îòíîøåíèå.

Îòíîøåíèåì, a òî÷íåå, áèíàðíûì îòíîøåíèåì, íàçûâàåòñÿ ëþ�
áîå ìíîæåñòâî R, ñîñòîÿùåå èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð. Åñëè ïàðà 〈x, y〉
ïðèíàäëåæèò îòíîøåíèþ R, òî ÷àñòî ïèøóò xRy âìåñòî 〈x, y〉 ∈ R.
Åñëè R � áèíàðíîå îòíîøåíèå, òî ïîëàãàþò

domR = {x : ∃ y (x R y)} � îáëàñòü ïåðâîãî àðãóìåíòà,

ranR = {y : ∃x (x R y)} � îáëàñòü âòîðîãî àðãóìåíòà, è

R−1 = {〈y, x〉 : x R y} � îáðàòíîå îòíîøåíèå, x R y ⇐⇒ y R−1 x.

Åñëè domR ∪ ranR ⊆ X , òî R íàçûâàåòñÿ áèíàðíûì îòíîøåíèåì
íà ìíîæåñòâå X . Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ðåëÿöèîííîé ñòðóêòóðå
〈X ;R〉 ñ îáëàñòüþ X è îòíîøåíèåì R íà X .

Ðåëÿöèîííàÿ ñòðóêòóðà ìîæåò èìåòü è áîëåå îäíîãî îòíîøåíèÿ;
òîãäà ïèøóò, íàïðèìåð, 〈X ;R1, . . . , Rn〉.

Îïðåäåëåíèå 1.5.1. Åñëè Q è R � áèíàðíûå îòíîøåíèÿ íà ìíî�
æåñòâàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî, òî èçîìîðôèçìîì ñòðóêòóð 〈X ;Q〉
è 〈Y ;R〉 (èëè ïðîñòî Q è R) íàçûâàåòñÿ òàêàÿ áèåêöèÿ f : X

íà−→ Y ,
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÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü x Q x′ ⇐⇒ f(x) R f(x′) âûïîëíåíà äëÿ âñåõ
x, x′ ∈ X . Åñëè èçîìîðôèçì ñóùåñòâóåò, òî ñòðóêòóðû 〈X ;Q〉 è
〈Y ;R〉 íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè.

Îñîáîå çíà÷åíèå äëÿ ìàòåìàòèêè èìåþò ÷åòûðå òèïà áèíàðíûõ
îòíîøåíèé, à èìåííî, îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, ôóíäèðîâàííûå
îòíîøåíèÿ, îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà, ôóíêöèè. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì äâà
ïåðâûõ òèïà èç ýòèõ òðåõ; ôóíêöèè óæå ðàññìîòðåíû îòäåëüíî â
�1.4, à îá îòíîøåíèÿõ ïîðÿäêà ñì. ñëåäóþùèé ïàðàãðàô.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå E íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè íà X, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ:

ðåôëåêñèâíîñòü: x E x äëÿ ëþáîãî x ∈ X ;

òðàíçèòèâíîñòü: åñëè x E y è y E z , òî x E z .

ñèììåòðè÷íîñòü: åñëè x E y , òî y E x.

Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè x ∈ X òî îïðåäåëÿåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè
[x]E = {y ∈ X : x E y}, ñîäåðæàùèé âñå ýëåìåíòû y ∈ X , E-ýêâèâà�
ëåíòíûå ýëåìåíòó x, à ôàêòîð-ìíîæåñòâî X/E = {[x]E : x ∈ X}
ñîñòîèò èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè âñåõ ýëåìåíòîâ x ∈ X .

Îïðåäåëåíèå 1.5.2. Áèíàðíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå X
íàçûâàåòñÿ ôóíäèðîâàííûì,2 åñëè ëþáîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî Y ⊆
X ñîäåðæèò òàêîé ýëåìåíò y ∈ Y , ÷òî íè äëÿ êàêîãî x ∈ Y (âêëþ÷àÿ
è x = y) íå âûïîëíÿåòñÿ x R y � òàêîå y ÷àñòî íàçûâàþò R-ìèíè-
ìàëüíûì ýëåìåíòîì â Y .

Ôóíäèðîâàííûå îòíîøåíèÿ èãðàþò âàæíóþ ðîëü â èçó÷åíèè ìî�
äåëåé òåîðèè ìíîæåñòâ (ñì. ãëàâó 3), à èõ ÷àñòíûé ñëó÷àé � ïîë�
íûå ïîðÿäêè, ò. å. ôóíäèðîâàííûå îòíîøåíèÿ ëèíåéíîãî ïîðÿäêà, �
ýòî âîîáùå îäíî èç âàæíåéøèõ ïîíÿòèé òåîðèè ìíîæåñòâ.

Ëåììà 1.5.3. Äëÿ ôóíäèðîâàííîñòè áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ R
íà ìíîæåñòâå X íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íå áûëî áåñêî�
íå÷íî R-óáûâàþùèõ öåïî÷åê . . . R x2 R x1 R x0 ýëåìåíòîâ xn ∈ X .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè, çàìåòèì,
÷òî åñëè öåïî÷êà óêàçàííîãî âèäà ñóùåñòâóåò, òî ìíîæåñòâî Y =
{xn : n ∈ N} îïðîâåðãàåò ôóíäèðîâàííîñòü. ×òîáû äîêàçàòü äîñòà�
òî÷íîñòü, äîïóñòèì, ÷òî R íå ôóíäèðîâàíî. Òîãäà íàéäåòñÿ ìíîæå�
ñòâî ∅ 6= Y ⊆ X , íå èìåþùåå íè îäíîãî R-ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà.
Ðàç Y íåïóñòî, áåðåì x0 ∈ Y ïðîèçâîëüíî. Îäíàêî ïî âûáîðó Y
íàéäåòñÿ ñëåäóþùèé ýëåìåíò x1 ∈ Y , äëÿ êîòîðîãî x1 R x0 . Ïî òîé

2 Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå well-founded .
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æå ïðè÷èíå, íàéäåòñÿ ýëåìåíò x2 ∈ Y , äëÿ êîòîðîãî x2 R x1 . È òàê
äàëåå. Ýòî ïîñòðîåíèå ïðèíîñèò òðåáóåìóþ öåïî÷êó.

Â äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîñòè, èñïîëüçîâàíà àêñèîìà âûáîðà,
î êîòîðîé ñì. â ñëåäóþùåé ãëàâå. Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè íå
èñïîëüçóåò àêñèîìû âûáîðà.

Óïðàæíåíèå 1.5.4. Ïóñòü R � ôóíäèðîâàííîå îòíîøåíèå íà
ìíîæåñòâå X . Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ ëåììó 1.5.3, ÷òî íåò ýëåìåíòîâ
x, y ∈ X , óäîâëåòâîðÿþùèõ x R y R x, è, â ÷àñòíîñòè, íåò óäîâëå�
òâîðÿþùèõ x R x.

�1.6 Îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ≤ íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ îòíîøåíè�
åì (÷àñòè÷íîãî) ïðåäïîðÿäêà íà X, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè�
ÿì ðåôëåêñèâíîñòè (x ≤ x äëÿ âñåõ x ∈ X ) è òðàíçèòèâíîñòè (èç
x ≤ y è y ≤ z ñëåäóåò x ≤ z), íî íå îáÿçàòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò ñèì�
ìåòðè÷íîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ÷àñòè÷íî ïðåäóïîðÿäî÷åííîì
ìíîæåñòâå X , à òî÷íåå, ðåëÿöèîííîé ñòðóêòóðå 〈X ;≤〉, êîòîðàÿ
÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ è 〈X ;≤X〉, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî îòíîøåíèå
ïðåäïîðÿäêà ñâÿçàíî ñ îáëàñòüþ X .

Îòíîøåíèå ïðåäïîðÿäêà ≤ íà X íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì (÷à�
ñòè÷íîãî) ïîðÿäêà, åñëè äîïîëíèòåëüíî èìååò ìåñòî

àíòèñèììåòðè÷íîñòü: åñëè x ≤ y è y ≤ x, òî x = y .

Îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïðåäïîðÿäêà èëè ïîðÿäêà ≤ íà X íàçûâàåò�
ñÿ ëèíåéíûì, ñîîòâåòñòâåííî, ôóíäèðîâàííûì, åñëè äîïîëíèòåëüíî
èìååò ìåñòî ñîîòâåòñòâóþùåå ñâîéñòâî èç ñëåäóþùèõ äâóõ:

ëèíåéíîñòü: åñëè x, y ∈ X , òî âûïîëíåíî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç
äâóõ: x ≤ y èëè y ≤ x.

ôóíäèðîâàííîñòü (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.5.2): åñëè Y ⊆ X è ìíî�
æåñòâî Y íåïóñòî, òî íàéäåòñÿ ýëåìåíò y ∈ Y òàêîé, ÷òî ñî�
îòíîøåíèå y ≤ x âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî x ∈ Y � òàêîå y
íàçûâàåòñÿ ≤-ìèíèìàëüíûì â Y .

Íàêîíåö, îòíîøåíèå ≤ íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè îíî îäíîâðåìåííî
ëèíåéíî è ôóíäèðîâàíî.

Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ñîîòâåòñòâåííî, î ÷àñòè÷íî, ëèíåéíî,
âïîëíå (ïðåä)óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå X èëè 〈X ;≤〉, 〈X ;≤X〉.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 1.5.1, ïîðÿäêîâûì èçîìîðôèçìîì
äâóõ ÷àñòè÷íî (ïðåä)óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ 〈X ;≤X〉 è 〈Y ;≤Y 〉
ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ áèåêöèÿ f : X

íà−→ Y , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
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x ≤X x′ ⇐⇒ f(x) ≤Y f(x′) äëÿ âñåõ x, x′ ∈ X .

Åñëè òàêàÿ áèåêöèÿ f ñóùåñòâóåò, òî ïðèíÿòî ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæå�
ñòâà 〈X ;≤X〉 è 〈Y ;≤Y 〉 (èëè ïðîñòî X è Y åñëè ïîðÿäêè îïðåäåëå�
íû â êîíòåêñòå) ïîðÿäêîâî èçîìîðôíû, èëè ïîäîáíû.

Íà÷àëüíûì ñåãìåíòîì ÷àñòè÷íî (ïðåä)óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæå�
ñòâà 〈X ;≤X〉 íàçûâàåòñÿ ëþáîå ìíîæåñòâî Y ⊆ X (à òàêæå 〈Y ;≤Y 〉,
ãäå ≤Y = ≤X � Y � îãðàíè÷åíèå îòíîøåíèÿ ≤X íà Y ) óäîâëåòâîðÿ�
þùåå óñëîâèþ: åñëè x ∈ X , y ∈ Y è x ≤X y , òî x ∈ Y . Åñëè ïðè
ýòîì Y 6= X , òî íà÷àëüíûé ñåãìåíò íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì.

×ðåçâû÷àéíî âàæíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ïîðÿäêîâûõ èçîìîð�
ôèçìàõ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé
ìîæíî íàéòè â êíèãå [1] èëè â ëþáîì äðóãîì ââîäíîì êóðñå ïî òåî�
ðèè ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 1.6.1 (Êàíòîð). (i) Åñëè 〈X ;≤X〉 è 〈Y ;≤Y 〉 � ïîðÿä�
êîâî èçîìîðôíûå âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, òî ìåæäó íè�
ìè èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïîðÿäêîâûé èçîìîðôèçì.

(ii) Åñëè 〈X ;≤X〉 è 〈Y ;≤Y 〉 � âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæå�
ñòâà, òî âûïîëíÿåòñÿ îäíî è òîëüêî îäíî èç òðåõ: ëèáî îíè ïî�
äîáíû, ëèáî ïåðâîå ìíîæåñòâî ïîäîáíî åäèíñòâåííîìó ñîáñòâåííî�
ìó íà÷àëüíîìó ñåãìåíòó âòîðîãî, ëèáî âòîðîå ìíîæåñòâî ïîäîáíî
åäèíñòâåííîìó ñîáñòâåííîìó íà÷àëüíîìó ñåãìåíòó ïåðâîãî.

Íàêîíåö, î ñòðîãèõ ïîðÿäêàõ. Îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïðåäïîðÿä�
êà ≤ ïî îïðåäåëåíèþ ðåôëåêñèâíû (x ≤ x äëÿ âñåõ x èç îáëàñòè
îòíîøåíèÿ), è ïîýòîìó èõ îáû÷íî íàçûâàþò íåñòðîãèìè. Íî êàæ�
äîå èç íèõ äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ñòðîãîå îòíîøåíèå

x < y , êîãäà x ≤ y , íî y 6≤ x ,

êîòîðîå, î÷åâèäíî, àíòèðåôëåêñèâíî, ò. å. x 6< x äëÿ âñåõ x. Ëèíåé�
íîñòü äëÿ ñòðîãèõ ïîðÿäêîâ ïðèíèìàåò ôîðìó êëàññè÷åñêîé òðèõî�
òîìèè: x < y ∨ x = y ∨ x > y .

�1.7 Íàòóðàëüíûå ÷èñëà

Äëÿ ìàòåìàòèêà òðàäèöèîííîãî ïëàíà ñàì âîïðîñ î òåîðåòèêî�
ìíîæåñòâåííîì îïðåäåëåíèè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìîæåò ïîêàçàòüñÿ
ñòðàííûì: âåäü íàòóðàëüíûå ÷èñëà ïî ñóòè äàíû êàê êîëè÷åñòâà â
ôèçè÷åñêîì óíèâåðñóìå. Îäíàêî öåëîñòíûé òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåí�
íûé ïîäõîä ê ìèðó ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ çàñòàâëÿåò äàòü àäåê�
âàòíîå îïðåäåëåíèå è íàòóðàëüíûì ÷èñëàì, ïîäîáíî òîìó, êàê òàêîå
îïðåäåëåíèå äàåòñÿ äëÿ óïîðÿäî÷åííîé ïàðû, ôóíêöèè, è ò. ï.
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Èäåÿ òàêîãî îïðåäåëåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòà: ñîïîñòàâèòü êàæ�
äîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ðîâíî n ýëå�
ìåíòîâ. Ïî ñ÷àñòüþ, òàêîå ìíîæåñòâî ëåãêî íàéòè: ýòî ìíîæåñòâî
{0, 1, 2, . . . , n−1} âñåõ ìåíüøèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ýòèì äàåòñÿ âîç�
ìîæíîñòü èíäóêòèâíîãî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî ïîñòðîåíèÿ íà�
òóðàëüíûõ ÷èñåë:

0 = ∅ (ïóñòîå ìíîæåñòâî);

1 = {0} = {∅};
2 = {0, 1} = {∅, {∅}};
3 = {0, 1, 2} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}};

è òàê äàëåå, ò. å. âîîáùå n = {0, 1, 2, . . . , n− 1} äëÿ êàæäîãî n.
Ñ òàêèì îïðåäåëåíèåì âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ñòàíîâÿòñÿ ìíî�

æåñòâàìè. Íî êàê áûòü ñ ìíîæåñòâîì âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë?
Äàííàÿ âûøå èíäóêòèâíàÿ ñõåìà ìîæåò áûòü çàïèñàíà åùå è òàê:

n+ 1 = {0, 1, 2, . . . , n− 1, n} = {0, 1, 2, . . . , n− 1} ∪ {n} = n ∪ {n} ,

ò. å. ðåçþìèðóÿ n+1 = n∪{n}. Íàçîâåì èíäóêòèâíûì ëþáîå ìíîæå�
ñòâî X , äëÿ êîòîðîãî ∅ ∈ X , è åñëè x ∈ X òî è x∪{x} ∈ X . Ïðîñòîå
ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå N âñåõ èíäóêòèâíûõ ìíî�
æåñòâ ñàìî èíäóêòèâíî, ò. å. ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì èíäóêòèâíûì
ìíîæåñòâîì. Ìíîæåñòâî N, î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò ñ {0, 1, 2, 3, 4, . . .}.

Ëþáîïûòíî, ÷òî ïðè òàêîì ïîñòðîåíèè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïîðÿ�
äîê íà ìíîæåñòâå N ñîâïàäàåò ñ ïðèíàäëåæíîñòüþ: m < n ðàâíî�
ñèëüíî m ∈ n; òî÷íåå ãîâîðÿ, îïðåäåëÿåòñÿ m < n, åñëè m ∈ n.

Òåîðåìà 1.7.1. Îòíîøåíèå < ëèíåéíî óïîðÿäî÷èâàåò N, ò. å.
åñëè m, n ∈ N òî âûïîëíåíà òðèõîòîìèÿ m < n ∨m = n ∨ n < m.
Áîëåå òîãî, ýòîò ïîðÿäîê ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, ò. å. êàæäîå íåïóñòîå
ìíîæåñòâî X ⊆ N ñîäåðæèò <-íàèìåíüøèé ýëåìåíò.

Ýòó òåîðåìó ìîæíî äîêàçûâàòü ïî-ðàçíîìó, â çàâèñèìîñòè îò òî�
ãî, êàêèå îáùèå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå ïðåäïîëîæåíèÿ èñïîëüçó�
þòñÿ. Ìû âûâåäåì åå â �2.4 êàê ñëåäñòâèå îäíîé áîëåå îáùåé òåîðå�
ìû èç òåîðèè îðäèíàëîâ.

Äàëåå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëîâîé ñèñòåìû äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíî�
æåñòâî N ñ ôóíêöèåé ñëåäóþùåãî ÷èñëà S(n) = n∪{n} óäîâëåòâîðÿ�
åò àêñèîìàì Ïåàíî. Ýòî ïîçâîëÿåò äàòü òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå
îïðåäåëåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â îáëàñòè N íàòóðàëüíûõ
÷èñåë. Ýòî íå òàê ïðîñòî, íî ìû íå áóäåì íà ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ,
ïîñêîëüêó êàê ýòî ñäåëàòü èçâåñòíî èç êíèã, ïîäðîáíî îñâåùàþùèõ
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè � ñì., íàïðèìåð,
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ïîñòðîåíèå àðèôìåòèêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â ñèñòåìå Z2 â êíèãå
[73], ãë. 1, �� 6 è ñëåä.

Ïîñëå ýòîãî ìîæíî îïðåäåëèòü è ìíîæåñòâî Z öåëûõ ÷èñåë êàê
îïðåäåëåííóþ íàäñòðîéêó íàä N, íàïðèìåð, êàê Z = Z− ∪ {0} ∪Z+ ,
ãäå Z− ñîñòîèò èç âñåõ ïàð âèäà 〈1, n〉 ñ n ∈ N , n 6= 0, ïîíèìàå�
ìûõ êàê îòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, à Z+ ñîñòîèò èç âñåõ ïàð âèäà
〈0, n〉 ñ n ∈ N , n 6= 0, ïîíèìàåìûõ êàê ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñ�
ëà. Àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ ïðîäîëæàþòñÿ ñ N íà Z î÷åâèäíûì
îáðàçîì, è ìû íà ýòîì íå îñòàíàâëèâàåìñÿ.

Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü è ìíîæåñòâî Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
êàê íàäñòðîéêó íàä Z. Ëþáîé ìàòåìàòèê ñêàæåò, ÷òî ðàöèîíàëüíûå
÷èñëà � ýòî 0 è íåñîêðàòèìûå äðîáè âèäà z

m , ãäå m � ïîëîæèòåëü�
íîå íàòóðàëüíûå ÷èñëî, à z ∈ Z , z 6= 0. Îäíàêî òåîðèÿ ìíîæåñòâ íå
çíàåò ÷òî òàêîå ¾äðîáü¿. ×òîáû îáîéòè ýòî ïðåïÿòñòâèå, ìíîæåñòâî
Q îïðåäåëÿåòñÿ, êàê ñîñòîÿùåå èç ïàð âèäà 〈z,m〉, ãäå z,m � òàêîâû,
êàê óêàçàíî. Ïîñëå ýòîãî àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ ïðîäîëæàþòñÿ
ñ Z íà Q, è ìíîæåñòâî Q ëèíåéíî óïîðÿäî÷èâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþ�
ùèì îòíîøåíèåì <, ò. å. 〈z,m〉 < 0 < 〈z′,m′〉 äëÿ âñåõ z < 0 < z′ è
〈z,m〉 < 〈z,m′〉 ïðè zm′ < z′m. Ìû îïÿòü-òàêè íå îñòàíàâëèâàåìñÿ
íà ýòîì ñîâåðøåííî ðóòèííîì äåëå.

Ïîñëåäíèé øàã òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî ïîñòðîåíèÿ ÷èñëîâîé
ñèñòåìû â ìàòåìàòèêå õîðîøî èçâåñòåí: ýòî äåäåêèíäîâî ïîñòðîåíèå
âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R ÷åðåç ñå÷åíèÿ â ìíîæåñòâå Q, èçëîæåííîå â
ðÿäå êíèã, âêëþ÷àÿ, íàïðèìåð, [1] è [54].

�1.8 Êîðòåæè

Èìåÿ óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó, ìîæíî îïðåäåëèòü è óïîðÿäî÷åííóþ
òðîéêó 〈x, y, z〉 = 〈〈x, y〉, z〉, ÷åòâåðêó 〈x, y, z, u〉 = 〈〈x, y, z〉, u〉, è
âîîáùå óïîðÿäî÷åííóþ n-êó 〈x1, . . . , xn〉 èíäóêöèåé ïî n òàê:

〈x1, x2, . . . , xn, xn+1〉 = 〈〈x1, x2, . . . , xn〉, xn+1〉 , (1)

è ïðè ýòîì áóäåò âûïîëíåíî êëþ÷åâîå ñâîéñòâî

〈x1, . . . , xn〉 = 〈y1, . . . , yn〉 ⇐⇒ x1 = y1 ∧ · · · ∧ xn = yn

Çäåñü, îäíàêî, íàñ æäåò ìàëåíüêàÿ ïàêîñòü. Êàæäàÿ, ê ïðèìåðó,
òðîéêà 〈x, y, z〉 ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ è ïàðîé 〈a, z〉, ãäå a =
〈x, y〉, ÷òî íå äàåò ôîðìàëüíî ðàçãðàíè÷èòü n-êè ðàçíîé äëèíû n.

Îáùåå ñîãëàøåíèå 1.8.1. ×òîáû îáîéòè ýòó ïðîáëåìó, ìû áó�
äåì îòîæäåñòâëÿòü êàæäóþ n-êó 〈x0, x1, . . . , xn−1〉, îïðåäåëåííóþ ïî
èíäóêöèè â ñîîòâåòñòâèè ñ (1), ñ òàêèì ìíîæåñòâîì ïàð:

〈x0, x1, . . . , xn−1〉 = {〈0, x0〉, 〈1, x1〉, . . . , 〈n− 1, xn−1〉} , (1′)
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ãäå óïîðÿäî÷åííûå ïàðû 〈i, xi〉 â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà îïðåäåëÿ�
þòñÿ ñîãëàñíî (2) â 1.3. Òàêèì îáðàçîì, n-êà 〈x0, x1, . . . , xn−1〉 ïðî�
èçâîëüíûõ ìíîæåñòâ x0, x1, . . . , xn−1 åñòü ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèÿ
s, çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå n = {0, 1, . . . , n−1} ∈ N óñëîâèåì s(i) = xi
äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . , n− 1.

Ïîíÿòíî, ÷òî óïîðÿäî÷åííàÿ, íàïðèìåð, òðîéêà 〈a, b, c〉 ïî îïðå�
äåëåíèþ (1) è ïî îïðåäåëåíèþ (1′) ðàâíà, ñîîòâåòñòâåííî,

{{〈a, b〉}, {〈a, b〉, c}} è {〈0, a〉, 〈1, b〉, 〈2, c〉} ,

ò. å., âîîáùå ãîâîðÿ, ïîëó÷àþòñÿ ðàçíûå ìíîæåñòâà. Îäíàêî ýòè îïðå�
äåëåíèÿ îòîæäåñòâëÿþòñÿ â ìàòåìàòèêå áåçî âñÿêîãî óùåðáà äëÿ
ñòðîãîñòè è ÿñíîñòè ðàññóæäåíèé.3 Ìû áóäåì ïîíèìàòü óïîðÿäî�
÷åííûå n-êè ñêîðåå â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ (1′) è, êàê ïðèíÿòî â îòå�
÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå, íàçûâàòü èõ êîðòåæàìè, à ÷èñëî ÷ëåíîâ
êîðòåæà s íàçûâàòü åãî äëèíîé, lh s. Òàêèì îáðàçîì, óïîðÿäî÷åí�
íàÿ n-êà è êîðòåæ äëèíû n � ýòî îäíî è òî æå. Íàïðèìåð êîðòåæ
äëèíû 4 � ýòî ÷åòâåðêà âèäà s = 〈x, y, z, u〉, è äëÿ íåå lh s = 4.

Îïðåäåëåíèå (1′) ïðèìåíèìî è ïðè n = 1, äàâàÿ 〈a〉 = {〈0, a〉},
ò. å. 〈a〉 �ôóíêöèÿ, dom 〈a〉 = 0, è 〈a〉(0) = a, à ïðè n = 0 åäèíñòâåí�
íûé êîðòåæ äëèíû 0 � ýòî ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅, êîòîðîå â äàííîì
êîíòåêñòå ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü Λ è íàçûâàòü ïóñòûì êîðòåæåì.

Êîðòåæè åñòåñòâåííûì îáðàçîì óïîðÿäî÷åíû îòíîøåíèåì ïðî�
äîëæåíèÿ ⊂, ò. å. s ⊂ t îçíà÷àåò, ÷òî êîðòåæ t ïðîäîëæàåò êîðòåæ
s. Íàïðèìåð, 〈2, 1〉 ⊂ 〈2, 1, 5, 3〉, íî 〈2, 1〉 6⊂ 〈2, 2, 5, 3〉 è 〈2, 1〉 6⊂ 〈2, 1〉
(ïðîäîëæåíèå äîëæíî áûòü ñîáñòâåííûì). Íåñîáñòâåííîå ïðîäîë�
æåíèå ⊆ ââîäèòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì: s ⊆ t, åñëè ëèáî s ⊂ t ëèáî
ïðîñòî s = t. Íàïðèìåð, 〈2, 1〉 ⊆ 〈2, 1〉.

Åñëè s = 〈x1, . . . , xn〉 � êîðòåæ äëèíû n è m ≤ n, òî îïðåäåëÿ�
åòñÿ îãðàíè÷åíèå s � m = 〈x1, . . . , xm〉 êîðòåæà s, ñîñòîÿùåå èç åãî
m ïåðâûõ ÷ëåíîâ. Òàê, 〈2, 2, 5, 3〉 � 2 = 〈2, 2〉, 〈2, 2, 5, 3〉 � 1 = 〈2〉, à â
âûðîæäåííîì ñëó÷àå 〈2, 2, 5, 3〉 � 0 = Λ (ïóñòîé êîðòåæ).

Åñëè æå s � êîðòåæ äëèíû n = lh s è m > n, òî îïðåäåëÿþò
ïðîñòî s �m = s.

Îïðåäåëåíèå 1.8.2. Íàïîìíèì, ÷òî áèíàðíûì îòíîøåíèåì íà�
çûâàåòñÿ âñÿêîå ìíîæåñòâî èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð. Ñîîòâåòñòâåííî,
ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùèå èç óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê 〈x, y, z〉, íàçûâàþòñÿ

3 Åäèíñòâåííàÿ îñòàâøàÿñÿ åùå ñ îïðåäåëåíèåì (1′) íåïðèÿòíîñòü ñîñòîèò â
òîì, ÷òî 〈a, b〉 äâóñìûñëåííî îáîçíà÷àåò êàê óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó {{a}, {a, b}} â
ñìûñëå �1.3 òàê è êîðòåæ äëèíû 2 â ñìûñëå (1′). Ñëåäîâàëî áû êàê-òî ïåðåîáî�
çíà÷èòü ïåðâóþ, íàïðèìåð, ÷åðåç (a, b) := {{a}, {a, b}}, íî ýòî óæå ñëèøêîì.
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òåðíàðíûìè îòíîøåíèÿìè, è âîîáùå, åñëè n ≥ 2, òî n-àðíîå îò�
íîøåíèå, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, îòíîøåíèå àðíîñòè n � ýòî ëþáîå
ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç óïîðÿäî÷åííûõ n-îê.

�1.9 Ýëåìåíòàðíûå îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè

Ìû óæå âñòðå÷àëèñü ñ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ìíîæåñòâ
X ×Y . Â áîëåå îáùåì ïëàíå, äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì êîíå÷íîãî
÷èñëà ìíîæåñòâ X1, . . . , Xn (ãäå n ≥ 2) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

X1 × . . .×Xn =
∏n
i=1Xi = {〈x1, . . . , xn〉 : x1 ∈ X1 ∧ . . . ∧ xn ∈ Xn)}

âñåõ êîðòåæåé äëèíû n, êàæäûé ÷ëåí xi êîòîðûõ (i = 1, . . . , n)
ïðèíàäëåæèò ñîîòâåòñòâóþùåìó ìíîæåñòâó Xi . Äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíûõ
ñîìíîæèòåëåé, îïðåäåëÿåòñÿ äåêàðòîâà ñòåïåíü

Xn = X ×X × . . .×X︸ ︷︷ ︸
n ñîìíîæèòåëåé

,

ò. å. ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé 〈x1, . . . , xn〉 äëèíû n, âñå ÷ëåíû xi
êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó X. Íàïðèìåð, X0 = {Λ} ñîäåðæèò
òîëüêî ïóñòîé êîðòåæ Λ (åäèíñòâåííûé êîðòåæ äëèíû 0).

Ïîëàãàþò X<ω =
⋃
n∈NX

n � ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé, ëþáîé
äëèíû n ∈ N, èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X.

Îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ òàêæå ïðèìåíèìû ê ëþ�
áûì êîíå÷íûì ñïèñêàì ìíîæåñòâ, íàïðèìåð, â ôîðìå A∪B∪C èëè
A1∩A2∩ . . .∩An . Íî èìååòñÿ è áîëåå îáùàÿ èõ ôîðìà, êîòîðàÿ ïðåä�
ïîëàãàåò, ÷òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâ ñàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè,
èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ÷òî âñå ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû ÿâëÿþòñÿ
ìíîæåñòâàìè. Íà ýòîé îñíîâå ââîäÿòñÿ òàêèå îïåðàöèè:

îáúåäèíåíèå
⋃
X = {y : ∃x ∈ X (y ∈ x} � òàêèì îáðàçîì,

⋃
X åñòü

îáúåäèíåíèå âñåõ ìíîæåñòâ x ∈ X ;

ïåðåñå÷åíèå
⋂
X = {y : ∀x ∈ X (y ∈ x} � òàêèì îáðàçîì,

⋂
X åñòü

ïåðåñå÷åíèå âñåõ ìíîæåñòâ x ∈ X .

Íàïðèìåð, åñëè X = {{1, 2, 3}, {2, 3, 4}, {3, 4, 5}}, òî⋃
X = {1, 2, 3} ∪ {2, 3, 4} ∪ {3, 4, 5} = {1, 2, 3, 4, 5} ,

è ñîîòâåòñòâåííî
⋂
X = {1, 2, 3} ∩ {2, 3, 4} ∩ {3, 4, 5} = {3}.

Â ìàòåìàòèêå èçâåñòíî ìíîãî îïåðàöèé íàä èíäåêñèðîâàííûìè
ìíîæåñòâàìè (î íèõ ñì. �1.4). Ê íàèáîëåå ïðîñòûì îòíîñÿòñÿ ñëåäó�
þùèå òðè. Äîïóñòèì, ÷òî äàíî èíäåêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî 〈Xa〉a∈A .
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Îïðåäåëÿþòñÿ:⋃
a∈AXa = {x : ∃a ∈ A (x ∈ Xa)} è⋂
a∈AXa = {x : ∀a ∈ A (x ∈ Xa)} ,

ò. å. ñîîòâåòñòâåííî îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå âñåõ ìíîæåñòâ Xa ,
a ∈ A. À äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå

∏
a∈AXa ñîñòîèò èç âñåõ ôóíêöèé

f òàêèõ, ÷òî dom f = A è f(a) ∈ Xa äëÿ âñåõ èíäåêñîâ a ∈ A. Äëÿ
ñëó÷àÿ ðàâíûõ ìíîæèòåëåé, ñòåïåíü XA îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæå�
ñòâî âñåõ ôóíêöèé f : A → X ; òàêèì îáðàçîì, XA =

∏
a∈AXa , ãäå

âñå ìíîæåñòâà Xa òîæäåñòâåííû ìíîæåñòâó X .
È çäåñü ìû çíàêîìèìñÿ ñ îäíîé ãëóáîêîé ïðîáëåìîé. Åñëè õîòÿ

áû îäíî èç ìíîæåñòâ Xa � ïóñòîå, òî è ìíîæåñòâî
∏
a∈AXa áóäåò,

ñàìî ñîáîé, ïóñòûì. Íî äîïóñòèì, ÷òî âñå Xa íåïóñòû; ìîæíî ëè
òîãäà çàêëþ÷èòü, ÷òî íåïóñòî è äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå

∏
a∈AXa?

Ñì. â ýòîé ñâÿçè îá àêñèîìå âûáîðà â ñëåäóþùåé ãëàâå.
Íèæå ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ äðóãèìè, áîëåå ñëîæíûìè îïåðàöèÿìè

íàä ìíîæåñòâàìè.

Èñòîðè÷åñêèå è áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ

Äëÿ äàëüíåéøåãî çíàêîìñòâà ñ äîàêñèîìàòè÷åñêîé, ¾êàíòîðîâîé¿ òåî�
ðèåé ìíîæåñòâ, ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü ïåðâûå ãëàâû êíèã Ï.Ñ. Àëåêñàí-
äðîâà [1], À.Â. Àðõàíãåëüñêîãî [3], è, êîíå÷íî, Õàóñäîðôà [54], à òàêæå
Êóðàòîâñêîãî è Ìîñòîâñêîãî [124].
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Ãëàâà 2

Àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ

ìíîæåñòâ

Êàê ìû âèäåëè â ãëàâå 1, òàêèå îñíîâîïîëàãàþùèå îáúåêòû ìàòå�
ìàòèêè êàê íàòóðàëüíûå è âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ôóíêöèè, îòíîøå�
íèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè îïðåäåëåííîãî âèäà. Èññëåäîâà�
íèÿ ïî îñíîâàíèÿì ìàòåìàòèêè â 1é ïîëîâèíå XX âåêà ïîêàçàëè, ÷òî
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå äîïóñêàþò ïðàêòè÷åñêè âñå
ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû, ïðè÷åì òåîðåìû î íèõ äîêàçûâàþòñÿ êàê
òåîðåìû î ìíîæåñòâàõ íà îñíîâå àêñèîì î ìíîæåñòâàõ, êîòîðûå ñî�
ñòàâëÿþò àêñèîìàòèêó òåîðèè ìíîæåñòâ Öåðìåëî � Ôðåíêåëÿ ZFC.
Îñíîâàì ýòîé àêñèîìàòèêè ïîñâÿùåíà äàííàÿ ãëàâà.

Ïîñëå èçëîæåíèÿ ñàìèõ àêñèîì ZFC, ìû îïðåäåëèì ïîíÿòèå òåî�
ðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óíèâåðñóìà, ò. å. ìèðà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìíî�
æåñòâ, óïðàâëÿåìûõ àêñèîìàìè ZFC, ðàññìîòðèì íåêîòîðûå îñíîâ�
íûå ýëåìåíòû òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé ñòðóêòóðû ýòîãî óíèâåðñó�
ìà: îðäèíàëû, êàðäèíàëû, è îáñóäèì ñâÿçàííûå ñ íèìè ïîíÿòèÿ, íà�
ïðèìåð, êëàññû. Ìû íå áóäåì ïîäðîáíî îñòàíàâëèâàòüñÿ íà äåìîí�
ñòðàöèè ðîëè àêñèîì ZFC êàê îñíîâû ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè, î
÷åì ñì. ëèòåðàòóðó â êîíöå ãëàâû.
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�2.1 Òåîðèÿ ìíîæåñòâ Öåðìåëî � Ôðåíêåëÿ

Ïðåæäå âñåãî, ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, òåîðèÿ
ìíîæåñòâ Öåðìåëî � Ôðåíêåëÿ ZFC � ýòî òåîðèÿ ñ ëîãè÷åñêèì ðà�
âåíñòâîì â ÿçûêå âñåãî ñ îäíèì ñîáñòâåííûì îòíîøåíèåì, ò. å. áèíàð�
íûì îòíîøåíèåì ïðèíàäëåæíîñòè ∈, ïðè÷åì x ∈ y ïîíèìàåòñÿ êàê
òî, ÷òî ìíîæåñòâî x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó y èëè, ÷òî òî æå ñà�
ìîå, ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà y . Ôîðìóëû ýòîãî ÿçûêà, ò. å.
∈-ÿçûêà, áóäóò íàçûâàòüñÿ ∈-ôîðìóëàìè.1

Ñïèñîê àêñèîì òåîðèè ìíîæåñòâ Öåðìåëî � Ôðåíêåëÿ ZFC ïðè�
âîäèòñÿ çäåñü ñ ìèíèìàëüíûìè êîììåíòàðèÿìè, ñêîðåå ïðîñòî êàê
ñïèñîê äëÿ äàëüíåéøèõ ññûëîê. Âîîáùå, ìû ïðåäïîëàãàåì íåêîòîðîå
çíàêîìñòâî ÷èòàòåëÿ ñ òåîðèåé ìíîæåñòâ ZFC.

Ýêñòåíñèîíàëüíîñòü: ∀X ∀Y
(
X = Y ⇐⇒ ∀x (x ∈ X ⇐⇒ x ∈ Y )

)
,

èëè, ìåíåå ôîðìàëüíî, ìíîæåñòâà ðàâíû åñëè è òîëüêî åñëè
îíè ñîäåðæàò îäíè è òå æå ýëåìåíòû.

Ïàðà: ∀x ∀ y ∃Z ∀ z
(
z ∈ Z ⇐⇒ (z = x ∨ z = y)

)
,

èëè, áîëåå ðàçâåðíóòî: äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ x, y ñóùåñòâóåò
ìíîæåñòâî Z , ÷üèìè ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà x, y è
òîëüêî îíè. Òàêîå ìíîæåñòâî Z îáîçíà÷àåòñÿ Z = {x, y} (íåóïî�
ðÿäî÷åííàÿ ïàðà ìíîæåñòâ x, y).

Îáúåäèíåíèå: Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî U =⋃
X = {y : ∃x ∈ X (y ∈ x)}, ðàâíîå îáúåäèíåíèþ âñåõ ýëåìåí�

òîâ ìíîæåñòâà X .

Ñòåïåíü: Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà x, åãî ñòåïåíü P(x) = {y : y ⊆ x}
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîñòóëèðóåòñÿ ñóùå�
ñòâîâàíèå ìíîæåñòâà P(x), ñîñòîÿùåãî èç âñåõ ïîäìíîæåñòâ
äàííîãî ìíîæåñòâà x.

Ïóñòîå ìíîæåñòâî: Ñóùåñòâóåò ïóñòîå ìíîæåñòâî, ò. å. òàêîå ìíî�
æåñòâî ∅, êîòîðîå íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ. (Çàìåòèì, ÷òî ïî
àêñèîìå Ýêñòåíñèîíàëüíîñòè âñå ïóñòûå ìíîæåñòâà ðàâíû äðóã
äðóãó, ò. å., äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïóñòîå
ìíîæåñòâî, êîòîðîå è îáîçíà÷àåòñÿ ∅.)

Áåñêîíå÷íîñòü: Ñóùåñòâóåò èíäóêòèâíîå ìíîæåñòâî � òàêîå ìíî�
æåñòâî X , äëÿ êîòîðîãî ∅ ∈ X è x ∈ X =⇒ x ∪ {x} ∈ X.

1 Â óñòíîé ðå÷è � ýïñèëîí-ÿçûê è ýïñèëîí-ôîðìóëà, ïîñêîëüêó çíàê ïðèíàä�
ëåæíîñòè ∈ èñòîðè÷åñêè âîçíèê èç áóêâû ε èëè ε ãðå÷åñêîãî ÿçûêà.
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Âûäåëåíèå: ∀X ∃Y ∀x
(
x ∈ Y ⇐⇒ (x ∈ X ∧ Φ(x))

)
: ëþáàÿ ñîâîêóï�

íîñòü ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, îïðåäåëèìàÿ ôîðìó�
ëîé, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì.

Çäåñü Φ(x) ìîæåò áûòü ëþáîé ∈-ôîðìóëîé ñ ïðîèçâîëüíûìè ìíî�
æåñòâàìè â ðîëè ïàðàìåòðîâ2. Òî æå îòíîñèòñÿ ê ôîðìóëå Φ(x, y)
â äâóõ ñëåäóþùèõ ñõåìàõ àêñèîì. Ïîíÿòíî, ÷òî Âûäåëåíèå, Ñîáè-
ðàíèå, Ïîäñòàíîâêà� ýòî íå åäèíè÷íûå àêñèîìû, êàê âñå ïðî÷èå, à
áåñêîíå÷íûå ñïèñêè àêñèîì, ïîëó÷åííûå ïî îáùèì ñõåìàì � ïîýòî�
ìó îíè ÷àñòî íàçûâàþòñÿ ñõåìàìè àêñèîì.

Ñîáèðàíèå: Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X , åñëè ∀x ∈ X ∃ y Φ(x, y), òî
íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî Y òàêîå, ÷òî ∀x ∈ X ∃ y ∈ Y Φ(x, y).

Ïîäñòàíîâêà: Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X, åñëè ∀x ∈ X ∃ ! y Φ(x, y) òî
ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî f òàêîå, ÷òî f � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåí�
íàÿ íà ìíîæåñòâå X è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ∀x ∈ X Φ(x, f(x)).

Ðåãóëÿðíîñòü 3 : Ëþáîå ìíîæåñòâî X 6= ∅ ñîäåðæèò ýëåìåíò x ∈ X ,
äëÿ êîòîðîãî x ∩X = ∅.

Âûáîð: Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f (íàçûâàå�
ìàÿ ôóíêöèåé âûáîðà), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà X è óäîâëåòâî�
ðÿåò f(x) ∈ x äëÿ âñåõ íåïóñòûõ x ∈ X .

Èòàê, òåîðèÿ ZFC ñîäåðæèò àêñèîìû è ñõåìû àêñèîì Ýêñòåíñèî-

íàëüíîñòè, Ïàðû, Âûäåëåíèÿ, Ñîáèðàíèÿ, Ïîäñòàíîâêè, Îáúåäèíåíèÿ,
Ïóñòîãî ìíîæåñòâà, Áåñêîíå÷íîñòè, Ðåãóëÿðíîñòè, Ñòåïåíè, Âûáîðà.

Áîëåå ñëàáàÿ òåîðèÿ ZF ñîäåðæèò òå æå àêñèîìû, êðîìå Âûáîðà.

Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü (è ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ ðàçâèòèåì ìàòåìàòèêè),
÷òî àêñèîìû ZFC ñîçäàþò äîñòàòî÷íûé è àäåêâàòíûé àêñèîìàòè�
÷åñêèé áàçèñ äëÿ ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà ðàçäåëîâ ñîâðåìåííîé
ìàòåìàòèêè � â òîì ñìûñëå, ÷òî îáúåêòû èçó÷åíèÿ ìîãóò áûòü îïðå�
äåëåíû êàê ìíîæåñòâà, à ìàòåìàòè÷åñêèå òåîðåìû îá ýòèõ îáúåêòàõ
âûâåäåíû ïðè ïîìîùè àêñèîì ZFC. Àêñèîìû òåîðèè ZFC áûëè
ïðèíÿòû ìàòåìàòè÷åñêèì ñîîáùåñòâîì, çà èñêëþ÷åíèåì, â êàêîé-òî
ñòåïåíè, àêñèîìû âûáîðà, ïî êîòîðîé â íà÷àëå XX âåêà âåëèñü ñå�
ðüåçíûå äèñêóññèè.

2 Ôîðìàëüíî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Φ ìîæåò ñîäåðæàòü äðóãèå ñâîáîäíûå ïåðåìåí�
íûå êðîìå x, íî Y íå ìîæåò áûòü ïåðåìåííîé â Φ(x) (íî X ìîæåò).

3 Òàêæå íàçûâàåìàÿ àêñèîìîé Ôóíäèðîâàíèÿ. Â ýòîé ñâÿçè îòìåòèì, ÷òî àê�
ñèîìà Ðåãóëÿðíîñòè ïî ñóùåñòâó óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè X � ïðîèçâîëüíîå ìíî�
æåñòâî, òî îãðàíè÷åíèå ∈X= ∈ � X îòíîøåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè íà ìíîæåñòâî
X � ôóíäèðîâàíî â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.5.2.
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�2.2 Êîììåíòàðèè ê àêñèîìàì

Àêñèîìû Ïàðû, Îáúåäèíåíèÿ, Ñòåïåíè íóæíû äëÿ òîãî, ÷òîáû
òå îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè, êîòîðûå ðàññìîòðåíû â ïåðâîé ãëà�
âå, ïðèâîäèëè ñíîâà ê ìíîæåñòâàì. Íàïðèìåð, ïðîñòîå îáúåäèíåíèå
x ∪ y =

⋃
{x, y} äâóõ ìíîæåñòâ, è èõ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà 〈x, y〉 =

{{x}, {x, y}} � ìíîæåñòâà ïî àêñèîìàì Ïàðû è Îáúåäèíåíèÿ.
Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå X×Y = {〈x, y〉 : x ∈ X∧y ∈ Y } � òàêæå

ìíîæåñòâî. Â ñàìîì äåëå, åñëè x ∈ X è y ∈ Y , òî {x, y} ∈P(X ∪Y )
è 〈x, y〉 ∈P(P(X ∪ Y )), è ìû âèäèì, ÷òî

X × Y = {z ∈P(P(X ∪ Y )) : ∃x ∈ X ∃ y ∈ Y (z = 〈x, y〉)}

� ìíîæåñòâî ïî àêñèîìå Âûäåëåíèÿ, ïîñêîëüêó P(P(X ∪ Y )) ÿâëÿ�
åòñÿ ìíîæåñòâîì ïî àêñèîìå Ñòåïåíè.

Çàìå÷àíèå 2.2.1. Áîëåå òîíêîå ðàññóæäåíèå ïîçâîëÿåò âûâå�
ñòè ñóùåñòâîâàíèå X × Y íå èñïîëüçóÿ àêñèîìó Ñòåïåíè. Èìåííî,
äëÿ ëþáîãî x ∈ X , îòîáðàæåíèå fx(y) = 〈x, y〉, îïðåäåëåííîå äëÿ
âñåõ y ∈ Y , ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïî àêñèîìå Ïîäñòàíîâêè, òàê ÷òî
F (x) = ran fx = {x} × Y � ìíîæåñòâî äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñîãëàñíî
ñêàçàííîìó âûøå. Ïî àíàëîãè÷íûì ñîîáðàæåíèÿì, è F (êàê ôóíê�
öèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà X ) � ìíîæåñòâî, à ïîòîìó è R = ranF =
{{x} × Y : x ∈ X} � ìíîæåñòâî, êàê è, íàêîíåö, X × Y =

⋃
R ïî

àêñèîìå Îáúåäèíåíèÿ.

Àíàëîãè÷íî, åñëè R � áèíàðíîå îòíîøåíèå, ò. å. ìíîæåñòâî, ñî�
ñòîÿùåå èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (íàïðèìåð, ôóíêöèÿ), òî domR è
ranR � ìíîæåñòâà. Â ñàìîì äåëå, åñëè 〈x, y〉 ∈ R, òî x, y ∈ U =⋃⋃

R, ãäå U � ìíîæåñòâî ïî àêñèîìå Îáúåäèíåíèÿ, è òîãäà

domR = {x ∈ U : ∃p ∈ R ∃ y ∈ U (p = 〈x, y〉)} (1)

� òàêæå ìíîæåñòâî ïî Âûäåëåíèþ, è òî æå äëÿ ranR.
Àêñèîìà Áåñêîíå÷íîñòè âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå ïî êðàéíåé ìåðå

îäíîãî èíäóêòèâíîãî ìíîæåñòâà.

Îòñþäà ïî àêñèîìå Âûäåëåíèÿ âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå
ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N, îïðåäåëåííîãî âûøå
êàê ïåðåñå÷åíèå âñåõ èíäóêòèâíûõ ìíîæåñòâ

� âîçüìåì êàê X ïðîèçâîëüíîå èíäóêòèâíîå ìíîæåñòâî è ôîðìóëó
¾x ïðèíàäëåæèò êàæäîìó èíäóêòèâíîìó ìíîæåñòâó¿ â ðîëè Φ(x).

Âîîáùå, ñõåìà àêñèîì Âûäåëåíèÿ ãîâîðèò íàì, ÷òî ëþáîé îáúåêò
âèäà {x ∈ X : Φ(x)}, ãäå X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, à Φ � ëþáàÿ
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ ôîðìóëà, ñàì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì.
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Ñõåìà àêñèîì Ïîäñòàíîâêè ñëåäóåò èç Ñîáèðàíèÿ è Âûäåëåíèÿ.
Èìåííî, ñíà÷àëà Ñîáèðàíèå ïðèíîñèò òàêîå ìíîæåñòâî Y , ÷òî âû�
ïîëíåíî ∀x ∈ X ∃ y ∈ Y Φ(x, y), à çàòåì f = {〈x, y〉 ∈ X × Y : Φ(x, y)}
� ìíîæåñòâî ïî Âûäåëåíèþ.

Â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíîãî ñëåäñòâèÿ àêñèîìû Ðåãóëÿðíîñòè îòìå�
òèì ñëåäóþùåå: íåò ìíîæåñòâ x, äëÿ êîòîðûõ x ∈ x. (Äëÿ âûâîäà
âîçüìèòå X = {x} â àêñèîìå.) Íåò òàêæå è öåïî÷åê âèäà x ∈ y ∈ x.

Àêñèîìà Âûáîðà ÷àñòî óïîòðåáëÿåòñÿ â ôîðìå, ïðèñïîñîáëåííîé
ê âûáîðàì èç ìíîæåñòâ, îáðàçóþùèõ èíäåêñèðîâàííîå ñåìåéñòâî.

Òåîðåìà 2.2.2. Ïóñòü 〈Xa〉a∈A � èíäåêñèðîâàííîå ñåìåéñòâî
íåïóñòûõ ìíîæåñòâ. Òîãäà äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå

∏
a∈AXa íåïó�

ñòî, ò. å. íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ F òàêàÿ, ÷òî domF = A è F (a) ∈ Xa

äëÿ êàæäîãî a ∈ A � òàêàÿ ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé âûáî�
ðà äëÿ äàííîãî èíäåêñèðîâàííîãî ñåìåéñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì Ya = {a} × Xa = {〈a, x〉 : x ∈ Xa}
äëÿ êàæäîãî a. Ñîãëàñíî àêñèîìå Âûáîðà, èìååòñÿ ôóíêöèÿ âûáîðà
f äëÿ ìíîæåñòâà Y = {Ya : a ∈ A}. Òàêèì îáðàçîì, åñëè a ∈ A, òî
f(Ya) ∈ Ya , ò. å. f(Ya) = 〈a, x〉, ãäå x � íåêîòîðûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà
Xa . îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü F (a) = f(Ya) äëÿ âñåõ a.

Îáðàòíî, åñëè ïðèíÿòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû çà àêñèîìó, òî èç
íåå ñòîëü æå ëåãêî âûâåäåòñÿ ñàìà àêñèîìà Âûáîðà.

Àêñèîìà Âûáîðà âûäåëÿåòñÿ ñðåäè âñåõ àêñèîì ZFC ñâîåé íåïðå�
äèêàòèâíîñòüþ. Èìåííî, åñëè îñòàâèòü â ñòîðîíå Ýêñòåíñèîíàëü-

íîñòü, òî âñå îñòàëüíûå àêñèîìû âûðàæàþò ñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðî�
ãî åäèíñòâåííîãî ìíîæåñòâà. (Èëè ïî êðàéíåé ìåðå ìîãóò áûòü ïðè�
âåäåíû ê òàêîìó âèäó. Êàê, ñêàæåì, àêñèîìà Áåñêîíå÷íîñòè, êîòîðàÿ
ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà êàê óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè
íàèìåíüøåãî � è òîãäà åäèíñòâåííîãî � èíäóêòèâíîãî ìíîæåñòâà,
ðàâíîãî ïåðåñå÷åíèþ âñåõ òàêèõ ìíîæåñòâ.) Àêñèîìà Âûáîðà æå íå-
ïðåäèêàòèâíà â ïðèíöèïå, ïîñêîëüêó, âîîáùå ãîâîðÿ, íåò íèêàêî�
ãî ñïîñîáà âûáðàòü íåêîòîðóþ åäèíñòâåííóþ, âïîëíå îïðåäåëåííóþ
ôóíêöèþ âûáîðà ñðåäè âñåõ òàêèõ ôóíêöèé.

Ñ ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N ñâÿçàíû ñëåäóþùèå äâå îãðà�
íè÷åííûå ôîðìû àêñèîìû Âûáîðà, ÷àñòî (è íå âñåãäà ÿâíî) èñïîëü�
çóåìûå â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ îáû÷íîé, íå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé
ìàòåìàòèêè � íàïðèìåð, â òåîðèè ìåðû.

ñ÷åòíûé Âûáîð: Äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà 〈Xn〉n∈N íåïóñòûõ ìíîæåñòâ
Xn èìååòñÿ ôóíêöèÿ âûáîðà, ò. å. òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
〈xn〉n∈N , ÷òî xn ∈ Xn äëÿ âñåõ n.
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çàâèñèìûé Âûáîð, DC: Åñëè áèíàðíîå îòíîøåíèå R óäîâëåòâîðÿåò
âêëþ÷åíèþ ranR ⊆ domR, òî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
〈xn〉n∈N , äëÿ êîòîðîé xn R xn+1 äëÿ âñåõ n.

Èç ðàáîò Ã¼äåëÿ, Êîýíà, è èõ ïîñëåäîâàòåëåé èçâåñòíî, ÷òî êàê ñàìà
àêñèîìà Âûáîðà òàê è êàæäàÿ èç ýòèõ äâóõ îãðàíè÷åííûõ ìîäèôè�
êàöèé íåçàâèñèìû îò àêñèîì ZF, ò. å. íè îäíó èç íèõ íåëüçÿ íè
äîêàçàòü, íè îïðîâåðãíóòü ñðåäñòâàìè îñòàëüíûõ òåîðåòèêî-ìíîæå�
ñòâåííûõ àêñèîì (åñëè ïîñëåäíèå ñàìè íåïðîòèâîðå÷èâû).

Àêñèîìà Ðåãóëÿðíîñòè ñòîèò íåñêîëüêî â ñòîðîíå îò îñòàëüíûõ
àêñèîì ZFC â òîì, ÷òî îíà íå âûðàæàåò íèêàêîãî ñâîéñòâà ìàòåìà�
òè÷åñêèõ îáúåêòîâ è íå âëå÷åò êîíêðåòíûõ ñëåäñòâèé âíå ñîáñòâåííî
òåîðèè ìíîæåñòâ. Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàþòñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåí�
íûå ñèñòåìû, íå ñîäåðæàùèå ýòîé àêñèîìû, èëè äàæå ñîäåðæàùèå
òó èëè èíóþ àêñèîìó ïðÿìî ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîäåðæàíèÿ. Òàêèå
òåîðèè ìîãóò äîïóñêàòü ìíîæåñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèå, íàïðèìåð,
x = {x}, èëè x = {y} ∧ y = {x}, èëè x ∈ y ∈ z ∈ x, èëè âîîá�
ùå ïðåäñòàâëÿòü äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûå ãðàôû ÷åðåç îòíîøåíèå
ïðèíàäëåæíîñòè. Î òàêèõ ¾àíòèðåãóëÿðíûõ¿ òåîðèÿõ ñì., íàïðèìåð,
â êíèãàõ [58] èëè [75, ãë. 7].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìåþòñÿ ñèñòåìû â ðàìêàõ òåîðåòèêî-ìíî�
æåñòâåííîãî íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà, â êîòîðûõ àêñèîìà Ðåãóëÿð-

íîñòè íàðóøàåòñÿ âñëåäñòâèå íåêîòîðûõ äîñòàòî÷íî ãëóáîêèõ ïðè�
÷èí, õîòÿ ìîíñòðîâ òèïà x = {x} òàì íåò. Î íåñòàíäàðòíûõ òåîðèÿõ
ìíîæåñòâ ñì. íàøó îáçîðíóþ ñòàòüþ [17] èëè êíèãó [112].

�2.3 Óíèâåðñóì ìíîæåñòâ è êëàññû

Èòàê, èñõîäíûì ïðèíöèïîì ñîâðåìåííîé òåîðèè ìíîæåñòâ, èëè
å¼ ïàðàäèãìîé, ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííî�
ãî óíèâåðñóìà, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâàìè, è â
êîòîðîì ìîãóò áûòü àäåêâàòíî îïðåäåëåíû èëè ïðåäñòàâëåíû âñå
ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû. Ìû îáîçíà÷èì ýòîò óíèâåðñóì ÷åðåç V.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòîò óíèâåðñóì V ïîä÷èíåí àêñèîìàì òåîðèè
ìíîæåñòâ Öåðìåëî � Ôðåíêåëÿ ZFC, èç êîòîðûõ ôîðìàëüíî ñëå�
äóþò âñå ìàòåìàòè÷åñêèå òåîðåìû � ïîäîáíî òîìó, êàê, íàïðèìåð,
ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N ïîä÷èíÿåòñÿ àêñèîìàì Ïåàíî, èç
êîòîðûõ ñëåäóþò âñå òåîðåìû ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ÷èñåë. Âïðî÷åì,
â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äîáàâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå àêñèîìû, à èíî�
ãäà íàîáîðîò, àêñèîìà âûáîðà óäàëÿåòñÿ.

Çäåñü óìåñòíî ñêàçàòü íåñêîëüêî ñëîâ î êëàññàõ. Íàðÿäó ñ ìíî�
æåñòâàìè, ò. å. ñîáñòâåííî îáúåêòàìè òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óíè�
âåðñóìà V, ðàññìàòðèâàþòñÿ è ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ, íàçûâàåìûå
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êëàññàìè, êîòîðûå ñàìè íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè �
îíè äëÿ ýòîãî ñëèøêîì áîëüøèå! Äëÿ ñåðüåçíîãî èçó÷åíèÿ êëàññîâ â
îñíîâàíèÿõ ìàòåìàòèêè èñïîëüçóþòñÿ òåîðèè êëàññîâ, â ðàìêàõ êî�
òîðûõ êëàññû ñóùåñòâóþò íà ðàâíûõ ïðàâàõ ñ ìíîæåñòâàìè, ïðè÷åì
â íåêîòîðûõ èç ýòèõ òåîðèé ìíîæåñòâà îïðåäåëÿþòñÿ êàê òå êëàññû,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè äðóãèõ êëàññîâ. (Î íåêîòîðûõ òåîðè�
ÿõ êëàññîâ ñì. â êíèãàõ [73] è [118].) Îäíàêî äëÿ íàñ áóäåò äîñòàòî÷íî
ñëåäóþùåãî íåôîðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ:

Îïðåäåëåíèå 2.3.1. Êëàññîì íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ñîâîêóïíîñòü
ìíîæåñòâ âèäà X = {x : ϕ(x)}, ò. å. âñåõ ìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþ�
ùèõ äàííîìó ñâîéñòâó èëè ôîðìóëå ϕ(x) (êîòîðàÿ ìîæåò ñîäåðæàòü
íåêîòîðûå ìíîæåñòâà â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ).

Ðåçåðâèðóÿ ñëîâî ôóíêöèÿ äëÿ òåõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå óäîâëåòâî�
ðÿþò îïðåäåëåíèþ èç �1.4, ìû íàçîâåì êëàññ-ôóíêöèåé ëþáîé êëàññ
F , êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò òåì æå óñëîâèÿì 1) è 2) èç �1.4.

Êàæäîå ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ êëàññîì: X = {x : x ∈ X}. Áîëåå
òîãî, åñëè x � ìíîæåñòâî, à X � êëàññ, òî x ∩ X è x r X � ìíî�
æåñòâà ïî àêñèîìå Âûäåëåíèÿ. Êëàññû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ìíîæåñòâà�
ìè, íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè êëàññàìè. Íàïðèìåð, ñàì óíèâåðñóì
V = {x : x = x} � ýòî ñîáñòâåííûé êëàññ. Äðóãîé âàæíûé ïðèìåð �
ýòî ñîáñòâåííûé êëàññ Ord âñåõ îðäèíàëîâ, ñì. íèæå.

Ðàçóìååòñÿ, ëþáîå óòâåðæäåíèå â ∈-ÿçûêå, â êîòîðîå âõîäÿò îäèí
èëè íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ êëàññîâ, ïîëó÷àåò âïîëíå îïðåäåëåííûé
êîíêðåòíûé ñìûñë íà îñíîâå îïðåäåëåíèÿ 2.3.1, òàê ÷òî â ýòîì îãðà�
íè÷åííîì ñìûñëå òåîðèÿ ZFC äîïóñêàåò êëàññû. Â òî æå âðåìÿ, òåî�
ðèÿ ZFC íå äîïóñêàåò êâàíòîðîâ íàä êëàññàìè, ò. å. êâàíòîðîâ òèïà
¾äëÿ êàæäîãî êëàññà X âûïîëíåíî ...¿, ¾ñóùåñòâóåò êëàññ X , äëÿ
êîòîðîãî ...¿ â ôîðìóëàõ � çà äâóìÿ ñëåäóþùèìè èñêëþ÷åíèÿìè, â
êàæäîì èç êîòîðûõ ¾íåçàêîííîé¿ ôîðìóëå ñ êâàíòîðîì íàä êëàññà�
ìè ìîæåò áûòü ïðèäàí çàêîííûé âèä íà îñíîâå îïðåäåëåíèÿ 2.3.1.

Ïåðâîå èñêëþ÷åíèå. Ôîðìóëà âèäà ∃clsX Φ(X), ãäå ∃clsX èìååò
ñìûñë ¾ñóùåñòâóåò êëàññ X¿, à X âõîäèò â ∈-ôîðìóëó Φ òîëüêî
ñïðàâà îò ∈. Â ýòîì ñëó÷àå ∃clsXΦ(X) ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî
ìîæíî óêàçàòü êîíêðåòíóþ ∈-ôîðìóëó ϕ(x) òàêóþ, ÷òî èñõîäíàÿ
ôîðìóëà Φ(X) ñòàíîâèòñÿ âåðíîé ïðè ïîäñòàíîâêå X = {x : ϕ(x)}.

Âòîðîå èñêëþ÷åíèå. Ôîðìóëà âèäà ∀clsX Φ(X), ãäå ∀clsX èìååò
ñìûñë ¾äëÿ ëþáîãî êëàññà X¿, à X âõîäèò â ∈-ôîðìóëó Φ òîëüêî
ñïðàâà îò ∈. Â ýòîì ñëó÷àå ∀clsX Φ(X) ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñ�
ëå, ÷òî, êàêîâà áû íè áûëà êîíêðåòíàÿ ∈-ôîðìóëà ϕ(x), èñõîäíàÿ
ôîðìóëà Φ(X) ñòàíîâèòñÿ âåðíîé ïðè ïîäñòàíîâêå X = {x : ϕ(x)}.
Äðóãèìè ñëîâàìè, â ýòîì ñëó÷àå ∀clsX Φ(X) ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé, ñî�
äåðæàùåé áåñêîíå÷íîå ÷èñëî óòâåðæäåíèé íåêîòîðîãî îáùåãî âèäà.
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Â îáîèõ èñêëþ÷åíèÿõ, ôîðìóëû ϕ ìîãóò ñîäåðæàòü ïàðàìåòðû,
è òî÷íîå äî ïîñëåäíåé äåòàëè îïðåäåëåíèå òîãî, ÷òî èìååòñÿ â âèäó,
âûëèëîñü áû â ôîðìàëüíî-ëîãè÷åñêóþ âîçíþ íà íåñêîëüêî ñòðàíèö.
Ïîýòîìó ìû îñòàâèì ðàçúÿñíåíèÿ ïî ýòîìó âîïðîñó â èõ äàííîé
êðàòêîé ôîðìå, ïîñêîëüêó ñìûñë òåõ íåìíîãèõ êëàññ-êâàíòîðíûõ
óòâåðæäåíèé, êîòîðûå âñòðåòÿòñÿ íèæå, áóäåò âïîëíå ÿñåí.

Ê îáùåé ñòðóêòóðå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óíèâåðñóìà ìû
åùå âåðíåìñÿ â ñëåäóþùåé ãëàâå 3.

�2.4 Îðäèíàëû

Îðäèíàëû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé åñòåñòâåííîå ïðîäîëæåíèå ðÿäà
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N = {0, 1, 2, . . .} íà îñíîâå äâóõ îáùèõ ïðèíöè�
ïîâ: âî-ïåðâûõ, êàæäûé îðäèíàë åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ìåíüøèõ îð�
äèíàëîâ, à ïîòîìó äëÿ êàæäîãî îðäèíàëà ξ èìååòñÿ íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóþùèé îðäèíàë ξ ∪ {ξ}, è âî-âòîðûõ, äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà
X îðäèíàëîâ èìååòñÿ îðäèíàë, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèé çà âñåìè
îðäèíàëàìè èç X . Òî÷íîå æå îïðåäåëåíèå òàêîâî:

Îïðåäåëåíèå 2.4.1. Ìíîæåñòâî X òðàíçèòèâíî, åñëè
⋃
X ⊆

X , èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ:

åñëè y ∈ x ∈ X òî y ∈ X � ò. å. ýëåìåíòû ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà X ñàìè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà X .

Îðäèíàëîì íàçûâàåòñÿ âñÿêîå òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî ξ , âñå ýëå�
ìåíòû êîòîðîãî òàêæå òðàíçèòèâíû.

Êëàññ Ord âñåõ îðäèíàëîâ óïîðÿäî÷èâàåòñÿ òàê:

η < ξ , åñëè η ∈ ξ ;

η ≤ ξ , åñëè η < ξ èëè η = ξ .

Åñëè ξ ∈ Ord òî ïîëàãàåì ξ + 1 = ξ ∪ {ξ} � ýòî, î÷åâèäíî, òàêæå
îðäèíàë è ξ < ξ + 1.

Íàïðèìåð, 0 = ∅ è 1 = {∅} � îðäèíàëû, à x = {{∅}} � íå
îðäèíàë è äàæå íå òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî: ∅ ∈ {∅} ∈ x íî ∅ 6∈ x.

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ξ = {η ∈ Ord : η < ξ}, ò. å.
êàæäûé îðäèíàë åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ìåíüøèõ îðäèíàëîâ.

Ëåììà 2.4.2. Êëàññ Ord :

� òðàíçèòèâåí, ò. å. åñëè η ∈ ξ ∈ Ord òî è η � îðäèíàë, è

� ñîáñòâåííûé êëàññ, ò. å. íå ìíîæåñòâî.

Ñâåðõ òîãî, åñëè X ⊆ Ord � ìíîæåñòâî, òî îíî îãðàíè÷åíî â Ord,
ò. å. íàéäåòñÿ òàêîé îðäèíàë ξ , ÷òî η < ξ äëÿ âñåõ η ∈ X .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç η ∈ ξ ñëåäóåò η ⊆ ξ áëàãîäàðÿ òðàíçè�
òèâíîñòè îðäèíàëà ξ , è äàëåå η ∈ Ord ïî îïðåäåëåíèþ, äîêàçûâàÿ
òðàíçèòèâíîñòü. Äàëåå, ïóñòü íàïðîòèâ, x = Ord � ìíîæåñòâî. Îò�
ñþäà ïî òðàíçèòèâíîñòè ñëåäóåò Ord = x ∈ x, íî ñîîòíîøåíèå x ∈ x,
êàê ìû âèäåëè âûøå, íåñîâìåñòèìî ñ àêñèîìîé Ðåãóëÿðíîñòè.

Äëÿ âûâîäà ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ, çàìåòèì, ÷òî èíà÷å U =⋃
X ðàâíî Ord, íî U � ìíîæåñòâî ïî àêñèîìå Îáúåäèíåíèÿ.

Ëåììà 2.4.3. N ⊆ Ord è N ∈ Ord, ò. å. êàæäîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî è âñ¼ ìíîæåñòâî N � îðäèíàëû.

Íàòóðàëüíûå ÷èñëà íàçûâàþòñÿ êîíå÷íûìè îðäèíàëàìè, à ïðî�
÷èå (âêëþ÷àÿ N) � áåñêîíå÷íûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî N ∩ Ord = {n ∈ N : n � îðäèíàë}
èíäóêòèâíî, òàê ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ N ⊆ Ord. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü
òðàíçèòèâíîñòü N. Çàìåòèì, ÷òî åñëè X � èíäóêòèâíîå ìíîæå�
ñòâî, òî ìíîæåñòâî X ′ = {x ∈ X : x ⊆ X} òàêæå èíäóêòèâíî: åñëè
x ∈ X ′ , òî x∪ {x} ∈ X ïî èíäóêòèâíîñòè, è x∪ {x} ⊆ X , ïîñêîëüêó
x ⊆ X è x ∈ X . Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò òðàíçèòèâíîñòü N.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà âûðàæàåò ãëàâíîå ñâîéñòâî îðäèíàëîâ. Åå
äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå ìû äëÿ ýêîíîìèè ìåñòà îïóñòèì, ìîæíî íàé�
òè íà ðóññêîì ÿçûêå â êíèãàõ [99], [49, ãë. 1], [163, ãë. 9].

Òåîðåìà 2.4.4. Îòíîøåíèå < åñòü ïîëíîå (è òåì ñàìûì ëè�
íåéíîå) óïîðÿäî÷åíèå êëàññà Ord. Áîëåå òîãî, êàæäûé íåïóñòîé
äàæå êëàññ X ⊆ Ord èìååò <-íàèìåíüøèé ýëåìåíò.

Ýòà òåîðåìà îáîñíîâûâàåò ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà, íàçûâàåìûé
òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé, è ðîäñòâåííûé ìåòîä òðàíñôèíèòíûõ
èíäóêòèâíûõ ïîñòðîåíèé, èëè òðàíñôèíèòíîé ðåêóðñèè � êîãäà
ìíîæåñòâî xξ ñîïîñòàâëÿåòñÿ êàæäîìó îðäèíàëó ξ â çàâèñèìîñòè
íå òîëüêî îò ξ íî è îò óæå ïîñòðîåííûõ ìíîæåñòâ xη , η < ξ . Îòñþ�
äà òèïè÷íî âîçíèêàþò òðàíñôèíèòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ò. å.
òàêèå ôóíêöèè f , ÷òî δ = dom f ∈ Ord. Òðàíñôèíèòíûå ïîñëåäîâà�
òåëüíîñòè ÷àñòî çàïèñûâàþòñÿ â ôîðìå èíäåêñèðîâàííûõ ìíîæåñòâ,
ò. å. êàê 〈xξ〉ξ<δ , ãäå δ ∈ Ord. Ê ýòîìó òèïó îòíîñÿòñÿ è ïðîñòûå
áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � òðàíñôèíèòíûå ïîñëåäîâàòåëü�
íîñòè âèäà ~x = 〈xn〉n<ω (ò. å. dom ~x = ω = N), à òàêæå êîíå÷íûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � êîðòåæè ~x = 〈xn〉n<n0 (ò. å. dom ~x = n0 ∈ N).

Òåîðåìà 2.4.5 (òðàíñôèíèòíàÿ èíäóêöèÿ). Ïóñòü P (ξ) � íåêî�
òîðîå ñâîéñòâî îðäèíàëîâ. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî îðäèíàëà ξ
èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå:
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(∗) åñëè P (η) âåðíî äëÿ âñåõ îðäèíàëîâ η < ξ , òî è P (ξ) âåðíî.

Òîãäà P (ξ) âåðíî äëÿ âñåõ ξ ∈ Ord.

Òåîðåìà 2.4.6 (òðàíñôèíèòíàÿ ðåêóðñèÿ). Ïóñòü P (x, ξ, y) �
íåêîòîðîå òåðíàðíîå ñâîéñòâî ìíîæåñòâ, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî ìíî�
æåñòâà x è îðäèíàëà ξ èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ìíîæåñòâî y , óäî�
âëåòâîðÿþùåå P (x, ξ, y). Òîãäà äëÿ âñÿêîãî îðäèíàëà ξ ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈xη〉η<ξ , äëÿ êîòîðîé:

(†) åñëè η < ξ , òî xη � åäèíñòâåííîå ìíîæåñòâî x, óäîâëåòâî�
ðÿþùåå P (〈xϑ〉ϑ<η, η, x).

Ïî ëåììå 2.4.3, òåîðåìîé 2.4.5 îáîñíîâûâàþòñÿ òàêæå è îáû÷�
íàÿ èíäóêöèÿ â îáëàñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N (ò. å. ìàòåìàòè÷åñêàÿ
èíäóêöèÿ), à òåîðåìîé 2.4.6 � îáû÷íûå èíäóêòèâíûå ïîñòðîåíèÿ â
îáëàñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.4.5 äîñòàòî÷íî
ïðèìåíèòü òåîðåìó 2.4.4 ê êëàññó X = {ξ ∈ Ord : ¬ P (ξ)}.

Òåïåðü î òåîðåìå 2.4.6. Äëÿ êðàòêîñòè, ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëü�
íîñòü, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (†), áóäåì íàçûâàòü ξ-ïîñëåäîâà�
òåëüíîñòüþ äëÿ P . Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2.4.5, áåç òðóäà äîêàçûâàåò�
ñÿ åäèíñòâåííîñòü, è äàæå áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå: åñëè ξ < γ è
〈xη〉η<ξ , 〈yη〉η<γ ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ξ- è γ-ïîñëåäîâàòåëüíî�
ñòÿìè äëÿ P , òî xη = yη äëÿ âñåõ η < ξ .

Òåïåðü äîêàçûâàåì ñóùåñòâîâàíèå, òàêæå ïî èíäóêöèè. Ïóñòü
γ ∈ Ord, è äëÿ êàæäîãî ξ < γ ñóùåñòâóåò (åäèíñòâåííàÿ ïî ïðåäû�
äóùåìó) ξ-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sξ = 〈xξη〉η<ξ äëÿ P . Îòîáðàæåíèå
f(ξ) = sξ åñòü ìíîæåñòâî-ôóíêöèÿ ïî àêñèîìå Ïîäñòàíîâêè, è ïî
ïðåäûäóùåìó xξη = xγη ïðè η < ξ < γ . Åñëè òåïåðü γ = ξ + 1, òî,
ïðèñîåäèíèâ ê sξ ïàðó 〈ξ, xξ〉, ãäå xξ � åäèíñòâåííîå ìíîæåñòâî, óäî�
âëåòâîðÿþùåå P (〈xη〉η<ξ, ξ, xξ), ìû ïîëó÷àåì γ-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
〈xξη〉η≤ξ äëÿ P . Åñëè æå îðäèíàë γ ïðåäåëåí (ò. å. åñëè ξ < γ , òî

ξ + 1 < γ ), òî òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ áóäåò 〈xξ+1
ξ 〉ξ<γ .

Î áîëåå îáùåì âàðèàíòå òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè ñì. �3.3.
Ñðàçó óêàæåì äâà âàæíûõ ñëåäñòâèÿ, âûâîä êîòîðûõ ïðè ïîìî�

ùè òåîðåìû 2.4.4 îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 2.4.7 (= òåîðåìà 1.7.1). Ëþáîé îðäèíàë ξ è, â ÷àñò�
íîñòè, ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N, ñàì êàê ìíîæåñòâî
âïîëíå óïîðÿäî÷åí îòíîøåíèåì ≤ èç 2.4.1 è ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì
ñåãìåíòîì â êëàññå Ord.
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Ñëåäñòâèå 2.4.8. Åñëè ξ , η ∈ Ord òî

ξ < η ⇐⇒ ξ ∈ η ⇐⇒ ξ $ η è ξ ≤ η ⇐⇒ ξ ⊆ η.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ξ ≤ η ≤ ξ + 1 òî η = ξ èëè η = ξ + 1.

Âîîáùå, îðäèíàëû ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïîðÿäêîâûìè ÷èñëàìè,
ò. å. ïîðÿäêîâûìè òèïàìè âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ. Ýòî îñ�
íîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåé òåîðåìå:

Òåîðåìà 2.4.9 (Êàíòîð). Êàæäîå âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíî�
æåñòâî X = 〈X ;≤X〉 ïîðÿäêîâî èçîìîðôíî åäèíñòâåííîìó (çàâè�
ñÿùåìó îò X ) îðäèíàëó ξ , êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç otpX =
otp 〈X ;≤X〉 è íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîâûì òèïîì ìíîæåñòâà X .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíà÷å ïî òåîðåìå 1.6.1 êàæäûé îðäèíàë ξ
áûë áû ïîðÿäêîâî èçîìîðôåí íåêîòîðîìó íà÷àëüíîìó ñåãìåíòó Yξ â
〈X ;≤X〉. Îäíàêî íà÷àëüíûå ñåãìåíòû � ïðîñòî îïðåäåëåííûå ïîä�
ìíîæåñòâà ìíîæåñòâà X , òàê ÷òî îíè îáðàçóþò ìíîæåñòâî ïî àê�
ñèîìàì Ñòåïåíè è Âûäåëåíèÿ. Îòñþäà ïî àêñèîìå Ñîáèðàíèÿ ëåãêî
ñëåäóåò, ÷òî è Ord � ìíîæåñòâî, ñ î÷åâèäíûì ïðîòèâîðå÷èåì.

Åñëè ξ ∈ Ord òî, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.4.8, ξ+ 1 åñòü ñëåäóþùèé
çà ξ îðäèíàë. Ñðåäè îðäèíàëîâ âûäåëÿþòñÿ:

− íåïðåäåëüíûå, ò. å. îðäèíàëû âèäà ξ + 1, à òàêæå îðäèíàë 0, è

− ïðåäåëüíûå, ò. å. âñå ïðî÷èå.

Óïðàæíåíèå 2.4.10. Äîêàæèòå, ÷òî îðäèíàë ξ > 0 ïðåäåëåí,
åñëè è òîëüêî åñëè ñðåäè îðäèíàëîâ η < ξ íåò íàèáîëüøåãî.

Ïîíÿòíî, ÷òî N (ñì. ëåììó 2.4.3) � ïðåäåëüíûé îðäèíàë, òàê
÷òî ïðåäåëüíûå îðäèíàëû ñóùåñòâóþò. Ïî òåîðåìå 2.4.3, ñóùåñòâóåò
è íàèìåíüøèé ïðåäåëüíûé îðäèíàë � åãî ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ω .
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ω � èíäóêòèâíîå ìíîæåñòâî.

Ñëåäñòâèå 2.4.11. Íàèìåíüøèé ïðåäåëüíûé îðäèíàë ω òîæ�
äåñòâåí ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N = {0, 1, 2, . . .}.

Îáúåäèíåíèå ëþáîãî ÷èñëà òðàíçèòèâíûõ ìíîæåñòâ òðàíçèòèâ�
íî, à ïîòîìó èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà:

Ëåììà 2.4.12. Åñëè X ⊆ Ord � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, òî
ξ =

⋃
X � îðäèíàë, ïðè÷åì íàèìåíüøèé îðäèíàë ðàâíûé èëè áîëü�

øèé âñåõ îðäèíàëîâ èç X , ò. å. ôîðìàëüíî
⋃
X = supX .

Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå ìíîæåñòâî X ⊆ Ord îãðàíè÷åíî â Ord :
îðäèíàë η =

⋃
X + 1, óäîâëåòâîðÿåò ν < η äëÿ âñåõ ν ∈ X .
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Íàïðèìåð,
⋃
∅ = sup∅ = 0. Âîîáùå, supX ñîâïàäàåò ñ íàè�

áîëüøèì îðäèíàëîì â X , åñëè òàêîé ñóùåñòâóåò, à èíà÷å supX �
íàèìåíüøèé îðäèíàë, ñòðîãî áîëüøèé ÷åì êàæäûé îðäèíàë èç X .
Êàê îáû÷íî, åñëè f : X → Ord, òî ïîëàãàþò

supx∈X f(x) =def sup{f(x) : x ∈ X} .

Äëÿ êàæäîé ïàðû îðäèíàëîâ ξ , η òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé ïî
η îïðåäåëÿþòñÿ ñóììà ξ + η è ïðîèçâåäåíèå ξ · η . Îáà äåéñòâèÿ
àññîöèàòèâíû, íî íå êîììóòàòèâíû: íàïðèìåð, 1 + ω = ω < ω + 1 è
2 · ω = ω < ω · 2 = ω + ω . Äèñòðèáóòèâíîñòü òîëüêî îäíîñòîðîííÿÿ:
ξ · (η + ζ) = (ξ · η) + (ξ · ζ). Ïîäðîáíåå ñì., íàïðèìåð, â êíèãå [54],
ãäå âìåñòî îðäèíàëîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ ôàêòè÷åñêè èäåíòè÷íûå èì
ïîðÿäêîâûå ÷èñëà.

�2.5 Îðäèíàëû è ôóíäèðîâàííûå îòíîøåíèÿ

Îðäèíàëû ÷àñòî ôèãóðèðóþò â ñâÿçè ñ ðàíãàìè äëÿ ôóíäèðîâàí�
íûõ îòíîøåíèé (î ïîñëåäíèõ ñì. îïðåäåëåíèå 1.5.2). Â ÷àñòíîñòè,
áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà 2.5.3.

Îïðåäåëåíèå 2.5.1. Ïóñòü R � áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæå�
ñòâå X . Ïîëîæèì R−1(x) = {z ∈ X : z R x} äëÿ x ∈ X , è äàëåå

TCR(x) = Y0 ∪ Y1 ∪ Y2 ∪ . . . =
⋃
n∈N Yn ,

ãäå Y0 = R−1(x), è Yn+1 =
⋃
y∈Yn R

−1(y) èíäóêöèåé ïî n ∈ N.
Ìíîæåñòâî TCR(x) R-òðàíçèòèâíî, ò. å. äëÿ ëþáûõ x ∈ X è y ∈
TCR(x), èç x R y ñëåäóåò x ∈ TCR(x) � è ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì
R-òðàíçèòèâíûì ìíîæåñòâîì, âêëþ÷àþùèì R−1(x) êàê ïîäìíîæå�
ñòâî. Îíî íàçûâàåòñÿ R-òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì ýëåìåíòà x.

Ôóíêöèåé ðàíãà äëÿ R íàçûâàåòñÿ ëþáîå îòîáðàæåíèå ρ(x) =
|x|R èç X â Ord, óäîâëåòâîðÿþùåå, äëÿ âñåõ x ∈ X , ðàâåíñòâó

ρ(x) = supz∈R−1(x)(ρ(z) + 1).4 (1)

Åñëè òàêàÿ ôóíêöèÿ ðàíãà ρ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà, òî îïðåäå�
ëÿåòñÿ ðàíã |R| = supx∈X(ρ(x) + 1) îòíîøåíèÿ R.

Óïðàæíåíèå 2.5.2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðàíã |R| îïðåäåëåí, òî
îí ÿâëÿåòñÿ îðäèíàëîì.

Òåîðåìà 2.5.3. Áèíàðíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå X �
ôóíäèðîâàííîå, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ íåãî èìååòñÿ ôóíêöèÿ ðàíãà.
Åñëè îòíîøåíèå R ôóíäèðîâàíî, òî ôóíêöèÿ ðàíãà åäèíñòâåííà.

4 Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì z ∈ R−1(x) = {z ∈ X : z R x}.



� 2.5. Îðäèíàëû è ôóíäèðîâàííûå îòíîøåíèÿ 49

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî îòíîøåíèå R ôóíäèðîâàíî.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî F âñåõ ôóíêöèé f , ÷üÿ îáëàñòü îïðåäå�

ëåíèÿ dom f ⊆ X R-òðàíçèòèâíà, ïðè÷åì f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(1) â 2.5.1 äëÿ âñåõ x ∈ dom f . Âàæíî, ÷òî ëþáûå äâå ôóíêöèè
f, f ′ ∈ F ñîâïàäàþò íà îáùåé îáëàñòè C = dom f ∩ dom f ′ . (Èíà÷å
ìíîæåñòâî Z = {z ∈ C : f(z) 6= f ′(z)} íåïóñòî. Ïî ôóíäèðîâàííîñòè,
Z ñîäåðæèò ýëåìåíò z , äëÿ êîòîðîãî Z ∩R−1(z) 6= ∅. Òîãäà f(w) =
f ′(w) äëÿ âñåõ w ∈ R−1(z), òàê ÷òî f(z) = supw∈R−1(z)(f(w) + 1) =
supw∈R−1(z)(f

′(w) + 1) = f ′(z), ïðîòèâîðå÷èå.)
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Y âñåõ òàêèõ x ∈ X , ÷òî èìååòñÿ ôóíê�

öèÿ f ∈ F ñ x ∈ dom f . Åñëè x ∈ Y òî ïóñòü fx = f � (TCR(x) ∪ {x}),
ãäå f ∈ F � ëþáàÿ ôóíêöèÿ óêàçàííîãî âèäà. Ïî äîêàçàííîìó, ïðè
x ∈ Y ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà f , è fx � ñíîâà ôóíê�
öèÿ èç F ñ x ∈ dom fx . Ïîýòîìó íàì îñòàåòñÿ âûâåñòè, ÷òî Y = X :
òîãäà ïðîñòî îïðåäåëèì |x|R = fx(x) äëÿ âñåõ x.

Åñëè íàïðîòèâ, Y $ X , òî ìíîæåñòâî D = X r Y íåïóñòî, è
ïîòîìó èìååòñÿ ýëåìåíò y ∈ D , äëÿ êîòîðîãî D ∩R−1(y) = ∅. Åñëè
x ∈ R−1(y), òî x ∈ Y , òàê ÷òî ôóíêöèÿ fx îïðåäåëåíà. Ïîëîæèì
f(x) = fx(x) äëÿ âñåõ x ∈ R−1(y), è f(y) = supx∈R−1(y)(f(x) + 1).
Ýòà ôóíêöèÿ f ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî y ∈ Y � ïðîòèâîðå÷èå.

Îáðàòíî, ïóñòü ρ : X → Ord � ôóíêöèÿ ðàíãà. ×òîáû äîêàçàòü
ôóíäèðîâàííîñòü R, ïóñòü ∅ 6= Y ⊆ X . Èç ïîëíîé óïîðÿäî÷åííîñòè
êëàññà Ord ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò y ∈ Y , ÷òî ρ(y) ≤
ρ(x) äëÿ âñåõ x ∈ Y . Íî òîãäà, åñëè x ∈ Y , òî x R y íåâîçìîæíî �
èíà÷å ìû èìåëè áû ρ(y) > ρ(x), ïðîòèâîðå÷à âûáîðó y .

Ðåçóëüòàò òåîðåìû 2.5.3 ìîæíî ïîíèìàòü â òîì ñìûñëå, ÷òî ôóí�
äèðîâàííîå îòíîøåíèå äîïóñêàåò ãîìîìîðôèçì â îðäèíàëû. Ñëåäó�
þùèé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî â îïðåäåëåííîé ñèòóàöèè èìååòñÿ
è èçîìîðôèçì íà ∈-îòíîøåíèå íà òðàíçèòèâíîì ìíîæåñòâå.

Îïðåäåëåíèå 2.5.4. Áèíàðíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå X
ýêñòåíñèîíàëüíî, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y èç X , èç R−1(x) = R−1(y)
ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòî x = y .

Óïðàæíåíèå 2.5.5. Èñïîëüçóÿ àêñèîìû Ðåãóëÿðíîñòè è Ýêñòåí-

ñèîíàëüíîñòè, äîêàæèòå, ÷òî åñëè X � ëþáîå ìíîæåñòâî, òî îòíî�
øåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ∈ �X íà ìíîæåñòâå X ôóíäèðîâàíî, à åñëè
X � òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî, òî ∈ � X � òàêæå è ýêñòåíñèîíàëü�
íîå îòíîøåíèå. Äàéòå ïðèìåð (íåòðàíçèòèâíîãî) ìíîæåñòâà X , äëÿ
êîòîðîãî îòíîøåíèå ∈ �X íå ýêñòåíñèîíàëüíî.

Òåîðåìà 2.5.6. Ïóñòü R � ôóíäèðîâàííîå îòíîøåíèå íà ìíî�
æåñòâå X . Cóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ φ = φR , îïðåäå�
ëåííàÿ íà X è óäîâëåòâîðÿþùàÿ, äëÿ âñåõ x ∈ X , ðàâåíñòâó
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φ(x) = {φ(y) : y ∈ R−1(x)} (2)

Îáëàñòü âñåõ çíà÷åíèé Y = ranφ ýòîé ôóíêöèè � òðàíçèòèâíîå
ìíîæåñòâî. Åñëè ñâåðõ òîãî îòíîøåíèå R ýêñòåíñèîíàëüíî, òî φ
� áèåêöèÿ X íà Y è èçîìîðôèçì ñòðóêòóð 〈X ;R〉 è 〈Y ; ∈ � Y 〉.

Òàêàÿ ôóíêöèÿ φR íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ìîñòîâñêîãî äëÿ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóÿ äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.5.3, ìû ðàñ�
ñìàòðèâàåì ìíîæåñòâî Φ âñåõ ôóíêöèé φ, çàäàííûõ íà íåêîòîðîì
R-òðàíçèòèâíîì ìíîæåñòâå domφ ⊆ X , è óäîâëåòâîðÿóùèõ óñëîâèþ
(2) èç 2.5.6 äëÿ âñåõ x ∈ domφ. Ñíîâà ëþáûå äâå ôóíêöèè φ, φ′ ∈ Φ
ñîâïàäàþò íà îáùåé îáëàñòè domφ ∩ domφ′ .

Äàëåå, ðàññìàòðèâàåì ìíîæåñòâî Y âñåõ òàêèõ x ∈ X , ÷òî èìå�
åòñÿ ôóíêöèÿ φ ∈ Φ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ x ∈ domφ, îïðåäåëÿåì, äëÿ
x ∈ Y , φx = φ � (TCR(x) ∪ {x}) ∈ Φ, óáåæäàåìñÿ ñ ïîìîùüþ ôóí�
äèðîâàííîñòè, ÷òî Y = X , è ïîëàãàåì φR(x) = φx(x) , ∀x. Ýòî äàåò
íàì ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü èñêîìîé ôóíêöèè φ = φR .

Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî R � ýêñòåíñèîíàëüíîå îòíîøåíèå. Ïðåäïî�
ëîæèì ïðîòèâíîå: φ = φR � íå áèåêöèÿ. Òîãäà ìíîæåñòâî

X ′ = {x ∈ X : ∃x′ ∈ X (x′ 6= x ∧ φ(x) = φ(x′))}

íåïóñòî, è ïóñòü, ïî ôóíäèðîâàííîñòè, x ∈ X åñòü R-ìèíèìàëüíûé
ýëåìåíò â X ′ . Ïî îïðåäåëåíèþ, íàéäåòñÿ ýëåìåíò x′ 6= x, äëÿ êîòî�
ðîãî φ(x) = φ(x′). Èç ýêñòåíñèîíàëüíîñòè, R−1(x) 6= R−1(x′). Ïóñòü,
ê ïðèìåðó, y ∈ R−1(x)rR−1(x′). Êîëü ñêîðî φ(x) = φ(x′), íàéäåòñÿ
òàêîå y′ ∈ R−1(x′), ÷òî φ(y) = φ(y′). Ïðè ýòîì çàâåäîìî y 6= y′ , òàê
êàê y 6∈ R−1(x′). Òàêèì îáðàçîì, y ∈ X ′ , ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì x.

Ïîñëå óæå óñòàíîâëåííîé áèåêòèâíîñòè, ïðîâåðêà óòâåðæäåíèÿ
îá èçîìîðôèçìå íåñëîæíà è îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.

�2.6 Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà. Êàðäèíàëû

Ãåîðã Êàíòîð ïðåäëîæèë íàçûâàòü ðàâíîìîùíûìè ëþáûå äâà
ìíîæåñòâà X è Y , ìåæäó ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ìîæíî óñòàíîâèòü
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ò. å. èìååòñÿ áèåêöèÿ f : X

íà−→ Y .
Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî X è Y èìåþò îäèíàêîâóþ ìîù�
íîñòü, ñèìâîëè÷åñêè cardX = cardY . Ïðè ýòîì

− íåðàâåíñòâî cardX ≤ cardY ïîíèìàåòñÿ êàê òî, ÷òî ñóùåñòâó�
åò èíúåêöèÿ f : X → Y , èíà÷å ãîâîðÿ, áèåêöèÿ íà íåêîòîðîå
ïîäìíîæåñòâî Y ′ ⊆ Y ,

− à ñòðîãîå íåðàâåíñòâî cardX < cardY îçíà÷àåò, ÷òî cardX ≤
cardY , íî cardX = cardY íå âûïîëíåíî.
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Òåîðåìà 2.6.1 (Øð¼äåð � Áåðíøòåéí). Åñëè cardX ≤ cardY è
cardY ≤ cardX òî cardX = cardY . Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ñóùå�
ñòâóþò èíúåêöèÿ èç X â Y è èíúåêöèÿ èç Y â X òî ñóùåñòâóåò
è áèåêöèÿ èç X íà Y .

Çàìåòèì, ÷òî äàííûìè âûøå îïðåäåëåíèÿìè ìîùíîñòü cardX
ñàìà ïî ñåáå êàê ìíîæåñòâî íå ââîäèòñÿ. ×òîáû äàòü êîíêðåòíîå
îïðåäåëåíèå cardX , èñïîëüçóåòñÿ:

Òåîðåìà 2.6.2 (Öåðìåëî). Êàæäîå ìíîæåñòâî X ìîæíî âïî-
ëíå óïîðÿäî÷èòü, òàê ÷òî, ïî òåîðåìå 2.4.9, îíî ðàâíîìîùíî íåêî�
òîðîìó îðäèíàëó.

Â îòëè÷èå îò òåîðåìû 2.6.1 è ìíîãèõ äðóãèõ ðåçóëüòàòîâ áàçî�
âîé òåîðèè ìíîæåñòâ (íàïðèìåð, âñåõ ðåçóëüòàòîâ èç �2.4), â äîêà�
çàòåëüñòâå òåîðåìû 2.6.2 èñïîëüçóåòñÿ àêñèîìà Âûáîðà. Äîêàçàòåëü�
ñòâà òåîðåì 2.6.1 è 2.6.2 ñì., íàïðèìåð, â [1], [54], [73].

Èòàê, ïî òåîðåìå 2.6.2, äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà X ñóùåñòâóþò
îðäèíàëû, ðàâíîìîùíûå X , è òîãäà, ïî òåîðåìå 2.4.4, ñóùåñòâóåò è
íàèìåíüøèé èç òàêèõ îðäèíàëîâ. Ýòîò îðäèíàë (ò. å. íàèìåíüøèé èç
ðàâíîìîùíûõ X ) íàçûâàåòñÿ ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâà X è îáîçíà÷à�
åòñÿ cardX . Ïðîñòî êàðäèíàëàìè íàçûâàþòñÿ íà÷àëüíûå îðäèíàëû,
ò. å. òå, êîòîðûå íå ðàâíîìîùíû ìåíüøèì îðäèíàëàì. Ïî îïðåäåëå�
íèþ, cardX � âñåãäà êàðäèíàë, è åñëè κ � êàðäèíàë, òî cardκ = κ.
Card åñòü êëàññ âñåõ êàðäèíàëîâ.

Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî (= êîíå÷íûé îðäèíàë)
� ýòî êàðäèíàë; íàòóðàëüíûå ÷èñëà íàçûâàþòñÿ êîíå÷íûìè êàðäè�
íàëàìè. Çà íèìè ñëåäóåò ω = N = ℵ0 � íàèìåíüøèé áåñêîíå÷íûé
êàðäèíàë, è âîîáùå êàæäîìó îðäèíàëó ξ ñîïîñòàâëÿåòñÿ ξ-ûé ïî
âåëè÷èíå áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë ωξ = ℵξ , òàê ÷òî

Card = N ∪ {ℵξ : ξ ∈ Ord}.

Ñóùåñòâîâàíèå êàðäèíàëà ωξ = ℵξ 5 äëÿ êàæäîãî ξ ∈ Ord îñíîâàíî,
ñ îäíîé ñòîðîíû, íà îãðàíè÷åííîñòè ëþáîãî ìíîæåñòâà X ⊆ Ord ïî
ëåììå 2.4.12, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà òîì, ÷òî ìàêñèìàëüíûõ ìîùíî�
ñòåé íåò ñîãëàñíî ñëåäóþùåé ¾äèàãîíàëüíîé òåîðåìå¿ Êàíòîðà.

Òåîðåìà 2.6.3. Äëÿ ëþáîãî X , cardX < cardP(X).

Åñëè κ � êàðäèíàë, òî îïðåäåëÿþò 2κ = cardP(κ) (ñòåïåíü, èëè
ýêñïîíåíòà êàðäèíàëà). Ïî òåîðåìå, ìû èìååì κ < 2κ ñòðîãî.

5 Îáîçíà÷åíèÿ ℵ0 , ℵ1, âîîáùå ℵξ , ξ ∈ Ord, èñïîëüçóþòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà
âàæíû ëèøü ìîùíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè, à îáîçíà÷åíèÿ ω, ω1, âîîáùå ωξ �
êîãäà âàæíû ïîðÿäêîâûå õàðàêòåðèñòèêè êàðäèíàëà è åãî ñâÿçü ñ äðóãèìè îð�
äèíàëàìè. Â òî æå âðåìÿ, ôîðìàëüíî ℵξ = ωξ .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èíúåêöèÿ X → P(X) äàåòñÿ îòîáðàæåíèåì
x 7→ {x}. Äëÿ âûâîäà cardP(X) 6≤ cardX , ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ�
íîå, ò. å. ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ f : P(X) → X . Ðàññìîòðèì ìíîæå�
ñòâî Y = {x ∈ ranF : x 6∈ f−1(x)} ⊆ X , è ïóñòü y = f(Y ). Èìååì
ïðîòèâîðå÷èå: y ∈ Y ⇐⇒ y 6∈ f−1(y) ⇐⇒ y 6∈ Y .

Óïðàæíåíèå 2.6.4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî êàðäèíàëà κ
èìååòñÿ ñëåäóþùèé ïî âåëè÷èíå êàðäèíàë κ+ , ïðè÷åì åñëè κ < ω
òî κ+ = κ+1, à åñëè êàðäèíàë κ = ℵξ áåñêîíå÷åí, òî κ+ = ℵξ+1 .

Ìíîæåñòâà X , äëÿ êîòîðûõ cardX < N = ω = ℵ0 , íàçûâàþòñÿ
êîíå÷íûìè; äëÿ íèõ cardX = #X � ýòî ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
X . Åñëè æå cardX ≥ ℵ0 , òî X � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

Åñëè cardX = ℵ0 , òî ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì. Èíà÷å
ãîâîðÿ, ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà � ýòî òå, êîòîðûå ðàâíîìîùíû ìíîæå�
ñòâó N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Êîíå÷íûå è ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà îáúåäè�
íÿþòñÿ ïîä îáùèì íàçâàíèåì: íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà.

Ñóùåñòâóþò è íåñ÷åòíûå ìíîæåñòâà: Íàïðèìåð, ïî òåîðåìå 2.6.3,
ìíîæåñòâî P(N) íåñ÷åòíî; åãî ìîùíîñòü ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ÷åðåç
c = cardP(N) = 2ℵ0 è íàçûâàòü ìîùíîñòü êîíòèíóóìà, ïîñêîëüêó
ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî P(N) è âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ R ðàâíîìîù�
íû. Âîîáùå, äëÿ ëþáîãî êàðäèíàëà κ, ïîëàãàþò 2κ = cardP(κ);
òîãäà 2κ � òàêæå êàðäèíàë, è κ < 2κ ñòðîãî ïî òåîðåìå 2.6.3.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååòñÿ è íàèìåíüøèé íåñ÷åòíûé îðäèíàë
ω1 = ℵ1 = ℵ+

0 , ò. å. ïåðâûé íåñ÷åòíûé êàðäèíàë. Âîïðîñ î ñîîòíî�
øåíèè ℵ1 è c (ò. å. èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ℵ1 = c, èëè æå ℵ1 < c
ñòðîãî) ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå çíàìåíèòîé ïðîáëåìû êîíòèíóóìà.
Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàññìàòðèâàþòñÿ:

êîíòèíóóì-ãèïîòåçà, CH: c = ℵ1 ;

îáîáùåííàÿ êîíòèíóóì-ãèïîòåçà, GCH: 2ℵξ = ℵξ+1 äëÿ âñåõ îðäèíà�
ëîâ ξ � ò. å. åñëè êàðäèíàë κ áåñêîíå÷åí, òî 2κ = κ+ .

Íè ãèïîòåçó CH, íè áîëåå îáùóþ GCH íåëüçÿ íè äîêàçàòü, íè îïðî�
âåðãíóòü, èñõîäÿ èç àêñèîì ZFC.

Êîíôèíàëüíîñòüþ cofκ áåñêîíå÷íîãî êàðäèíàëà (èëè îðäèíà�
ëà) κ íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé êàðäèíàë λ, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò
íåîãðàíè÷åííîå6 (ò. å. supX = κ) ìíîæåñòâî X ⊆ κ (ò. å. îíî ñîñòî�
èò èç îðäèíàëîâ γ < κ) ìîùíîñòè cardX = λ.

Óïðàæíåíèå 2.6.5. Äîêàæèòå, ÷òî cofω = ω è cofω1 = ω1 , è
âîîáùå cofκ+ = κ+ äëÿ âñåõ áåñêîíå÷íûõ êàðäèíàëîâ κ. Íî c äðó�
ãîé ñòîðîíû, cofℵω = ω < ℵω � âîçüìèòå äëÿ ïðîâåðêè ìíîæåñòâî
X = {ℵn : n < ω}.

6 Íåîãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà òàêæå íàçûâàþòñÿ êîíôèíàëüíûìè.
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�2.7 Êëàññèôèêàöèÿ êàðäèíàëîâ

Êàê ìû âèäåëè, êàðäèíàëû áûâàþò êîíå÷íûìè (ýòî íàòóðàëüíûå
÷èñëà) è áåñêîíå÷íûìè. Íåñêîëüêî ñëîâ î äàëüíåéøåé êëàññèôèêà�
öèè êàðäèíàëîâ. Áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë κ = ℵξ íàçûâàåòñÿ:

− ïðåäåëüíûì, åñëè åãî èíäåêñ ξ � ïðåäåëüíûé îðäèíàë,

− íåïðåäåëüíûì 7, åñëè ξ � íåïðåäåëüíûé îðäèíàë (âêëþ÷àÿ 0),

− ñòðîãî ïðåäåëüíûì, åñëè 2ℵη < κ äëÿ ëþáîãî èíäåêñà η < ξ ,

− ðåãóëÿðíûì, åñëè cofκ = κ � ò. å. òðåáóåòñÿ, ÷òîáû êàæäîå
ìíîæåñòâî X ⊆ κ, íåîãðàíè÷åííîå â κ, èìåëî ìîùíîñòü κ,

− ñèíãóëÿðíûì, åñëè cofκ < κ ñòðîãî,

− ñòðîãî íåäîñòèæèìûì, åñëè îí ñòðîãî ïðåäåëåí è ðåãóëÿðåí,

− ñëàáî íåäîñòèæèìûì, åñëè îí ïðåäåëåí è ðåãóëÿðåí.

Â ïðåäïîëîæåíèè GCH, ïîíÿòèÿ ïðåäåëüíîãî è ñòðîãî ïðåäåëüíîãî
êàðäèíàëîâ òîæäåñòâåííû, ðàâíî êàê è ïîíÿòèÿ íåäîñòèæèìîãî è
ñòðîãî íåäîñòèæèìîãî êàðäèíàëîâ òîæäåñòâåííû.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè îïðåäåëåíèÿìè, ïåðâûé áåñêîíå÷íûé êàð�
äèíàë ω = ℵ0 íåïðåäåëåí è ðåãóëÿðåí. (Õîòÿ êàê îðäèíàë ω , êîíå÷�
íî, ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì.) Âñå êàðäèíàëû ℵn , n < ω , òàêæå ðåãó�
ëÿðíû è íåïðåäåëüíû. Ïåðâûé ïðåäåëüíûé, à òàêæå è ïåðâûé ñèí�
ãóëÿðíûé êàðäèíàë � ýòî ℵω , ñì. óïðàæíåíèå 2.6.5.

Ñóùåñòâóþò ëè ñèíãóëÿðíûå íåïðåäåëüíûå êàðäèíàëû, ò. å. ñëà�
áî íåäîñòèæèìûå? Òàêèå êàðäèíàëû � åñëè îíè åñòü � äîëæíû áûòü
âåñüìà âåëèêè. Â ñàìîì äåëå, òå êàðäèíàëû ℵξ , êîòîðûå ñðàçó âèäíû,
íàïðèìåð, ℵ0 , ℵn äëÿ n < ω , ℵω , äàæå íàïðèìåð òàêîé ãèãàíòñêèé
ñ òî÷êè çðåíèÿ îáû÷íîé ìàòåìàòèêè êàðäèíàë êàê ℵω17 , óäîâëåòâî�
ðÿþò ξ < ℵξ � â òî âðåìÿ êàê ëþáîé ñëàáî íåäîñòèæèìûé êàðäèíàë
ℵξ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó ℵξ = ξ . (Ïîñêîëüêó åñëè ξ < ℵξ è ξ �
ïðåäåëüíûé (áåñêîíå÷íûé) îðäèíàë, òî ìíîæåñòâî X = {ℵη : η < ξ}
ìîùíîñòè cardX = card ξ ≤ ξ < ℵξ íåîãðàíè÷åíî â ℵξ .) Ïîýòîìó
ìîæíî áûëî áû ïîïûòàòüñÿ íàéòè íåäîñòèæèìûé êàðäèíàë ñðåäè
êàðäèíàëîâ ℵξ , óäîâëåòâîðÿþùèõ ℵξ = ξ . Ýòî, îäíàêî, íå ïðîõîäèò.
Â ñàìîì äåëå, ïåðâûé êàðäèíàë κ = ℵξ , óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó
ℵξ = ξ , ìîæåò áûòü ïîëó÷åí â âèäå κ = supn<ω κn , ãäå, ïî èíäóêöèè,
κ0 = ℵ0 è κn+1 = ℵκn äëÿ âñåõ n. Íî ýòîò êàðäèíàë κ ñèíãóëÿðåí,
èáî ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî X = {κn : n < ω} íåîãðàíè÷åíî â κ.

7 Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ÷àùå successor cardinal, ò. å. êàðäèíàë, ñëåäóþ�
ùèé íåïîñðåäñòâåííî çà äðóãèì êàðäèíàëîì. Äåëî â òîì, ÷òî åñëè ξ = η + 1 òî
êàðäèíàë ℵξ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò çà ℵη .
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Íà ñàìîì äåëå, íåäîñòèæèìûå êàðäèíàëû íàñòîëüêî âåëèêè, ÷òî
èõ ñóùåñòâîâàíèå âîîáùå íåâîçìîæíî äîêàçàòü â ðàìêàõ àêñèîì òåî�
ðèè ZFC. Òåì íå ìåíåå, îíè ñâÿçàíû ñ íåêîòîðûìè óòâåðæäåíèÿìè
î òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâàõ (íàïðèìåð, ñ ãèïîòåçîé î òîì, ÷òî âñå ìíîæå�
ñòâà ïðîåêòèâíîãî êëàññà Π1

1 èìåþò ñâîéñòâî ñîâåðøåííîãî ÿäðà) è
íàõîäÿò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíî�
æåñòâ. Ñì. îá ýòîì íèæå â ãëàâå 13.

Óïðàæíåíèå 2.7.1. Ïóñòü κ � áåñêîíå÷íûé ïðåäåëüíûé êàð�
äèíàë. Äîêàæèòå, ÷òî κ ñëàáî íåäîñòèæèì, åñëè è òîëüêî åñëè κ
íå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ìåíüøåãî ÷èñëà ìåíüøèõ êàðäèíàëîâ, è
ñòðîãî íåäîñòèæèì, åñëè è òîëüêî åñëè äîïîëíèòåëüíî κ íå îãðàíè�
÷åí ñâåðõó ñòåïåíüþ ìåíüøåãî êàðäèíàëà.

Ñîâðåìåííîé òåîðèåé ìíîæåñòâ ðàññìàòðèâàþòñÿ è åùå á�îëüøèå
êàðäèíàëû, òàêèå êàê èçìåðèìûé êàðäèíàë, ñì. íàïðèìåð êíèãó [49].

Èñòîðè÷åñêèå è áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ

Àêñèîìàòèêà (òåîðèÿ) ìíîæåñòâ ZFC áûëà ðàçðàáîòàíà â 1908�1925
ãã., â ÷àñòíîñòè, â ñâÿçè ñ óñòàíîâêîé ñäåëàòü ìàòåìàòè÷åñêèå äîêàçàòåëü�
ñòâà áîëåå àêêóðàòíûìè è òî÷íî âûäåëèòü âñå èñïîëüçóåìûå â íèõ àêñèî�
ìû.

Èíòåðåñíî, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå áûëî àêñèîì, î êîòîðûõ ìàòåìàòèêè
âåëè áû ñïîðû, âêëþ÷àòü èõ èëè íåò â ýòó àêñèîìàòèêó ìíîæåñòâ. Êðîìå
äèñêóññèè îá àêñèîìå âûáîðà íà ðàííèõ ýòàïàõ ðàçâèòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ,
êîòîðàÿ âåëàñü â ðàìêàõ ïîëåìèêè î äîïóñòèìîñòè òàêèõ ñðåäñòâ, êàê
çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî, íåýôôåêòèâíûå ïîñòðîåíèÿ, ¾àêòóàëüíî¿
áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà è ò. ï.. Â ýòîé äèñêóññèè îòðèöàíèå àêñèîìû âû�
áîðà ñêîðåå îçíà÷àëî îòðèöàíèå âîîáùå ëþáîé òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé
àêñèîìàòèêè è êàíòîðîâîé òåîðèè ìíîæåñòâ êàê òàêîâîé. Ýòîé òåìå â
çíà÷èòåëüíîé ìåðå ïîñâÿùåíû çíàìåíèòûå ¾Cinq lettres¿ [72] � ïåðåïèñ�
êà ìåæäó Àäàìàðîì, Áýðîì, Áîðåëåì è Ëåáåãîì. Í.Í. Ëóçèí ãîâîðèò îá
ýòîì â ñâîèõ ðàáîòàõ [25, ÷àñòü III], [130, ïï. 31, 60, 64] èëè â êíèãå [135,
ãë. 1 è çàêëþ÷åíèå].

Îáñòîÿòåëüíîå îáñóæäåíèå àêñèîì ZFC â öåëîì è àêñèîìû âûáîðà
â ÷àñòíîñòè â èñòîðè÷åñêîì ïëàíå è â ïëàíå ñîáñòâåííî îñíîâàíèé ìàòå�
ìàòèêè è ðàçâèòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ íà åå áîëåå ðàííèõ ýòàïàõ ÷èòàòåëü
ìîæåò íàéòè ó Ôðåíêåëÿ è Áàð-Õèëëåëà [77], à â áîëåå êîìïàêòíîì âè�
äå � ó Âàí Õàî è Ìàê-Íîòîíà [182]. Óæå ñ ïîçèöèé ñîâðåìåííîé òåîðèè
ìíîæåñòâ ýòè âîïðîñû â íåêîòîðîé ñòåïåíè îñâåùàþòñÿ Êîýíîì [73].

Î ðîëè àêñèîì ZFC êàê îñíîâû ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè, ñì., íàïðè�
ìåð, â êíèãàõ [99], [118], [73], [124], [49], [77]. Â ÷àñòíîñòè, ïåðâûå ãëàâû
êíèãè [49] ñîäåðæàò àíàëèç àêñèîì ñ òî÷êè çðåíèÿ îáùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ïðåäñòàâëåíèé � êóäà ìû è îòñûëàåì çàèíòåðåñîâàííîãî ÷èòàòåëÿ.



Ãëàâà 3

Óíèâåðñóì òåîðèè

ìíîæåñòâ

Çäåñü ìû îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ ýëåìåíòàõ ñòðóêòóðû òåîðåòèêî�
ìíîæåñòâåííîãî óíèâåðñóìà, âàæíûõ äëÿ áîëåå ïðîäâèíóòûõ ðàçäå�
ëîâ äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ. Ýòî èåðàðõèÿ ôîí Íåéìàíà, îð�
äèíàëüíàÿ îïðåäåëèìîñòü, ìîäåëè, àáñîëþòíîñòü, ¾íåñòàíäàðòíûå¿
ω-ìîäåëè ñ óíèâåðñóìîì N è èõ ñòàíäàðòíûå ìíîæåñòâà. Ïî íåîá�
õîäèìîñòè íàøå èçëîæåíèå áóäåò íåñòè ñêîðåå ñïðàâî÷íûé õàðàê�
òåð, ÷åì õàðàêòåð íàñòîÿùåãî ââåäåíèÿ. Â ïðèíöèïå ýòà ãëàâà ìîæåò
áûòü ïðîïóùåíà ïðè ïåðâîì ÷òåíèè, òàê êàê åå ñîäåðæàíèå ïðàêòè�
÷åñêè íå èñïîëüçóåòñÿ â ÷åòûðåõ ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ êíèãè.
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�3.1 Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå ñòðóêòóðû

Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ìîäåëåé, òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé ñòðóê�
òóðîé, èëè ìîäåëüþ, íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ñòðóêòóðà âèäà 〈M ; ε〉, ãäå
ε � íåêîòîðîå áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå èëè
êëàññå M , íàçûâàåìîì îáëàñòüþ ñòðóêòóðû èëè ìîäåëè 〈M ; ε〉. Èí�
òåðïðåòèðóÿ ε êàê ¾ïðèíàäëåæíîñòü¿ â 〈M ; ε〉, � ò. å. x ε y îçíà�
÷àåò, ÷òî ¾x ïðèíàäëåæèò y¿ â 〈M ; ε〉, � ìû äåéñòâèòåëüíî ìîæåì
ïîíèìàòü 〈M ; ε〉 êàê ìîäåëü êàêîé-òî òåîðèè ìíîæåñòâ.

Êëþ÷åâîå ïîíÿòèå èñòèííîñòè ôîðìàëèçóåòñÿ â òåîðèè ìíî-
æåñòâ äâóìÿ ñïîñîáàìè: ÷åðåç ðåëÿòèâèçàöèþ è ÷åðåç âûïîëíèìîñòü.

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Ïóñòü 〈M ; ε〉 � ïðîèçâîëüíàÿ òåîðåòèêî�
ìíîæåñòâåííàÿ ñòðóêòóðà. Åñëè ϕ � ôîðìóëà ∈-ÿçûêà, òî åå ðå�
ëÿòèâèçàöèÿ ϕ〈M ;ε〉 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåçóëüòàò çàìåíû êàæäîãî
êâàíòîðà ∃x èëè ∀x â ϕ íà ∃x ∈ M , ∀x ∈ M ñîîòâåòñòâåííî, è
çàìåíû âñåõ âõîæäåíèé ∈ íà ε.

Ñìûñë ôîðìóëû ϕ〈M ;ε〉 ïîíÿòåí: îíà ãîâîðèò, ÷òî ñàìà ôîðìóëà
ϕ èñòèííà â ìîäåëè 〈M ; ε〉. Íàïðèìåð, ïóñòü ϕ åñòü ∀x ∃ y (x ∈ y).
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà N è {∅} â ðîëè M , ñ îòíîøåíèÿìè ∈ � N è
∈ � {∅} îáû÷íîé ïðèíàäëåæíîñòè, îãðàíè÷åííîé óêàçàííûìè îáëà�
ñòÿìè, â ðîëè ε. Òîãäà ϕ〈N ;∈〉 åñòü ôîðìóëà ∀x ∈ N ∃ y ∈ N (x ∈ y) ,
êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, èñòèííà (èìåííî, ïîñêîëüêó n ∈ (n+ 1) äëÿ âñåõ
n ïî îïðåäåëåíèþ), ò. å. ñàìà ϕ èñòèííà â N. Íàïðîòèâ, ïðåäëîæåíèå
ϕ〈{∅} ;∈〉 ëîæíî � òàêæå ïî î÷åâèäíûì ñîîáðàæåíèÿì.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ñòðóêòóðà 〈M ; ε〉 òàêîâà, ÷òî M � ìíî�
æåñòâî, à íå ñîáñòâåííûé êëàññ, òî òåîðèÿ ìîäåëåé îïðåäåëÿåò îò�
íîøåíèå âûïîëíèìîñòè 〈M ; ε〉 |= ϕ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 3.1.2 (íàïðèìåð, 3.8 â [48, ñ. 29]). Äëÿ íà÷àëà,
ïðåäñòàâèì ñàìè ∈-ôîðìóëû â âèäå îáúåêòîâ òåîðèè ìíîæåñòâ �
ò. å. ìíîæåñòâ îïðåäåëåííîãî âèäà, òî÷íåå, êîðòåæåé èç ëîãè÷åñêèõ
ñèìâîëîâ è ìíîæåñòâ, ó÷àñòâóþùèõ â ôîðìóëå â ðîëè ïàðàìåòðîâ.
Ýòî ïðåäñòàâëåíèå, íàçûâàåìîå ¾ã¼äåëèçàöèåé¿, ïðîèñõîäèò òàê.

Ñ÷èòàåì, ÷òî ∈-ÿçûê èìååò 7 îáùèõ ñèìâîëîâ, ò. å. ∈,=,¬,∧,∃
è ïàðó ñêîáîê, à îñòàëüíûå ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè, ò. å. ∨,=⇒,⇐⇒,∀ ,
ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âûðàæåííûå ÷åðåç ¬,∧,∃ õîðîøî èçâåñòíûì
ñïîñîáîì. Ñîïîñòàâèì óêàçàííûì ñèìâîëàì ÷èñëà 0, 1, . . . , 6 (èìåííî
â ýòîì ïîðÿäêå). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ðàçðåøèì áðàòü ñâîáîäíûå ïå�
ðåìåííûå òîëüêî èç ñïèñêà v0, v1, v2, . . . , è êàæäîé vi ñîïîñòàâèì ÷èñ�
ëî 7+2i. Êàæäîìó êîíêðåòíîìó ÷èñëó n ∈ N ñîïîñòàâèì 7+2n+1, à
êàæäîìó ìíîæåñòâó x 6∈ N � ñàìî x. Ïîñëå ýòîãî, êàæäàÿ ∈-ôîðìó�
ëà ñ ïàðàìåòðàìè èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà X ñòàíîâèòñÿ êîðòåæåì
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èç (X ∪N)<ω, ò. å. êîðòåæåì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ýëåìåíòîâ ìíîæå�
ñòâà X. Íàïðèìåð, ∃ v0 (v0 ∈ x), ãäå x � êàêîå-òî ìíîæåñòâî�ïàðà�
ìåòð, x 6∈ N, îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ êîðòåæåì 〈4, 7, 5, 7, 0, x, 6〉. Ïîëîæèì

Form(X) = ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé èç (X ∪ N)<ω, ÿâëÿþùèõñÿ
ïðàâèëüíî ïîñòðîåííûìè ∈-ôîðìóëàìè ñ ïàðàìåòðàìè èç X ,

ClForm(X) = ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ ôîðìóë èç Form(X).

Ïóñòü 〈M ; ε〉 � òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ ñòðóêòóðà. Èìååòñÿ
åäèíñòâåííîå ìíîæåñòâî F ⊆ ClForm(M), äëÿ êîòîðîãî:

(1) ôîðìóëà ¾x ∈ y¿ èëè ¾x = y¿ (ãäå x, y ∈M ) ïðèíàäëåæèò F ,
åñëè è òîëüêî åñëè x ε y , ñîîòâåòñòâåííî, x = y ;

(2) ôîðìóëà ¾¬ ψ¿ èç ClForm(M) ïðèíàäëåæèò F , åñëè è òîëüêî
åñëè ψ 6∈ F ;

(3) ôîðìóëà ¾ψ∧ψ′¿ èç ClForm(M) ïðèíàäëåæèò F , åñëè è òîëüêî
åñëè îäíîâðåìåííî ψ ∈ F è ψ′ ∈ F ;

(4) ôîðìóëà ¾∃ v ψ(v)¿ èç ClForm(M) ïðèíàäëåæèò F , åñëè è òîëü�
êî åñëè ψ(x) ïðèíàäëåæèò F äëÿ õîòÿ áû îäíîãî x ∈M .

Ýòî ìíîæåñòâî F îáîçíà÷àåòñÿ Sat(M, ε), à ôîðìóëû ϕ ∈ Sat(M, ε)
íàçûâàþòñÿ âûïîëíèìûìè (satis�able), èëè èñòèííûìè â 〈M ; ε〉.

Ïèøóò 〈M ; ε〉 |= ϕ, êîãäà ϕ ∈ Sat(M, ε).

Çäåñü âàæíî èìåòü â âèäó, ÷òî ¾〈M ; ε〉 |= ϕ¿ � ýòî îäíà, äî�
âîëüíî ñëîæíàÿ, ∈-ôîðìóëà ∃F (F = Sat(M, ε) ∧ ϕ ∈ F ), â êîòîðóþ
ñàìà ôîðìóëà ϕ, êàê êîðòåæ ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ è ìíîæåñòâ-ïàðà�
ìåòðîâ, âõîäèò â ðîëè ïåðåìåííîé âìåñòå ñ M è ε è ìîæåò ñâÿçû�
âàòüñÿ êâàíòîðîì. Â òî æå âðåìÿ, ðåëÿòèâèçàöèÿ ϕ〈M ;ε〉 ïîëó÷àåòñÿ
ïðîñòûì èçìåíåíèåì êâàíòîðîâ, è çäåñü îáëàñòü M ìîæåò áûòü è
ñîáñòâåííûì êëàññîì, íî ϕ íå ìîæåò ñëóæèòü ïåðåìåííîé è ñâÿçû�
âàòüñÿ êâàíòîðîì. Îáà âàðèàíòà ñâÿçàíû ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 3.1.3 (ñì. ðàçäåë 1.3 â [71]). Åñëè 〈M ; ε〉 � òåîðåòèêî�
ìíîæåñòâåííàÿ ñòðóêòóðà, ãäå M � ìíîæåñòâî, à ϕ ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòîé ∈-ôîðìóëîé ñ ýëåìåíòàìè èç M â ðîëè ïàðàìåòðîâ,
òî ϕ〈M ;ε〉 ðàâíîñèëüíî 〈M ; ε〉 |= ϕ.

Îáùåå ñîãëàøåíèå 3.1.4. Ôðàçà ¾ôîðìóëà ϕ èñòèííà â ìî�
äåëè 〈M ; ε〉¿ ïîíèìàåòñÿ íèæå â ñìûñëå 〈M ; ε〉 |= ϕ, êîãäà M �
ìíîæåñòâî, è â ñìûñëå ϕ〈M ;ε〉 , êîãäà M � ñîáñòâåííûé êëàññ èëè
êîãäà ϕ � îäíà êîíêðåòíàÿ ôîðìóëà. Ïî òåîðåìå 3.1.3, ýòè âàðèàíòû
ðàâíîñèëüíû, åñëè îáà ïðèìåíèìû.
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Âîîáùå, ìîäåëÿìè îáû÷íî íàçûâàþòñÿ òàêèå òåîðåòèêî-ìíîæå�
ñòâåííûå ñòðóêòóðû 〈M ; ε〉, îáëàñòè M êîòîðûõ � ìíîæåñòâà. Òà�
êàÿ ìîäåëü íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ òåîðèè T , åñëè êàæäàÿ àêñèîìà ϕ
òåîðèè T èñòèííà â 〈M ; ε〉, ò. å. 〈M ; ε〉 |= ϕ. Ïî òåîðåìå Ã¼äåëÿ î
íåïîëíîòå, ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîé ìîäåëè òåîðèè ZFC â ýòîì
ñòðîãîì ñìûñëå íåäîêàçóåìî â ZFC. Â òî æå âðåìÿ, ñóùåñòâóþò
ñòðóêòóðû âèäà 〈M ; ε〉, óäîâëåòâîðÿþùèå âñåì àêñèîìàì ZFC, íî
òàêèå, ÷òî M � íå ìíîæåñòâî à ñîáñòâåííûé êëàññ. Ïðîñòåéøèé ïðè�
ìåð: 〈V ; ∈〉, ãäå V � óíèâåðñóì âñåõ ìíîæåñòâ. Òàêèå ñòðóêòóðû �
ýòî íå ìîäåëè â ñòðîãîì ñìûñëå1, ïîñêîëüêó èõ îáëàñòè íå ÿâëÿþòñÿ
ìíîæåñòâàìè. Ïîýòîìó ê íèì íåïðèìåíèìà òåîðåìà Ã¼äåëÿ î íåïîë�
íîòå. Îäíàêî îíè ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíû âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ: â
÷àñòíîñòè, ñóùåñòâîâàíèå ¾ìîäåëè¿ ZFC, äàæå â ýòîì íåñîáñòâåí�
íîì ñìûñëå, â êîòîðîé èñòèííî íåêîòîðîå ïðåäëîæåíèå Φ, îçíà÷à�
åò, ÷òî Φ íå ïðîòèâîðå÷èò àêñèîìàì ZFC. Ê ýòîìó òèïó ñòðóêòóð
(ò. å. ñîáñòâåííûõ êëàññîâ), â êîòîðûõ èñòèííû âñå àêñèîìû ZFC,
îòíîñèòñÿ êëàññ L âñåõ êîíñòðóêòèâíûõ ìíîæåñòâ (ñì. ãëàâó 8), åãî
ðàñøèðåíèÿ âèäà L[x], êëàññ HOD (ñì. íèæå) è äð.

�3.2 Ñòàíäàðòíûå ìîäåëè èëè ∈-ìîäåëè
×àñòíûé ñëó÷àé òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ ñòðóêòóð îáðàçóþò

ñòàíäàðòíûå ìîäåëè, èëè ∈-ìîäåëè.

Îïðåäåëåíèå 3.2.1. ∈-ìîäåëüþ íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ñòðóêòóðà
âèäà 〈M ; ∈〉, èëè, áîëåå ïåäàíòè÷íî, 〈M ; ∈ �M〉, ãäå M � êàêîå-òî
ìíîæåñòâî, à ∈ �M � îãðàíè÷åíèå ¾íàñòîÿùåãî¿ îòíîøåíèÿ ïðè�
íàäëåæíîñòè ∈ íà M . Åñëè ìíîæåñòâî M òðàíçèòèâíî � à ýòî,
íàïîìíèì, îçíà÷àåò, ÷òî èç y ∈ x ∈ M ñëåäóåò è y ∈ M , � òî è
ìîäåëü 〈M ; ∈〉 íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíîé ∈-ìîäåëüþ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì., íàïðèìåð, òåîðåìû 15À è 15Á â [99])
ïðåäëàãàåò ïðîñòóþ ïðîöåäóðó, ñâîäÿùóþ ïðîèçâîëüíûå ∈-ìîäåëè
ê òðàíçèòèâíûì ∈-ìîäåëÿì. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ýêñòåíñèî�
íàëüíûì, åñëè 〈X ; ∈〉 � ìîäåëü àêñèîìû Ýêñòåíñèîíàëüíîñòè, ò. å.
ìû èìååì x = y âñÿêèé ðàç, êîãäà x, y ∈ X è x ∩X = y ∩X .

Òåîðåìà 3.2.2. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà M ñóùåñòâóåò åäèí�
ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ φM (íàçûâàåìàÿ ñâ¼ðòêîé Ìîñòîâñêîãî äëÿ M ),

1 Õîòÿ èíîãäà, íåôîðìàëüíî, îíè âñ¼ æå íàçûâàþòñÿ ìîäåëÿìè, ñêàæåì, L
� êîíñòðóêòèâíàÿ ìîäåëü. Áîëåå òî÷íîå íàçâàíèå äëÿ ñòðóêòóð, ÷üè îáëàñòè
ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè êëàññàìè � èíòåðïðåòàöèÿ, ñì. [163, 4.7 è 9.5], â äàííîì
ñëó÷àå èíòåðïðåòàöèÿ òåîðèè ZFC â íåé ñàìîé.
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îïðåäåëåííàÿ íà M è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó

φM (x) = {φM (y) : y ∈ x ∩M}

äëÿ âñåõ x ∈M . Åå îáëàñòü çíà÷åíèé M = ranφM � òðàíçèòèâíîå
ìíîæåñòâî. Åñëè ìíîæåñòâî M ê òîìó æå ýêñòåíñèîíàëüíî, òî
φM ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé è ∈-èçîìîðôèçìîì íà M, ò. å. äëÿ âñåõ
x, y ∈M âûïîëíåíà ýêâèâàëåíòíîñòü x ∈ y ⇐⇒ φM (x) ∈ φM (y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì òåîðåìó 2.5.6.

Îáùåå ñîãëàøåíèå 3.2.3. Ðàáîòàÿ ñ ∈-ìîäåëÿìè, ïðåäëîæåíèÿ
òèïà ¾M � ìîäåëü òàêîé-òî òåîðèè¿, èëè ¾òàêîå-òî óòâåðæäåíèå
èñòèííî â M ¿ ñëåäóåò ïîíèìàòü òàê, ÷òî ðå÷ü èäåò îá ∈-ñòðóêòóðå
〈M ; ∈〉. Àíàëîãè÷íî, Sat(M) = Sat(M,∈�M), à çàïèñè ϕM è M |= ϕ
ïîíèìàþòñÿ êàê ϕ〈M ;∈〉 è 〈M ; ∈〉 |= ϕ ñîîòâåòñòâåííî (ñì. �3.1).

Îïðåäåëåíèå 3.2.4. Ïóñòü M ⊆ N � òðàíçèòèâíûå ìíîæåñòâà.
Ãîâîðÿò, ÷òî M åñòü ýëåìåíòàðíàÿ ïîäìîäåëü ìîäåëè N , èëè, ÷òî
ýêâèâàëåíòíî, N åñòü ýëåìåíòàðíîå ðàñøèðåíèå ìîäåëè M , åñëè
ëþáàÿ ∈-ôîðìóëà ϕ ñ ìíîæåñòâàìè èç M â ðîëè ïàðàìåòðîâ èñ�
òèííà â 〈M ; ∈〉 åñëè è òîëüêî åñëè îíà èñòèííà â 〈N ; ∈〉, ò. å., â
òåðìèíàõ ñîãëàøåíèé 3.1.4 è 3.2.1, ÷òî (M |= ϕ) ⇐⇒ (N |= ϕ), èëè,
ðàâíîñèëüíî, (〈M ; ∈〉 |= ϕ)⇐⇒ (〈N ; ∈〉 |= ϕ).

Îá ýòèõ ïîíÿòèÿõ òåîðèè ìîäåëåé, ñì. ïîäðîáíåå ãë. 2 êíèãè [48].
Â òåîðèè ìîäåëåé èçâåñòíû òåîðåìà Ë¼âåíãåéìà � Ñêóëåìà, êî�

òîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî ëþáàÿ ìîäåëü èìååò ñ÷åòíóþ ýëåìåíòàðíóþ
ïîäìîäåëü; ñì., íàïðèìåð, òåîðåìà 4.2 ãë. 2 êíèãè [48], è ðîäñòâåí�
íûé åé ïðèíöèï îòðàæåíèÿ (òåîðåìà 16 â [99]). Äëÿ ∈-ìîäåëåé ýòè
óòâåðæäåíèÿ ïðèíèìàþò, ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäóþùèé âèä:

Òåîðåìà 3.2.5. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X , åñëè X ′ ⊆ X íå
áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, òî íàéäåòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî Y òàêîå, ÷òî
X ′ ⊆ Y ⊆ X è Y ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ïîäìîäåëüþ X îòíîñè�
òåëüíî âñåõ ∈-ôîðìóë.

Òåîðåìà 3.2.6. Ïóñòü ϕ(x) � ëþáàÿ ôîðìóëà. Åñëè ìíîæå�
ñòâî X ′ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, òî íàéäåòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî Y
òàêîå, ÷òî X ′ ⊆ Y è ϕ(x)⇐⇒ ϕY (x) äëÿ âñåõ x ∈ Y .

�3.3 Èåðàðõèÿ Ôîí Íåéìàíà è ∈-èíäóêöèÿ
Èåðàðõèåé ôîí Íåéìàíà, èëè êóìóëÿòèâíîé èåðàðõèåé ìíîæåñòâ

íàçûâàåòñÿ òðàíñôèíèòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈Vξ〉ξ∈Ord ìíîæåñòâ
Vξ , îïðåäåëÿåìûõ èíäóêöèåé ïî ξ ñîãëàñíî òàêîé ñõåìå:
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− V0 = ∅,
− äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà ξ : Vξ+1 = P(Vξ) = {x : x ⊆ Vξ},
− à åñëè îðäèíàë λ ïðåäåëåí, òî Vλ =

⋃
ξ<λ Vξ .

Âñå ìíîæåñòâà Vξ òðàíçèòèâíû, è ñîîòíîøåíèå Vξ ⊆ Vη âûïîëíÿåòñÿ
ïðè ξ ≤ η . Êðîìå òîãî, ìû óâèäèì íèæå, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî x
ïðèíàäëåæèò õîòÿ áû îäíîìó èç ìíîæåñòâ Vξ (òåîðåìà 3.3.8).

Ñëåäóþùåå ïîíÿòèå äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ðàíã rnkx íå-
çàâèñèìî îò ïîñòðîåíèÿ èåðàðõèè ôîí Íåéìàíà.

Îïðåäåëåíèå 3.3.1. Íàèìåíüøèé îðäèíàë ξ òàêîé, ÷òî x ∈
Vξ+1 èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, x ⊆ Vξ , íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ïî ôîí Íåé�
ìàíó , èëè ïðîñòî ðàíãîì ìíîæåñòâà x, è îáîçíà÷àåòñÿ rnkx.

Ñ èçâåñòíîé äîëåé ïðèáëèæåíèÿ, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî rnkx åñòü
íàèìåíüøàÿ äëèíà òðàíñôèíèòíîãî ïîñòðîåíèÿ, ïóòåì ñîáèðàíèÿ èç
ýëåìåíòîâ, ìíîæåñòâà x èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà ∅.

Îïðåäåëåíèå 3.3.2. Òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà X
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî TC(X) = X0 ∪X1 ∪X2 ∪ . . . =

⋃
n<ωXn,

2 ãäå
X0 = X è Xn+1 =

⋃
Xn äëÿ âñåõ n < ω .3

Ñëåäñòâèå 3.3.3. Äëÿ ëþáîãî X , ìíîæåñòâî TC(X) åñòü íàè�
ìåíüøåå òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî, äëÿ êîòîðîãî X ⊆ TC(X).

Çàìå÷àíèå 3.3.4. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, è X =
TC(x) ∪ {x} (íàèìåíüøåå òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿþ�
ùåå x ∈ X ). Ñîãëàñíî àêñèîìå Ðåãóëÿðíîñòè, îòíîøåíèå ∈ �X =
(∈) ∩ (X ×X) (ò. å. îãðàíè÷åíèå îáû÷íîé ïðèíàäëåæíîñòè íà X )
ôóíäèðîâàíî, à ïîòîìó, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.5.3, èìååòñÿ åäèíñòâåí�
íàÿ ôóíêöèÿ f : X → Ord, óäîâëåòâîðÿþùàÿ f(y) = supz∈y(f(z)+1)
äëÿ âñåõ y ∈ X . Ïîëàãàåì rnkx = f(x).

Óïðàæíåíèå 3.3.5. Äîêàæèòå, ÷òî ðàíã rnkx ïî 3.3.4 ñîâïà�
äàåò ñ ðàíãîì rnkx ïî 3.3.1, è óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó rnk y =
supz∈y(rnk z + 1) äëÿ âñåõ y .

Ñ ïîìîùüþ òðàíçèòèâíûõ çàìûêàíèé ìû äîêàæåì ñëåäóþùåå
óñèëåíèå òåîðåìû 2.4.4 (âòîðîå óòâåðæäåíèå):

Òåîðåìà 3.3.6 (ïðèíöèï Ðåãóëÿðíîñòè äëÿ êëàññîâ). Êàæäûé
íåïóñòîé êëàññ X ñîäåðæèò ∈-ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò, ò. å. íàé�
äåòñÿ ìíîæåñòâî y ∈ X , óäîâëåòâîðÿþùåå y ∩X = ∅.

Åñëè êëàññ A, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà
x, èç x ⊆ A ñëåäóåò x ∈ A, òî A � êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ.

2 Ñð. ñ îïðåäåëåíèåì 2.5.1. Ôàêòè÷åñêè, TC(X) = TC∈(X) è ∈−1(x) = x.
3 Îáëàñòü n < ω òîæäåñòâåííà îáëàñòè N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñì. 2.4.11.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáà óòâåðæäåíèÿ ïåðåõîäÿò îäíî â äðóãîå ÷å�
ðåç äîïîëíèòåëüíûé êëàññ, ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ âûâîäîì ïåðâîãî.
Ðàç X 6= ∅, áåðåì ýëåìåíò x ∈ X . Òîãäà T = TC({x}) � òðàíçè�
òèâíîå ìíîæåñòâî, è x ∈ T , òàê ÷òî ìíîæåñòâî Y = X ∩ T íåïóñòî.
Ïî àêñèîìå Ðåãóëÿðíîñòè, íàéäåòñÿ ýëåìåíò y ∈ Y , äëÿ êîòîðîãî
y ∩ Y = ∅. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî âûïîëíåíî è y ∩ X = ∅. Ïóñòü
íàïðîòèâ, z ∈ y ∩X . Òîãäà z ∈ y ∈ Y ⊆ T , òàê ÷òî z ∈ T ïî òðàíçè�
òèâíîñòè T . Çíà÷èò, z ∈ X∩T = Y , ò. å. z ∈ y∩Y , ïðîòèâîðå÷èå.

Íà òåîðåìå 3.3.6 îñíîâàí ñëåäóþùèé îáùèé âàðèàíò òðàíñôèíèò�
íûõ èíäóêòèâíûõ äîêàçàòåëüñòâ è ïîñòðîåíèé.

Ïðèíöèï 3.3.7 (∈-èíäóêöèÿ, ñð. ñ 2.4.5, 2.4.6). Ïóñòü P (ξ) �
íåêîòîðîå ñâîéñòâî ìíîæåñòâ, è äëÿ âñÿêîãî x èìååò ìåñòî ñëåäóþ�
ùåå: åñëè P (y) âåðíî äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ y ∈ x, òî P (x) òàêæå âåðíî.
Òîãäà P (x) âåðíî äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ x.

Îáîñíîâûâàþòñÿ òàêæå è èíäóêòèâíûå ïîñòðîåíèÿ, êîãäà êàæ�
äîìó ìíîæåñòâó x ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî Sx â çàâèñèìîñòè íå
òîëüêî îò x íî è îò óæå ïîñòðîåííûõ ìíîæåñòâ Sy , y ∈ x.

Òåîðåìà 3.3.8.
⋃
ξ∈Ord Vξ = V, ò. å. êàæäîå ìíîæåñòâî x ïðè�

íàäëåæèò õîòÿ áû îäíîìó èç ìíîæåñòâ Vξ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íàïðîòèâ, êëàññ X = V r
⋃
ξ∈Ord Vξ

íåïóñò. Ïî òåîðåìå 3.3.6, íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî x ∈ X , äëÿ êîòîðî�
ãî x ∩ X = ∅, ò. å. x ⊆ V′ =

⋃
ξ∈Ord Vξ . Òîãäà äëÿ êàæäîãî y ∈ x

èìåþòñÿ îðäèíàëû ξ , äëÿ êîòîðûõ y ∈ Vξ ; ïóñòü ξy � íàèìåíüøèé
èç íèõ. Ðàññìîòðèì îðäèíàë ξ =

⋃
y∈x ξy . Ïî ïîñòðîåíèþ x ⊆ Vξ , à

ïîòîìó x ∈ Vξ+1 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó x.

�3.4 Èåðàðõèÿ ïî ìîùíîñòè òðàíçèòèâíîãî çà�

ìûêàíèÿ

Ïîíÿòèå òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâàòü ìíî�
æåñòâà â èåðàðõèþ, îòëè÷àþùóþñÿ îò èåðàðõèè ôîí Íåéìàíà è ñòà�
âÿùóþ âî ãëàâó óãëà ïðîñòî ìîùíîñòü òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ
äàííîãî ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 3.4.1. Åñëè κ � áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë, òî

Hκ = {x : cardTC(x) < κ}

� ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìíîæåñòâ x, ÷üè òðàíçèòèâíûå çàìûêàíèÿ
TC(x) èìåþò ìîùíîñòü íå âûøå κ. Â ÷àñòíîñòè,

Hω = HF = {x : TC(x) � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî},
Hω1

= HC = {x : TC(x) íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî}.
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Ìíîæåñòâà èç HF íàçûâàþòñÿ íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûìè, à ìíîæå�
ñòâà èç HC � íàñëåäñòâåííî ñ÷åòíûìè.4

Ëåììà 3.4.2. Hω = Vω .
Åñëè κ � áåñêîíå÷íûé ðåãóëÿðíûé êàðäèíàë òî Hκ ⊆ Vκ . Îò�

ñþäà, ïî àêñèîìå Âûäåëåíèÿ, Hκ � ìíîæåñòâî ïðè ëþáîì κ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî âñÿêîå ìíîæåñòâî x ∈ Hκ ïðè�
íàäëåæèò Vκ ïðè ïîìîùè ∈-èíäóêöèè (ñì. 3.3.7). Åñëè y ∈ x òî ïî
îïðåäåëåíèþ TC(y) ⊆ TC(x), òàê ÷òî cardTC(y) ≤ cardTC(x) < κ
è y ∈ Hκ . Çíà÷èò, ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, y ∈ Vκ . Íî κ,
êàê è ëþáîé áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë, ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì îðäèíà�
ëîì. Ïîýòîìó Vκ =

⋃
γ<κ Vγ . Çíà÷èò, ïî äîêàçàííîìó, äëÿ êàæäîãî

y ∈ x èìååòñÿ îðäèíàë γ < κ, äëÿ êîòîðîãî y ∈ Vγ . ×åðåç γ(y)
îáîçíà÷èì íàèìåíüøèé òàêîé îðäèíàë. Âñëåäñòâèå ðåãóëÿðíîñòè κ,
ìíîæåñòâî X = {γ(y) : y ∈ x} ìîùíîñòè cardX ≤ cardx < κ îãðà�
íè÷åíî â κ, ò. å. èìååòñÿ îðäèíàë α < κ, äëÿ êîòîðîãî X ⊆ α. Íî
òîãäà x ⊆ Vα , à ïîòîìó x ∈ Vα+1 ⊆ Vκ .

Äàëåå, åñëè n < ω òî ìíîæåñòâî Vn êîíå÷íî (ïî èíäóêöèè, ïî�
ñêîëüêó Vn+1 = P(Vn)), à òàêæå è òðàíçèòèâíî (êàê è âñå ìíîæåñòâà
Vξ âîîáùå), òàê ÷òî Vn ∈ Hω . Îòñþäà î÷åâèäíî Vω ⊆ Hω .

Óïðàæíåíèå 3.4.3. Åñëè x ∈ HC, òî è TC(x) ∈ HC.

Óïðàæíåíèå 3.4.4. Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè, ÷òî åñëè n < ω òî
Vn � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå, â ÷àñòíîñòè, íàòóðàëüíûå
÷èñëà 0, 1, 2, . . . , n− 1. Ïðè ýòîì åñëè Vn ñîäåðæèò N ýëåìåíòîâ, òî
ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî Vn+1 ñîäåðæèò óæå 2N ýëåìåíòîâ.

Äîêàæèòå, ÷òî HF = Vω =
⋃
n<ω Vn � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, ñîäåð�

æàùåå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà è âñå êîðòåæè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

�3.5 Îðäèíàëüíàÿ îïðåäåëèìîñòü

Ìíîæåñòâî x ìîæíî íàçâàòü îïðåäåëèìûì, åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ
∈-ôîðìóëà ϕ(v), áåç ïàðàìåòðîâ è ñ îäíîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé
v, ÷òî x � åäèíñòâåííîå ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå ϕ(x), ò. å.
∀ v (ϕ(v)⇐⇒ x = v). Ýòî ïîíÿòèå, îäíàêî, íå ìîæåò áûòü ôîðìàëüíî
îïðåäåëåíî â ZFC, äðóãèìè ñëîâàìè, íåò òàêîé îäíîé ∈-ôîðìóëû
δ(x) êîòîðàÿ âûäåëÿëà áû ñðàçó âñå îïðåäåëèìûå ìíîæåñòâà. (Ìû íå
áóäåì îòâëåêàòüñÿ íà îáúÿñíåíèÿ ïî÷åìó ýòî òàê.) Â òî æå âðåìÿ,
áîëåå øèðîêîå ïîíÿòèå îðäèíàëüíî îïðåäåëèìîãî ìíîæåñòâà (ò. å.

4 HF îò hereditarily �nite, HC îò hereditarily countable. ¾Íàñëåäñòâåííîñòü¿
îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ñâîéñòâî âûïîëíåíî íå òîëüêî äëÿ ñàìîãî ìíîæå�
ñòâà x, íî è äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ èç åãî òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ TC(x).
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îïðåäåëèìîãî ∈-ôîðìóëîé ñ îðäèíàëàìè â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ) äî�
ïóñêàåò òàêîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 3.5.1. Ôîðìóëà odx ãîâîðèò ñëåäóþùåå:

odx := ñóùåñòâóåò îðäèíàë α è ôîðìóëà ϕ(v), ñ îðäèíàëàìè ξ < α
â ðîëè ïàðàìåòðîâ è ñ îäíîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé v, òàêèå ÷òî
x ∈ Vα � åäèíñòâåííîå ìíîæåñòâî, äëÿ êîòîðîãî Vα |= ϕ(x).

OD = {x : odx} � êëàññ îðäèíàëüíî îïðåäåëèìûõ ìíîæåñòâ.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ìíîæåñòâî x ∈ OD îïðåäåëèìî ∈-ôîð�
ìóëîé âèäà Vα |= ϕ(x), ïàðàìåòðàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ îðäèíàëû
≤ α. Îáðàòíî, åñëè ìíîæåñòâî x îðäèíàëüíî îïðåäåëèìî â ëþáîì
ðàçóìíîì íåôîðìàëüíîì ñìûñëå òî, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï îòðàæåíèÿ
3.2.6, ìû íàõîäèì îðäèíàë α òàêîé ÷òî îïðåäåëåíèå ðåëÿòèâèçóåòñÿ
ê Vα , è òîãäà x ∈ OD.

Âîîáùå, åñëè P � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èëè êëàññ, òî ðàññìàò�
ðèâàåòñÿ êëàññ OD(P ) âñåõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå îïðåäåëèìû ôîðìó�
ëàìè, ñîäåðæàùèìè îðäèíàëû è ýëåìåíòû ìíîæåñòâà P â ðîëè ïà�
ðàìåòðîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè P = NN, ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ

ROD = OD(NN) = {x : rodx}

âñåõ âåùåñòâåííî-îðäèíàëüíî îïðåäåëèìûõ 5 ìíîæåñòâ, ò. å. òåõ, êî�
òîðûå îïðåäåëèìû ôîðìóëàìè, ñîäåðæàùèìè îðäèíàëû è ýëåìåíòû
áýðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà NN â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ. Çäåñü rodx ÿâ�
ëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé ôîðìóëû odx, ñîñòîÿùåé â òîì, ÷òî ôîðìóëà
ϕ(v), êðîìå îðäèíàëîâ, ìîæåò ñîäåðæàòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà NN â
êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ.

Ïîíÿòíî, ÷òî Ord ⊆ OD ⊆ ROD è NN ⊆ ROD.
Êëàññû OD è ROD íå îáÿçàòåëüíî òðàíçèòèâíû. Íàïðèìåð, ìíî�

æåñòâî P(N) = {x : x ⊆ N} ïðèíàäëåæèò OD, îäíàêî ñ àêñèîìàìè
ZFC ñîâìåñòèìî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà íàòó�
ðàëüíûõ ÷èñåë x ⊆ N , x 6∈ OD, ñì. ãë. 9. ×òîáû èíãèáèðîâàòü ýòîò
ýôôåêò, îïðåäåëÿþò

HOD = {x : x ∈ OD ∧ TC(x) ⊆ OD} ,
HROD = {x : x ∈ ROD ∧ TC(x) ⊆ ROD} ,

5 Ïåðåâîä òåðìèíà ¾real-ordinal de�nable¿, ãäå ïåðâîå ñëîâî îòðàæàåò âîçìîæ�
íîñòü áðàòü òî÷êè N

N â ðîëè ïàðàìåòðîâ îïðåäåëåíèÿ, äîïîëíèòåëüíî ê îðäèíà�
ëàì. Óïîòðåáëåíèå ñëîâà ¾real¿ â ðîëè èìåíè ñóùåñòâèòåëüíîãî ïðèìåíèòåëüíî
ê òî÷êàì N

N õàðàêòåðíî äëÿ àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðû ïî òåîðèè ìíîæåñòâ;
îíî îñíîâàíî íà èçâåñòíîì îòîæäåñòâëåíèè òî÷åê N

N ñ èððàöèîíàëüíûìè âåùå�
ñòâåííûìè ÷èñëàìè. Ê ñîæàëåíèþ, ïðèåìëåìîãî ïåðåâîäà ñëîâà ¾real¿ â ýòîì
åãî çíà÷åíèè íà ðóññêèé ìàòåìàòè÷åñêèé ÿçûê, ïî-âèäèìîìó, íåò.
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� òðàíçèòèâíûå êëàññû íàñëåäñòâåííî îðäèíàëüíî îïðåäåëèìûõ
ìíîæåñòâ è íàñëåäñòâåííî âåùåñòâåííî-îðäèíàëüíî îïðåäåëèìûõ
ìíîæåñòâ, ò. å. òàêèõ, êîòîðûå ñàìè, âñå èõ ýëåìåíòû, ýëåìåíòû ýëå�
ìåíòîâ, è ò. ä., îðäèíàëüíî îïðåäåëèìû, èëè, ñîîòâåòñòâåííî, âå-
ùåñòâåííî-îðäèíàëüíî îïðåäåëèìû.

Òåîðåìà 3.5.2 (òåîðåìà 24 â [99]). Êëàññ HOD � òðàíçèòèâíàÿ
ìîäåëü ZFC. Êëàññ HROD � òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü òåîðèè ZF +
DC, ãäå íå îáÿçàòåëüíî âåðíà ïîëíàÿ àêñèîìà âûáîðà AC.

�3.6 Ñëàáûå òåîðèè è èõ ìîäåëè

Ïîñêîëüêó ãèïîòåçà ñóùåñòâîâàíèÿ ìîäåëè òåîðèè ZFC âûõîäèò
çà ðàìêè ZFC ïî òåîðåìå Ã¼äåëÿ, äîâîëüíî ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ äëÿ
òåõ èëè èíûõ öåëåé èñïîëüçîâàòü ìîäåëè áîëåå ñëàáûõ òåîðèé.

Ñþäà îòíîñèòñÿ, ïðåæäå âñåãî, òåîðèÿ Öåðìåëî ZC, êîòîðàÿ îò�
ëè÷àåòñÿ îò ZFC òîëüêî òåì, ÷òî íå ñîäåðæèò (ñõåì) àêñèîì Ïîä-

ñòàíîâêè è Ñîáèðàíèÿ � íî ñîäåðæèò âñå ïðî÷èå àêñèîìû, âêëþ÷àÿ
àêñèîìû Ñòåïåíè, Âûäåëåíèÿ, è Âûáîðà. Â òî âðåìÿ êàê ñóùåñòâîâà�
íèå ìîäåëåé òåîðèè ZFC íåäîêàçóåìî, ìîäåëè (è äàæå, áîëåå òî÷íî,
∈-ìîäåëè) òåîðèè ZC ñóùåñòâóþò.

Óïðàæíåíèå 3.6.1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè α > ω � ïðåäåëüíûé
îðäèíàë, òî ìíîæåñòâî Vα � ìîäåëü òåîðèè ZC. Ê ÷èñëó ýòèõ ìîäå�
ëåé îòíîñèòñÿ è ìíîæåñòâî Vω+ω � åñòåñòâåííàÿ ìîäåëü ZC.

C äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìàòðèâàåòñÿ òåîðèÿ ZFC− , ò. å. ZFC áåç
àêñèîìû Ñòåïåíè. Åñòåñòâåííîé ∈-ìîäåëüþ òåîðèè ZFC− ñëóæèò
ìíîæåñòâî HC = Hω1

âñåõ íàñëåäñòâåííî ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ. Ìíî�
æåñòâî HC ñîäåðæèò, â ÷àñòíîñòè, âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà è èõ ìíî�
æåñòâà, âñå ýëåìåíòû è ñ÷åòíûå ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà NN , âñå
ñ÷åòíûå îðäèíàëû, à òàêæå âñå òî÷êè ïðîñòðàíñòâ òèïà R , 2N , NN ,
(2N)N, îäíàêî, ðàçóìååòñÿ, NN 6∈ HC, äà è P(N) 6∈ HC, è ïîýòîìó
àêñèîìà ñòåïåíè ëîæíà â HC.

Óïðàæíåíèå 3.6.2. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî âèäà Hκ ,
ãäå κ ≥ ω1 � ðåãóëÿðíûé êàðäèíàë, â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî HC =
Hω1

, ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ ZFC− .

Óïðàæíåíèå 3.6.3. Âûâåäèòå, èñïîëüçóÿ òîëüêî àêñèîìû òåî�
ðèè ZFC− , ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ X,Y ñóùåñòâóþò:

(1) äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå X × Y (ìåòîäîì 2.2.1);

(2) ìíîæåñòâî X<ω âñåõ êîíå÷íûõ êîðòåæåé èç ýëåìåíòîâ X ;
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(3) òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå TC(X);

(4) ôóíêöèÿ ðàíãà f : TC(X)→ Ord, êàê â 3.3.4;

(5) ìíîæåñòâà ClForm(X) è Sat(X).

Ïðîâåðüòå, ÷òî îñíîâíûå òåîðåìû îá îðäèíàëàõ èç ��2.4, 2.5, âêëþ�
÷àÿ 2.4.4, 2.4.5, 2.4.6, 2.5.3, 2.5.6, âåðíû â òåîðèè ZFC− .

Ñëåäñòâèå 3.6.4 (èç 3.2.5). Åñëè X ⊆ HC ñ÷åòíî, òî X ∈
HC, è íàéäåòñÿ ñ÷åòíîå òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî Y ∈ HC, äëÿ
êîòîðîãî X ⊆ Y è Y åñòü ∈-ìîäåëü òåîðèè ZFC− .

Â òî æå âðåìÿ, òåîðèÿ ZFC− íåäîñòàòî÷íî ñèëüíà äëÿ äîêàçà�
òåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ìíîæåñòâà P(N) âñåõ ïîäìíîæåñòâ íàòó�
ðàëüíîãî ðÿäà N, à òàêæå ñóùåñòâîâàíèå âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R

è òîìó ïîäîáíûõ ìíîæåñòâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå
ñèëüíàÿ òåîðèÿ ZFC−ℵ0

, ïîëó÷åííàÿ äîáàâëåíèåì ê ZFC− ñëåäóþ�
ùåé àêñèîìû.

Ñ÷åòíàÿ Ñòåïåíü: äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà X ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî
Pctbl(X) âñåõ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ Y ⊆ X .

Òåîðèÿ ZFC−ℵ0
óæå äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå äåêàðòîâûõ ïðîèçâå�

äåíèé âèäà XY (ïðîèçâåäåíèå Y êîïèé ìíîæåñòâà X ), ãäå Y íå
áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, è òàêèõ ¾êîíòèíóàëüíûõ¿ ìíîæåñòâ, êàê ïîëüñêèå
ïðîñòðàíñòâà R , 2N , NN è èì ïîäîáíûå, è äàæå ñóùåñòâîâàíèå ìíî�
æåñòâà HC âñåõ íàñëåäñòâåííî ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ. Òåîðèÿ ZFC−ℵ0

òàêæå ïîçâîëÿåò àäåêâàòíî ðàáîòàòü ñ áîðåëåâñêèìè ìíîæåñòâàìè è
òîïîëîãèÿìè ïîëüñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Å¼ åñòåñòâåííîé ìîäåëüþ ÿâëÿ�
åòñÿ ìíîæåñòâî

Hc+ = {x : cardTC(x) ≤ c}

âñåõ òàêèõ ìíîæåñòâ x, ÷òî òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå TC(x) èìååò
ìîùíîñòü íå âûøå ìîùíîñòè êîíòèíóóìà c = 2ℵ0 .

Óïðàæíåíèå 3.6.5. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî Hc+ òðàíçèòèâ�
íî, è ñîäåðæèò òàêèå ìíîæåñòâà, êàê N , R , 2N , NN , ω1 . Äîêàæèòå, èñ�
ïîëüçóÿ ìîùíîñòíîå ñîîòíîøåíèå cℵ0 = (2ℵ0)ℵ0 = 2ℵ0×ℵ0 = 2ℵ0 = c,
÷òî Hc+ � ìîäåëü âñåõ àêñèîì òåîðèè ZFC−ℵ0

. Äîêàæèòå òî æå äëÿ
Hκ ïðè óñëîâèè, ÷òî κ � êàðäèíàë êîíôèíàëüíîñòè ≥ c.

�3.7 Òåîðèÿ Êðèïêå � Ïëàòåêà

Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ åùå áîëåå ñëàáûé, ÷åì òåîðèÿ ZFC− , âà�
ðèàíò ñèñòåìû Öåðìåëî � Ôðåíêåëÿ, îïðåäåëåíèå êîòîðîãî âêëþ÷àåò
ñóùåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå òèïà ∈-ôîðìóë â ñõåìàõ àêñèîì.
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Îïðåäåëåíèå 3.7.1. Ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè âñå
åå êâàíòîðû îãðàíè÷åíû, ò. å. èìåþò âèä ∃x ∈ y è ∀x ∈ y .

Ê îãðàíè÷åííûì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, âñå àðèôìåòè÷åñêèå ôîð�
ìóëû � ò. å. òàêèå, âñå êâàíòîðû êîòîðûõ èìåþò âèä ∃x ∈ N è
∀x ∈ N, ãäå N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Âîîáùå, ìíîãèå
âàæíûå îòíîøåíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè âûðàæàþòñÿ îãðàíè÷åííû�
ìè ôîðìóëàìè. Ïðèâîäèòñÿ ñïèñîê ýêâèâàëåíòíîñòåé, ãäå ñëåâà ñòî�
èò îòíîøåíèå, à ñïðàâà � âûðàæàþùàÿ åãî îãðàíè÷åííàÿ ôîðìóëà:

x ⊆ y ⇐⇒ ∀ z ∈ x (z ∈ y) ;

z = {x, y} ⇐⇒ x ∈ z ∧ y ∈ z ∧ ∀u ∈ z (u = x ∨ u = y) ;

z = 〈x, y〉 ⇐⇒ ∃u, v ∈ z (z = {u, v} ∧ u = {x, x} ∧ v = {x, y}) ;

x ∈∈ y ⇐⇒ ∃u ∈ y (x ∈ u) ;

x ∈∈∈ y ⇐⇒ ∃u ∈ y ∃ v ∈ u (x ∈ v) ;

� ïîýòîìó, íàïðèìåð, ∃x ∈∈ yϕ(x, y) îçíà÷àåò ∃u ∈ y∃x ∈ uϕ(x, y);

z � (óïîðÿäî÷åííàÿ) ïàðà ⇐⇒ ∃x ∈∈ z ∧ ∃ y ∈∈ z (z = 〈x, y〉) ;

R � áèíàðíîå îòíîøåíèå ⇐⇒ ∀x ∈ R (x � ïàðà) ;

x ∈ domR ⇐⇒ ∃p ∈ R ∃ y ∈∈ p (p = 〈x, y〉) ;

y ∈ ranR ⇐⇒ ∃p ∈ R ∃x ∈∈ p (p = 〈x, y〉) ;

x =
⋃
y ⇐⇒ ∀ z ∈ y (z ∈∈ x) ∧ ∀ z ∈∈ x (z ∈ y) ;

X = domR ⇐⇒ ∀x ∈ X (x ∈ domR) ∧
∧ ∀p ∈ R ∃x ∈ X ∃ y ∈∈ p (p = 〈x, y〉) ;

Y = ranR ⇐⇒ ∀ y ∈ Y (y ∈ ranR) ∧
∧ ∀p ∈ R ∃ y ∈ Y ∃x ∈∈ p (p = 〈x, y〉) ;

f � ôóíêöèÿ ⇐⇒ f � áèíàðíîå îòíîøåíèå ∧ ∀p, q ∈ f
∀x, y ∈∈ p ∀x′, y′ ∈∈ q (x = x′ =⇒ y = y′) ;

f(x) = y ⇐⇒ ∃p ∈ f (p = 〈x, y〉) ;

z òðàíçèòèâíî ⇐⇒ ∀ y ∈ z ∀x ∈ y (x ∈ z) ;

ξ � îðäèíàë ⇐⇒ ξ òðàíçèòèâíî ∧ ∀x ∈ ξ (x òðàíçèòèâíî) .

g = f �X ⇐⇒ g ⊆ f ∧ ∀p ∈ g ∃x ∈ X ∃ y ∈∈ p (p = 〈x, y〉) ∧
∧ ∀p ∈ f (∃x ∈ X ∃ y ∈∈ p (p = 〈x, y〉) =⇒ p ∈ g).
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Óïðàæíåíèå 3.7.2. Âûðàçèòå îãðàíè÷åííûìè ôîðìóëàìè îò�
íîøåíèÿ Z = X × Y è Z =

⋃
Y . Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëà

f � ôóíêöèÿ ∧ R � áèíàðíîå îòíîøåíèå ∧
∧ dom f = X ∧ ran f ⊆ Ord ∧ domR ∪ ranR ⊆ X ∧

∧ ∀x, y ∈ X (〈x, y〉 ∈ R =⇒ f(x) ∈ f(y)) ∧
∧ ∀ y ∈ X ∀ ξ ∈ f(y) ∃x ∈ X (〈x, y〉 ∈ R ∧ ¬ f(x) ∈ ξ)

îãðàíè÷åíà è îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå ¾R � áèíàðíîå îòíîøåíèå íà
X , à f � ôóíêöèÿ ðàíãà äëÿ R¿. Äëÿ ýòîãî çàìåíèòå ïîäôîðìóëó
ran f ⊆ Ord íà ∀p ∈ f ∀x, ξ ∈∈ p (p = 〈x, ξ〉 =⇒ ξ � îðäèíàë), äàëåå,
èìïëèêàöèþ 〈x, y〉 ∈ R =⇒ f(x) ∈ f(y) â òðåòüåé ñòðîêå íà

∀p ∈ R ∀a, b ∈ f ∀ ξ ∈∈ a ∀ η ∈∈ b
(p = 〈x, y〉 ∧ a = 〈x, ξ〉 ∧ b = 〈y, η〉 =⇒ ξ ∈ η) ,

è òàê æå óñòðîéòå äåëî ñ ÷åòâåðòîé ñòðîêîé.

Îãðàíè÷åííûå ôîðìóëû íàõîäÿò ìàññó ïðèìåíåíèé â ñîâðåìåí�
íîé òåîðèè ìíîæåñòâ â ñâÿçè, íàïðèìåð, ñ àáñîëþòíîñòüþ (ñì. �3.8).

Îïðåäåëåíèå 3.7.3. Òåîðèÿ ZFC−îãð âêëþ÷àåò:

(i) âñå àêñèîìû ZFC− êðîìå Âûäåëåíèÿ, Ñîáèðàíèÿ, Ïîäñòàíîâêè,

(ii) ñõåìû Âûäåëåíèÿ è Ñîáèðàíèÿ (à òîãäà è Ïîäñòàíîâêè � ïî òîé
æå ïðè÷èíå, ÷òî è äëÿ âñåé òåîðèè ZFC, ñì. �2.2) � íî òîëüêî
äëÿ îãðàíè÷åííûõ ôîðìóë Φ,

(iii) àêñèîìû, óòâåðæäàþùèå ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâ, óêàçàííûõ
â óïðàæíåíèè 3.6.3, ò. å. ìíîæåñòâ X×Y , X<ω, TC(X), Sat(X),
ClForm(X), è ôóíêöèè ðàíãà f : TC(X)→ Ord.

Ýòà òåîðèÿ � ïðàêòè÷åñêè, êëîí òåîðèè Êðèïêå � Ïëàòåêà (î ïî�
ñëåäíåé ñì. íà ðóññêîì ÿçûêå â êíèãå [48, ãë. 7]). Ìû, îäíàêî, îïóñ�
êàåì ñõåìó àêñèîì ôóíäèðîâàíèÿ (êàê â [48, ñòð. 241]), ïîñêîëüêó
âñå ïðèëîæåíèÿ â äàííîé êíèãå ñâÿçàíû ñ òðàíçèòèâíûìè ìîäåëÿ�
ìè òåîðèè ZFC−îãð (äîïóñòèìûìè ìíîæåñòâàìè) � ãäå ýòà ñõåìà,

î÷åâèäíî, âåðíà, � à íå ñ ôîðìàëüíûì âûâîäîì èç àêñèîì ZFC−îãð .
Òàêæå íàìè îïóùåíî âñ¼, ñâÿçàííîå ñ àòîìàìè (ïðàýëåìåíòàìè).
×òî êàñàåòñÿ øåñòè àêñèîì èç (iii) � íà ñàìîì äåëå îíè ñëåäóþò
èç (i) + (ii). Íî ýòîò âûâîä äîâîëüíî ñëîæåí, ïîñêîëüêó, â îòëè÷èå
îò ZFC è äàæå îò ZFC−, çäåñü íà êàæäîì øàãå ïðèìåíåíèÿ ñõåì
Âûäåëåíèÿ, Ñîáèðàíèÿ, Ïîäñòàíîâêè ïðèõîäèòñÿ ïðîâåðÿòü âîçìîæ�
íîñòü çàïèñè òåõ èëè èíûõ ñîîòíîøåíèé ïîñðåäñòâîì îãðàíè÷åííûõ
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ôîðìóë, ÷òî, ïðè îòñóòñòâèè åñòåñòâåííîé èíòóèöèè ðàáîòû ñ òà�
êèìè ôîðìóëàìè, ïðèâîäèò ê ôîðìóëàì åùå áîëåå äëèííûì, ÷åì
òà, êîòîðàÿ âñòðå÷àåòñÿ, íàïðèìåð, â óïðàæíåíèè 3.7.2. Ïîýòîìó ìû
ïðåäïî÷èòàåì ñðàçó äîáàâèòü ýòè óòâåðæäåíèÿ â ðîëè àêñèîì.

Óïðàæíåíèå 3.7.4. Äîêàæèòå â ZFC−îãð , ÷òî åñëè ìíîæåñòâî
E ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, òî domE è ranE � ìíîæåñòâà.
Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî domE ∪ ranE ⊆

⋃⋃
E ïî îïðåäåëåíèþ

ïàðû, è òåì, ÷òî ôîðìóëû x ∈ domE è y ∈ ranE îãðàíè÷åíû.

Îäíàêî òðàíñôèíèòíûå èíäóêòèâíûå ðàññóæäåíèÿ óæå íå îáÿ�
çàòåëüíî ïðîõîäÿò â ZFC−îãð . Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü äîêàçàòåëü�
ñòâî òåîðåìû 2.5.3 â ÷àñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè ðàíãà, ïîñêîëüêó
ôîðìóëà, îïðåäåëÿþùàÿ êëþ÷åâîå ìíîæåñòâî D â ýòîì äîêàçàòåëü�
ñòâå, íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé. Òî æå îòíîñèòñÿ è ê òåîðåìå 2.5.6.
Âñ¼ æå ýòè ðåçóëüòàòû óäàåòñÿ ñîõðàíèòü, êîãäà ôóíäèðîâàííîñòü
çàäàíà êàê áû èçâíå.

Ïðåäëîæåíèå 3.7.5. Ïóñòü M � òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü òåî�
ðèè ZFC−îãð . Òîãäà

(i) åñëè X ∈M , è R ∈M � ôóíäèðîâàííîå îòíîøåíèå íà X , òî
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ ðàíãà y 7→ |y|R èç X â Ord (ñì.
òåîðåìó 2.5.3) òàêæå ïðèíàäëåæèò M , à ïîòîìó è îðäèíàë
|R| = supx∈X(|x|R + 1) (ïîëíûé ðàíã R) ïðèíàäëåæèò M ;

(ii) åñëè äîïîëíèòåëüíî R � ýêñòåíñèîíàëüíîå îòíîøåíèå íà X ,
òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ôóíêöèÿ êîëëàïñà φR (ñì. òåîðå�
ìó 2.5.6) òàêæå ïðèíàäëåæèò M , à ïîòîìó è òðàíçèòèâ�
íîå ìíîæåñòâî ranφR (îáëàñòü âñåõ çíà÷åíèé φR) ïðèíàäëå�
æèò M ;

(iii) åñëè ≤X ∈ M � ïîëíîå óïîðÿäî÷åíèå ìíîæåñòâà X ∈ M ,
òî îðäèíàë ξ = otp 〈X ;≤X〉 è ñîîòâåòñòâóþùèé ïîðÿäêîâûé
èçîìîðôèçì èç X íà ξ òàêæå ïðèíàäëåæèò M .

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïðåæäå âñåãî, íà áàçå ôîðìóëû èç 3.7.2
ìîæíî ñîñòàâèòü òàêóþ îãðàíè÷åííóþ ∈-ôîðìóëó Φ(X,R, f, w), êî�
òîðàÿ âûðàæàåò ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

(∗) R � áèíàðíîå îòíîøåíèå íà X , f � ôóíêöèÿ, dom f ⊆ X ÿâ�
ëÿåòñÿ R-òðàíçèòèâíûì ìíîæåñòâîì, ranR ⊆ Ord, w ∈ dom f ,
è f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1) â 2.5.1 äëÿ âñåõ x ∈ dom f ,

� ãîâîðÿùåå, ÷òî w ∈ dom f è f ∈ F â îáîçíà÷åíèÿõ äîêàçàòåëü�
ñòâà òåîðåìû 2.5.3. Â ýòîì ðàññóæäåíèè, ìíîæåñòâî Z çàäàåòñÿ, î÷å�
âèäíî, îãðàíè÷åííîé ôîðìóëîé, òàê ÷òî îíî ïðèíàäëåæèò M , è ýòà
÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà ïðîõîäèò áåç çàòðóäíåíèé.
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Íàïðîòèâ, ìíîæåñòâà Y è D îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè ñ íåîãðà�
íè÷åííûì êâàíòîðîì ïî f , òàê ÷òî îíè ôîðìàëüíî íå ÿâëÿþòñÿ
ìíîæåñòâàìè â ZFC−îãð è íå îáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæàò M. Îäíàêî
âûáîð ýëåìåíòà y ∈ D ìîæíî ïðîâåñòè íà îñíîâàíèè ôóíäèðîâàí�
íîñòè R â óíèâåðñóìå (è òðàíçèòèâíîñòè ìîäåëè M ), à íå â ðàì�
êàõ àêñèîì ZFC−îãð � ò. å. îáõîäÿ ïðîáëåìó ñóùåñòâîâàíèÿ D êàê
ìíîæåñòâà â ìîäåëè M. Ïîñëå ýòîãî, ìíîæåñòâî X ′ = R−1(y) ïðè�
íàäëåæèò M ïî îãðàíè÷åííîìó Âûäåëåíèþ, à çàòåì îãðàíè÷åííàÿ
Ïîäñòàíîâêà ñ îïðåäåëåííîé âûøå ôîðìóëîé Φ ïðèíîñèò îòîáðàæå�
íèå (x 7→ fx) ∈ M , îïðåäåëåííîå íà X ′ , îòêóäà óæå áåç ïðîáëåì
ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå, êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.5.3.

Òî æå ñàìîå äëÿ (ii). Óòâåðæäåíèå (iii) ñëåäóåò èç (i).

�3.8 Àáñîëþòíîñòü

Íåîáõîäèìîñòü â ïîíÿòèè àáñîëþòíîñòè âîçíèêàåò ñðàçó, êàê òî-
ëüêî ìû óçíàåì, ÷òî óíèâåðñóì V âñåõ ìíîæåñòâ èìååò ïîäêëàññû,
íàïðèìåð, êëàññû OD è ROD, êîòîðûå ñàìè óäîâëåòâîðÿþò àêñèî�
ìàì ZFC è ïîýòîìó ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïîëíîöåííûå òåîðå�
òèêî-ìíîæåñòâåííûå óíèâåðñóìû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M � òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî èëè êëàññ, êîòî�
ðûé óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì òåîðèè ZFC (èëè õîòÿ áû çíà÷èòåëü�
íîé ÷àñòè ZFC, ñêàæåì, ZFC−). Ïóñòü Φ � çàìêíóòàÿ ôîðìóëà ñ
ïàðàìåòðàìè èç M . Òîãäà ìîæíî ñòàâèòü âîïðîñ îá èñòèííîñòè èëè
ëîæíîñòè Φ íå òîëüêî â óíèâåðñóìå V, íî è â M . Åñëè ôîðìóëà Φ
îäíîâðåìåííî èñòèííà èëè îäíîâðåìåííî ëîæíà â M è â óíèâåðñóìå
V âñåõ ìíîæåñòâ, òî ãîâîðÿò ÷òî Φ àáñîëþòíà äëÿ M .

Â ñóùíîñòè, ìû óæå âñòðå÷àëèñü ñ ïîíÿòèåì àáñîëþòíîñòè â ïðî�
ñòîé ñèòóàöèè ýëåìåíòàðíûõ ïîäìîäåëåé. Â íåêîòîðûõ äðóãèõ ñëó÷à�
ÿõ àáñîëþòíîñòü î÷åâèäíà èç-çà ïðîñòîòû ðàññìàòðèâàåìûõ ôîðìóë:
íàïðèìåð, åñëè M ñîäåðæèò ìíîæåñòâà x, y, z òî ôîðìóëà x = {y, z}
àáñîëþòíà äëÿ M . Òàêèå ðåçóëüòàòû ÷àñòî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû íà
îñíîâå ñëåäóþùåé äîñòàòî÷íî î÷åâèäíîé ëåììû.

Ëåììà 3.8.1. Ïóñòü M � òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî èëè êëàññ,
â êîòîðîì èñòèííû âñå àêñèîìû ZFC−îãð . Òîãäà âñå çàìêíóòûå îãðà�
íè÷åííûå ôîðìóëû ñ ïàðàìåòðàìè èç M àáñîëþòíû äëÿ M.

Â ÷àñòíîñòè, ôîðìóëà ord(ξ) := ξ � îðäèíàë àáñîëþòíà äëÿ
M, à ïîòîìó ìíîæåñòâî èëè êëàññ âñåõ M -îðäèíàëîâ

OrdM = {ξ ∈M : â M èñòèííî: ξ � îðäèíàë}

ñîâïàäàåò ñ Ord ∩M è ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì ñåãìåíòîì â Ord.
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Ñâåðõ òîãî, åñëè N ∈ M , à ϕ � çàìêíóòàÿ ∈-ôîðìóëà ñ ïàðà�
ìåòðàìè èç N , òî ïðåäëîæåíèå ¾N |= ϕ¿ àáñîëþòíî äëÿ M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ðàññóæäàòü, íàïðèìåð, èíäóêöèåé ïî
ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû èç ïîäôîðìóë. Ïðè ýòîì êëþ÷åâîé øàã � êâàí�
òîðíûé � ïðîõîäèò â ñèëó òîãî, ÷òî èç-çà òðàíçèòèâíîñòè M âñÿêèé
ýëåìåíò ìíîæåñòâà X ∈M òàêæå ïðèíàäëåæèò ìîäåëè M .

Â îòíîøåíèè âòîðîé ÷àñòè, èìååì Sat(N) ∈ M ïî îïðåäåëåíèþ
ZFC−îãð , ò. å. ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî F ∈ M , äëÿ êîòîðîãî â M èñ�
òèííî: F = Sat(N). Òåïåðü äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ðàâåíñòâî
F = Sat(N) âûïîëíåíî è â óíèâåðñóìå âñåõ ìíîæåñòâ. Îäèí ñïîñîá
òàêîé ïðîâåðêè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûðàçèòü ðàâåíñòâî F = Sat(N)
îãðàíè÷åííîé ôîðìóëîé � ýòî êðàéíå äëèííî è íóäíî, îäíàêî. Âòî�
ðîé ñïîñîá ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî îïðåäåëåííîå âûøå
ìíîæåñòâî F = ¾Sat(N) âíóòðè M¿ ñîâïàäàåò ñ ¾íàñòîÿùèì¿ ìíî�
æåñòâîì G = Sat(N) óíèâåðñóìå âñåõ ìíîæåñòâ. Äëÿ ýòîãî äîêà�
çûâàåòñÿ, èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû ϕ ∈ ClForm(N), ÷òî
ϕ ∈ F , åñëè è òîëüêî åñëè ϕ ∈ G. Ìû îñòàâëÿåì ýòî ÷èòàòåëþ.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îá àáñîëþòíîñòè ñâîéñòâà ôóíäèðîâàííî�
ñòè íåñêîëüêî ìåíåå òðèâèàëåí. Îí èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå
âàæíûõ òåîðåì àáñîëþòíîñòè Ìîñòîâñêîãî è Øåíôèëäà (ñì. íèæå
�5.9). Òåîðåìà 3.8.2 óæå íå âåðíà äëÿ ìîäåëåé áîëåå ñëàáîé òåîðèè
ZFC−îãð ïî òåì æå ïðè÷èíàì, êîòîðûå óêàçàíû âûøå äëÿ 3.7.5.

Òåîðåìà 3.8.2 (ñð. [99], ëåììà 35). Ïóñòü M � òðàíçèòèâíîå
ìíîæåñòâî èëè êëàññ, â êîòîðîì èñòèííû âñå àêñèîìû ZFC− , è
ìíîæåñòâî X ñ áèíàðíûì îòíîøåíèåì E íà X ïðèíàäëåæàò M .

Òîãäà ôîðìóëà wf(X,E), ãîâîðÿùàÿ, ÷òî E � ôóíäèðîâàííîå
îòíîøåíèå íà X (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.5.2), àáñîëþòíà äëÿ M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ïðåäëîæåíèå wf(X,E) ëîæíî
â M . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïóñòîå ìíîæåñòâî Y ∈ M ,
Y ⊆ X , íå èìåþùåå E-ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà. Îäíàêî ñâîéñòâî
¾íå èìåòü E-ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà¿ àáñîëþòíî ïî ëåììå 3.8.1.

Ïóñòü òåïåðü wf(X,E) èñòèííî â M . Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.5.3 (êî�
òîðàÿ âåðíà è äëÿ ZFC−), â M ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ðàíãà ρ äëÿ
E . Íî ñâîéñòâî áûòü ôóíêöèåé ðàíãà âûðàæàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, à
ïîòîìó àáñîëþòíîé ôîðìóëîé (óïðàæíåíèå 3.7.2 è ëåììà 3.8.1).

�3.9 Ìîäåëè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ∈-ìîäåëÿìè
Íàì ïðèäåòñÿ ðàññìàòðèâàòü è òàêèå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå

ñòðóêòóðû, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ∈-ìîäåëÿìè â ñìûñëå �3.2, à ñðåäè
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íèõ � ìîäåëè ñî ñ÷åòíîé îáëàñòüþ N, ò. å. ñòðóêòóðû âèäà 〈N ; ε〉,
ãäå ε ⊆ N2 , ò. å. ε � áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ
÷èñåë. Íà íèõ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âñå îáîçíà÷åíèÿ è ñîãëàøåíèÿ �3.1.

Âûäåëÿåòñÿ îñîáàÿ êàòåãîðèÿ òàêèõ ìîäåëåé:

Îïðåäåëåíèå 3.9.1. E0 = {ε ⊆ N2 : 〈N ; ε〉 � ìîäåëü ZFC−}.
Ïóñòü ε ∈ E0 . Ìîäåëü 〈N ; ε〉 ôóíäèðîâàíà, åñëè îòíîøåíèå ε ôóí�

äèðîâàíî, ò. å. ëþáîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî Y ⊆ N ñîäåðæèò òàêîé ýëå�
ìåíò y ∈ Y , ÷òî x 6 ε y äëÿ âñåõ x ∈ Y . Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåí ðàíã
|ε| ∈ Ord, ñì. �2.5, ïðè÷åì |ε| < ω1 èç-çà ñ÷åòíîñòè îáëàñòè.

Ëåììà 3.9.2. Ïóñòü ε ∈ E0 . Òîãäà îòíîøåíèå ε ýêñòåíñèî�
íàëüíî â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.5.4. Êðîìå òîãî, åñëè ðÿä îðäèíàëîâ

Ordε = {x ∈ N : â 〈N ; ε〉 èñòèííî ¾x � îðäèíàë¿} ,

ìîäåëè 〈N ; ε〉 âïîëíå óïîðÿäî÷åí îòíîøåíèåì ε, òî 〈N ; ε〉 ôóíäè�
ðîâàíà, è åå ðàíã |ε| ðàâåí ïîðÿäêîâîìó òèïó Ordε â ñìûñëå ε .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðèÿ ZFC− äîñòàòî÷íî ñèëüíà, ÷òîáû îáîñ�
íîâàòü òî îïðåäåëåíèå ðàíãà rnkx ïî ôîí Íåéìàíó, êîòîðîå ïðèâå�
äåíî â 3.3.4, à òàêæå äîêàçàòü ðàâåíñòâî óïðàæíåíèÿ 3.3.5. Òàêèì
îáðàçîì, âíóòðåííÿÿ ôóíêöèÿ ðàíãà f = rnkε : N → Ordε ìîäåëè
〈N ; ε〉 óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ x ε y =⇒ f(x) ε f(y). Ïîýòîìó,
ðàç ðÿä îðäèíàëîâ Ordε âïîëíå óïîðÿäî÷åí, íåòðóäíî âûâåñòè ôóí�
äèðîâàííîñòü îòíîøåíèÿ ε è ðàâåíñòâî ðàíãà ïîðÿäêîâîìó òèïó.

Îïðåäåëåíèå 3.9.3. Ïóñòü ε ∈ E0 . Ïî îïðåäåëåíèþ, 〈N ; ε〉 �
ìîäåëü òåîðèè ZFC− . Ïîýòîìó ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùåå:

(N)ε − òîò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò x ∈ N, äëÿ êîòîðîãî â 〈N ; ε〉 èñ�
òèííî: ¾x � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë¿;

ε−1(x) = {y ∈ N : y ε x} − âñå ε-ýëåìåíòû äàííîãî x ∈ N.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùèé òèï ìîäåëåé, õàðàêòåðèçóåìûõ òåì
ñâîéñòâîì, ÷òî èõ íàòóðàëüíûé ðÿä ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåí ñ
îáû÷íûì ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N.

Îïðåäåëåíèå 3.9.4. Ìîäåëü 〈N ; ε〉 òåîðèè ZFC− íàçûâàåòñÿ
ω-ìîäåëüþ, åñëè åå íàòóðàëüíûé ðÿä, ò. å. ìíîæåñòâî

Nε = ε−1((N)ε) = {n ∈ N : n ε (N)ε} =

= {n ∈ N : â 〈N ; ε〉 èñòèííî ¾n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî¿}

ñ ïîðÿäêîì ε, ïîäîáíî ñàìîìó ìíîæåñòâó N c îáû÷íûì ïîðÿäêîì.
Ïîëîæèì E = {ε ∈ E0 : 〈N ; ε〉 åñòü ω-ìîäåëü òåîðèè ZFC−}.
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�3.10 Ôóíäèðîâàííûå ÿäðà ìîäåëåé

Äàæå ω-ìîäåëè íå îáÿçàòåëüíî ôóíäèðîâàíû, íî êàæäàÿ èç íèõ
èìååò íåêîòîðóþ ôóíäèðîâàííóþ ÷àñòü! Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå
îòíîøåíèå ε ∈ E. Íàïîìíèì (ñì. 2.5.1): åñëè x ∈ N, òî

TCε(x) = Y0 ∪ Y1 ∪ Y2 ∪ . . . =
⋃
n∈N Yn ,

ãäå Y0 = ε−1(x) = {y ∈ N : y ε x} è Yn+1 =
⋃
y∈Yn ε

−1(y) , ∀n.

Îïðåäåëåíèå 3.10.1. Ïóñòü ε ∈ E. Ýëåìåíò x ∈ N íàçûâàåòñÿ
ε-ôóíäèðîâàííûì, åñëè îòíîøåíèå ε �TCε(x) ôóíäèðîâàíî, ò. å. ëþ�
áîå ìíîæåñòâî ∅ 6= X ⊆ TCε(x) ñîäåðæèò òàêîé ýëåìåíò y ∈ X , ÷òî
z 6 ε y äëÿ âñåõ z ∈ X . Ìû îïðåäåëÿåì ìíîæåñòâà

WFε = {x ∈ N : x ε-ôóíäèðîâàíî} � ôóíäèðîâàííîå ÿäðî 〈N ; ε〉, è

WFOrdε = Ordε ∩WFε � âñå ôóíäèðîâàííûå 〈N ; ε〉-îðäèíàëû.

Óïðàæíåíèå 3.10.2. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå: åñëè ε ∈ E, òî âû�
ïîëíåíî (N)ε ∈WFε .

Èññëåäóåì ïîëîæåíèå ôóíäèðîâàííîé ïîäìîäåëè 〈WFε ; ε〉, ò. å.,
áîëåå ïóíêòóàëüíî, 〈WFε ; ε �WFε〉, â ìîäåëè 〈N ; ε〉.

Ëåììà 3.10.3. Äîïóñòèì, ÷òî ε ∈ E. Òîãäà

(i) åñëè x ∈ N, òî x ∈ WFε ⇐⇒ ε−1(x) = {y ∈ N : y ε x} ⊆ WFε
� ò. å. â ÷àñòíîñòè ôóíäèðîâàííîå ÿäðî WFε òðàíçèòèâíî
â 〈N ; ε〉 ;

(ii) åñëè f ∈ N, â 〈N ; ε〉 èñòèííî: ¾f � ôóíêöèÿ¿, è åñëè x, y ∈ N
è â 〈N ; ε〉 èñòèííî ¾f(x) = y¿ òî x, y ∈ WFε � òî òîãäà
f ∈WFε ;

(iii) 〈WFε ; ε〉 � ýëåìåíòàðíàÿ ïîäìîäåëü ñàìîé ìîäåëè 〈N ; ε〉 îò�
íîñèòåëüíî îãðàíè÷åííûõ ôîðìóë;

(iv) èìååòñÿ åäèíñòâåííîå òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî Mε � íà�
çûâàåìîå ñòàíäàðòíûì ìíîæåñòâîì ìîäåëè 〈N ; ε〉 � è

åäèíñòâåííàÿ áèåêöèÿ φε : WFε
íà−→Mε , óäîâëåòâîðÿþùèå ýê�

âèâàëåíòíîñòè x ε y ⇐⇒ φε(x) ∈ φε(y) äëÿ âñåõ x, y ∈WFε ;

(v) ìíîæåñòâî WFOrdε âïîëíå óïîðÿäî÷åíî îòíîøåíèåì ε, ÿâ�
ëÿåòñÿ íà÷àëüíûì ñåãìåíòîì Ordε â ñìûñëå ε, ñîäåðæèò
(N)ε , è çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ îðäèíàëîâ âíóòðè
ìîäåëè 〈N ; ε〉 ;

(vi) åñëè x ∈ N òî x ∈WFε ⇐⇒ rnkε(x) ∈WFOrdε .
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Â (vi) ÷åðåç rnkε(x) îáîçíà÷åí ðàíã ôîí Íåéìàíà ìíîæåñòâà x,
îïðåäåëåííûé âíóòðè ìîäåëè 〈N ; ε〉, ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.9.2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðêà óòâåðæäåíèÿ (i) îñòàâëÿåòñÿ êàê íå-
ñëîæíîå óïðàæíåíèå äëÿ ÷èòàòåëÿ. Óòâåðæäåíèå (ii) � ïðîñòîå ñëåä�
ñòâèå (i), à óòâåðæäåíèå (iii) ëåãêî ñëåäóåò èç (i) è ëåììû 3.8.1.

(iv) Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî îòíîøåíèå ε�WFε ôóíäèðîâàíî � åñëè
ýòî äîêàçàíî, òî ðåçóëüòàò äàåòñÿ òåîðåìîé 2.5.6. Ðàññìîòðèì íåïó�
ñòîå ìíîæåñòâî X ⊆ WFε , è ïóñòü x ∈ X. Åñëè X ∩ TCε(x) = ∅,
òî x � èñêîìûé ε-ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà X. Åñëè æå
X ′ = X ∩ TCε(x) 6= ∅, òî ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ýëåìåíòà âûòåêàåò
èç ôóíäèðîâàííîñòè x.

(v) Îòíîøåíèå ε �WFOrdε ôóíäèðîâàíî ïî (iv). Äàëåå, èìååì
(N)ε ∈ WFOrdε ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó 3.10.2. Äëÿ âûâîäà çàìêíóòî�
ñòè ìíîæåñòâà WFOrdε îòíîñèòåëüíî ñóììû, ïóñòü ξ, η ∈WFOrdε ,
è ïóñòü γ = ξ + η â 〈N ; ε〉. Ìíîæåñòâà ε−1(ξ) (âñå ε-ýëåìåíòû ξ) è
ε−1(η) ôóíäèðîâàíû, çíà÷èò, âïîëíå óïîðÿäî÷åíû îòíîøåíèåì ε. Îò�
ñþäà î÷åâèäíà è âïîëíå óïîðÿäî÷åííîñòü, çíà÷èò, ôóíäèðîâàííîñòü
è ìíîæåñòâà ε−1(γ) � òàê êàê îíî ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà ε−1(ξ), çà
êîòîðûì ñëåäóåò êîïèÿ ìíîæåñòâà ε−1(η).

Ðåçóëüòàò (v) ïîçâîëÿåò âûâåñòè (vi) ¾âíåøíåé¿ òðàíñôèíèòíîé
èíäóêöèåé ïî rnkε(x). Åñëè rnkε(x) = ξ ∈ WFOrdε è y ε x, òî
rnkε(y) ε ξ , ò. å. y ∈WFε ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, òàê ÷òî
x ∈WFε ñîãëàñíî (i). Îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ âûâîäèòñÿ èç ôóíäèðî�
âàííîñòè ε � TCε(x).

�3.11 Ñòàíäàðòíûå ìíîæåñòâà ìîäåëåé

Ïðèðîäà ìíîæåñòâ Mε , ãäå ε ∈ E, äîñòàòî÷íî ñëîæíà. Ãðóáàÿ
îöåíêà äàåòñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé.

Òåîðåìà 3.11.1. Ïóñòü ε ∈ E ïðîèçâîëüíî. Òîãäà îãðàíè÷åí�
íàÿ ñòðóêòóðà 〈WFε ; ε〉, à ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó èçîìîðôèçìà, è
ìíîæåñòâî Mε , ÿâëÿþòñÿ ìîäåëÿìè òåîðèè ZFC−îãð .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 3.10.3(iii), îãðàíè÷åííûå ôîðìóëû
àáñîëþòíû ìåæäó 〈N ; ε〉 è WFε . Ïîýòîìó Âûäåëåíèå äëÿ îãðàíè÷åí�
íûõ ôîðìóë â 〈WFε ; ε〉 ñëåäóåò èç Âûäåëåíèÿ â ñàìîé ìîäåëè 〈N ; ε〉.

Ïðîâåðèì Ñîáèðàíèå äëÿ îãðàíè÷åííîé ôîðìóëû Φ(x, y) è ìíî�
æåñòâà X ∈WFε â 〈WFε ; ε〉. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

∀x ε X ∃ y ∈WFε (â 〈N ; ε〉 èñòèííî Φ(x, y)) (1)

(èç-çà óïîìÿíóòîé àáñîëþòíîñòè). Ðàññìîòðèì äðóãóþ ôîðìóëó,

Φ′(x, y) := Φ(x, y) ∧ ∀ y′ (rnk(y′) < rnk(y) =⇒ ¬ Φ(x, y′)) ,
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� òðåáóþùóþ, ÷òî y � ìíîæåñòâî íàèìåíüøåãî âîçìîæíîãî ðàíãà
ïî ôîí Íåéìàíó èç óäîâëåòâîðÿþùèõ ôîðìóëå Φ(x, y). Èç ñîîòíî�
øåíèÿ (1) è ëåììû 3.10.3(vi) ñëåäóåò:

(∗) ¾∀x ∈ X∃ yΦ′(x, y)¿ èñòèííî â 〈N ; ε〉, ïðè÷åì äëÿ âñåõ x, y ∈ N,
åñëè x ε X è Φ′(x, y) â 〈N ; ε〉, òî y ∈WFε è âûïîëíåíî Φ(x, y).

Ñîãëàñíî Ñîáèðàíèþ â 〈N ; ε〉, íàéäåòñÿ ýëåìåíò Y ∈ N, óäîâëåòâî�
ðÿþùèé ¾∀X ∈ X ∃ y ∈ Y Φ′(x, f(x))¿ â 〈N ; ε〉, è äàëåå, Âûäåëå-
íèå ïðèíîñèò ýëåìåíò Y ′ ∈ N, äëÿ êîòîðîãî ¾Y ′ = {y ∈ Y : ∃x ∈
X Φ′(x, f(x))}¿ â 〈N ; ε〉. Ïðè ýòîì èç (∗) ñëåäóåò, ÷òî åñëè y ∈ N

è y ε Y ′ , òî y ∈ WFε � à çíà÷èò è Y ′ ∈ WFε ïî ëåììå 3.10.3(i),
çàâåðøàÿ äîêàçàòåëüñòâî.

×òî äî îñòàëüíûõ àêñèîì ZFC−îãð (ò. å. ïóíêòû (i) è (ii) îïðåäå�
ëåíèÿ 3.7.3), òî êàæäàÿ èç íèõ âûðàæàåò ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâà,
ðàíã êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò ρ+ω , ãäå ρ � ðàíã íåêîòîðîãî äàííî�
ãî ìíîæåñòâà. Íàïðèìåð, rnk (X<ω) ≤ rnkX + ω . Ïîýòîìó, âíóòðè
〈N ; ε〉, åñëè X ∈ WFε , òî è X<ω ∈ WFε ñîãëàñíî (v) è (vi) ëåììû
3.10.3. Îòäåëüíî, àêñèîìà áåñêîíå÷íîñòè âûïîëíåíà â 〈WFε ; ε〉, òàê
êàê (N)ε ∈ WFε ñîãëàñíî 3.10.2 � â êîíå÷íîì ñ÷åòå, ýòî ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî 〈N ; ε〉 ÿâëÿåòñÿ ω-ìîäåëüþ.

Åñëè ε ∈ E, òî ïî òåîðåìå 3.11.1 ñòàíäàðòíîå ìíîæåñòâî Mε ìîäå�
ëè 〈N ; ε〉 � äîñòàòî÷íî áîãàòàÿ (õîòÿ è ñ÷åòíàÿ) ñòðóêòóðà, çàâåäîìî
ñîäåðæàùàÿ N, âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, âñå êîðòåæè èç N<ω è ñàìî
ìíîæåñòâî N<ω , à òàêæå è äðóãèå ìíîæåñòâà � óæå â çàâèñèìîñòè
îò âûáîðà ε.

Îïðåäåëåíèå 3.11.2. Ìíîæåñòâî x ïðåäñòàâëåíî â 〈N ; ε〉, åñëè
x ∈Mε . Â ýòîì ñëó÷àå ïóñòü (x)ε = φ−1

ε (x) ∈WFε . Ïî ïðåäûäóùåìó,
ýòèì îïðåäåëåíû, â ÷àñòíîñòè, òàêèå ýëåìåíòû, êàê (N<ω)ε ∈ WFε
è (N)ε ∈WFε , à òàêæå:

ýëåìåíò (n)ε ∈WFε � äëÿ êàæäîãî n ∈ N;
ýëåìåíò (s)ε ∈WFε � äëÿ êàæäîãî êîðòåæà s ∈ N<ω .

Ïðè ýòîì èñòèííîñòü îãðàíè÷åííûõ ôîðìóë âî âñåõ òðåõ ìîäåëÿõ
Mε , 〈N ; ε〉, 〈WFε ; ε〉 ñâÿçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Ëåììà 3.11.3. Ïóñòü ε ∈ E, ϕ � çàìêíóòàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôîð�
ìóëà ñ ïàðàìåòðàìè èç Mε , à ϕ̄ ïîëó÷àåòñÿ èç ϕ çàìåíîé êàæäîãî
ïàðàìåòðà x ∈Mε íà (x)ε ∈WFε . Òîãäà

ϕ ⇐⇒ (Mε |= ϕ) ⇐⇒ (〈WFε ; ε〉 |= ϕ̄) ⇐⇒ (〈N ; ε〉 |= ϕ̄) .

Òåì ñàìûì, â 〈N ; ε〉 èñòèííî ñëåäóþùåå:
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(i) ¾(N)ε � ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë¿;

(ii) ¾(N<ω)ε � ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë¿.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëåíèå ýëåìåíòà (N)ε ïî
3.11.2 íà ñàìîì äåëå ðàâíîñèëüíî îïðåäåëåíèþ (N)ε , äàííîìó â �3.9.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòè â ïîðÿäêå ñëåâà íàïðàâî ñëå�
äóþò èç: ëåììû 3.8.1, èçîìîðôíîñòè ìîäåëåé 〈WFε ; ε〉 è 〈Mε ; ∈〉 ïî�
ñðåäñòâîì φε , è ëåììû 3.10.3(iii). ×òî äî âòîðîé ÷àñòè, îòíîøåíèå
¾x � ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë¿ âûðàæàåòñÿ îãðàíè÷åí�
íîé ôîðìóëîé

¾x � îðäèíàë è ∀ ξ ∈ x ∃ η ∈ ξ (ξ = η ∪ {η})¿.

Òàêèì îáðàçîì, íàòóðàëüíûå ÷èñëà è èõ êîðòåæè ïðåäñòàâëåíû
â ëþáîé ω-ìîäåëè. Ìíîæåñòâà ¾êîíòèíóàëüíîãî¿ òèïà, òàêèå, êàê
ìíîæåñòâà X ⊆ N, èëè ⊆ N2 , èëè ⊆ N<ω , èëè òî÷êè èç NN , íå
ìîãóò âñå áûòü ïðåäñòàâëåíû â 〈N ; ε〉 èç-çà ñ÷åòíîñòè ñòàíäàðòíîãî
ìíîæåñòâà ìîäåëè. Òå æå, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû, äîïóñêàþò ñëåäó�
þùåå ïðîñòîå îïèñàíèå.

Óïðàæíåíèå 3.11.4. Ïóñòü ε ∈ E. Äîêàæèòå, ÷òî

(1) òî÷êà x ∈ NN ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Mε , åñëè è òîëüêî åñëè
íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò x̄ ∈WFε , ÷òî â 〈N ; ε〉 èñòèííî:

¾x̄ � ôóíêöèÿ èç (N)ε â (N)ε è x̄((n)ε) = (m)ε¿

âñÿêèé ðàç êîãäà x(n) = m � è òîãäà ýòîò ïðåäñòàâëÿþùèé
ýëåìåíò x̄ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó x̄ = (x)ε = φ−1

ε (x);

(2) ìíîæåñòâî T ⊆ N<ω ïðèíàäëåæèò Mε , åñëè è òîëüêî åñëè åñ�
ëè íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò τ ∈ N ÷òî ìíîæåñòâî ε−1(τ) âñåõ
ε-ýëåìåíòîâ τ òîæäåñòâåííî ìíîæåñòâó {(s)ε : s ∈ T} � è òî�
ãäà ïðåäñòàâëÿþùèé ýëåìåíò τ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó τ =
(T )ε = φ−1

ε (T );

(3) òî æå ñàìîå äëÿ ìíîæåñòâ X ⊆ N, X ⊆ N2 , è ò. ï..

Çäåñü ëþáîïûòíî åùå âîò ÷òî. Åñëè ε ∈ E, è R ∈ Mε � ôóí�
äèðîâàííîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå X ∈ Mε , òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ôóíêöèÿ ðàíãà ïðèíàäëåæèò Mε (ïðåäëîæåíèå 3.7.5 âûøå), à ïî�
òîìó, âñëåäñòâèå èçîìîðôèçìà, è â ìîäåëè 〈WFε ; ε〉 áóäåò èñòèííî
ïðåäëîæåíèå ¾îòíîøåíèå (R)ε íà (X)ε èìååò ôóíêöèþ ðàíãà¿, è ýòî
æå áóäåò èñòèííî è â ñàìîé ìîäåëè 〈N ; ε〉 ïî àáñîëþòíîñòè ëåììû
3.10.3(iii) ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó óïðàæíåíèÿ 3.7.2 � òàê ÷òî â 〈N ; ε〉
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èñòèííî, ÷òî ¾îòíîøåíèå (R)ε ôóíäèðîâàíî¿. Îäíàêî åñëè R ∈Mε

íà ñàìîì äåëå íå ôóíäèðîâàíî, òî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî íè îäíî
èç ìíîæåñòâ Y ⊆ X , îïðîâåðãàþùèõ ôóíäèðîâàííîñòü ýòîãî îòíî�
øåíèÿ, íå ïðåäñòàâëåíî â 〈N ; ε〉, à ïîòîìó, íåñêîëüêî ïàðàäîêñàëüíî,
(R)ε ìîæåò îêàçàòüñÿ ôóíäèðîâàííûì â 〈N ; ε〉!

Èñòîðè÷åñêèå è áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ

Èäåÿ êóìóëÿòèâíîé èåðàðõèè âîñõîäèò ê Ìèðèìàíîâó [146]; íî îêîí÷à�
òåëüíîå îôîðìëåíèå â ñâÿçè ñ àêñèîìîé Ðåãóëÿðíîñòè è ðàíãàìè ìíîæåñòâ,
áûëî ïîëó÷åíî ôîí Íåéìàíîì [180].

Ïîíÿòèå îðäèíàëüíîé îïðåäåëèìîñòè, îñíîâàííîå íà èäåå Ã¼äåëÿ, áû�
ëî òåõíè÷åñêè ðåàëèçîâàíî Ìàéõèëëîì è Ñêîòòîì [151]. Èìååòñÿ áîëåå
ïðîñòîå îïðåäåëåíèå êëàññà OD, êàê çàìûêàíèå êëàññà {Vξ : ξ ∈ Ord}
âñåõ óðîâíåé èåðàðõèè ôîí Íåéìàíà îòíîñèòåëüíî ã¼äåëåâûõ îïåðàöèé èç
�8.1, íî îíî îïèðàåòñÿ íà àïïàðàò òåîðèè êîíñòðóêòèâíûõ ìíîæåñòâ. Ñì.
îá ýòîì è î äðóãèõ äåòàëÿõ, ñâÿçàííûõ ñ îðäèíàëüíîé îïðåäåëèìîñòüþ,
íà ðóññêîì ÿçûêå â [99, ðàçä. 14].

Òåîðåìû 3.2.2 è 3.8.2 äîêàçàíû Ìîñòîâñêèì [149, 150].
Ìîäåëè òåîðèè ìíîæåñòâ è äðóãèõ òåîðèé èçó÷àåò òåîðèÿ ìîäåëåé, î

êîòîðîé ñì. êíèãó Êåéñëåðà è ×ýíà [71], à òàêæå [48].
Ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå íåôóíäèðîâàííûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåí�

íûõ ìîäåëåé è èõ ôóíäèðîâàííûõ ÿäåð (ñòàíäàðòíûõ ÷àñòåé) è ñòàíäàðò�
íûõ ìíîæåñòâ áûëî íà÷àòî Ôðèäìàíîì â [79]. Áîëåå ïîçäíèå ðåçóëüòàòû
ñì. â ñòàòüå [139] èëè â ñòàòüå Ñìîðûíüñêîãî â êíèãå [86]. Ññûëîê íà ðóñ�
ñêîì ÿçûêå ìû íå íàøëè.



Ãëàâà 4

Äåñêðèïòèâíàÿ òåîðèÿ

ìíîæåñòâ

Ýòîìó ðàçäåëó ñîâðåìåííîé òåîðèè ìíîæåñòâ ïîñâÿùåíà íàøà ìîíî�
ãðàôèÿ [19], ãäå îñíîâàíèÿ äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ èçëîæå�
íû ñ äîñòàòî÷íîé ïîëíîòîé. Îäíàêî ìû ñî÷ëè íåîáõîäèìûì âêðàò�
öå èçëîæèòü çäåñü íåêîòîðûå îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è êîíñòðóêöèè
äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ. Ýòî ñäåëàíî êàê èç ñîîáðàæåíèé
óäîáñòâà äëÿ ÷èòàòåëÿ, òàê è äëÿ òîãî, ÷òîáû àêöåíòèðîâàòü îïðå�
äåëåííûå òåõíè÷åñêèå äåòàëè, ñâÿçàííûå ñ èñòèííîñòüþ àíàëèòè÷å�
ñêèõ ôîðìóë â ðàçíûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ óíèâåðñóìàõ, î ÷åì
íå áûëî íóæäû ðàññêàçûâàòü â [19].

Ìû òàêæå äîáàâèëè âàæíûé ìàòåðèàë î ïðåîáðàçîâàíèè Σ0
1 -ôîð�

ìóë ÷åðåç çàìåíó êàæäîé ïåðåìåííîé a òèïà NN ïîäõîäÿùèì îãðà�
íè÷åíèåì âèäà a �m â �4.10, äëÿ êîòîðîãî òàêæå íå áûëî íóæäû â
êíèãå [19].

Êàê ýòî îáû÷íî äåëàåòñÿ â êíèãàõ ïî ñîâðåìåííîé äåñêðèïòèâíîé
òåîðèè ìíîæåñòâ, ìû èçëàãàåì îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû êëàññè÷å�
ñêîé äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ ïàðàëëåëüíî ñ îïðåäåëåíèÿ�
ìè è ðåçóëüòàòàìè ýôôåêòèâíîé äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ,
òàê ÷òî ïåðâûå â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ âûòåêàþò èç âòîðûõ. Â îòíî�
øåíèè ðåçóëüòàòîâ è ìåòîäîâ èìåííî ýôôåêòèâíîé äåñêðèïòèâíîé
òåîðèè, ìû ñëåäóåì ñòèëþ, âûáðàííîìó â êíèãå [19], êîòîðûé ïðàê�
òè÷åñêè íå òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíîãî çíàêîìñòâà ÷èòàòåëÿ ñ îïðåäå�
ëåíèÿìè è ìåòîäàìè òåîðèè ðåêóðñèè.
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�4.1 Ïîëüñêèå ïðîñòðàíñòâà

Âûéäÿ â íà÷àëå XX âåêà èç òåîðèè ôóíêöèé, äåñêðèïòèâíàÿ òåî�
ðèÿ ìíîæåñòâ äîëãîå âðåìÿ ðàçâèâàëàñü, â îñíîâíîì, êàê òåîðèÿ òî�
÷å÷íûõ ìíîæåñòâ âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R è ïðîñòðàíñòâ Rn. Ê ñåðå�
äèíå 20-õ ãîäîâ âûÿñíèëîñü, ÷òî îñíîâíûå ðåçóëüòàòû â ýòîé îáëàñòè
ìîãóò áûòü îáîáùåíû íà âñå íåñ÷åòíûå ïîëüñêèå (ò. å. ïîëíûå ñåïà�
ðàáåëüíûå ìåòðè÷åñêèå) ïðîñòðàíñòâà. Ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå
äëÿ ïîëüñêèõ ïðîñòðàíñòâ îáùåãî âèäà áûëî âïåðâûå äàíî Õàóñäîð�
ôîì [54]. Íåñêîëüêî ïîçæå Êóðàòîâñêèé äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðå�
ìó 4.1.1, êîòîðàÿ äåëàåò äåñêðèïòèâíóþ òåîðèþ ìíîæåñòâ âîîáùå
ìàëî çàâèñÿùåé îò âûáîðà íåñ÷åòíîãî ïîëüñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Íàïîìíèì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé â ñâÿçè ñ áîðåëåâñêèìè ìíîæå�
ñòâàìè. Áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà äàííîãî ïðîñòðàíñòâà X îáðàçóþò
íàèìåíüøóþ ñèãìà-àëãåáðó Bor(X) ìíîæåñòâ Y ⊆ X, ñîäåðæàùóþ
âñå îòêðûòûå (òîãäà è âñå çàìêíóòûå) ìíîæåñòâà.

Ïóñòü X,Y � áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà â ïîëüñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêèì, åñëè ïðîîáðàç
f−1[Y ′] = {x ∈ X : f(x) ∈ Y ′} ëþáîãî îòêðûòîãî (à òîãäà, î÷åâèäíî,
è ëþáîãî áîðåëåâñêîãî) ìíîæåñòâà Y ′ ⊆ Y ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêèì
ìíîæåñòâîì. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ãðàôèê

{〈x, y〉 ∈ X × Y : y = f(x)}

(ò. å. ñàìà f êàê ìíîæåñòâî ïàð) áûë áîðåëåâñêèì ìíîæåñòâîì.
Åñëè f : X → Y � áîðåëåâñêîå îòîáðàæåíèå, òî f -îáðàç f [X ′] =

{f(x) : x ∈ X ′} ëþáîãî ìíîæåñòâà X ′ ⊆ X íàçûâàåòñÿ åãî áîðåëåâ�
ñêèì îáðàçîì, à f -ïðîîáðàç X = f−1[Y ′] = {x ∈ X : f(x) ∈ Y ′} ëþ�
áîãî ìíîæåñòâà Y ′ ⊆ Y íàçûâàåòñÿ åãî áîðåëåâñêèì ïðîîáðàçîì.

Îòîáðàæåíèå f : X
íà−→ Y íàçûâàåòñÿ áîðåëåâñêèì èçîìîðôèç�

ìîì X íà Y , åñëè f � áîðåëåâñêîå îòîáðàæåíèå è áèåêöèÿ X íà
Y . Â ýòîì ñëó÷àå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1 : Y

íà−→ X áóäåò áîðå�
ëåâñêèì èçîìîðôèçìîì Y íà X .

Òåîðåìà 4.1.1 (ñì. [122, � 37.II] èëè íàøó êíèãó [19, � 2.6]). Ëþ�
áûå äâà íåñ÷åòíûõ ïîëüñêèõ ïðîñòðàíñòâà X,Y áîðåëåâñêè èçîìîðô�
íû, ò. å. íàéäåòñÿ áîðåëåâñêèé èçîìîðôèçì f : X

íà−→ Y.

Òàêèì îáðàçîì, ïî êðàéíåé ìåðå â èññëåäîâàíèÿõ òåõ âîïðîñîâ
äåñêðèïòèâíîé òåîðèè, êîòîðûå èíâàðèàíòíû (ïðÿìî èëè ñ ñîîòâåò�
ñòâóþùèìè ïîïðàâêàìè) îòíîñèòåëüíî áîðåëåâñêèõ èçîìîðôèçìîâ,
ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ìíîæåñòâ â êàêîì-íèáóäü îä�
íîì, ôèêñèðîâàííîì íåñ÷åòíîì ïîëüñêîì ïðîñòðàíñòâå.

Â êà÷åñòâå òàêîâîãî â ñîâðåìåííûõ ðàáîòàõ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ
ïðîñòðàíñòâî Áýðà NN. Ýòîé ïðàêòèêå ñëåäóåò è íàøà êíèãà.
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�4.2 Áýðîâñêèå ïðîèçâåäåíèÿ

Ïðîñòðàíñòâî Áýðà, èëè áýðîâñêîå ïðîñòðàíñòâî NN îáðàçîâàíî
âñåìè áåñêîíå÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Åãî
òîïîëîãèÿ ïîðîæäåíà áýðîâñêèìè èíòåðâàëàìè, ò. å. ìíîæåñòâàìè
âèäà [s] = {x ∈ NN : s ⊂ x}, ãäå s ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó N<ω âñåõ
êîðòåæåé (êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà NN äîïóñêàþò ñëåäóþùåå
ïîëåçíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ìíîæåñòâî T ⊆ N<ω íàçûâàåòñÿ äåðåâîì,
åñëè ìû èìååì s ∈ T =⇒ t ∈ T âñÿêèé ðàç êîãäà êîðòåæè s, t ∈ N<ω
óäîâëåòâîðÿþò t ⊂ s. Ìíîæåñòâà âèäà

[[T ]] = {x ∈ NN : ∀m (x �m ∈ T )} ,

ãäå T ⊆ N<ω ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì � ýòî â òî÷íîñòè âñå çàìêíóòûå
ïîäìíîæåñòâà NN, ïðè÷åì äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ëèøü òå äåðåâüÿ
T, êîòîðûå íå èìåþò ⊆-ìàêñèìàëüíûõ (êîíöåâûõ) âåðøèí.

Ñðåäè ïîëüñêèõ ïðîñòðàíñòâ âûäåëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà âèäà Nk×
(NN)

`
, íàçûâàåìûå áýðîâñêèìè ïðîèçâåäåíèÿìè. Åñëè ` = 0, òî Nk×

(NN)
0

= Nk � ïðîñòî ñ÷åòíîå äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè æå

` ≥ 1, òî ïðîñòðàíñòâî Nk×(NN)
`
ãîìåîìîðôíî ñàìîìó ïðîñòðàíñòâó

Áýðà NN = N0×(NN)
1
ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ, ñòàâÿùåãî êàæäîìó

êîðòåæó x = 〈m1, . . . ,mk, a1, . . . , a`〉 ∈ Nk × (NN)
`
òî÷êó

Hk`(x) = 〈m1, . . . ,mk, a1(0), . . . , a`(0), a1(1), . . . , a`(1), . . . 〉 ∈ NN.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ââîäèò ðÿä äðóãèõ ïîëåçíûõ ñîîòâåòñòâèé.

Îïðåäåëåíèå 4.2.1. (i) Ïîëîæèì ddi, jee = 2i(2j + 1)− 1. Òàêèì
îáðàçîì, dd·, ·ee � áèåêöèÿ èç N2 íà N. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî íàòó�
ðàëüíîãî n íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ ïàðà ÷èñåë i = (n)ëåâ è j = (n)ïðà
(ëåâàÿ è ïðàâàÿ êîìïîíåíòû), äëÿ êîòîðûõ n = ddi, jee. Îïðåäåëèì

ddi0, . . . , ik−1, ikee = ddddi0, . . . , ik−1ee, ikee,

èíäóêöèåé ïî k , òàê ÷òî îòîáðàæåíèå 〈i0, . . . , ik−1〉 7→ ddi0, . . . , ik−1ee
ÿâëÿåòñÿ áèåêöåé Nk íà N â êàæäîé àðíîñòè k ≥ 2.

(ii) Îïðåäåëèì ïåðå÷èñëåíèå N<ω = {sn : n ∈ N} ìíîæåñòâà N<ω
âñåõ êîðòåæåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàê, ÷òî s0 = Λ (ïóñòîé êîðòåæ),
è ïî èíäóêöèè åñëè n = ddi, jee òî sn+1 = si

∧j (êîðòåæ si , ïðîäîë�
æåííûé ÷èñëîì j êàê ñàìûì ïðàâûì ÷ëåíîì; lh sn = lh si + 1).

Óïðàæíåíèå. Èñïîëüçóÿ òî, ÷òî i, j < n + 1 ïðè n = ddi, jee, äî�
êàæèòå, ÷òî îïðåäåëåíèå sn êîððåêòíî, à îòîáðàæåíèå n 7→ sn �
áèåêöèÿ N íà N<ω , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì sn ⊂ sm =⇒ n < m
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è lh sn ≤ n. Ïîýòîìó, åñëè s ∈ N<ω , òî èìååòñÿ åäèíñòâåííûé èíäåêñ
n = gn s (¾ã¼äåëåâ íîìåð¿ s), äëÿ êîòîðîãî s = sn . a

Äàëåå, ÷åðåç sextn ∈ NN ìû îáîçíà÷èì êîðòåæ sn , ïðîäîëæåííûé
áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì íóëåé, ò. å. sextn (k) = 0 äëÿ âñåõ k ≥ lh sn .

(iii) Åñëè ` ≥ 2 è a0, . . . , a`−1 ∈ NN , òî a = dda0, . . . , a`−1ee ∈ NN

îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì a(n`+ j) = aj(n) äëÿ âñåõ j è n. Ýòèì, î÷å�

âèäíî, îïðåäåëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçì (NN)` íà áýðîâñêîå ïðîñòðàíñòâî
NN . Ïðè ` = 2, îïðåäåëèì îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ: åñëè a ∈ NN

òî (a)ëåâ(n) = a(2n) è (a)ïðà(n) = a(2n + 1) äëÿ âñåõ n, òàê ÷òî

a 7→ 〈(a)ëåâ, (a)ïðà〉 � ãîìåîìîðôèçì NN íà (NN)2 .1

(iv) Åñëè a ∈ NN è n ∈ N òî îïðåäåëèì òî÷êó (a)n ∈ NN ñîîò�
íîøåíèåì (a)n(k) = a(ddn, kee) , ∀k . Îòîáðàæåíèå a 7→ 〈(a)n〉n∈N �
ãîìåîìîðôèçì áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ (NN)N íà NN .

(v) Ïðîèçâåäåíèå N1×(NN)
1

= N×NN ãîìåîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó
NN ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ a 7→ 〈a(0), a−〉, ãäå òî÷êà a− ∈ NN äëÿ
a ∈ NN îïðåäåëåíà ñîîòíîøåíèåì a−(k) = a(k+1) , ∀k . Îáðàòíî, åñëè
k ∈ N è b ∈ NN , òî îïðåäåëèì k∧b = a ∈ NN òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü
óñëîâèÿ a(0) = k è a− = b.

Êàíòîðîâ äèñêîíòèíóóì 2N ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîìïàêò�
íîå ïîäìíîæåñòâî áýðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà NN .

�4.3 Áîðåëåâñêèå è ïðîåêòèâíûå ìíîæåñòâà

Áîðåëåâñêàÿ èåðàðõèÿ ìíîæåñòâ äàííîãî ïðîñòðàíñòâà X ñîñòîèò
èç áîðåëåâñêèõ êëàññîâ 2 Σ0

ξ [X] , Π0
ξ [X] , ∆0

ξ [X], èëè ïðîñòî Σ0
ξ , Π0

ξ ,

∆0
ξ , åñëè âûáîð ïðîñòðàíñòâà X ÿñåí èç êîíòåêñòà, ãäå 1 ≤ ξ < ω1 .

(Íàïîìíèì, ÷òî ω1 � ýòî ïåðâûé íåñ÷åòíûé îðäèíàë.) Áîðåëåâñêèå
êëàññû îïðåäåëÿþòñÿ òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé ïî ξ :

Σ0
1[X] ñîñòîèò èç âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X ;

Σ0
ξ [X] (äëÿ ξ > 1) ñîäåðæèò âñå ñ÷åòíûå îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ,

êîòîðûå ïðèíàäëåæàò êëàññàì Π0
η[X] , 1 ≤ η < ξ ;

Π0
ξ [X] ñîäåðæèò âñå äîïîëíåíèÿ Σ0

ξ [X]-ìíîæåñòâ ê ïðîñòðàíñòâó

X , òàê ÷òî ìíîæåñòâî Y ⊆ X ïðèíàäëåæèò Π0
ξ [X] åñëè è

òîëüêî åñëè åãî äîïîëíåíèå Xr Y ïðèíàäëåæèò Σ0
ξ [X] ;

1 Èíäåêñû îçíà÷àþò, óñëîâíî ãîâîðÿ, ëåâûé è ïðàâûé êîìïîíåíòû ïàðû òî÷åê
èç NN , â êîòîðóþ ðàçâîðà÷èâàåòñÿ äàííàÿ òî÷êà a ∈ NN .

2 Óïîòðåáëåíèå ñëîâà ¾êëàññ¿ â äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ íå âïîëíå
ñîãëàñîâàíî ñ îáùèì ñìûñëîì ýòîãî ñëîâà êàê îáúÿñíÿåòñÿ â �2.3, ïîñêîëüêó âñå
áîðåëåâñêèå è èíûå ïîäîáíûå êëàññû òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ â ïîëüñêèõ ïðîñòðàí�
ñòâàõ çàâåäîìî ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè, à íå ñîáñòâåííûìè êëàññàìè.
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∆0
ξ [X] ñîäåðæèò âñå ìíîæåñòâà, ÿâëÿþùèåñÿ îäíîâðåìåííî ìíî�

æåñòâàìè êëàññîâ Σ0
ξ [X] è Π0

ξ [X] .

Òåîðåìà 4.3.1 (2.2.1, 2.2.2, 2.2.5 â [19]). Ïóñòü 1 ≤ ξ < ω1 . Â
ëþáîì ïîëüñêîì ïðîñòðàíñòâå, êëàññ Σ0

ξ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî

ñ÷åòíûõ îáúåäèíåíèé è êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé, êëàññ Π0
ξ � îòíîñè�

òåëüíî ñ÷åòíûõ ïåðåñå÷åíèé è êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé, êëàññ ∆0
ξ �

îòíîñèòåëüíî êîíå÷íûõ îïåðàöèé è äîïîëíåíèÿ. Êàæäûé èç êëàñ�
ñîâ Σ0

ξ , Π0
ξ , ∆0

ξ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî íåïðåðûâíûõ ïðîîáðàçîâ.
Åñëè æå ïîëüñêîå ïðîñòðàíñòâî íåñ÷åòíî, òî èìååò ìåñòî

òåîðåìà èåðàðõèè: åñëè 1 ≤ ξ < η < ω1 òî

Σ0
ξ ∪Π0

ξ $ ∆0
η , Σ0

ξ 6⊆ Π0
ξ , Π0

ξ 6⊆ Σ0
ξ .

Ïðè ýòîì Bor(X) =
⋃

1≤ξ<ω1
Σ0
ξ [X] � âñå áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà

ëþáîãî äàííîãî ïîëüñêîãî ïðîñòðàíñòâà X.
Áîëåå øèðîêèé êëàññ òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ îáðàçóþò ïðîåêòèâíûå

ìíîæåñòâà. Ïðîåêòèâíàÿ èåðàðõèÿ ìíîæåñòâ â ïîëüñêèõ ïðîñòðàí�
ñòâàõ ñîñòîèò èç ïðîåêòèâíûõ êëàññîâ Σ1

n , Π1
n , ∆1

n (An , CAn , Bn â
áîëåå ðàííåé ñèñòåìå îáîçíà÷åíèé) òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ, îïðåäåëÿå�
ìûõ èíäóêöèåé ïî n ≥ 1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Σ1
n[X] ñîäåðæèò âñå ïðîåêöèè íà X ìíîæåñòâ èç Π1

n−1[X × Y]
(èëè ïðîñòî Gδ-ìíîæåñòâ â X × Y ïðè n = 1) äëÿ âñå�
âîçìîæíûõ ïîëüñêèõ ïðîñòðàíñòâ Y � è ïðè ýòîì

(1) âïîëíå äîñòàòî÷íî âçÿòü êàêîå-íèáóäü îäíî íåñ÷åò�
íîå ïîëüñêîå ïðîñòðàíñòâî Y , íàïðèìåð, Y = NN ;

(2) äëÿ ïîëó÷åíèÿ âñåõ ìíîæåñòâ èç Σ1
1[X] äîñòàòî÷íî

ïðîåêöèé íà X çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ â X× NN ;

Π1
n[X] ñîäåðæèò âñå äîïîëíåíèÿ ìíîæåñòâ èç Σ1

n[X] ê X;

∆1
n[X] ñîäåðæèò âñå ìíîæåñòâà, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò îäíîâðå�

ìåííî ê êëàññó Σ1
n[X] è ê êëàññó Π1

n[X] .

Íàêîíåö,
⋃
n Σ1

n =
⋃
n Π1

n � êëàññ âñåõ ïðîåêòèâíûõ ìíîæåñòâ.

Çàìå÷àíèå 4.3.2 (çàìå÷àíèå 3.7.4 â [19]). Äëÿ ìíîæåñòâ ïðî�

ñòðàíñòâ X = Nk × (NN)
`
, ââîäèòñÿ íóëåâîé óðîâåíü ïðîåêòèâíîé

èåðàðõèè: êëàññû Σ1
0 = Σ0

1 , Π1
0 = Π0

1 , ∆1
0 = ∆0

1 (îòêðûòûå, çàìêíó�
òûå, è îòêðûòî-çàìêíóòûå ìíîæåñòâà). Òîãäà, ïîäîáíî îáùåìó îïðå�
äåëåíèþ äëÿ Σ1

n+1 , êëàññ Σ1
1[X] ïî òåîðåìå 5.1.1 ðàâåí êëàññó âñåõ

ïðîåêöèé ìíîæåñòâ P ⊆ X× NN êëàññà Π1
0 .
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Òåîðåìà 4.3.3 (6.10.1, 6.7.4 â [19]). Ïóñòü n ≥ 1. Â ëþáîì ïîëü�
ñêîì ïðîñòðàíñòâå, êàæäûé èç êëàññîâ Σ1

n , Π1
n , ∆1

n çàìêíóò îò�
íîñèòåëüíî ñ÷åòíûõ îáúåäèíåíèé è ïåðåñå÷åíèé, è áîðåëåâñêèõ ïðî�
îáðàçîâ; êëàññ Σ1

n çàìêíóò åùå è îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèé è áîðå�
ëåâñêèõ îáðàçîâ, à êëàññ ∆1

n � îòíîñèòåëüíî äîïîëíåíèÿ.
Åñëè æå ïîëüñêîå ïðîñòðàíñòâî íåñ÷åòíî, òî èìååò ìåñòî

òåîðåìà èåðàðõèè: åñëè 1 ≤ n < m < ω , òî

Σ1
n ∪Π1

n $ ∆1
m , Σ1

n 6⊆ Π1
n , Π1

n 6⊆ Σ1
n .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Bor(X) ⊆∆1
1[X] â ëþáîì ïîëüñêîì ïðîñòðàí�

ñòâå X. Ìû óâèäèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå çäåñü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî.

�4.4 Àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû, òåðìû

Ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâ Nk × (NN)
`
, íàçâàííûõ âûøå áýðîâñêèìè

ïðîèçâåäåíèÿìè, ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðîñòîé ÿçûê àíàëèòè÷å�
ñêèõ ôîðìóë äëÿ îïèñàíèÿ áîðåëåâñêèõ è ïðîåêòèâíûõ ìíîæåñòâ,
èñïîëüçóþùèé äâà òèïà ïåðåìåííûõ, òèï 0 èëè òèï N ñ îáëàñòüþ
ïðîáåãàíèÿ N (èñïîëüçóþòñÿ áóêâû k, l,m, n è ò. ï.) è òèï 1 èëè
òèï NN ñ îáëàñòüþ ïðîáåãàíèÿ NN (áóêâû x, y, z, a, b, c è ò. ï.).

Ðàçðåøàåòñÿ îáðàçîâûâàòü òåðìû (òîëüêî òèïà N, ò. å. ñ îáëà�
ñòüþ ïðîáåãàíèÿ N) èç ïåðåìåííûõ è íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðè ïîìî�
ùè íåêîòîðûõ ôóíêöèé, ââåäåííûõ â îïðåäåëåíèè 4.2.1. Èìåííî,

1) íàòóðàëüíûå ÷èñëà è ïåðåìåííûå òèïà N � òåðìû,

2) åñëè σ � òåðì à x � ïåðåìåííàÿ òèïà NN , òî x(σ) è gn (x � σ)
� òåðìû,

3) åñëè σ, τ � òåðìû, òî max{τ, σ} , τ + σ, τ − σ, τ · σ, τσ , ddσ, τee ,
(σ)ëåâ , (σ)ïðà , lh sτ , s

ext
τ (σ) , gn (sextτ � σ) � òåðìû,

4) åñëè σ, τ � òåðìû, è i � ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ òåðìà τ , íå
âõîäÿùàÿ â σ , òî maxi<σ τ(i) � òåðì (è i óæå íå ÿâëÿåòñÿ åãî
ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé).

Êàæäûé òåðì èìååò ñïèñîê ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ , îò êîòîðûõ
îí çàâèñèò. Äëÿ ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé òèïà N â ðîëè òåðìà ýòîò
ñïèñîê ñîñòîèò èç ñàìîé ýòîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé. Äëÿ òåðìà, ïî�
ëó÷åííîãî êàê â ï. 2, ýòîò ñïèñîê ïîëó÷àåòñÿ ïðèñîåäèíåíèåì ïå�
ðåìåííîé a (òèïà NN) ê ñïèñêó ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ òåðìà σ .
Äëÿ òåðìîâ, ïîëó÷åííûõ êàê â ïï. 3 è 4, ýòîò ñïèñîê ïîëó÷àåòñÿ
îáúåäèíåíèåì ñïèñêîâ èñõîäíûõ òåðìîâ (è, â ñëó÷àå ï. 4, óäàëåíè�
åì èç îáúåäèíåííîãî ñïèñêà òîé ïåðåìåííîé, êîòîðàÿ ñâÿçûâàåòñÿ
îïåðàöèåé max). Òàêèì îáðàçîì, òåðìû ìîæíî çàïèñûâàòü â âèäå
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τ := τ(i1, . . . , ik; a1, . . . , a`), ãäå âûïèñàíû âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåí�
íûå. Ïàðà ÷èñåë k, ` íàçûâàåòñÿ àðíîñòüþ òåðìà τ . Òàêîé òåðì τ
ìîæíî ïîíèìàòü è êàê ôóíêöèþ, (êîíñòàíòó ïðè k = ` = 0), ñî
çíà÷åíèÿìè â N, îïðåäåëåííóþ íà ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå
Nk × (NN)

l
íà îñíîâå îïðåäåëåíèÿ 4.2.1.3 Íàïðèìåð, òåðì

τ(m,n; a, b, c) := max
i<m−2

a(2n + b(lh s3m) + gn (c � i))

(àðíîñòè 2, 3) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé èç N2 × (NN)
3
â N.

Çàìå÷àíèå 4.4.1. Â äàííîì îïðåäåëåíèè ìû îòêàçûâàåìñÿ îò
òåðìîâ òèïà NN , ò. å. ïåðåìåííûå òèïà NN âõîäÿò â àíàëèòè÷åñêèå
ôîðìóëû òîëüêî ÷åðåç âûðàæåíèÿ a(τ) (τ � òåðì òèïà N) â ñîñòàâå
òåðìîâ òèïà N. Ìû, îäíàêî, äîïóñòèì âõîæäåíèå â àíàëèòè÷åñêèå
ôîðìóëû âûðàæåíèé (a)ëåâ , (a)ïðà , (a)τ , ãäå a � ïåðåìåííàÿ òèïà

NN , à τ, ν, µ � òåðìû (òèïà N) êàê ñîêðàùåíèÿ. Èìåííî, åñëè ϕ(a)
� àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëà ñ ïåðåìåííîé a (òèïà NN), è τ � òåðì,
òî ôîðìóëû ϕ((a)ëåâ) , ϕ((a)ïðà) , ϕ((a)τ ) ïîíèìàþòñÿ êàê ñîêðàùåí�
íûå çàïèñè ôîðìóë, ïîëó÷åííûõ èç ϕ(a) çàìåíîé âñÿêîãî âõîæäåíèÿ
âèäà a(σ) íà, ñîîòâåòñòâåííî, a(2σ) , a(2σ + 1) , a(ddτ, σee).

Óïðàæíåíèå 4.4.2. Ïîêàæèòå, ÷òî âñå òåðìû ÿâëÿþòñÿ íåïðå�
ðûâíûìè ôóíêöèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 4.4.3. Ðàññìàòðèâàÿ ïðîèçâîëüíûé òåðì τ =
τ(j1, . . . , jk; a1, . . . , a`), ìû ÷àñòî áóäåì ñîêðàùàòü ñïèñîê j1, . . . , jk
äî j (òàê ÷òî j ∈ Nk ) è ñïèñîê a1, . . . , a` äî a (òàê ÷òî a ∈ (NN)`).
Òàêèì îáðàçîì, τ = τ(j; a). Åñëè ïðè ýòîì m ∈ N, òî ìû ïîëàãàåì

a ��m = 〈a1 �m, . . . , a` �m〉 −

êîðòåæ èç ` êîðòåæåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàâíîé äëèíû m (íå ïó�
òàòü ñ ïðîñòûì îãðàíè÷åíèåì a �m = 〈a1, . . . , am〉 ïðè m < `).

Èç íåïðåðûâíîñòè τ = τ(j; a) êàê ôóíêöèè èç Nk × (NN)` â N ñëåäóåò,
÷òî äëÿ ëþáûõ j ∈ Nk è a ∈ (NN)` íàéäåòñÿ ÷èñëî m = m(j; a) òàêîå, ÷òî
τ(j; a) = τ(j; b) âñÿêèé ðàç, êîãäà b ∈ (NN)` è a �� m = b �� m. Ìû ñîáè�
ðàåìñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïîäõîäÿùåå çíà÷åíèå m(j; a) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî
ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîãî äðóãîãî òåðìà.

Îïðåäåëåíèå 4.4.4. Ïóñòü τ � ïðîèçâîëüíûé òåðì. Îïðåäåëÿåòñÿ
äðóãîé òåðì τ̂ (òîé æå àðíîñòè) èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ τ :

1) åñëè τ � íàòóðàëüíîå ÷èñëî èëè ïåðåìåííàÿ òèïà N, òî τ̂ = 0;

3 ×òîáû îñòàòüñÿ â îáëàñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìû ïîëàãàåì, â îòíîøåíèè
îïåðàöèé σ − τ è τσ , ÷òî 00 = 0, è n−m = 0 ïðè m > n.
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2) åñëè τ åñòü b(σ) èëè gn (b � σ), ãäå σ � òåðì, òî ïîëàãàåì τ̂ =
max{σ̂, σ + 1} èëè, ñîîòâåòñòâåííî, τ̂ = max{σ̂, σ};

3) åñëè τ � òåðì âèäà max{µ, ν} , µ+ ν , µ · ν , µν , µ− ν , ddµ, νee, sextµ (ν),
èëè gn (sextµ � ν) (ãäå µ, ν � òåðìû), òî τ̂ = max{µ̂, ν̂}, à åñëè τ �
òåðì âèäà (σ)ëåâ , (σ)ïðà , èëè lh sσ , òî τ̂ = σ̂ ;

4) åñëè τ � òåðì âèäà maxi<σ ν(i), òî τ̂ = max{σ̂, maxi<σ ν̂(i)}.

Ëåììà 4.4.5. Ïóñòü τ = τ(j; a) = τ(j1, . . . , jk; a1, . . . , a`) � ïðîèç�
âîëüíûé òåðì, j ∈ Nk , è êðîìå òîãî a,a′ ∈ (NN)` è a′ ��m = a ��m, ãäå
m = τ̂(j; a). Òîãäà τ(j; a) = τ(j; a′) è τ̂(j; a) = τ̂(j; a′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ òåð�
ìà τ . Ðåçóëüòàò î÷åâèäåí äëÿ ñëó÷àÿ 1 îïðåäåëåíèÿ 4.4.4, è ëåãêî ïðîâî�
äèòñÿ ÷åðåç èíäóêòèâíûå øàãè 3, 4 îïðåäåëåíèÿ 4.4.4. Ðàññìîòðèì òåïåðü
èíäóêòèâíûé øàã 2, îñîáåííîñòüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî àðíîñòü τ ïî
ñðàâíåíèþ ñ σ óâåëè÷èâàåòñÿ çà ñ÷åò ïåðåìåííîé a òèïà NN .

Ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà τ(j,a, b) åñòü b(σ(j,a)), ãäå σ
� òåðì àðíîñòè k, `. (Ñëó÷àé, êîãäà τ(j,a, b) åñòü gn (b � σ(j,a)), âïîëíå
àíàëîãè÷åí.) Äîïóñòèì, ÷òî a,a′ ∈ (NN)` , b, b′ ∈ NN , j ∈ Nk , è ñâåðõ òîãî
a′ ��m = a ��m è b �m = b′ �m, ãäå m = τ̂(j; a, b).

Ïî îïðåäåëåíèþ (ïóíêò 2 îïðåäåëåíèÿ 4.4.4), ìû èìååì σ̂(j,a) ≤ m,
à ïîòîìó, ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, σ(j; a) = σ(j; a′) è σ̂(j; a) =
σ̂(j; a′). È àíàëîãè÷íî, σ(j,a)+1 ≤ m, îòêóäà èìååì ðàâåíñòâî b(σ(j,a)) =
b′(σ(j; a)) = b′(σ(j; a′)). Òåì ñàìûì, τ(j,a, b) = τ(j,a′, b′).

Äëÿ âûâîäà ðàâåíñòâà τ̂(j; a, b) = τ̂(j; a′, b′), çàìåòèì, ÷òî

τ̂(j,a, b) = max{σ̂(j,a), σ(j,a) + 1} , è

τ̂(j,a′, b′) = max{σ̂(j,a′), σ(j,a′) + 1}.

Îäíàêî σ(j; a) = σ(j; a′) è σ̂(j; a) = σ̂(j; a′) (ñì. âûøå), òàê ÷òî ïðàâûå
÷àñòè âûäåëåííûõ ðàâåíñòâ ðàâíû äðóã äðóãó.

�4.5 Ýôôåêòèâíàÿ èåðàðõèÿ

Îïðåäåëèâ ïîíÿòèå òåðìà, ìû òåïåðü îïðåäåëÿåì íåñêîëüêî òè�
ïîâ ôîðìóë, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ýòèõ òåðìîâ. Èìåííî:

àòîìàðíûå � ôîðìóëû âèäà τ = τ ′ , ãäå τ, τ ′ � òåðìû (íàïðèìåð,
ïåðåìåííûå òèïà N) � ïðè ýòîì ìû äîïóñêàåì íåðàâåíñòâî τ <
τ ′ êàê ñîêðàùåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé îãðàíè÷åííîé (ñì. íèæå)
ôîðìóëû ∃k < τ ′ (τ + k = τ ′);

àíàëèòè÷åñêèå � âñå ôîðìóëû, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç ýëåìåíòàð�
íûõ ïðè ïîìîùè ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê è êâàíòîðîâ;

àðèôìåòè÷åñêèå � òå àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû, êîòîðûå íå âêëþ÷à�
þò êâàíòîðîâ òèïà 1 (ò. å. ïî NN);
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îãðàíè÷åííûå � àðèôìåòè÷åñêèå ôîðìóëû c êâàíòîðàìè òîëüêî âè�
äà ∃k < τ è ∀k < τ , ãäå k � ïåðåìåííàÿ òèïà N à τ � òåðì
(â ÷àñòíîñòè, âñå áåñêâàíòîðíûå ôîðìóëû � îãðàíè÷åííûå);

Σ0
n è Π0

n � àðèôìåòè÷åñêèå ôîðìóëû, ñîîòâåòñòâåííî, âèäà

∃k1 ∀k2 ∃k3 ...∃ (∀ )kn ϕ è ∀k1 ∃k2 ∀k3 ...∀ (∃ )kn ϕ ,

ãäå ϕ � îãðàíè÷åííàÿ ôîðìóëà;

Σ1
n è Π1

n � àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû, ñîîòâåòñòâåííî, âèäà

∃a1 ∀a2 ∃a3 ...∃ (∀ )an ∀ (∃ )mϕ è ∀a1 ∃a2 ∀a3 ...∀ (∃ )an ∃ (∀ )mϕ ,

ãäå ϕ � îãðàíè÷åííàÿ ôîðìóëà.

Ëþáàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëà ϕ(j; a) := ϕ(j1, . . . , jk; a1, . . . , a`)
îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî

{〈j,a〉 ∈ Nk × (NN)
`

: ϕ(j; a)}

â ñîîòâåòñòâóþùåì áýðîâñêîì ïðîèçâåäåíèè Nk×(NN)
`
. Îòñþäà ïðî�

èçâîäèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò
íå òîëüêî êâàíòîðíûé êëàññ îïðåäåëÿþùåé ôîðìóëû, íî è ïàðàìåò�
ðû, ó÷àñòâóþùèå â îïðåäåëåíèè. Èìåííî, åñëè çàäàí êîðòåæ ïàðà�
ìåòðîâ ~a = 〈a1, ..., aj〉 ∈ (NN)j , òî ÷åðåç Σi

n(~a) îáîçíà÷àåòñÿ êëàññ

âñåõ ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâàõ Nk×(NN)
`
, êîòîðûå îïðåäåëèìû Σi

n-
ôîðìóëàìè ñ ïàðàìåòðàìè èç ñïèñêà a1, ..., aj . Êëàññ Π

i
n(~a) îïðåäå�

ëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî, à ∆i
n(~a) = Σi

n(~a) ∩Πi
n(~a).

Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ j = 1 (îäèí ïàðàìåòð) è j = 0 (íåò ïàðàìåò�
ðîâ) ïèøóò Σi

n(a) è Σi
n , è òî æå äëÿ Π,∆ .

Äîïîëíèòåëüíî, åñëè ìû èìååì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ
P ⊆ NN , òî ïóñòü Σ1

n[P ] =
⋃
a1,...,aj∈P∩NN Σ

i
n(a1, ..., aj) (ìíîæåñòâà,

îïðåäåëèìûå Σ1
n-ôîðìóëàìè ñ ïðîèçâîëüíûìè ïàðàìåòðàìè èç P ),

è àíàëîãè÷íî Π1
n[P ] , ∆1

n[P ].

Ïðèìåð 4.5.1. Ìíîæåñòâî 2N = {a ∈ NN : ∀k (a(k) < 2)} (êàíòî�
ðîâ äèñêîíòèíóóì) ÿâëÿåòñÿ Π0

1 -ìíîæåñòâîì â NN .

Êëàññû, îáîçíà÷àåìûå ñ èñïîëüçîâàíèåì áóêâ Σ , Π , ∆ , íàçûâà�
þòñÿ ýôôåêòèâíûìè, â îòëè÷èå îò ïðîåêòèâíûõ êëàññîâ Σ1

n , Π1
n ,

∆1
n è áîðåëåâñêèõ Σ0

ξ , Π0
ξ , ∆0

ξ . Îäíàêî ïðîåêòèâíàÿ èåðàðõèÿ ÿâëÿ�
åòñÿ ëèøü ÷àñòíûì ñëó÷àåì ýôôåêòèâíîé:

Ïðåäëîæåíèå 4.5.2. X ∈ Σi
n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X ∈

Σi
n(a) äëÿ êàêîãî-íèáóäü a ∈ NN, è òî æå äëÿ êëàññîâ Π , ∆ .
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Çàìå÷àíèå 4.5.3 (6.10.1 â [19]). Âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

• âñå êëàññû Γ in è Γ in(a) (Γ = Σ,Π,∆) çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî
êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé è ïåðåñå÷åíèé;

• êëàññû Σi
n è Σi

n(a) çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî êâàíòîðà ∃0 (ïî
ïåðåìåííîé òèïà N), ò. å. ïðîåêöèè âäîëü îñè N;

• êëàññû Πi
n è Πi

n(a) � îòíîñèòåëüíî êâàíòîðà ∀0 ;

• êëàññû ∆i
n è ∆i

n(a) � îòíîñèòåëüíî äîïîëíåíèÿ;

• êëàññû Σ1
n è Σ1

n(a) (n ≥ 1) çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî êâàíòîðîâ
∃1 , ò. å. ïðîåêöèè âäîëü îñè NN , è ∀0 ;

• êëàññû Π1
n è Π1

n(a) (n ≥ 1) � îòíîñèòåëüíî êâàíòîðîâ ∀1 , ∃0 ;

• êëàññû ∆1
n è ∆1

n(a) (n ≥ 1) � îòíîñèòåëüíî ∀0 è ∃0 .

�4.6 Âûõîäèì èç ïðîèçâåäåíèé áýðîâñêèõ ïðî�

ñòðàíñòâ

Â ðÿäå ñëó÷àåâ íàì ïðèäåòñÿ ïî ñóùåñòâó îöåíèâàòü êëàññ (â
ñìûñëå ïðîåêòèâíîé èëè ýôôåêòèâíîé èåðàðõèè) ìíîæåñòâ â ïîëü�
ñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, êîòîðûå íå îòíîñÿòñÿ ê áýðîâñêèì ïðîèçâåäåíè�
ÿì, íî ñâîäÿòñÿ ê ïîñëåäíèì ïðè ïîìîùè òîãî èëè èíîãî ïðåîáðàçî�
âàíèÿ, îñíîâàííîãî íà îïðåäåëåííîé âûøå áèåêöèè n 7→ sn èç N íà
N<ω . Äîïîëíèì ïîñëåäíþþ òàê.

Îïðåäåëåíèå 4.6.1. Åñëè a ∈ NN òî îïðåäåëèì:

ìíîæåñòâî T{a} = {sk : a(k) = 1} ⊆ N<ω ;

ôóíêöèþ f{a} : N<ω → N<ω, òàê ÷òî f{a}(sk) = sn ïðè a(k) = n;

ôóíêöèþ γ{a} : N→ N<ω, òàê ÷òî γ{a}(k) = sn ïðè a(k) = n.

Îïðåäåëåíèå 4.6.2. Îáîáùåííûì áýðîâñêèì ïðîèçâåäåíèåì,
êðàòêî ÎÁÏ, íàçûâàåòñÿ ëþáîå êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå äèñêðåòíûõ
ìíîæåñòâ N è N<ω è ïðîñòðàíñòâ NN , P(N<ω) , (N<ω)N , (N<ω)N

<ω

.

Ê ïðèìåðó, X = N × NN × N<ω ×P(N<ω) × (N<ω)N × (N<ω)N
<ω

�
îáîáùåííîå áýðîâñêîå ïðîèçâåäåíèå. Ñêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî

P ⊆ X = N× N<ω × NN ×P(N<ω)× (N<ω)N × (N<ω)N
<ω

ïðèíàäëåæèò êàêîìó-òî êëàññó Γ (íàïðèìåð, Σ0
3 èëè Π1

5 (p)), åñëè
ýòîìó êëàññó Γ ïðèíàäëåæèò ðåäóöèðîâàííîå ìíîæåñòâî

P red = {〈k, n, a, x, y, z〉 ∈ N2 × (NN)
3

: 〈k, sn, a,T{x},γ{y},f{z}〉 ∈ P}

óæå â ïðîñòðàíñòâå N2 × (NN)
4

= N× N× NN × NN × NN × NN .
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Äëÿ ðàáîòû ñ ìíîæåñòâàìè òàêèõ ïðîñòðàíñòâ óäîáíî ðàñøèðèòü
ÿçûê àíàëèòè÷åñêèõ ôîðìóë èç �4.4, ââåäÿ

− ïåðåìåííûå s, t òèïà N<ω (ò. å. ñ îáëàñòüþ ïðîáåãàíèÿ N<ω );

− ïåðåìåííûå S, T òèïà P(N<ω);

− ïåðåìåííûå γ, δ òèïà (N<ω)N ;

− ïåðåìåííûå f, g òèïà (N<ω)N
<ω

.

Âûáîð òèïîâ äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ îáóñëîâëåí òåì, ÷òî íàì
ïðèäåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêè èìåòü äåëî ñ ìíîæåñòâîì N<ω âñåõ êîð�
òåæåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, à òàêæå åãî ñîîòâåòñòâåííî ñ ïîäìíîæå�
ñòâàìè, ôóíêöèÿìè èç N<ω â N<ω , è òàê äàëåå.

Ìû ïîëàãàåì, ÷òî ïîìèìî òåðìîâ òèïà N, îïðåäåëåííûõ â �4.5,

− åñëè s � ïåðåìåííàÿ òèïà N<ω à k � ïåðåìåííàÿ òèïà N, òî
lh s, gn s (äëèíà è ¾ã¼äåëåâ íîìåð¿ êîðòåæà s ∈ N<ω ) è sext(k)
ÿâëÿþòñÿ òåðìàìè òèïà N, ãäå sext îáîçíà÷àåò êîðòåæ s ∈ N<ω ,
ïðîäîëæåííûé áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì íóëåé.

Íàêîíåö, ê àòîìàðíûì ôîðìóëàì ìû îòíîñèì

(A) ðàâåíñòâî òåðìîâ òèïà N, êàê â �4.5;

(B) ôîðìóëû s = t, s = γ(k), s = f(t), ãäå s, t � ïåðåìåííûå òèïà
N<ω , k � ïåðåìåííàÿ òèïà N, γ � ïåðåìåííàÿ òèïà (N<ω)N , à

f � ïåðåìåííàÿ òèïà (N<ω)N
<ω

;

(C) ôîðìóëû âèäà s ∈ T , ãäå T � ïåðåìåííàÿ òèïà P(N<ω), à s
� ïåðåìåííàÿ òèïà N<ω .

Òàê îïðåäåëÿåòñÿ ðàñøèðåííûé ÿçûê àíàëèòè÷åñêèõ ôîðìóë.

Îïðåäåëåíèå 4.6.3. Êëàññû ôîðìóë ýòîãî ðàñøèðåííîãî ÿçû�
êà ââîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî �4.5, íî ñ ïîïðàâêîé, ÷òî òèï 0 îáúåäèíÿåò
òåïåðü êâàíòîðû ïî N è ïî N<ω , òèï 1 � êâàíòîðû ïî NN , P(N<ω) ,

(N<ω)N
<ω

, òàê ÷òî, íàïðèìåð, ôîðìóëà ñ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêîé

∃a ∈ NN ∀T ∈P(N<ω) ∃ b ∈ NN ∀ f ∈ (N<ω)N
<ω

∃ s ∈ N<ω

êâàëèôèöèðóåòñÿ êàê Σ1
4 , à ôîðìóëà òîëüêî ñ êâàíòîðàìè ïî N è

ïî N<ω � êàê àðèôìåòè÷åñêàÿ.

Ìû óìûøëåííî îïðåäåëèëè ðàñøèðåíûé ÿçûê â ñîâåðøåííî ìè�
íèìàëüíîé ôîðìå, íàïðèìåð, íå äîïóñêàÿ òåðìîâ òèïà N<ω � ÷òîáû
îáëåã÷èòü ðåäóêöèþ ðàñøèðåííîãî ÿçûêà ê óçêîìó íèæå â �4.7. Òåì
íå ìåíåå, ìíîãèå âàæíûå îòíîøåíèÿ óäàåòñÿ âûðàçèòü àðèôìåòè÷å�
ñêèìè (è äàæå îãðàíè÷åííûìè) ôîðìóëàìè ðàñøèðåííîãî ÿçûêà.
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Óïðàæíåíèå 4.6.4. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè, â
êîòîðûõ a ∈ NN, f : N<ω → N<ω, è γ : N → N<ω . Óáåäèòåñü, ÷òî
ôîðìóëû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ èìåþò òèï Π0

1 .

T = T{a} ⇐⇒ ∀ s (s ∈ T ⇐⇒ a(gn s) = 1);

γ = γ{a} ⇐⇒ ∀ s ∀n (s = γ(n)⇐⇒ gn s = a(n));

f = f{a} ⇐⇒ ∀ s ∀ t (s = f(t)⇐⇒ gn s = a(gn t)).

Óïðàæíåíèå 4.6.5. Ïóñòü s, t, u ∈ N<ω , x ∈ NN , à S, T � äå�
ðåâüÿ â N<ω (ñì. îïðåäåëåíèÿ íèæå â �5.2). Äîêàæèòå ñëåäóþùèå
ýêâèâàëåíòíîñòè è ïîêàæèòå, ÷òî èõ ïðàâûå ÷àñòè ÿâëÿþòñÿ àðèô�
ìåòè÷åñêèìè ôîðìóëàìè ðàñøèðåííîãî ÿçûêà.

s ⊂ t ⇐⇒ lh s < lh t ∧ ∀k < lh s (sext(k) = text(k)) ;

u = s∧t ⇐⇒ lhu = lh s+ lh t ∧ ∀k < lh s (sext(k) = uext(k)) ∧
∧ ∀k < lh t ∃ j (j = lh s+ k ∧ text(k) = uext(j)) ;

s ⊂ x ⇐⇒ ∀k < lh s (sext(k) = x(k)) ;

T = S�u ⇐⇒ ∀ s, t ∈ N<ω
(
s = u∧t =⇒ (t ∈ T ⇐⇒ s ∈ S)

)
.

�4.7 Ñâåäåíèå ðàñøèðåííîãî ÿçûêà ê îáû÷íî�

ìó

Îäíàêî ýòîò ðàñøèðåííûé ÿçûê ëåãêî ñâîäèòñÿ ê ÿçûêó àíàëèòè�
÷åñêèõ ôîðìóë â óçêîì ñìûñëå, ò. å. òîìó, êîòîðûé îïðåäåëåí âûøå â
��4.4,4.5. Èìåííî, èìåÿ ôîðìóëó Φ ðàñøèðåííîãî ÿçûêà, îïðåäåëèì
ðåäóöèðîâàííóþ ôîðìóëó Φóçê ÿçûêà â óçêîì ñìûñëå òàê, ÷òî

(1) êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ s òèïà N<ω ìåíÿåòñÿ ïåðåìåííîé ns òèïà
N âåçäå êðîìå âõîæäåíèé â òåðìû âèäà lh s, gn s, sext(k), à
ýòè òåðìû ìåíÿþòñÿ íà, ñîîòâåòñòâåííî, lh (sns), ns , s

ext
ns (k);

(2) ôîðìóëû s = t, s = γ(k), s = f(t) èç (B) â �4.6 ìåíÿþòñÿ
ñîîòâåòñòâåííî íà ns = nt , ns = yγ(k), ns = zf (nt), ãäå yγ è zf
� ïåðåìåííûå òèïà NN ;

(3) êàæäîå âõîæäåíèå s ∈ T ïåðåìåííîé T òèïà P(N<ω) ìåíÿåòñÿ
íà xT (ns) = 1, ãäå xT � ïåðåìåííàÿ òèïà NN .

Ïðèìåð 4.7.1. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó ðàñøèðåííîãî ÿçûêà

Φ(T ) := ∀ s ∃ t (s ∈ T =⇒ t ∈ T ∧ s ⊂ t) ,
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âûðàæàþùóþ òîò ôàêò, ÷òî ìíîæåñòâî T ⊆ N<ω íå èìååò ⊂-ìàêñè�
ìàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Èëè, ýëèìèíèðóÿ îòíîøåíèå ⊂,

∀ s ∃ t
(
s ∈ T =⇒ t ∈ T ∧ lh s < lh t ∧ ∀k < lh s (sext(k) = text(k))

)
.

Îáîçíà÷àÿ òåïåðü ÷åðåç m,n, x íîâûå ïåðåìåííûå ns , nt , xT , ïîëó�
÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó Φóçê(x):

∀m ∃n
(
x(m) = 1 =⇒ x(n) = 1 ∧
∧ lh sm < lh sn ∧ ∀k < lh sm (sextn (k) = sextm (k))

)
.

Ïîíÿòíî, ÷òî Φóçê(x)⇐⇒ Φ(T{x}), êàêîâî áû íè áûëî x ∈ NN .

Ðåçóëüòàò ýòîãî ïðîñòîãî, íî ïîêàçàòåëüíîãî ïðèìåðà ìîæåò áûòü
îáîáùåí â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ìû îïó�
ñòèì ââèäó ïðîçðà÷íîñòè ðåçóëüòàòà è ýëåìåíòàðíîñòè äîêàçàòåëü�
ñòâà èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóë íà÷èíàÿ îò ýëåìåíòàðíûõ.

Òåîðåìà 4.7.2. Ïóñòü Φ(k, s, a, T, γ, f) � ôîðìóëà ðàñøèðåííî�
ãî ÿçûêà ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè òèïîâ N , N<ω , NN , P(N<ω) ,

(N<ω)N , (N<ω)N
<ω

â ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ.4 Òîãäà ìû èìååì

Φ(k, sn, a,T{x},γ{y},f{z})⇐⇒ Φóçê(k, n, a, x, y, z)

äëÿ âñåõ k, n ∈ N è a, x, y , z ∈ NN . Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè

P = {〈k, s, a, T, γ, f〉 : Φ(k, s, a, T, γ, f)}

(ìíîæåñòâî â N× N<ω × NN ×P(N<ω)× (N<ω)N × (N<ω)N
<ω

), òî
ðåäóöèðîâàííîå ìíîæåñòâî P red îïðåäåëåíèÿ 4.6.2 óäîâëåòâîðÿåò

P red = {〈k, n, a, x, y, z〉 ∈ N2 × (NN)
4

: Φóçê(k, n, a, x, y, z)}.

Òåì ñàìûì, åñëè íåêîòîðîå ìíîæåñòâî â îáîáùåííîì áýðîâñêîì
ïðîèçâåäåíèè îïðåäåëåíî ôîðìóëîé ðàñøèðåííîãî ÿçûêà, òî ñîîò�
âåòñòâóþùåå ðåäóöèðîâàííîå ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâó�
þùåé ôîðìóëîé óçêîãî ÿçûêà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò
Φ ê Φóçê ñòðóêòóðà êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè ìåíÿåòñÿ ëèøü òåì, ÷òî
êâàíòîðû ïî N<ω ïðåâðàùàþòñÿ â êâàíòîðû ïî N, à êâàíòîðû ïî
P(N<ω), (N<ω)N , (N<ω)N

<ω

ïðåâðàùàþòñÿ â êâàíòîðû ïî NN .

4 Äëÿ óìåíüøåíèÿ ãðîìîçäêîñòè, ìû ïðèíÿëè, ÷òî äàííàÿ ôîðìóëà èìååò
âñåãî îäíó ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ â êàæäîì èç øåñòè òèïîâ.
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(∃0 ∃0 → ∃0) ∃ i ∃ j ϕ(i, j) ⇐⇒ ∃m ϕ((m)ëåâ, (m)ïðà)

(∀0 ∀0 → ∀0) ∀ i ∀ j ϕ(i, j) ⇐⇒ ∀m ϕ((m)ëåâ, (m)ïðà)

(∃1 ∃1 → ∃1) ∃a ∃ b ϕ(a, b) ⇐⇒ ∃ c ϕ((c)ëåâ, (c)ïðà)

(∀1 ∀1 → ∀1) ∀a ∀ b ϕ(a, b) ⇐⇒ ∀ c ϕ((c)ëåâ, (c)ïðà)

(∀0 ∃0 → ∃1 ∀0) ∀ i ∃ j ϕ(i, j) ⇐⇒ ∃a ∀ i ϕ(i, a(i))

(∃0 ∀0 → ∀1 ∃0) ∃ i ∀ j ϕ(i, j) ⇐⇒ ∀a ∃ i ϕ(i, a(i))

(∃1 ∃0 → ∃1) ∃a ∃ j ϕ(a, j) ⇐⇒ ∃ b ϕ((b)ëåâ, (b)ïðà(0))

(∀1 ∀0 → ∀1) ∀a ∀ j ϕ(a, j) ⇐⇒ ∀ b ϕ((b)ëåâ, (b)ïðà(0))

(∀0 ∃1 → ∃1 ∀0) ∀ i ∃a ϕ(i, a) ⇐⇒ ∃ b ∀ i ϕ(i, (b)i)

(∃0 ∀1 → ∀1 ∃0) ∃ i ∀a ϕ(i, a) ⇐⇒ ∀ b ∃ i ϕ(i, (b)i)

Ïðàâèëà ïðåîáðàçîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôîðìóë

Îáîçíà÷åíèÿ ê òàáëèöå ñì. îïðåäåëåíèå 4.2.1 è çàìå÷àíèå 4.4.1. Âåðõíèé
èíäåêñ ïðè êâàíòîðå îáîçíà÷àåò òèï ïåðåìåííîé (0 � ïî N, 1 � ïî NN ).
Ïðåäïîñëåäíÿÿ ýêâèâàëåíòíîñòü (∀0 ∃1 → ∃1 ∀0) âûðàæàåò ñ÷¼òíóþ àêñè�
îìó âûáîðà, à ïîñëåäíÿÿ (∃0 ∀1 → ∀1 ∃0) � äâîéñòâåííîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 4.7.3. Ôîðìóëà Φ ðàñøèðåííîãî ÿçûêà ÿâëÿåòñÿ
Σi
n-ôîðìóëîé åñëè è òîëüêî åñëè òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâó�

þùàÿ ôîðìóëà Φóçê óçêîãî ÿçûêà. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìíîæåñòâî
â îáîáùåííîì áýðîâñêîì ïðîèçâåäåíèè îïðåäåëÿåòñÿ Σi

n-ôîðìóëîé
ðàñøèðåííîãî ÿçûêà òî îíî ïðèíàäëåæèò êëàññó Σi

n .
Òî æå äëÿ êëàññîâ Πi

n è ∆i
n (äëÿ ìíîæåñòâ), à òàêæå äëÿ

ôîðìóë ñ ïàðàìåòðàìè è îïðåäåëÿåìûõ èìè ìíîæåñòâ, ðàâíî êàê
è äëÿ ïðîåêòèâíûõ êëàññîâ Σ1

n , Π
1
n , ∆

1
n .

�4.8 Ïðåîáðàçîâàíèå àíàëèòè÷åñêèõ ôîðìóë

Òàáëèöà ýêâèâàëåíòíîñòåé ñî ñòð. 90 ïîçâîëÿåò, çà ñ÷åò óïðîùå�
íèÿ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêè, ïðèâîäèòü ñëîæíûå àíàëèòè÷åñêèå ôîð�
ìóëû ê òàêîìó âèäó êîòîðûé ñðàçó äàåò âîçìîæíîñòü ñóäèòü î òèïå
îïðåäåëÿåìîãî ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 4.8.1. Àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëà Φ ÿçûêà èç �4.5
íàçûâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè Σi

n-ôîðìóëîé, åñëè åå ìîæíî ïðèâåñòè ê
Σi
n-âèäó ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé èç òàáëèöû ñî ñòð. 90 è îáùå�

ëîãè÷åñêèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé. Ôîðìóëà Φ ðàñøèðåííîãî ÿçûêà èç
�4.6 íàçûâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè Σi

n-ôîðìóëîé, åñëè òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ
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ðåäóöèðîâàííàÿ ôîðìóëà Φóçê . Àíàëîãè÷íî äëÿ Πi
n .

Ïîíÿòíî, ÷òî ìíîæåñòâà, îïðåäåëÿåìûå ïðàêòè÷åñêè Σi
n-ôîðìó�

ëàìè, èìåþò òîò æå êëàññ Σi
n . È òî æå äëÿ Πi

n .
Âîò íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïðàâèëî 4.8.2. Ïóñòü n ≥ 1. Ëþáàÿ ôîðìóëà, èìåþùàÿ âèä
∃a1∀a2∃a3 ...∃ (∀ )anΨ, ãäå Ψ � àðèôìåòè÷åñêàÿ ôîðìóëà, ÿâëÿåòñÿ
ïðàêòè÷åñêè Σ1

n-ôîðìóëîé. È òî æå äëÿ Π1
n . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà,

ðàññìîòðèì, ê ïðèìåðó, ôîðìóëó ϕ âèäà

∃a ∀ b ∃k ∀mψ(a, b, k,m),

ãäå ψ � îãðàíè÷åííàÿ ôîðìóëà, ïðè n = 2. Êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà
èìååò âèä ∃1 ∀1 ∃0 ∀0 , è åå ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó ∃1 ∀1 ∀1 ∃0 , à çàòåì
ê âèäó ∃1 ∀1 ∃0 ïðåîáðàçîâàíèÿìè (∃0 ∀0 → ∀1 ∃0) è (∀1 ∀1 → ∀1).

Òåì ñàìûì, ëþáàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷å�
ñêè Σ1

1 -ôîðìóëîé è ïðàêòè÷åñêè Π1
1 -ôîðìóëîé, ò. å. ïðåîáðàçóåòñÿ

ê ýêâèâàëåíòíîìó Σ1
1 -âèäó è ê ýêâèâàëåíòíîìó Π1

1 -âèäó.

Ïðàâèëî 4.8.3. Ñëåäóþùåå ¾ïðàâèëî¿ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
áûñòðîãî îïðåäåëåíèÿ òèïà äàííîé ôîðìóëû. Äîïóñòèì, ÷òî àíàëè�
òè÷åñêàÿ ôîðìóëà Φ óæå çàïèñàíà â âèäå Qψ , ãäå Q � ñòðîêà êâàí�
òîðîâ, à ψ � îãðàíè÷åííàÿ èëè äàæå àðèôìåòè÷åñêàÿ ôîðìóëà,
ïðè÷åì êâàíòîðû òèïà 0 ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðà�
çîì ïî îòíîøåíèþ ê êâàíòîðàì òèïà 1, â òîì ÷èñëå è ìåæäó íèìè.
Óäàëèì èç Q âñå êâàíòîðû òèïà 0, è ïóñòü Qòèï 1 � ïîëó÷åííàÿ ñòðî�
êà êâàíòîðîâ, ñîäåðæàùàÿ òåïåðü òîëüêî êâàíòîðû òèïà 1 � åå ìû
íàçûâàåì êâàíòîðíîé ïðèñòàâêîé, ðåäóöèðîâàííîé ê òèïó 1 .

Ðåäóöèðîâàííàÿ êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà Qòèï 1 èìååò êëàññ Σ1
n èëè

Π1
n äëÿ íåêîòîðîãî n ≥ 1. Èìåííî, îíà èìååò êëàññ Σ1

n , åñëè âêëþ÷à�
åò ðîâíî n ÷åðåäóþùèõñÿ áëîêîâ êâàíòîðîâ5, íà÷èíàþùèõñÿ ñ áëîêà
∃ , è îíà èìååò êëàññ Π1

n â òîì æå ñëó÷àå, íî íà÷èíàåòñÿ ñ áëîêà ∀ .
Ïîä÷åðêíåì: çäåñü ïðèíèìàþòñÿ âî âíèìàíèå ëèøü êâàíòîðû òèïà 1.

Òåïåðü ïîñòàíîâèòåëüíàÿ ÷àñòü.

(I) Åñëè ðåäóöèðîâàííàÿ ïðèñòàâêà Qòèï 1 èìååò êëàññ Σ1
n (ãäå

n ≥ 1), òî ôîðìóëà Φ ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè Σ1
n-ôîðìóëîé,

ò. å. åå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ýêâèâàëåíòíîìó Σ1
n-âèäó, à ïîòî�

ìó ìíîæåñòâî, îïðåäåëÿåìîå òàêîé ôîðìóëîé, èìååò êëàññ Σ1
n ,

ëèáî êëàññ Σ1
n(p), åñëè ôîðìóëà ñîäåðæèò ïàðàìåòð p ∈ NN .

(II) Åñëè æå ðåäóöèðîâàííàÿ ïðèñòàâêà Qòèï 1 èìååò êëàññ Π1
n , òî

Φ ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè Π1
n-ôîðìóëîé, â àíàëîãè÷íîì ñìûñëå.

5 Áëîê êâàíòîðîâ � ýòî íåñêîëüêî (ìîæåò áûòü, è îäèí) ñîñåäíèõ êâàíòîðîâ
∃ èëè íåñêîëüêî ñîñåäíèõ êâàíòîðîâ ∀ . Áëîêè ÷åðåäóþòñÿ, åñëè ∃ ñìåíÿåò ∀ .
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Äëÿ îáîñíîâàíèÿ, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíèì ê Φ ïðåîáðàçîâàíèÿ
(∀0 ∃1 → ∃1 ∀0) è (∃0 ∀1 → ∀1 ∃0) íóæíîå ÷èñëî ðàç, ÷òîáû âûíå�
ñòè âñå êâàíòîðû òèïà 1 íàëåâî îò êâàíòîðîâ òèïà 0. Ïðè ýòîì
ñòðóêòóðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êâàíòîðîâ òèïà 1 íå ìåíÿåòñÿ. Çàòåì
ïðèìåíÿåì ê ïîëó÷åííîé ôîðìóëå ïðåîáðàçîâàíèÿ (∃1 ∃1 → ∃1) è
(∀1 ∀1 → ∀1) íóæíîå ÷èñëî ðàç, ÷òîáû ïðèâåñòè êàæäûé áëîê êâàíòî�
ðîâ òèïà 1 ê îäíîìó êâàíòîðó. Íàêîíåö, èñïîëüçóåì ïðèìåð 4.8.2.

Äîáàâèì åùå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïðàâèëî 4.8.4. Ïðè n ≥ 1, åñëè ϕ(a, b, i, j) åñòü Σ1
n-ôîðìóëà,

òî ïðàêòè÷åñêè Σ1
n-ôîðìóëàìè ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëû

∃a ϕ(a, b, i, j) , ∃ i ϕ(a, b, i, j) , ∀ i ϕ(a, b, i, j)

� ñîãëàñíî ïðàâèëó 4.8.3, ïîñêîëüêó äîáàâëåíèå êâàíòîðîâ ∃a, ∃ i,
∀ i (íî íå ∀a!) ê ïðèñòàâêå êëàññà Σ1

n íå âûâîäèò èç ýòîãî êëàññà.

Ïðàâèëî 4.8.5. Îòðèöàíèå Σi
n-ôîðìóëû ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè

Πi
n-ôîðìóëîé: îíî ïðåîáðàçóåòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîìó Π

i
n-âèäó ïðè ïî�

ìîùè îáùåëîãè÷åñêèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé¬ ∃a ϕ(a) ⇐⇒ ∀a ¬ ϕ(a) è
¬ ∀a ϕ(a)⇐⇒ ∃a ¬ ϕ(a). È, ðàçóìååòñÿ, íàîáîðîò.

Ïðàâèëî 4.8.6. Â òîì æå ñìûñëå, êîíúþíêöèÿ äâóõ Σi
n-ôîðìóë,

à òàêæå äèçþíêöèÿ äâóõ Σi
n-ôîðìóë � ÿâëÿþòñÿ ïðàêòè÷åñêè Σi

n-
ôîðìóëàìè. È òî æå äëÿ êëàññîâ Πi

n . Íàïðèìåð, äëÿ Σ
1
1 ,

∃a ∀mϕ(a,m) ∧ ∃x ∀k ϕ(x, k) ⇐⇒ ∃a ∃x ∀m ∀k (ϕ(a,m) ∧ ϕ(x, k)) ,

ïîñëå ÷åãî ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèÿ (∃1 ∃1 → ∃1) è (∀0 ∀0 → ∀0),
÷òîáû ïðèâåñòè ïàðû êâàíòîðîâ ê îäèíî÷íûì êâàíòîðàì.

�4.9 Êëàññèôèêàöèÿ ôóíêöèé è òî÷åê

Òåîðèÿ ìíîæåñòâ îòîæäåñòâëÿåò ôóíêöèè ñ èõ ãðàôèêàìè. Ïî�
ýòîìó, åñëè X , Y � ïîëüñêèå ïðîñòðàíñòâà è X ⊆ X, òî ôóíêöèÿ
f : X → Y èìååò êëàññ K , èëè ÿâëÿåòñÿ K-ôóíêöèåé (ãäå K �
áîðåëåâñêèé, ïðîåêòèâíûé, èëè èíîé êëàññ òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ), åñ�
ëè ýòîìó êëàññó K ïðèíàäëåæèò åå ãðàôèê Γf = {〈x, f(x)〉 : x ∈ X}
êàê ìíîæåñòâî â X× Y.

Çäåñü âàæíî òàêæå, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà f ∈ NN ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
N → N, ñëåäîâàòåëüíî, ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà N2, è â ýòîì
ñìûñëå åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñ òî÷êè çðåíèÿ íàøåé êëàññèôèêà�
öèè ôóíêöèé (ò. å. ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà N × N). Òàêèì îáðà�
çîì, ïî îïðåäåëåíèþ òî÷êà f ∈ NN ïðèíàäëåæèò, ñêàæåì, êëàññó ∆1

n
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åñëè ýòîìó êëàññó ïðèíàäëåæèò åå ãðàôèê Γf = {〈m, k〉 : f(m) = k}.
Âñ¼ ñêàçàííîå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà òî÷êè òàêèõ ïðîñòðàíñòâ, êàê
(N<ω)N è (N<ω)N

<ω

(ñì. îïðåäåëåíèå 4.6.2), ïîíèìàåìûå êàê ìíîæå�
ñòâà â îáîáùåííûõ áýðîâñêèõ ïðîèçâåäåíèÿõ N×N<ω è N<ω ×N<ω .

Ñëåäóþùèé ïðîñòîé ðåçóëüòàò ñâÿçûâàåò êëàññ òî÷êè f ñ êëàñ�
ñîì åå ñèíãëåòîíà, ò. å. îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà {f}.

Ëåììà 4.9.1 (ñì. ëåììó 6.9.1 â [19]). Ïóñòü f ∈ NN è n ≥ 1.
Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

f èìååò êëàññ ∆1
n , f èìååò êëàññ Σ1

n ,

{f} èìååò êëàññ ∆1
n , {f} èìååò êëàññ Σ1

n .

Òî æå äëÿ êëàññîâ Σ1
n(p) è ∆1

n(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ NN .
Òî æå âåðíî è äëÿ òî÷åê f ∈ (N<ω)N è f ∈ (N<ω)N

<ω

.

Äëÿ íàñ áóäåò âàæíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.9.2 (ýëèìèíàöèÿ ∆1
1-ïàðàìåòðîâ). Ïóñòü n ≥ 1, è

ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ Σ1
n-ôîðìóëîé ðàñøèðåííîãî ÿçûêà èç �4.6, êîòîðàÿ

ñîäåðæèò â ðîëè ïàðàìåòðîâ òî÷êè êëàññà ∆1
1 ïðîñòðàíñòâ NN,

(N<ω)N
<ω

, (N<ω)N . Òîãäà X = {x : ϕ(x)} � ìíîæåñòâî êëàññà Σ1
1 .

Òî æå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî p ∈ NN è êëàññîâ Σ1
n(p) è ∆1

1(p).
Òî æå äëÿ êëàññîâ Π1

n è Π1
n(p) âìåñòî Σ1

n è Σ1
n(p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, äëÿ ïðîñòîòû, ϕ åñòü ϕ(x, a) ñ åäèí�
ñòâåííûì ïàðàìåòðîì a ∈ NN, è a ∈ ∆1

1 . Èìååì

x ∈ X ⇐⇒ ∃ b (b ∈ A ∧ ϕ(x, b)),

ãäå A = {a} åñòü ∆1
1-ìíîæåñòâî ïî ëåììå 4.9.1. Çàìåíèâ âõîæäåíèå

b ∈ A ïîäõîäÿùåé Σ1
1 -ôîðìóëîé, îïðåäåëÿþùåé A, è ïðèìåíèâ ïîä�

õîäÿùèì îáðàçîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë èç �4.8, ìû ïðåîáðàçóåì
ïðàâóþ ÷àñòü âûäåëåííîé ýêâèâàëåíòíîñòè ê Σ1

n-âèäó.

Óïðàæíåíèå 4.9.3. Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò 4.6.4, ÷òî
åñëè a ∈ NN, òî ìíîæåñòâà {T{a}} , {γ{a}} , {f{a}} ïðèíàäëåæàò êëàñ�
ñó Π0

1 (a) è, ñëåäîâàòåëüíî, êëàññó ∆1
1(a) � à òîãäà ñàìè òî÷êè

T{a} , γ{a} , f{a} ïðîñòðàíñòâ P(N<ω) , (N<ω)N , (N<ω)N
<ω

ïðèíàäëå�

æàò êëàññó ∆1
1(a) ñîãëàñíî ëåììå 4.9.1.

�4.10 Ïðèâåäåíèå ôîðìóë ê ðåãóëÿðíîé ôîðìå

Çäåñü ââîäèòñÿ åùå îäíî ïðåîáðàçîâàíèå àíàëèòè÷åñêèõ ôîðìóë,
ê ôîðìå, êîòîðàÿ èìååò íàèáîëåå âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ïåðâîãî óðîâíÿ ïðîåêòèâíîé èåðàðõèè.
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Èäåÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ðàññìîòðèì ëþáóþ
àíàëèòè÷åñêóþ ôîðìóëó ϕ(j; a) ñî ñïèñêîì ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ
àðíîñòè k, `, ò. å. ϕ(j; a) åñòü ϕ(j1, . . . , jk; a1, . . . , a`). Åñëè ϕ � áåñ�
êâàíòîðíàÿ ôîðìóëà, òî ñïèñîê j; a åå ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ îáú�
åäèíÿåò ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå âñåõ òåðìîâ, âõîäÿùèõ â ϕ, à èç
íåïðåðûâíîñòè òåðìîâ (óïðàæíåíèå 4.4.2) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ
j ∈ Nk è a ∈ (NN)` íàéäåòñÿ ÷èñëî m = m(j; a) òàêîå, ÷òî ϕ(j; a)⇐⇒
ϕ(j; b) âñÿêèé ðàç, êîãäà b ∈ (NN)` è a ��m = b ��m. Ìû ñîáèðàåìñÿ
äîêàçàòü, ÷òî, êàê è äëÿ ñëó÷àÿ òåðìîâ, ïîäõîäÿùåå çíà÷åíèå m(j; a)
ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîãî òåðìà, ïðè÷åì ýòî
áóäåò âåðíî íå òîëüêî äëÿ áåñêâàíòîðíûõ, íî è äëÿ îãðàíè÷åííûõ
àíàëèòè÷åñêèõ ôîðìóë.

Îïðåäåëåíèå 4.10.1. Ïóñòü ϕ � ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ
àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëà. Ìû îïðåäåëÿåì òåðì ϕ̂ èíäóêöèåé ïî ïî�
ñòðîåíèþ ϕ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) åñëè ϕ � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà, ò. å. τ = τ ′ , ãäå τ, τ ′ � ïðîèç�
âîëüíûå òåðìû, òî ϕ̂ = max{τ̂ , τ̂ ′};

2) åñëè ϕ åñòü îäíà èç ôîðìóë ∃ i < σ ψ(i) èëè ∀ i < σ ψ(i), òî

ϕ̂ = max{σ̂, maxi<σ ψ̂(i)};
3) åñëè ϕ � ôîðìóëà âèäà ψ ∧ χ, ψ ∨ χ, ψ =⇒ χ, ψ ⇐⇒ χ, òî

ϕ̂ = max{ψ̂, χ̂}, à åñëè ϕ åñòü ¬ ψ , òî ïðîñòî ϕ̂ = ψ̂ .

Ëåììà 4.10.2. Ïóñòü ϕ := ϕ(j; a) := ϕ(j1, . . . , jk; a1, . . . , a`) �
îãðàíè÷åííàÿ ôîðìóëà, j ∈ Nk , à òàêæå a,b ∈ (NN)` , è b �� m =
a ��m, ãäå m = ϕ̂(j; a). Òîãäà ϕ(j; a)⇐⇒ ϕ(j; b) è ϕ̂(j; a) = ϕ̂(j; b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî ïîñòðîå�
íèþ ôîðìóëû ϕ. Ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî äëÿ ñëó÷àÿ 1 îïðåäåëåíèÿ
4.10.1 ñîãëàñíî ëåììå 4.4.5, è ëåãêî ïðîâîäèòñÿ ÷åðåç èíäóêòèâíûé
øàã 3 îïðåäåëåíèÿ 4.10.1. Ðàññìîòðèì òåïåðü èíäóêòèâíûé øàã 2.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ôîðìóëà ϕ(j,a) := ∃ i < σ(j,a) ψ(i, j,a), ãäå ψ
� îãðàíè÷åííàÿ ôîðìóëà àðíîñòè k+ 1 , `. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a,b ∈
(NN)` , j ∈ Nk , è ñâåðõ òîãî b ��m = a ��m, ãäå m = ϕ̂(j; a).

Ïî îïðåäåëåíèþ (ïóíêò 2 îïðåäåëåíèÿ 4.10.1), ìû èìååì σ̂(j,a) ≤
m, à ïîòîìó σ(j; a) = σ(j; b) è σ̂(j; a) = σ̂(j; b) ñîãëàñíî ëåììå 4.4.5.

È àíàëîãè÷íî, åñëè i < σ(j,a) òî ψ̂(i, j,a) ≤ m, îòêóäà, ïî èíäóêòèâ�

íîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ñëåäóåò ψ(i, j; a) ⇐⇒ ψ(i, j; b) è ψ̂(i, j; a) =

ψ̂(i, j; b). Òåì ñàìûì, ñðàçó ϕ(j,a)⇐⇒ ϕ(j,b).
Äëÿ âûâîäà ðàâåíñòâà ϕ̂(j; a) = ϕ̂(j; b), çàìåòèì, ÷òî

ϕ̂(j; a) = max{σ̂(j; a), maxi<σ(j;a) ψ̂(i, j; a)} , è

ϕ̂(j; b) = max{σ̂(j,b), maxi<σ(j;b) ψ̂(i, j; b)}.
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Îäíàêî ìû èìååì σ(j; a) = σ(j; b) è σ̂(j; a) = σ̂(j; b), è êðîìå òîãî

ψ̂(i, j; a) = ψ̂(i, j; b) äëÿ êàæäîãî i < σ(j,a) (ñì. âûøå), òàê ÷òî
ïðàâûå ÷àñòè âûäåëåííûõ ðàâåíñòâ ðàâíû äðóã äðóãó.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ââîäèò òî ïðåîáðàçîâàíèå, î êîòîðîì ãî�
âîðèëîñü â íà÷àëå ýòîãî ïóíêòà.

Îïðåäåëåíèå 4.10.3. Åñëè ϕ(j; a) := ϕ(j1, . . . , jk; a1, . . . , a`) �
îãðàíè÷åííàÿ ôîðìóëà, òî ÷åðåç ϕ(j; n) := ϕ(j1, . . . , jk;n1, . . . , n`)
îáîçíà÷èì ñëåäóþùóþ (òàêæå îãðàíè÷åííóþ) ôîðìóëó

ϕ(j1, . . . , jk; sextn1
, . . . , sextn` ) ∧

∧ lh sn1
= · · · = lh sn` ≥ ϕ̂(j1, . . . , jk; sextn1

, . . . , sextn` ) .

Åñëè ôîðìóëà ϕ(j; a) := ∃ j′ ψ(j′, j; a) ÿâëÿåòñÿ Σ0
1 -ôîðìóëîé, ò. å.

ψ(j′, j; a) � îãðàíè÷åííàÿ ôîðìóëà, òî ÷åðåç ϕ(j; n) îáîçíà÷èì Σ0
1 -

ôîðìóëó ∃ j′ < lh (sn1) ψ(j′, j; n).

Ñðàçó îòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè ôîðìóë ϕ.

Ïðåäëîæåíèå 4.10.4. Â óñëîâèÿõ îïðåäåëåíèÿ 4.10.3, åñëè j ∈
Nk , n ∈ N` , ϕ(j; n) âûïîëíåíî, è êîðòåæ n′ = 〈n′1, . . . , n′`〉 ∈ N`

óäîâëåòâîðÿåò sni ⊂ sn′i äëÿ i = 1, . . . , `, è

lh sn′1 = · · · = lh sn′` = m′ ≥ m = lh sn1
= · · · = lh sn` ,

òî è ϕ(j; n′) èìååò ìåñòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñëó÷àÿ îãðàíè÷åííûõ ôîðìóë, äîñòàòî÷�
íî äîêàçàòü, ÷òî ϕ(j; sextn1

, . . . , sextn` ) âëå÷åò ϕ(j; sextn′1
, . . . , sextn′`

) � ïðè

óñëîâèè, ÷òî m ≥ ϕ̂(j1, . . . , jk; sextn1
, . . . , sextn` ). Îäíàêî sextn′i

� m =

sextni �m = sni äëÿ âñåõ i, òàê ÷òî ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ëåììû 4.10.2.
À ñëó÷àé Σ0

1 -ôîðìóë ëåãêî ñâîäèòñÿ ê óæå ðàññìîòðåííîìó.

Òåïåðü äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîëåçíàÿ òåîðåìà, ðàñêðûâàþ�
ùàÿ ñóòü äàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë. Çàìåòèì, ÷òî ïåðåìåí�
íûå ai òèïà 1 âõîäÿò â ïðàâûå ÷àñòè ñîîòíîøåíèé (1) è (2) òåîðåìû
òîëüêî ÷åðåç òåðìû âèäà gn (ai �m).

Òåîðåìà 4.10.5. Åñëè ϕ(j; a) := ϕ(j1, . . . , jk; a1, . . . , a`) � îãðà�
íè÷åííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëà, òî ýêâèâàëåíòíîñòü

ϕ(j; a) ⇐⇒ ϕ(j; gn (a1 �m), . . . , gn (a` �m)) (1)

èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ j ∈ Nk , a ∈ (NN)` , è m ≥ ϕ̂(j; a).
Åñëè æå ϕ(j; a) ÿâëÿåòñÿ Σ0

1 -ôîðìóëîé, òî ýêâèâàëåíòíîñòü

ϕ(j; a) ⇐⇒ ∃mϕ(j; gn (a1 �m), . . . , gn (a` �m)) (2)

èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ j ∈ Nk è a ∈ (NN)` .



96 Ãëàâà 4. Äåñêðèïòèâíàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü j ∈ Nk è a ∈ (NN)` . Äëÿ ñëó÷àÿ îãðàíè�
÷åííîé ôîðìóëû ϕ, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå m ≥ ϕ̂(j; a),
è ïîëîæèì ni = gn (ai �m) è bi = sextni äëÿ i = 1, . . . , `, è ïóñòü
n = 〈n1, . . . , n`〉 è b = 〈b1, . . . , b`〉. Òîãäà a ��m = b ��m, ïîýòîìó

ϕ(j; a)⇐⇒ ϕ(j; b) è ϕ̂(j; a) = ϕ̂(j; b).

ïî ëåììå 4.10.2. Áîëåå òîãî, lh sn1 = · · · = lh sn` = m ≥ ϕ̂(j; a) =
ϕ̂(j; b), òàê ÷òî ϕ(j; b)⇐⇒ ϕ(j; n). Îòñþäà è ñëåäóåò ðåçóëüòàò.

Äëÿ ñëó÷àÿ Σ0
1 -ôîðìóëû ϕ := ∃ j′ ψ(j′, j; a), ãäå ψ � îãðàíè÷åí�

íàÿ ôîðìóëà, ïî îïðåäåëåíèþ ϕ(j; n) := ∃ j′ < lh (sn1
) ψ(j′, j; n).

Åñëè ϕ(j; a) âûïîëíåíî, òî ìû èìååì ψ(j′, j; a) äëÿ íåêîòîðîãî j′ ∈
N. Ïóñòü m = 1 + max{j′, ψ̂(j′, j; a)}. Òîãäà, ïî óæå äîêàçàííîìó,
ìû ïîëó÷èì ψ(j′, j,n), ãäå n = 〈n1, . . . , n`〉 è ni = gn (ai �m) äëÿ
i = 1, . . . , `, òàê ÷òî ϕ(j; n) èìååò ìåñòî. Îáðàòíî, åñëè m ∈ N,
ni = gn (ai �m) äëÿ i = 1, . . . , `, n = 〈n1, . . . , n`〉, è ϕ(j; n) âûïîë�
íåíî, òî ìû èìååì ψ(j′, j; n) äëÿ íåêîòîðîãî j′ < lh (sn1

), à ïîòîìó
è ψ(j′, j,a) ïî óæå äîêàçàííîìó, òàê ÷òî ϕ(j; a) èìååò ìåñòî.

Èñòîðè÷åñêèå è áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ

Ïðè÷èíîé ïðåäïî÷òåíèÿ ïðîñòðàíñòâà NN (â ÷àñòíîñòè, ïåðåä âåùå�
ñòâåííîé ïðÿìîé R) ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûå òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà NN, â
÷àñòíîñòè, íóëüìåðíîñòü (ñì. êîììåíòàðèé 2 â [29, ñ. 725]), íî ãëàâíûì
îáðàçîì òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ñòðóêòóðà NN äîïóñêàåò èñïîëüçîâàíèå
ïðîñòîãî ÿçûêà àíàëèòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ îïèñàíèÿ òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ
è èõ ñâîéñòâ (ñì. �4.5), ÷ò�î ïîçâîëÿåò ÷ðåçâû÷àéíî óïðîñòèòü òåõíè÷å�
ñêóþ ñòîðîíó èçëîæåíèÿ. Â òî æå âðåìÿ, ïðîñòðàíñòâî NN ìàëî ócòóïàåò
âåùåñòâåííîé ïðÿìîé â ïëàíå ãåîìåòðè÷åñêîé íàãëÿäíîñòè, ïîñêîëüêó îíî
èçîìîðôíî ¾áýðîâñêîé ïðÿìîé¿, ò. å. ìíîæåñòâó âñåõ èððàöèîíàëüíûõ ÷è�
ñåë I ⊆ R ÷åðåç èçâåñòíîå ñîîòâåòñòâèå x 7→ 1 |

| x(0)+1
+ 1 |
| x(1)+1

+ 1 |
| x(2)+1

+· · · ,
x ∈ NN, èñïîëüçóþùåå öåïíûå äðîáè, èëè ÷åðåç áîëåå ïðÿìîå ïîñòðîåíèå,
óêàçàííîå â êíèãå [1, c. 155]. ¾Áýðîâñêàÿ ïðÿìàÿ¿ I ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
îñíîâíàÿ îáëàñòü, íàïðèìåð, â ëóçèíñêèõ ¾Ëåêöèÿõ¿ [135].

Ïðîåêòèâíûå ìíîæåñòâà ââåäåíû Í.Í. Ëóçèíûì (ñì. [129]) êàê ¾ïðî-
åêòèâíûå ìíîæåñòâà Ëåáåãà¿, îäíàêî ññûëêà íà Ëåáåãà çäåñü íå ñîîòâåò�
ñòâóåò èñòîðèè âîïðîñà; îá ýòîì ñì. ïîäðîáíåå â ñòàòüå [52, � 3.1].

Ýôôåêòèâíûå âàðèàíòû èåðàðõèé êëàññè÷åñêîé äåñêðèïòèâíîé òåî�
ðèè âîñõîäÿò ê ðàáîòàì Êëèíè ïî òåîðèè ðåêóðñèè íà÷àëà è ñåðåäèíû
1950õ ãîäîâ. Íàãëÿäíî ñâÿçü îáîèõ ïîäõîäîâ áûëà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà â
ðàáîòàõ Àääèñîíà [59, 60], ãäå òàêæå áûëè ïðåäñòàâëåíû äîêàçàòåëüñòâà
ýôôåêòèâíûõ âàðèàíòîâ íåêîòîðûõ êëàññè÷åñêèõ òåîðåì.



Ãëàâà 5

Ïåðâûé ïðîåêòèâíûé

óðîâåíü, ÷àñòü 1:

îñíîâíûå ñòðóêòóðû

Ïåðâûé óðîâåíü ïðîåêòèâíîé èåðàðõèè îáðàçîâàí êëàññàìè Σ1
1 , Π

1
1 ,

∆1
1 è ñîîòâåòñòâóþùèìè ýôôåêòèâíûìè êëàññàìè, Σ1

1 , Π
1
1 , ∆

1
1 , à

òàêæå èõ ïàðàìåòðèçîâàííûìè âàðèàíòàìè Σ1
1(~a) , Π1

1 (~a) , ∆1
1(~a), ãäå

~a � êîðòåæ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà NN . Ýòîò óðîâåíü óñïåøíî èññëåäó�
åòñÿ â äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ ñ ñàìîãî åå íà÷àëà. Â öåëîì
ïåðâîìó ïðîåêòèâíîìó óðîâíþ ïîñâÿùåíà çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü íàøåé
ïðåäûäóùåé ìîíîãðàôèè [19].

Íàñòîÿùàÿ ãëàâà èçëàãàåò íåêîòîðûå ãëàâíûå îïðåäåëåíèÿ, ðå�
çóëüòàòû è òåõíè÷åñêèå ìåòîäû â ýòîé îáëàñòè, íåîáõîäèìûå äëÿ
ïîíèìàíèÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ, � õîòÿ äåòàëè äîêàçàòåëüñòâ
áóäóò îáû÷íî îïóñêàòüñÿ, ñî ññûëêîé íà ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçäåëû
êíèãè [19]. Â òî æå âðåìÿ, ìû áóäåì îáðàùàòü îñîáîå âíèìàíèå íà
òå ìîìåíòû, êîòîðûå íå èìåëè áîëüøîãî çíà÷åíèÿ â êîíòåêñòå òå�
ìàòèêè [19], íî êîòîðûå âåñüìà âàæíû â ñâÿçè ñ àáñîëþòíîñòüþ è
äðóãèìè ìåòàìàòåìàòè÷åñêèìè àñïåêòàìè, êîòîðûå áóäóò ïðåäñòàâ�
ëåíû â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ.

Â êîíöå ãëàâû ðàññìàòðèâàþòñÿ áîëåå ñïåöèàëüíûå âîïðîñû, â
÷àñòíîñòè, êîäèðîâêà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ òî÷êàìè áýðîâñêîãî ïðî�
ñòðàíñòâà, à òàêæå òåîðåìû àáñîëþòíîñòè. Â ýòîì ðàçäåëå ìû îò÷à�
ñòè âûéäåì íà âòîðîé ïðîåêòèâíûé óðîâåíü.
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�5.1 A-ìíîæåñòâà

Ìû íà÷íåì ñ ðåçóëüòàòà, äàþùåãî àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå
ïðîåêòèâíûõ êëàññîâ Σ1

1 è Π1
1 êàê êëàññà A-ìíîæåñòâ è êëàññà

CA-ìíîæåñòâ ñîîòâåòñòâåííî.
Íàïîìíèì, ÷òî ñóñëèíñêîé ñèñòåìîé íàçûâàåòñÿ ëþáîå èíäåêñè�

ðîâàííîå ñåìåéñòâî F = 〈Fs〉s∈N<ω ìíîæåñòâ Fs � îáû÷íî ìíîæåñòâ
äàííîãî ïîëüñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñóñëèíñêàÿ ñèñòåìà F ìíîæåñòâ
Fs ðåãóëÿðíà, åñëè îíà ìîíîòîííà (ò. å. Fs∧n ⊆ Fs äëÿ âñåõ s è
n), èçìåëü÷àþùàÿñÿ (ò. å. äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ NN äèàìåòðû ìíî�
æåñòâ Fa�n ñòðåìÿòñÿ ê 0), è íåèñ÷åçàþùàÿ (ò. å. äëÿ êàæäîé òî÷êè
a ∈ NN ïåðåñå÷åíèå

⋂
m∈N Fa�m íåïóñòî). Ðåçóëüòàòîì A-îïåðàöèè

íàä ñóñëèíñêîé ñèñòåìîé F = 〈Fs〉s∈N<ω îáúÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

A[F] = A · 〈Fs〉s∈N<ω =
⋃
a∈NN

⋂
m∈N Fa�m .

Çäåñü ïî îïðåäåëåíèþ a �m = 〈a(0), a(1), . . . , a(n − 1)〉 åñòü êîðòåæ
èç m íà÷àëüíûõ ÷ëåíîâ áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a ∈ NN .

A-ìíîæåñòâîì â äàííîì ïîëüñêîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ëþ�
áîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì A-îïåðàöèè ê êà�
êîé-òî ñóñëèíñêîé ñèñòåìå çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ìíîæåñòâà, äîïîëíèòåëüíûå ê A-ìíîæåñòâàì â äàííîì ïðîñòðàí�
ñòâå, ò. å. äîïîëíåíèÿ A-ìíîæåñòâ, íàçûâàþòñÿ CA-ìíîæåñòâàìè.

Òåîðåìà 5.1.1 (3.2.2, 3.2.4, 3.3.2, 7.4.1 â [19]). Â ëþáîì ïîëüñêîì
ïðîñòðàíñòâå X ñëåäóþùèå êëàññû ìíîæåñòâ (i) � (v) ñîâïàäàþò:

(i) êëàññ âñåõ A-ìíîæåñòâ;

(ii) êëàññ âñåõ Σ1
1-ìíîæåñòâ;

(iii) êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèìåíåíè�
åì A-îïåðàöèè ê êàêîé-òî ðåãóëÿðíîé ñóñëèíñêîé ñèñòåìå
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ â X ;

(iv) êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèìåíåíè�
åì A-îïåðàöèè ê êàêîé-òî ñóñëèíñêîé ñèñòåìå F = 〈Fs〉s∈N<ω
áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ â X ;

(v) åñëè X � áýðîâñêîå ïðîèçâåäåíèå, òî êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ,
êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðèìåíåíèåì A-îïåðàöèè ê êàêîé-òî ñóñ�
ëèíñêîé ñèñòåìå îòêðûòî-çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ â X.

Eñëè æå X � áýðîâñêîå ïðîèçâåäåíèå, è p ∈ NN , òî ñëåäóþùèå
êëàññû ìíîæåñòâ (vi), (vii) ñîâïàäàþò:

(vi) êëàññ âñåõ Σ1
1(p)-ìíîæåñòâ;
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(vii) êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ, ïîëó÷àåìûõ ïðèìåíåíèåì A-îïåðàöèè
ê êàêîé-òî ðåãóëÿðíîé ñóñëèíñêîé ñèñòåìå F = 〈Fs〉s∈N<ω , êî�
òîðàÿ ñàìà èìååò êëàññ ∆0

1(p) â òîì ñìûñëå, ÷òî ìíîæåñòâî
PF = {〈s, x〉 : s ∈ N<ω ∧ x ∈ Fs} ïðèíàäëåæèò ∆0

1(p).

Äîêàçàòåëüñòâî (ýñêèç, ñì. ïîäðîáíåå â [19], ãäå ðåçóëüòàò â îò�
íîøåíèè (vii) íå ñòîëü òî÷åí). ×òîáû âûâåñòè âêëþ÷åíèå (iv) ⊆ (ii),
çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî X = A[F] ðàâíî ïðîåêöèè, ò. å. íåïðåðûâíî�
ìó îáðàçó, ìíîæåñòâà

P = {〈x, a〉 ∈ X× NN : ∀m (x ∈ Fa�m)}.

Îäíàêî P � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî, èáî P =
⋂
m

⋃
lh s=m Fs × [s],

ãäå [s] = {x ∈ NN : s ⊂ x}, ñëåäîâàòåëüíî, è Σ1
1-ìíîæåñòâî ïî òåîðå�

ìå 4.3.3, òàê ÷òî åãî ïðîåêöèÿ ïðèíàäëåæèò òîìó æå êëàññó Σ1
1 ïî

òîé æå òåîðåìå. Â ¾ýôôåêòèâíîì¿ âàðèàíòå òîãî æå óòâåðæäåíèÿ,
ò. å. êîãäà äîêàçûâàåòñÿ (vii) ⊆ (vi), òî æå ñàìîå ìíîæåñòâî

P = {〈x, a〉 : ∀m (x ∈ Fa�m)} = {〈x, a〉 : ∀m (〈gn (a �m), x〉 ∈ PF)}

ïðèíàäëåæèò êëàññó Π0
1 (p), òàê ÷òî X ïðèíàäëåæèò Σ1

1(p).
Âûâîä ñîîòíîøåíèÿ (ii) ⊆ (v) ìû ïðîâåäåì äëÿ ïðîñòðàíñòâà

NN . (Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî áýðîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ àíàëîãè÷åí.)
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå Σ1

1-ìíîæåñòâî X ⊆ NN. Ñîãëàñíî ïðåäëî�
æåíèþ 4.5.2, X åñòü Σ1

1(p) äëÿ íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà p ∈ NN, ò. å.
X îïðåäåëèìî Σ1

1 -ôîðìóëîé ñ ïàðàìåòðîì p. Äðóãèìè ñëîâàìè, íàé�
äåòñÿ òàêàÿ Π0

1 -ôîðìóëà ϕ(x, y, z), ÷òî X = {x ∈ NN : ∃ y ϕ(x, y, p)}.
Îòñþäà, ïî òåîðåìå 4.10.5 (â äâîéñòâåííîé ôîðìå), íàéäåòñÿ îãðàíè�
÷åííàÿ ôîðìóëà ϕ(i, j, k), äëÿ êîòîðîé

X = {x ∈ NN : ∃ y ∀mϕ(gn (x �m), gn (y �m), gn (p �m))} . (1)

Òåïåðü ïîëîæèì Fs = {x ∈ NN : ϕ(gn (x �m), s, gn (p �m))} äëÿ êàæ�
äîãî êîðòåæà s ∈ N<ω , ãäå m = lh s. Ìíîæåñòâà Fs , î÷åâèäíî, îò�
êðûòî-çàìêíóòû, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (1) ñëåäóåò, ÷òî X = A[F],
ãäå F = 〈Fs〉s∈N<ω . ×òîáû ïîëó÷èòü åùå è ðåãóëÿðíîñòü, ïåðåîïðåäå�
ëÿåì F ′s =

⋂
t⊆s Ft .

Â ¾ýôôåêòèâíîì¿ âàðèàíòå, ò. å. êîãäà äîêàçûâàåòñÿ âêëþ÷åíèå
(vi) ⊆ (vii), ìû ñðàçó íà÷èíàåì ñ Σ1

1(p)-ìíîæåñòâà X è Π0
1 -ôîðìóëû

ϕ òàêèõ, êàê âûøå. Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà F èìååò
êëàññ ∆0

1(p) â ñìûñëå (vii), ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé èç ï. 4.8 íå
âûçûâàåò çàòðóäíåíèé.

Îïðåäåëåíèå 5.1.2. Ïóñòü F = 〈Fs〉s∈N<ω � ñóñëèíñêàÿ ñèñòåìà
ìíîæåñòâ Fs íåêîòîðîãî ïîëüñêîãî ïðîñòðàíñòâà X. Êàæäîé òî÷êå
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x ∈ X ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñå÷åíèå F x = {s ∈ N<ω : x ∈ Fs}, è îòîáðàæå�
íèå x 7→ F x èç X â P(N<ω) íàçûâàåòñÿ àññîöèèðîâàííûì îòîáðà�
æåíèåì äëÿ ñèñòåìû F.

Ïîíÿòíî, ÷òî Fs = {x ∈ X : s ∈ F x}, òàê ÷òî ñóñëèíñêèå ñèñòåìû
è àññîöèèðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì
ñîîòâåòñòâèè. Ïðè ýòîì 1) íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò
ñèñòåìàì îòêðûòî-çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ Fs , è 2) ðåãóëÿðíûå ñèñòå�
ìû ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ, êîãäà êàæäîå ìíîæåñòâî F x ÿâëÿåòñÿ äå�
ðåâîì â N<ω . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî A = A[F] òîæäåñòâåííî
ìíîæåñòâó âñåõ òàêèõ òî÷åê x ∈ X, ÷òî ñå÷åíèå F x ⊆ N<ω öåëèêîì
ñîäåðæèò íåêîòîðóþ âåòâü, ò. å. ìíîæåñòâî âèäà {a �m :m ∈ N}, ãäå
a ∈ NN . Ýòî çàñòàâëÿåò íàñ óäåëèòü âíèìàíèå äåðåâüÿì â N<ω .

�5.2 Äåðåâüÿ è ðàíãè

Íàïîìíèì, ÷òî 2<ω $ N<ω � ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé íàòóðàëü�
íûõ ÷èñåë; ïðè ýòîì lh s åñòü äëèíà s ∈ N<ω. Åñëè s ∈ N<ω è n ∈ N
òî s∧n ∈ N<ω ïîëó÷àåòñÿ ïðèñîåäèíåíèåì n ê s â êà÷åñòâå ñàìîãî
ïðàâîãî ÷ëåíà. Çàïèñü s ⊂ t îçíà÷àåò, ÷òî êîðòåæ t � ñîáñòâåííîå
ïðîäîëæåíèå êîðòåæà s. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî T ⊆ N<ω íàçûâàåòñÿ
äåðåâîì, åñëè t ∈ T âûïîëíåíî âñÿêèé ðàç êîãäà s ∈ T , t ∈ N<ω ,
t ⊂ s. Êàæäîå íåïóñòîå äåðåâî ñîäåðæèò ïóñòîé êîðòåæ Λ.

Îïðåäåëåíèå 5.2.1. Îáîçíà÷èì Tree ìíîæåñòâî âñåõ äåðåâüåâ
T ⊆ N<ω . Åñëè s ∈ T ∈ Tree, òî s íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé äåðåâà T.

Âåðøèíà s ∈ T íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ôóíäèðîâàííîñòè äåðåâà T ,
åñëè T íå èìååò áåñêîíå÷íûõ âåòâåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç s, ò. å. íåò
òàêèõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a ∈ NN , ÷òî s ⊂ a è a �
m ∈ T äëÿ âñåõ m. Ìíîæåñòâî Twf âñåõ òàêèõ âåðøèí íàçûâàåòñÿ
îáëàñòüþ ôóíäèðîâàííîñòè äåðåâà T . Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè s, t ∈ T è
s ⊆ t, òî èç s ∈ Twf ñëåäóåò t ∈ Twf .

Äåðåâî T ⊆ N<ω íàçûâàåòñÿ ôóíäèðîâàííûì, åñëè T = Twf , ò. å.
âñå s ∈ T ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ôóíäèðîâàííîñòè.

Ýêâèâàëåíòíî, äåðåâî T ⊆ N<ω ôóíäèðîâàíî, åñëè è òîëüêî åñëè
ìíîæåñòâî [[T ]] = {x ∈ NN : ∀m (x �m ∈ T )} � ïóñòîå. Äàëåå, âåð�
øèíà s ∈ T ïðèíàäëåæèò Twf , åñëè è òîëüêî åñëè îáðåçàííîå äåðåâî
T �s = {t ∈ N<ω : s∧t ∈ T} ôóíäèðîâàíî. Çàìåòèì, ÷òî T = T �Λ .

Óïðàæíåíèå 5.2.2. Äîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå 4, îáðàòíîå ê ⊆
(ò. å. s 4 t, åñëè t ⊆ s) ôóíäèðîâàíî íà Twf â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ
�1.5. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äåðåâî T ⊆ N<ω ôóíäèðîâàíî â ñìûñëå
îïðåäåëåíèÿ 5.2.1, åñëè è òîëüêî åñëè îòíîøåíèå 4 ôóíäèðîâàíî íà
T â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ �1.5.
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Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.5.3, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîé âåðøèíå s ∈ Twf
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñîïîñòàâëÿåòñÿ îðäèíàë |s|T < ω1 , íàçûâàå�
ìûé ðàíãîì âåðøèíû s â äåðåâå T , òàê, ÷òî |s|T = supt∈T, s⊂t(|t|T+1)
äëÿ âñåõ s ∈ Twf . Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå óäîá�
íîì âèäå, êàê ñîåäèíåíèå ñëåäóþùèõ äâóõ ñâîéñòâ:

(1) åñëè s ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó MaxT âñåõ êîíöåâûõ, ò. å. ⊂-
ìàêñèìàëüíûõ âåðøèí äåðåâà T , òî |s|T = 0;

(2) åñëè s ∈ Twf r MaxT òî |s|T = sups∧k∈T (|s∧k|T + 1).1

Ìû äîïîëíèòåëüíî îïðåäåëÿåì

(3) åñëè s ∈ T r Twf , òî |s|T = ∞, ãäå ñèìâîë áåñêîíå÷íîñòè ∞
ïîíèìàåòñÿ êàê ñïåöèàëüíîå çíà÷åíèå, áîëüøåå, ÷åì ëþáîé îð�
äèíàë, è ñèìâîëèçèðóþùåå íåôóíäèðîâàííîñòü;2

(4) |T | = |Λ|T (ðàíã ñàìîãî äåðåâà T ).

Ëåììà 5.2.3. Ïóñòü T ∈ Tree. Òîãäà

(i) åñëè s ∈ T òî |s|T = |T �s| � â ÷àñòíîñòè, |Λ|T = |T | ;

(ii) åñëè u ∈ Twf , òî |u|T = {|v|T : u ⊂ v ∈ T} ;

(iii) åñëè äåðåâî T ôóíäèðîâàíî òî |T | = {|s|T : s ∈ T, s 6= Λ},
ò. å. äðóãèìè ñëîâàìè êî âñÿêîìó îðäèíàëó ξ < |T | íàéäåòñÿ
âåðøèíà s ∈ T, s 6= Λ, äëÿ êîòîðîé |s|T = |T �s| = ξ .

Äîêàçàòåëüñòâî (ýñêèç). (i) Åñëè s 6∈ Twf òî ïî îïðåäåëåíèþ
|s|T = |T �s| = ∞, ïîýòîìó ïðåäïîëàãàåì, ÷òî s ∈ Twf . Äîêàçûâàåì
òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé ïî |s|T . Åñëè |s|T = 0 òî s ∈ MaxT , è
òîãäà T �s = {Λ}, òàê ÷òî è |T �s| = 0. Ïóñòü òåïåðü s 6∈ MaxT . Òîãäà

|s|T = sup
s∧k∈T

(|s∧k|T + 1) = sup
s∧k∈T

(|T �s∧k|+ 1) = sup
〈k〉∈T �s

(|〈k〉|T �s + 1) ,

ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, òàê ÷òî |s|T = |Λ|T �s = |T �s|.
(ii) Äîêàçûâàåì òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé ïî |u|T . Åñëè |u|T = 0

òî u � êîíöåâàÿ âåðøèíà äåðåâà T , òàê ÷òî â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåí�
ñòâà èç (ii) ñòîèò 0 = ∅. Ïóñòü |u|T > 0. Åñëè u ⊂ v ∈ T , òî ìû
èìååì u∧k ⊆ v äëÿ êàêîãî-òî k , èìåííî, k = v(lhu), òàê ÷òî ïî
èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ |u∧k|T ≥ |v|T . Îäíàêî |u∧k|T < |u|T
ïî îïðåäåëåíèþ (2), òàê ÷òî |v|T < |u|T . Îáðàòíî, ïóñòü ξ < |u|T ;

1 Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî sup ïóñòîãî ìíîæåñòâà ðàâåí 0, òî ðàâåíñòâî èç (2) ñòà�
íîâèòñÿ òðèâèàëüíî ñïðàâåäëèâûì è ïðè s ∈ MaxT .

2 Åñëè òåïåðü ìû ïðèìåì, ÷òî ∞+ 1 =∞, òî ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî â ñíîñêå 1
ðàâåíñòâî èç (2) áóäåò èìåòü ìåñòî äëÿ âñåõ s ∈ T , â òîì ÷èñëå ïðè s 6∈ Twf .
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òðåáóåòñÿ íàéòè êîðòåæ v ∈ T , äëÿ êîòîðîãî u ⊂ v è |v|T = ξ . Ïî
îïðåäåëåíèþ (2) íàéäåòñÿ êîðòåæ âèäà u∧k ∈ T (k ∈ N), äëÿ êîòî�
ðîãî ξ ≤ |T |u∧k . Åñëè íà ñàìîì äåëå ξ = |T |u∧k , òî ïðîñòî áåðåì
v = u∧k . Åñëè æå ξ < |T |u∧k ñòðîãî, òî ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëî�
æåíèþ èìååòñÿ êîðòåæ v ∈ T , äëÿ êîòîðîãî u∧k ⊂ v è |v|T = ξ . Íî
òîãäà è u ⊂ v , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Íàêîíåö, (iii) ñëåäóåò èç (ii) ïðè u = Λ.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ìû èìååì |T | = ∞ äëÿ ëþáîãî íåôóíäèðîâàí�
íîãî äåðåâà T , ÷òî íå ó÷èòûâàåò îñîáåííîñòè åãî ôóíäèðîâàííîé
÷àñòè Twf . Ïîýòîìó îïðåäåëÿåì

(5) |T |CB = sups∈Twfr{Λ}(|s|T + 1), ðàíã ïî Êàíòîðó � Áåíäèêñîíó .

Â ëþáîì ñëó÷àå ìû èìååì |T |CB < ω1 .

Óïðàæíåíèå 5.2.4. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå.
(1) |T |CB = |T | äëÿ ëþáîãî ôóíäèðîâàííîãî äåðåâà T . (Èìåííî

äëÿ ýòîãî êîðòåæ Λ óäàëåí â (5) èç îáëàñòè ñóììèðîâàíèÿ !)
(2) Åñëè Twf = ∅ ëèáî T = Twf = {Λ} òî |T |CB = 0.

Îïðåäåëåíèå 5.2.5. Îáîçíà÷èì ÷åðåçWFT è IFT = TreerWFT
ìíîæåñòâà3 âñåõ ôóíäèðîâàííûõ, è ñîîòâåòñòâåííî íåôóíäèðîâàí�
íûõ, äåðåâüåâ T ∈ Tree. Åñëè ξ < ω1 , òî îïðåäåëÿåì

WFTξ = {T ∈WFT : |T | = ξ} è IFTξ = {T ∈ IFT : |T |CB = ξ} ,

è äàëåå WFT<ξ =
⋃
η<ξWFTη , è IFT<ξ =

⋃
η<ξ IFTη .

Ëåììà 5.2.6. Åñëè ξ < ω1 òî WFTξ 6= ∅ è IFTξ 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ìíîæåñòâ WFTξ ðàññóæäàåì èíäóêöèåé
ïî ξ . Åñëè ξ = 0, òî äåðåâî T = {Λ} ïî îïðåäåëåíèþ ïðèíàäëå�
æèò ìíîæåñòâó WFT0 . Ïóñòü òåïåðü 0 < ξ < ω1 . Ïî èíäóêòèâíîìó
ïðåäïîëîæåíèþ, äëÿ êàæäîãî η < ξ èìååòñÿ äåðåâî T (η) ∈ WFTη .
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ïåðå÷èñëåíèå ξ = {η : η < ξ} = {ηn : n ∈ N}
ìíîæåñòâà âñåõ ìåíüøèõ îðäèíàëîâ. Òîãäà

T (ξ) = {Λ} ∪ {n∧s : n ∈ N ∧ s ∈ T (ηn)} ∈WFTξ , è

T ′(ξ) = {Λ} ∪ {0n : n ∈ N} ∪ {(n+ 1)∧s : s ∈ T (ηn)} ∈ IFTξ ,

ãäå 0n � êîðòåæ èç n íóëåé.

Ñâåðõ èõ ðîëè â òåîðèè A-ìíîæåñòâ è CA-ìíîæåñòâ (î ÷åì ñì.
ñëåäóþùèé ïàðàãðàô), ìíîæåñòâà WFT è WFTξ ñèñòåìàòè÷åñêè èñ�
ïîëüçóþòñÿ â äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ äëÿ êîäèðîâêè ñ÷åò�
íûõ îðäèíàëîâ, ò. å. åñëè ξ < ω1 , òî ëþáîå äåðåâî T ∈WFTξ ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê êîä îðäèíàëà ξ .

3 WFT è IFT � îò well-founded tree è ill-founded tree.
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�5.3 Êîíñòèòóàíòû

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ââîäèò ðàçëîæåíèå íà êîíñòèòóàíòû
äëÿ Σ1

1-ìíîæåñòâ è Π1
1-ìíîæåñòâ, îñîáåííî âàæíîå êàê òåõíè÷åñêîå

ñðåäñòâî èçó÷åíèÿ ñòðóêòóðû êëàññà Π1
1 .

Îïðåäåëåíèå 5.3.1. Ïóñòü X � ïîëüñêîå ïðîñòðàíñòâî, à áîðå�
ëåâñêèå ìíîæåñòâà Fs ⊆ X (s ∈ N<ω ) îáðàçóþò ðåãóëÿðíóþ ñóñëèí�
ñêóþ ñèñòåìó F = 〈Fs〉s∈N<ω . Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî

A = A[F] =
⋃
a∈NN

⋂
m∈N Fa�m

� êëàññà Σ1
1 ñîãëàñíî òåîðåìå 5.1.1, ïî èäóùåé èç êëàññè÷åñêîé äå�

ñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ òðàäèöèè íàçûâàåìîå âíóòðåííèì, è
äîïîëíèòåëüíîå Π1

1-ìíîæåñòâî C = C[F] = XrA, íàçûâàåìîå âíåø�
íèì. Èç-çà ðåãóëÿðíîñòè êàæäîå ñå÷åíèå F x = {s ∈ N<ω : x ∈ Fs},
ãäå x ∈ X, � äåðåâî â N<ω , è ïðè ýòîì ÿñíî, ÷òî

A = {x ∈ X : F x ∈ IFT} è C = {x ∈ X : F x ∈WFT}.

Äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà ξ < ω1 , ïîëîæèì

Cξ = Cξ[F] = {x ∈ X : äåðåâî F x ôóíäèðîâàíî è |F x| = ξ} ;

Aξ = Aξ[F] = {x ∈ X : F x íå ôóíäèðîâàíî è |F x|CB = ξ} .

Ýòè ìíîæåñòâà Aξ è Cξ íàçûâàþòñÿ êîíñòèòóàíòàìè ñîîòâåòñòâåí�
íî Σ1

1-ìíîæåñòâà A = A[F] è Π1
1-ìíîæåñòâà C = C[F]. Ïîíÿòíî, ÷òî

C =
⋃
ξ<ω1

Cξ è êîíñòèòóàíòû Cξ ïîïàðíî äèçúþíêòíû, è ñîîòâåò�
ñòâåííî A =

⋃
ξ<ω1

Aξ è êîíñòèòóàíòû Aξ ïîïàðíî äèçúþíêòíû.
Êîíñòèòóàíòû Aξ íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè, à Cξ � âíåøíèìè.

Òàêæå îïðåäåëÿþòñÿ àïïðîêñèìàöèè

C<ξ = C<ξ[F] =
⋃
η<ξ Cη è A<ξ = A<ξ[F] =

⋃
η<ξ Aη

ìíîæåñòâ C = C[F] è A = A[F] ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 5.2.5, åñëè ïðîàíàëèçèðîâàòü åãî ñ ýòîé òî÷êè çðå�
íèÿ, äîñòàâëÿåò õîðîøèé ïðèìåð ðàçëîæåíèÿ íà êîíñòèòóàíòû.

Ïðèìåð 5.3.2. Â ïîëüñêîì ïðîñòðàíñòâå P(N<ω), ìíîæåñòâî
Tree âñåõ äåðåâüåâ çàìêíóòî, à ïîòîìó ñàìî ÿâëÿåòñÿ ïîëüñêèì ïðî�
ñòðàíñòâîì. Ìíîæåñòâà Fs = {T ∈ Tree : s ∈ T} (s ∈ N<ω ) îòêðûòî�
çàìêíóòû â Tree, è ñå÷åíèÿ FT = {s ∈ N<ω : T ∈ Fs} óäîâëåòâîðÿ�
þò ðàâåíñòâó FT = T . Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî C =
C[F] ⊆ Tree (ãäå F = 〈Fs〉s∈N<ω ) òîæäåñòâåííî ìíîæåñòâó WFT
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âñåõ ôóíäèðîâàííûõ äåðåâüåâ, à ìíîæåñòâî A = A[F] = Treer C �
ìíîæåñòâó IFT âñåõ íåôóíäèðîâàííûõ äåðåâüåâ.

Êàæäàÿ æå èç êîíñòèòóàíò Aξ (ñîîòâåòñòâåííî Cξ ) â ýòîì ñëó÷àå
òîæäåñòâåííà ìíîæåñòâó IFTξ (ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâó WFTξ )
èç îïðåäåëåíèÿ 5.2.5. Òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ àïïðîêñèìàöèé.

Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà êîíñòèòóàíò è àïïðîêñèìàöèé.

Òåîðåìà 5.3.3 (ëåììà 4.3.4 â [19]). Â óñëîâèÿõ îïðåäåëåíèÿ 5.3.1
âñå ìíîæåñòâà Aξ , Cξ ÿâëÿþòñÿ áîðåëåâñêèìè. Â ÷àñòíîñòè, ìíî�
æåñòâà IFTξ è WFTξ èç îïðåäåëåíèÿ 5.2.5 � áîðåëåâñêèå.

Òåîðåìà 5.3.4 (îãðàíè÷åíèå èíäåêñîâ, òåîðåìà 4.4.1 â [19]). Â
óñëîâèÿõ îïðåäåëåíèÿ 5.3.1, äëÿ ëþáîãî Σ1

1-ìíîæåñòâà Y ⊆ C èìå�
åòñÿ òàêîé îðäèíàë λ < ω1 , ÷òî Y ⊆ C<λ =

⋃
ξ<λ Cξ .

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî C ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêèì, åñëè è
òîëüêî åñëè C = C<λ äëÿ íåêîòîðîãî îðäèíàëà λ < ω1 , ò. å. âñå
êîíñòèòóàíòû Cξ , ξ ≥ λ, ïóñòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåçóëüòàò èçëîæåí â êíèãå [19] äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà ñóñëèíñêàÿ ñèñòåìà F â îïðåäåëåíèè 5.3.1 îáðàçîâàíà çàìêíó�
òûìè ìíîæåñòâàìè. Îäíàêî ðåçóëüòàò ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ðåãóëÿð�
íûå ñóñëèíñêèå ñèñòåìû F = 〈Fs〉s∈N<ω ïðîèçâîëüíûõ áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ Fs . Èìåííî, â îáîçíà÷åíèÿõ 5.3.1, îòîáðàæåíèå x 7→ F x

èç X â P(N<ω) � áîðåëåâñêîå, òàê êàê åãî ãðàôèê P = {〈x, F x〉 :
x ∈ X} óäîâëåòâîðÿåò P =

⋂
s∈N<ω Ps , ãäå êàæäîå ìíîæåñòâî

Ps = {〈x, T 〉 ∈ X× Tree : s ∈ T ⇐⇒ x ∈ Fs}

� áîðåëåâñêîå èç-çà áîðåëåâîñòè ìíîæåñòâ Fs . Çíà÷èò, ìíîæåñòâî
Y ′ = {F x : x ∈ Y } óäîâëåòâîðÿåò Y ′ ⊆ WFT è èìååò êëàññ Σ1

1 ñî�
ãëàñíî òåîðåìå 4.3.3 êàê áîðåëåâñêèé ïðîîáðàç Σ1

1-ìíîæåñòâà IFT.
Íî ñóñëèíñêàÿ ñèñòåìà ïðèìåðà 5.3.2 îáðàçîâàíà îòêðûòî-çàìêíó�

òûìè ìíîæåñòâàìè, òàê ÷òî ìîæíî ïðèìåíèòü ðåçóëüòàò â ÷àñòíîé
ôîðìå. Ýòî ïðèíîñèò îðäèíàë λ < ω1 , äëÿ êîòîðîãî Y ′ ⊆ WFT<λ .
Íî òîãäà è Y ⊆ C<λ , òàê êàê Cξ = {x : F x ∈WFTξ}.

Ñëåäñòâèå 5.3.5 (òåîðåìà Ñóñëèíà, 4.4.5 â [19]). Åñëè X � ïîëü�
ñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî Bor(X) = ∆1

1[X].

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò ðóòèííî èñïîëüçîâàòü ∆1
1 äëÿ îáîçíà�

÷åíèÿ êëàññà âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ â ïîëüñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ
(èëè â òîì ïîëüñêîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå ðàññìàòðèâàåòñÿ).

Ñëåäñòâèå 5.3.6 (13.1.1 â [19]). Ëþáîå ìíîæåñòâî êëàññà Σ1
1 ,

Π1
1 , èëè Σ1

2 â ïîëüñêîì ïðîñòðàíñòâå åñòü îáúåäèíåíèå áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ â ÷èñëå íå áîëåå ℵ1 .
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è íåêîòîðûõ äðóãèõ ìíîæåñòâ

Ïîíÿòíî, ÷òî ìíîæåñòâà, ââåäåííûå îïðåäåëåíèåì 5.2.5, ðàñïîëî�
æåíû â ïðîñòðàíñòâå P(N<ω), êîòîðîå, íå ÿâëÿÿñü áýðîâñêèìè ïðî�
èçâåäåíèåì â óçêîì ñìûñëå �4.2, îòíåñåíî ê îáîáùåííûì áýðîâñêèì
ïðîèçâåäåíèÿì â îïðåäåëåíèè 4.6.2. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îöåíèâàåò
êëàññ ýòèõ ìíîæåñòâ � ñì. îá ýòîì â ��4.6 è 4.7.

Òåîðåìà 5.4.1. (i) Ìíîæåñòâî Tree âñåõ äåðåâüåâ T ⊆ N<ω

ïðèíàäëåæèò êëàññó Π0
1 (â ïðîñòðàíñòâå P(N<ω)), è èìååòñÿ

êàíîíè÷åñêàÿ 4 Π0
1 -ôîðìóëà tree(T ) ðàñøèðåííîãî ÿçûêà èç �4.6,

îïðåäåëÿþùàÿ Tree, ò. å. tree(T )⇐⇒ T ∈ Tree äëÿ âñåõ T ⊆ N<ω .

(ii) Ìíîæåñòâî IFT è ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà

L = {〈S, T 〉 ∈ Tree× Tree : |S| ≤ |T |} ,
M = {〈S, T 〉 ∈ Tree× Tree : T ∈ IFT ∨ |S| < |T |} ,

ïðèíàäëåæàò êëàññó Σ1
1 , è èìåþòñÿ êàíîíè÷åñêèå Σ1

1 -ôîðìóëû
ðàñøèðåííîãî ÿçûêà, ñîîòâåòñòâåííî, ift(T ) , ϕL(S, T ) , ϕM (S, T ),
îïðåäåëÿþùèå ýòè ìíîæåñòâà â òîì æå ñìûñëå, ÷òî è â (i). 5

(iii) Ìíîæåñòâà WFT, {〈S, t〉 : S ∈ Tree ∧ t ∈ Swf}, à òàêæå

L< = {〈S, T 〉 ∈WFT×WFT : |S| < |T |} , è
L≤ = {〈S, T 〉 ∈WFT×WFT : |S| ≤ |T |} ,

ïðèíàäëåæàò êëàññó Π1
1 , è èìåþòñÿ êàíîíè÷åñêèå Π1

1 -ôîðìóëû,
ñîîòâåòñòâåííî, wft(T ) , ϕwf(S, t) , ϕ<(S, T ) , ϕ≤(S, T ), îïðåäåëÿþ�
ùèå ýòè ìíîæåñòâà â òîì æå ñìûñëå, ÷òî è âûøå, ò. å. íàïðèìåð
t ∈ Swf ⇐⇒ ϕwf(S, t) äëÿ âñåõ S ∈P(N<ω) è t ∈ N<ω .

4 Êàê ïðàâèëî, äîêàçûâàÿ ïðèíàäëåæíîñòü òîãî èëè èíîãî òî÷å÷íîãî ìíîæå�
ñòâà X ê îïðåäåëåííîìó ïðîåêòèâíîìó èëè ýôôåêòèâíîìó êëàññó (â äàííîì
ñëó÷àå Π0

1 ), ìû âñåãäà ìîæåì ïîëó÷èòü, õîòÿ áû â ïðèíöèïå, íåêîòîðóþ êîí�
êðåòíóþ ôîðìóëó ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ýòî ìíîæåñòâî
X (ò. å. â äàííîì ñëó÷àå Π0

1 -ôîðìóëó). Òàêèå êîíêðåòíûå ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ
êàíîíè÷åñêèìè. Âîîáùå ãîâîðÿ, ëîãè÷åñêèì îñíîâàì òåîðèè ìíîæåñòâ íå ïðî�
òèâîðå÷èò òî, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ïðèíàäëåæíîñòè íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà X ê
îïðåäåëåííîìó êëàññó íå ïðèíîñèò äàæå â ïðèíöèïå íèêàêîé êîíêðåòíîé îïðåäå�
ëÿþùåé ôîðìóëû. Èìåííî ïîýòîìó ìû â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áóäåì ïîä÷åðêèâàòü
ñóùåñòâîâàíèå êàíîíè÷åñêèõ ôîðìóë.

5 Íåðàâåíñòâî |S| ≤ |T | â îïðåäåëåíèè L îçíà÷àåò, ÷òî èìååò ìåñòî îäíî
èç äâóõ: ëèáî (1) T ∈ IFT à S ∈ Tree � ëþáîå äåðåâî, ëèáî (2) S, T ∈ WFT

è |S| ≤ |T |. Ñîîòâåòñòâåííî, ñîîòíîøåíèå T ∈ IFT ∨ |S| < |T | â îïðåäåëåíèè
ìíîæåñòâà M îçíà÷àåò, ÷òî ëèáî (1) êàê âûøå, ëèáî (2′) S, T ∈WFT è |S| < |T |.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ýñêèç). (i) Èñïîëüçóÿ îãðàíè÷åííûå ôîðìóëû
èç ïðèìåðà 4.6.5 äëÿ s ⊂ t è s ⊂ x, ìû ââîäèì Π0

1 -ôîðìóëó

tree(T ) := ∀ s ∀ t (s ⊂ t ∧ t ∈ T =⇒ s ∈ T ) ,

âûðàæàþùóþ òî, ÷òî ìíîæåñòâî T ⊆ N<ω ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Òåïåðü
îïðåäåëèì wft(T ) êàê ôîðìóëó

∀ b ∈ NN
(
tree(T ) ∧ ∃ s (s 6∈ T ∧ s ⊂ b)

)
.

Ïîíÿòíî, ÷òî wft(T ) ⇐⇒ T ∈ WFT. Äàëåå, âñÿ ïîäôîðìóëà
(
. . .
)

ïîä êâàíòîðîì ∀ b � àðèôìåòè÷åñêàÿ, ïîýòîìó âñÿ wft ÿâëÿåòñÿ
ïðàêòè÷åñêè Π1

1 -ôîðìóëîé â ñìûñëå ïðàâèëà 4.8.3. Â êà÷åñòâå æå
êàíîíè÷åñêîé Σ1

1 -ôîðìóëû ift(T ) äëÿ ìíîæåñòâà IFT ìîæíî âçÿòü

∃ b ∈ NN
(
tree(T ) ∧ ∀ s (s ⊂ b =⇒ s ∈ T

)
.

Î ðåçóëüòàòå äëÿ ìíîæåñòâ IFT , L, M èç (ii), è î ñîîòâåòñòâóþ�
ùèõ êàíîíè÷åñêèõ ôîðìóëàõ ñì. òåîðåìó 7.2.1 â êíèãå [19].

Âûâîä (iii) íà áàçå (ii) äîâîëüíî ïðîñò. Ñíà÷àëà áåðåì wft(T ) :=
¬ ift(T ) è ññûëàåìñÿ íà ïðàâèëî 4.8.5. Äàëåå, t ∈ Swf ðàâíîñèëüíî
S�t ∈WFT, ò. å. ôîðìóëå wft(S�t), êîòîðóþ çàïèñûâàåì â âèäå

∀U (U = S�t =⇒ wft(U)), (1)

ãäå ïîäôîðìóëà U = S�t � àðèôìåòè÷åñêàÿ, ñì. ïðèìåð 4.6.5. Ïîñëå
ýòîãî ìû îòíîñèì ôîðìóëó (1) ê òèïó Π1

1 íà îñíîâå ïðàâèë èç �4.8.
Íàêîíåö, êàñàòåëüíî ìíîæåñòâ L< è L≤ , ìû áåðåì ôîðìóëû

ϕ<(S, T ) := wft(S) ∧ wft(T ) ∧ ¬ ϕL(S, T ) ,

ϕ≤(S, T ) := wft(S) ∧ wft(T ) ∧ ¬ ϕM (S, T ) ,

ãäå ϕL è ϕM � ôîðìóëû èç (ii).

Óïðàæíåíèå 5.4.2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ôîðìóë

ε(S, T ) := ϕL(S, T ) ∧ ϕL(T, S) (òèïà Σ1
1),

ε′(S, T ) := ϕ≤(S, T ) ∧ ϕ≤(T, S) (òèïà Π1
1 ),

îïðåäåëåííûõ íà áàçå ôîðìóë òåîðåìû 5.4.1, âûïîëíåëî ñëåäóþùåå:
åñëè S , T ∈ Tree, òî

ε(S, T ) ⇐⇒ S, T ∈ IFT ∨ (S, T ∈WFT ∧ |T | = |S|);
ε′(S, T ) ⇐⇒ S, T ∈WFT ∧ |T | = |S|.



� 5.4. Ýôôåêòèâíàÿ îïðåäåëèìîñòü êîíñòèòóàíò 107

Ðåçóëüòàò î áîðåëåâîñòè, ò. å. êëàññå ∆1
1 êîíñòèòóàíò (òåîðåìà

5.3.3) óòî÷íÿåòñÿ ñëåäóþùåé âàæíîé ¾ýôôåêòèâíîé¿ òåîðåìîé.

Òåîðåìà 5.4.3 (òåîðåìà 7.4.1 â [19]). Äîïóñòèì, ÷òî p ∈ NN ,
à F = 〈Fs〉s∈N<ω ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ñóñëèíñêîé ñèñòåìîé ìíî�
æåñòâ íåêîòîðîãî áýðîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ X � êëàññà ∆1

1(p) â
òîì ñìûñëå, ÷òî èìåþòñÿ Σ1

1 -ôîðìóëà ΦF(s, x) è Π1
1 -ôîðìóëà

ΨF(s, x), îáå ñ åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì p, îïðåäåëÿþùèå ìíî�
æåñòâî PF = {〈s, x〉 : s ∈ N<ω ∧ x ∈ Fs}, òàê ÷òî

PF = {〈s, x〉 ∈ N<ω × NN : ΦF(s, x)} = {〈s, x〉 ∈ N<ω × NN : ΨF(s, x)} .

Òîãäà íàéäóòñÿ çàâèñÿùèå òîëüêî îò ΦF,ΨF êàíîíè÷åñêèå Σ1
1 -

ôîðìóëû σF(x), σF(T, x), σ′F(T, x), è Π1
1 -ôîðìóëû πF(x), πF(T, x),

π′F(T, x), âñå ñ åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì p, è òàêèå, ÷òî äëÿ ëþ�
áûõ x ∈ X, ξ < ω1 , è äåðåâà T ∈WFTξ âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ:

(i) x ∈ C[F] ⇐⇒ πF(x) è x ∈ A[F] ⇐⇒ σF(x) ;

(ii) x ∈ Cξ[F] ⇐⇒ σF(T, x) ⇐⇒ πF(T, x) ;

(iii) x ∈ Aξ[F] ⇐⇒ σ′F(T, x) ⇐⇒ π′F(T, x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî X = NN ; ñëó÷àé ïðîèç�
âîëüíîãî íåñ÷åòíîãî áýðîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ îòëè÷àåòñÿ ëèøü áîëü�
øåé ãðîìîçäêîñòüþ. Ïîëîæèì TF(x) = {s : 〈s, x〉 ∈ PF} äëÿ x ∈ NN .

(i) Åñëè x ∈ NN òî èç-çà ðåãóëÿðíîñòè ñèñòåìû F ìíîæåñòâî
TF(x) � äåðåâî â N<ω , è ïî îïðåäåëåíèþ x ∈ C[F] ðàâíîñèëüíî
TF(x) ∈WFT. Ñîîòíîøåíèå TF(x) ∈WFT ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∀a ∈ NN ∃ s ∈ N<ω (s ⊂ a ∧ s 6∈ TF(x)). (1)

Çàìåíèâ çäåñü s 6∈ TF(x) íà 〈s, x〉 6∈ PF , è ýòî âûðàæåíèå � íà
¬ Φ(s, x), à îòíîøåíèå s ⊂ a � ôîðìóëîé ïðèìåðà 4.6.5, à çàòåì
âîñïîëüçîâàâøèñü ïðàâèëàìè èç �4.8, ìû íàõîäèì, ÷òî (1) ÿâëÿåòñÿ
ïðàêòè÷åñêè Π1

1 -ôîðìóëîé � åå (à òî÷íåå, ðåçóëüòàò åå ïðèâåäåíèÿ
ê Π1

1 -âèäó) áåðåì â ðîëè πF(x), à åå îòðèöàíèå � â ðîëè σF(x).
(ii) Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó óïðàæíåíèÿ 5.4.2, åñëè ξ < ω1 è T ∈

WFTξ , à x ∈ NN ïðîèçâîëüíî, òî

x ∈ Cξ[F] ⇐⇒ Cξ[F] ∈WFTξ ⇐⇒ ε(T, TF(x)) ⇐⇒ ε′(TF(x), T ).

Îäíàêî, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà 4.8.6 è 4.8.4, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
ε(T, S) ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè Σ1

1 -ôîðìóëîé. Â ñàìîì äåëå, ÷òîáû
ýëèìèíèðîâàòü âñòàâêó TF(x), ïåðåïèøåì ε(T, TF(x)) â âèäå

∃S
(
S = TF(x) ∧ ε(T, S)

)
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à çàòåì çàìåíèì ðàâåíñòâî S = TF(x) ïðàêòè÷åñêè Σ1
1 -ôîðìóëîé

∀ t ∈ N<ω
(
(Ψ(t, x) =⇒ t ∈ S) ∧ (t ∈ S =⇒ Φ(t, x))

)
.6

Èòàê, â êà÷åñòâå σF(T, x) ìîæíî âçÿòü ôîðìóëó ε(T, TF(x)).

Ôîðìóëà æå πF(T, x) òåì æå ñïîñîáîì èçâëåêàåòñÿ èç ïðàêòè÷å�
ñêè Π1

1 -ôîðìóëû ε′(TF(x), T ), êîòîðóþ ñëåäóåò ïåðåïèñàòü â âèäå

∀S
(
S = TF(x) =⇒ ε′(T, S)

)
.

(iii) Çäåñü âûâîä áàçèðóåòñÿ íà ñëåäóþùåì ôàêòå, íåñëîæíîå äî�
êàçàòåëüñòâî êîòîðîãî ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.

(∗) Åñëè ξ < ω1 , T ∈ WFTξ , à S ⊆ N<ω � ïðîèçâîëüíîå äåðåâî,
òî S ∈ IFTξ , åñëè è òîëüêî åñëè S 6∈WFTξ è

∀ v ∈ T r {Λ} ∃u ∈ S (|v|T = |u|S) ∧
∧ ∀u ∈ S

(
|T | ≤ |u|S ∨ ∃ v ∈ T r {Λ} (|v|T = |u|S)

) } . (2)

Îáîçíà÷èì ôîðìóëó (2) ÷åðåç Γ(S, T ). Äëÿ îöåíêè åå ñëîæíîñòè íàì
ïîòðåáóþòñÿ ôîðìóëû

χ(u, S, T ) := u ∈ S ∧ ϕL(T, S�u) ,

χ′(u, S, T ) := u ∈ S ∧ ¬ ϕM (S�u, T ) ,

ψ(u, S, v, T ) := u ∈ S ∧ v ∈ T ∧ ε(S�u, T �v) ,
ψ′(u, S, v, T ) := u ∈ S ∧ v ∈ T ∧ ε′(S�u, T �v) ,

ãäå ε è ε′ � ôîðìóëû èç óïðàæíåíèÿ 5.4.2. Îòìåòèì, ÷òî ψ è χ
ÿâëÿþòñÿ ïðàêòè÷åñêè Σ1

1 -ôîðìóëàìè à ψ′ è χ′ � ñîîòâåòñòâåííî,
ïðàêòè÷åñêè Π1

1 -ôîðìóëàìè: âñòàâêè S�u è T �v ýëèìèíèðóþòñÿ êàê
óêàçàíî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.4.1, âûâîä (iii) èç (ii). È ïðè ýòîì
äëÿ ëþáûõ äåðåâüåâ T ∈WFT è S è ëþáûõ u ∈ S è v ∈ T :

χ(u, S, T ) ⇐⇒ χ′(u, S, T ) ⇐⇒ |T | ≤ |u|S ;

ψ(u, S, v, T ) ⇐⇒ ψ′(u, S, v, T ) ⇐⇒ |u|S = |v|T .

}
(3)

Ïîýòîìó â óêàçàííîì ñëó÷àå ôîðìóëà Γ(S, T ) ýêâèâàëåíòíà ëþáîé
èç ñëåäóþùèõ äâóõ ôîðìóë:

6 Çàìåòüòå, ÷òî äëÿ çàïèñè ðàâåíñòâà S = TF(x) Σ1
1 -ôîðìóëîé íóæíû îáå

ôîðìóëû, ΦF (òèïà Σ1
1 ) è ΨF (òèïà Π1

1 ), îïðåäåëÿþùèå îäíî è òî æå ìíîæåñòâî
PF ; êàæäàÿ èç íèõ â îòäåëüíîñòè è ñàìà ïî ñåáå èñêîìîãî ðåçóëüòàòà íå äàñò.
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γ(S, T ) := ∀ v ∈ T r {Λ} ∃u ∈ S ψ(u, S, v, T ) ∧
∧ ∀u ∈ S

(
χ(u, S, T ) ∨ ∃ v ∈ T r {Λ} ψ(u, S, v, T )

)
;

γ′(S, T ) := ∀ v ∈ T r {Λ} ∃u ∈ S ψ′(u, S, v, T ) ∧
∧ ∀u ∈ S

(
χ′(u, S, T ) ∨ ∃ v ∈ T r {Λ} ψ′(u, S, v, T )

)
;

ïåðâàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè Σ1
1 -ôîðìóëîé ñîãëàñíî ïðà�

âèëàì �4.8, à âòîðàÿ � ïðàêòè÷åñêè Π1
1 -ôîðìóëîé. Ýòî ïîçâîëÿåò

íàì âçÿòü â êà÷åñòâå σ′F(T, x) ôîðìóëó ¬ πF(T, x) ∧ γ(TF(x), T ), à â
êà÷åñòâå π′F(T, x) ôîðìóëó ¬σF(T, x)∧γ′(TF(x), T ), â êîòîðûõ TF(x)
ýëèìèíèðóåòñÿ êàê óêàçàíî âûøå.

�5.5 Ðåøåòà

Èíîé ïîäõîä ê ìíîæåñòâàì ïåðâîãî ïðîåêòèâíîãî óðîâíÿ â êëàññè÷å�
ñêîé äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ áûë ñâÿçàí ñ ðåøåòàìè. Ãëàâíûé ìî�
ìåíò çäåñü ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìíîæåñòâî N<ω âñåõ êîðòåæåé íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, âìåñòî ïîðÿäêà ïî ïðîäîëæåíèþ ⊂, îñíàùàåòñÿ ïîðÿäêîì Ëóçèíà
� Ñåðïèíñêîãî <ëñ , êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ íà N<ω òàê, ÷òî s <ëñ t, êîãäà

− ëèáî íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî i < min{lh s, lh t}, ÷òî s(i) < t(i), íî
s � i = t � i,

− ëèáî êîðòåæ s � ñîáñòâåííîå ïðîäîëæåíèå êîðòåæà t.

Ïóñòîé êîðòåæ Λ � <ëñ-íàèáîëüøèé ýëåìåíò â N<ω, à óáðàâ åãî, ìû
ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî N<ω r {Λ}, ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå îòíîøåíèåì <ëñ

ïîäîáíî ìíîæåñòâó ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 5.5.1. Äåðåâî T ⊆ N<ω ôóíäèðîâàíî, åñëè è òîëüêî
åñëè T r {Λ} âïîëíå óïîðÿäî÷åíî ïîðÿäêîì <ëñ .

Ýòî çàìå÷àíèå ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 5.5.2. Ðåøåòîì äëÿ äàííîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâà�
åòñÿ ëþáîå ñåìåéñòâî R = 〈Rs〉s∈N<ω áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ Rs ⊆ X, èí�
äåêñèðîâàííîå êîðòåæàìè s ∈ N<ω, è óäîâëåòâîðÿþùåå RΛ = ∅. Â ýòîì
ñëó÷àå êàæäîé òî÷êå x ∈ X ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñå÷åíèå

Rx = {s ∈ N<ω : x ∈ Rs} ⊆ N
<ω r {Λ}.

Îíî ìîæåò áûòü, à ìîæåò è íå áûòü âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì â ñìûñëå
ïîðÿäêà <ëñ , ò. å. âñ¼ ïðîñòðàíñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ìíîæåñòâà:

âíåøíåå : C = C[R] = {x ∈ X :Rx âïîëíå <ëñ-óïîðÿäî÷åíî};
âíóòðåííåå : A = A[R] = {x ∈ X :Rx íå âïîëíå óïîðÿäî÷åíî};

êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ðàçáèâàþòñÿ íà êîíñòèòóàíòû

Cξ = Cξ[R] = {x ∈ C :Rx èìååò ïîðÿäêîâûé òèï ξ â <ëñ} ,
Aξ = Aξ[R] = {x ∈ A : íàèáîëüøèé âïîëíå óïîðÿäî÷åííûé

íà÷àëüíûé ñåãìåíò Rx èìååò òèï ξ â <ëñ} ,
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ãäå ξ < ω1 , òàê ÷òî C =
⋃
ξ<ω1

Cξ è A =
⋃
ξ<ω1

Aξ . Êîíñòèòóàíòû Aξ
ïðèíÿòî íàçûâàòü âíóòðåííèìè, à êîíñòèòóàíòû Cξ � âíåøíèìè.

Îïðåäåëÿþòñÿ è àïïðîêñèìàöèè C<ξ = C<ξ[R] =
⋃
η<ξ Cη ìíîæåñòâà

C = C[R] è àíàëîãè÷íî A<ξ = A<ξ[R].

Åñëè F = 〈Fs〉s∈N<ω � ðåãóëÿðíàÿ ñóñëèíñêàÿ ñèñòåìà áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ ïîëüñêîãî ïðîñòðàíñòâà X, òî, ïîëîæèâ Rs = Fs äëÿ âñåõ s ∈
N<ω r {Λ}, è RΛ = ∅, ìû ïîëó÷èì ðåøåòî R = 〈Rs〉s∈N<ω . Ïðè ýòîì
C[R] = C[F] ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5.5.1, ò. å. âíåøíèå ìíîæåñòâà ñóñëèí�
ñêîé ñèñòåìû F è ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåòà R ñîâïàäàþò, è ñîîòâåòñòâåí�
íî ñîâïàäàþò è âíóòðåííèå ìíîæåñòâà, ò. å. A[R] = A[F]. Êîíñòèòóàíòû,
îäíàêî, íå ñîâïàäàþò, ïîñêîëüêó â óñëîâèÿõ 5.5.1 ðàíã äåðåâà T íå îáÿçà�
òåëüíî ðàâåí ïîðÿäêîâîìó òèïó ìíîæåñòâà T r {Λ} â ñìûñëå <ëñ . Òåì íå
ìåíåå, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, î êîòîðîé ñì. â [19, � 4.6].

Òåîðåìà 5.5.3. Åñëè R � ðåøåòî èç áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ïîëüñêî�
ãî ïðîñòðàíñòâà X, òî êîíñòèòóàíòû Aξ è Cξ � áîðåëåâñêèå ìíîæå�
ñòâà, ïðè÷åì âíåøíèå êîíñòèòóàíòû Cξ ïîä÷èíÿþòñÿ ïðèíöèïó îãðà�
íè÷åíèÿ êàê â òåîðåìå 5.3.4.

Ïðèìåð 5.5.4. Â ïîëüñêîì ïðîñòðàíñòâå P(N<ω r {Λ}) âñåõ ìíî�
æåñòâ U ⊆ N<ω r {Λ} (= ïðîèçâåäåíèå 2N

<ωr{Λ} ), ìíîæåñòâà

Rs = {U ⊆ N
<ω r {Λ} : s ∈ U} (äëÿ êàæäîãî s ∈ N<ω )

îòêðûòî-çàìêíóòû, à ñå÷åíèÿ RU = {s ∈ N<ω : U ∈ Rs} óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ RU = U . Ïîýòîìó CA-ìíîæåñòâî C = C[R], ïîðîæäàåìîå ðå�
øåòîì R = 〈Rs〉s∈N<ω , òîæäåñòâåííî ìíîæåñòâó WO âñåõ âïîëíå <ëñ-
óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ U ⊆ N<ω r {Λ}, à ñîîòâåòñòâóþùåå A-ìíîæå�
ñòâî A = P(N<ω r {Λ}) r C òîæäåñòâåííî ìíîæåñòâó IO âñåõ íå âïîëíå
<ëñ-óïîðÿäî÷åííûõ U ⊆ N<ω r {Λ}. Êàæäàÿ èç êîíñòèòóàíò Cξ ðàâíà
ìíîæåñòâó WOξ âñåõ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ U ⊆ N<ω r {Λ},
èìåþùèõ ïîðÿäêîâûé òèï otpU = ξ . Ïîýòîìó ìíîæåñòâà WOξ � áîðå�
ëåâñêèå ïî òåîðåìå 5.5.3.

Íà ñàìîì äåëå îáà òèïà ðàçëîæåíèé íà êîíñòèòóàíòû, ò. å. ÷åðåç ñóñ�
ëèíñêèå ñèñòåìû è ÷åðåç ðåøåòà, ñâîäÿòñÿ ê îäíîé îáùåé ñõåìå, î ÷åì
ñì. â êíèãå [19, � 4.6]. Ïðè ýòîì äëÿ ìíîæåñòâ è êîíñòèòóàíò îïðåäåëåíèé
5.5.2 è 5.5.4 èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ïîäîáíàÿ òåîðåìå 5.4.3. Åå
äîêàçàòåëüñòâî, â öåëîì áëèçêîå ê äîêàçàòåëüñòâó ïîñëåäíåé, îñòàâëÿåòñÿ
÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå äîâîëüíî òðóäîåìêîãî óïðàæíåíèÿ.

Òåîðåìà 5.5.5. Äîïóñòèì, ÷òî p ∈ NN , à R = 〈Rs〉s∈N<ω � ðåøåòî
èç ìíîæåñòâ áýðîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ X, êëàññà ∆1

1(p) â òîì ñìûñëå,
÷òî ìíîæåñòâî {〈s, x〉 : s ∈ N<ω ∧ x ∈ Rs} ïðèíàäëåæèò ∆1

1(p). Òîãäà
íàéäóòñÿ òàêèå Σ1

1 -ôîðìóëû σR(x), σR(S, x), σ′R(S, x), è Π1
1 -ôîðìóëû

πR(x), πR(S, x), π′R(S, x), âñå ñ åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì p, ÷òî äëÿ
ëþáûõ x ∈ X, ξ < ω1 , è ìíîæåñòâà S ∈WOξ âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ:
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(i) x ∈ C[R] ⇐⇒ πR(x) è x ∈ A[R] ⇐⇒ σR(x) ;

(ii) x ∈ Cξ[R] ⇐⇒ σR(S, x) ⇐⇒ πR(S, x) ;

(iii) x ∈ Aξ[R] ⇐⇒ σ′R(S, x) ⇐⇒ π′R(S, x).

�5.6 Óíèôîðìèçàöèÿ, ðåäóêöèÿ, îòäåëèìîñòü

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èçëîæèì íåñêîëüêî âàæíûõ òåîðåì êëàññè÷åñêîé
äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ, êîòîðûå, õîòÿ è íå îòíîñÿòñÿ íåïîñðåä�
ñòâåííî ê ãëàâíîé òåìå íàøåé êíèãè, íî ôèãóðèðóþò â íåêîòîðûõ äî�
êàçàòåëüñòâàõ. Ýòî òåîðåìû óíèôîðìèçàöèè, ðåäóêöèè, îòäåëèìîñòè, è
òåîðåìû î áîðåëåâñêèõ îáðàçàõ, îáúåäèíÿåìûå (òàêæå è âìåñòå ñ äðóãèìè
ïîäîáíûìè, îáû÷íî áîëåå ñëîæíûìè ðåçóëüòàòàìè) ïîä íàçâàíèåì: ñòðóê�
òóðíàÿ òåîðèÿ ïðîåêòèâíûõ êëàññîâ.

Ìû íà÷èíàåì ñ ïðèíöèïà óíèôîðìèçàöèè. Ïóñòü X , Y � ïðîèçâîëüíûå
(ñêàæåì, ïîëüñêèå) ïðîñòðàíñòâà. Åñëè P ⊆ X×Y òî ÷àñòî ïèøóò P (x, y)
âìåñòî 〈x, y〉 ∈ P. Ìíîæåñòâî

domP = {x : ∃y P (x, y)} ⊆ X

íàçûâàåòñÿ ïðîåêöèåé ìíîæåñòâà P (íà ïðîñòðàíñòâî X).
Ìíîæåñòâî P ⊆ X × Y íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íûì, èëè óíèôîðìíûì,

åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî y ∈ Y òàêîãî ÷òî
P (x, y); ýòî îçíà÷àåò, ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, ÷òî P � ãðàôèê ÷àñòè÷íîé ôóíê�
öèè X → Y. Åñëè P ⊆ Q ⊆ X × Y, P îäíîçíà÷íî, è domP = domQ, òî
ïèøóò, ÷òî ìíîæåñòâî P óíèôîðìèçóåò Q.

Ïîñòðîèòü, äëÿ äàííîãî Q ⊆ X× Y, óíèôîðìèçóþùåå ìíîæåñòâî P ⊆
Q � çíà÷èò âûáðàòü ïî òî÷êå yx â êàæäîì íåïóñòîì ñå÷åíèè (Q)x =
{y ∈ Y : 〈x, y〉 ∈ Q}, ãäå x ∈ X; ìíîæåñòâî P âñåõ ïàð âèäà 〈x, yx〉 è áóäåò
óíèôîðìèçóþùèì. Ïîýòîìó óíèôîðìèçóþùèå ìíîæåñòâà ñóùåñòâóþò ïî
àêñèîìå âûáîðà. Çàäà÷à, îäíàêî, ñòàíîâèòñÿ ìíîãî áîëåå ñëîæíîé, åñëè
òðåáóåòñÿ ¾ýôôåêòèâíûé¿ âûáîð, ò. å. íàïðèìåð ìû õîòèì, ÷òîáû óíè�
ôîðìèçóþùåå ìíîæåñòâî P ïðèíàäëåæàëî îïðåäåëåííîìó ïðîåêòèâíîìó
êëàññó. Ïðèíöèïîì Óíèôîðìèçàöèè, èëè ïðîñòî Óíèôîðìèçàöèåé, äëÿ
äàííîãî êëàññà òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ Γ íàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî
ëþáîå ìíîæåñòâî Q èç Γ â ïðîèçâåäåíèè X×Y äâóõ ïîëüñêèõ ïðîñòðàíñòâ
ìîæíî óíèôîðìèçîâàòü ìíîæåñòâîì P ⊆ Q òîãî æå êëàññà Γ.

Òåîðåìà 5.6.1 (ñì. 8.4.1, 8.5.1, 8.5.4 â [19]). Ïðèíöèï Óíèôîðìèçàöèè

âûïîëíåí äëÿ êëàññà Π1
1 , ò. å. êàæäîå Π1

1-ìíîæåñòâî P â ïðîèçâåäåíèè
äâóõ ïîëüñêèõ ïðîñòðàíñòâ X×Y ìîæíî óíèôîðìèçîâàòü ìíîæåñòâîì
òîãî æå êëàññà Π1

1 .
Ïðèíöèï Óíèôîðìèçàöèè äëÿ ëþáîãî êëàññà Π1

n âëå÷åò Óíèôîðìèçà�

öèþ è äëÿ êëàññà Σ1
n+1 ñëåäóþùåãî ïðîåêòèâíîãî óðîâíÿ, òàê ÷òî ïðèí�

öèï Óíèôîðìèçàöèè âûïîëíåí è äëÿ êëàññà Σ1
2 .

Íî ïðèíöèï Óíèôîðìèçàöèè íå èìååò ìåñòà äëÿ êëàññà Σ1
1 , è áîëåå

òîãî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Q ⊆ NN × {0, 1} êëàññà Π0
1 , íå óíèôîð�

ìèçóåìîå íèêàêèì Σ1
1-ìíîæåñòâîì. Ïðèíöèï Óíèôîðìèçàöèòàêæå íå

èìååò ìåñòà äëÿ êëàññà Π1
2 .
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Òåîðåìà ñîõðàíÿåò ñèëó è äëÿ ýôôåêòèâíûõ êëàññîâ òî÷å÷íûõ ìíî�
æåñòâ â áýðîâñêèõ ïðîèçâåäåíèÿõ (òàêæå è äëÿ áîëåå øèðîêîé êàòåãîðèè
ðåêóðñèâíî ïðåäñòàâèìûõ ïîëüñêèõ ïðîñòðàíñòâ), ò. å. Óíèôîðìèçàöèÿ
èìååò ìåñòî äëÿ êëàññîâ Π1

1 , Σ
1
2 , è âîîáùå êëàññîâ Π

1
1 (p) , Σ1

2(p) äëÿ ëþ�
áîãî ïàðàìåòðà p ∈ NN, íî íå äëÿ äâîéñòâåííûõ êëàññîâ Σ1

1 , Π
1
2 , Σ

1
1(p) ,

Π1
2 (p).

Ñ Óíèôîðìèçàöèåé òðàäèöèîííî ñâÿçûâàþòñÿ åùå äâà ñâîéñòâà êëàñ�
ñîâ òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå ôîðìóëèðóþòñÿ äëÿ äàííîãî (íàïðèìåð,
ïðîåêòèâíîãî) êëàññà Γ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ðåäóêöèÿ: ëþáóþ ïàðó ìíîæåñòâ X,Y èç Γ â ïîëüñêîì ïðîñòðàíñòâå X
äâóõ ìîæíî ðåäóöèðîâàòü, ò. å. ñóùåñòâóåò ïàðà ìíîæåñòâ X ′ ⊆ X
è Y ′ ⊆ Y òîãî æå êëàññà Γ, äëÿ êîòîðîé X ′ ∪ Y ′ = X ∪ Y .

Îòäåëèìîñòü: ëþáóþ ïàðó äèçúþíêòíûõ ìíîæåñòâ X,Y èç Γ â ïîëüñêîì
ïðîñòðàíñòâå X äâóõ ìîæíî îòäåëèòü ìíîæåñòâîì ñèììåòðè÷íîãî
êëàññà Γ∩{Γ, ò. å. ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî Z ⊆ X, ïðèíàäëåæà�
ùåå êëàññó Γ âìåñòå ñî ñâîèì äîïîëíåíèåì X r Z , ÷òî X ⊆ Z , íî
Y ∪ Z = ∅ (îòäåëÿþùåå ìíîæåñòâî).

Êàê Ðåäóêöèÿ òàê è Îòäåëèìîñòü (â îòëè÷èå îò Óíèôîðìèçàöèè!) âûïîë�
íåíû äëÿ ñèììåòðè÷íûõ êëàññîâ ∆i

n è ∆i
n . Íàïðèìåð, äëÿ ïðîâåðêè Ðå�

äóêöèè, ïðîñòî áåðåì X ′ = X è Y ′ = Y r X . Ïîýòîìó îáà ïðèíöèïà
ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî äëÿ Σ- è Π-êëàññîâ. Çäåñü èìååò ìåñòî:

Òåîðåìà 5.6.2 (ñì. [19, ãë. 8]). Äëÿ ëþáîãî ïðîåêòèâíîãî êëàññà Σ1
n

èëè Π1
n , Óíèôîðìèçàöèÿ âëå÷åò Ðåäóêöèþ äëÿ òîãî æå êëàññà, à ïî�

ñëåäíÿÿ � Îòäåëèìîñòü äëÿ äâîéñòâåííîãî êëàññà, ñîîòâåòñòâåííî, Π1
n

èëè Σ1
n . Ïîýòîìó è âñëåäñòâèå òåîðåìû 5.6.1, Ðåäóêöèÿ âûïîëíåíà äëÿ

êëàññîâ Π1
1 è Σ1

2 , à Îòäåëèìîñòü � äëÿ äâîéñòâåííûõ êëàññîâ Σ1
1 è Π1

2 .
Â òî æå âðåìÿ, Ðåäóêöèÿ è Óíèôîðìèçàöèÿ íå âûïîëíåíû äëÿ êëàñ�

ñîâ Σ1
1 è Π1

2 , à Îòäåëèìîñòü íå âûïîëíåíà äëÿ êëàññîâ Π1
1 è Σ1

2 .

Äîêàçàòåëüñòâî (ïîëîæèòåëüíàÿ ÷àñòü). ×òîáû ðåäóöèðîâàòü ïàðó
ìíîæåñòâ X,Y óíèôîðìèçóåì ìíîæåñòâî (X × {0}) ∪ (Y × {1}). ×òîáû
îòäåëèòü äèçúþíêòíûå ìíîæåñòâà X,Y ðåäóöèðóåì èõ äîïîëíåíèÿ.

Ïîäîáíî òåîðåìå 5.6.1, ýòà òåîðåìà âåðíà äëÿ ýôôåêòèâíûõ êëàññîâ.
Ëþáîïûòíûé ôåíîìåí ñîñòîèò â òîì, ÷òî çàêîíû Óíèôîðìèçàöèè, Ðå�

äóêöèè, Îòäåëèìîñòè äëÿ âòîðîãî ïðîåêòèâíîãî óðîâíÿ îáðàùàþòñÿ ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì óðîâíåì èåðàðõèè. Â åãî îñíîâå ëåæèò ïåðåíîñ ñâîé�
ñòâà Óíèôîðìèçàöèè ñ ëþáîãî êëàññà Π1

n íà Σ1
n+1 . Ïðè îïðåäåëåííûõ

óñëîâèÿõ èìååò ìåñòî è äâîéñòâåííûé ïåðåíîñ Σ1
n → Π1

n+1 , ñì. �7.7.

Ïðèíöèïàì Óíèôîðìèçàöèè, Ðåäóêöèè è Îòäåëèìîñòè ðîäñòâåííà ñëå�
äóþùàÿ òåîðåìà Ëóçèíà îá îäíîçíà÷íûõ ∆1

1-îáðàçàõ, äîêàçàòåëüñòâî êî�
òîðîé ñì., íàïðèìåð, 2.6.2(iii) è 11.1.2 â êíèãå [19], à â îòíîøåíèè ðåçóëüòà�
òà (iv) � ó Êóðàòîâñêîãî [122, ñ. 458]. Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êîé êîíäåíñàöèè
ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ òî÷êà x ∈ X , âñÿêàÿ îêðåñòíîñòü êîòîðîé
ïåðåñåêàåò X ïî íåñ÷åòíîìó ìíîæåñòâó.
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Òåîðåìà 5.6.3. (i) Åñëè a ∈ NN , X ⊆ NN � ìíîæåñòâî êëàññà
∆1

1(a), è f : X → NN � âçàèìíî îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ êëàññà ∆1
1(a)

(êàê ìíîæåñòâî ïàð), òî ïîëíûé îáðàç Y = f [X] = {f(x) : x ∈ X}
åñòü ìíîæåñòâî êëàññà ∆1

1(a).

(ii) Â ÷àñòíîñòè, åñëè X ⊆ NN � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî (= êëàññ
∆1

1 ), è f : X → NN � âçàèìíî îäíîçíà÷íàÿ áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ,
òî îáðàç Y = f [X] åñòü áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî.

(iii) Îáðàòíî, åñëè Y ⊆ NN � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî, òî íàéäåòñÿ çà�
ìêíóòîå ìíîæåñòâî X ⊆ NN è âçàèìíî îäíîçíà÷íàÿ íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ f : X

íà−→ Y .

(iv) Åñëè æå ∅ 6= Y ⊆ NN � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî, êàæäàÿ òî÷�
êà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé êîíäåíñàöèè, òî íàéäåòñÿ âçàèìíî
îäíîçíà÷íàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : NN

íà−→ Y .

�5.7 Êîäèðîâêà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ

Ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà NN ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ êîäè�
ðîâêè ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñàìîé ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, õàðàê�
òåðèçóåìûõ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî îíè, íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ñîäåðæàò
ëèøü ñ÷åòíîå ÷èñëî áèòîâ èíôîðìàöèè. Â ÷àñòíîñòè, èìè ìîæíî
êîäèðîâàòü áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà.

5.7À Êîäèðîâêà ïðîñòûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ

Íàïîìíèì, ÷òî N<ω = {sn : n ∈ N} �ôèêñèðîâàííîå ðåêóðñèâíîå
ïåðå÷èñëåíèå âñåõ êîðòåæåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (áåç ïîâòîðåíèé),
ñì. îïðåäåëåíèå 4.2.1, è [s] = {a ∈ NN : s ⊂ a} (áýðîâñêèé èíòåðâàë)
äëÿ s ∈ N<ω . À åñëè a ∈ NN è n ∈ N, òî (a)n ∈ NN , ñì. 4.2.1(iv).

Îïðåäåëåíèå 5.7.1. Åñëè c ∈ NN , òî ïîëàãàåì:

G[c] =
⋃
c(n)=1[sn] ; F[c] = NN r G[c] ;

G�[c] =
⋂
n G[(c)n] ; F�[c] = NN r G�[c] =

⋃
n F[(c)n] .

Óïðàæíåíèå 5.7.2. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâà âèäà G[c], F[c],
G�[c], F�[c], ãäå c ∈ NN � ýòî, ñîîòâåòñòâåííî, âñå îòêðûòûå, çàìêíó�
òûå, Gδ , è Fσ ìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà NN .

Óïðàæíåíèå 5.7.3. Ïîäáåðèòå àðèôìåòè÷åñêèå ôîðìóëû, âû�
ðàæàþùèå îòíîøåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ê êîäèðóåìûì ìíîæåñòâàì,
ò. å. îòíîøåíèÿ x ∈ G[c] , x ∈ F[c] , x ∈ G�[c] , x ∈ F�[c] . Íàïðè�
ìåð, äëÿ x ∈ G[c] ïîäîéäåò ôîðìóëà ∃n (c(n) = 1 ∧ sn ⊂ x).



114 Ãëàâà 5. Ïåðâûé ïðîåêòèâíûé óðîâåíü, ÷àñòü 1

5.7Á Êîäèðîâêà âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ

Ðàçóìååòñÿ, ýòó êîäèðóþùóþ òåõíèêó ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà
êëàññû Σ0

3 , Π0
3 , Σ0

4 , Π0
4 , è ò. ä.. Íî êàê êîäèðîâàòü ïðîèçâîëüíûå áî�

ðåëåâñêèå ìíîæåñòâà? Îòâåò ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè.

Îïðåäåëåíèå 5.7.4. ×åðåç BC îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ
ïàð κ = 〈T, f〉, ÷òî T ⊆ N<ω � íåïóñòîå ôóíäèðîâàííîå äåðåâî, à

f : N<ω → N<ω . Òàêèì îáðàçîì, BC ⊆ P(N<ω) × (N<ω)N
<ω

. Ïàðû
κ = 〈T, f〉 ∈ BC íàçûâàþòñÿ áîðåëåâñêèìè êîäàìè.

Åñëè κ = 〈T, f〉 ∈ BC, òî çàäàäèì ìíîæåñòâî Bκ (s) = BTf (s) ⊆
NN äëÿ êàæäîé âåðøèíû s ∈ T èíäóêöèåé ïî ðàíãó |s|T :

(I) åñëè s ∈ MaxT (ò. å. s � êîíöåâàÿ âåðøèíà äåðåâà T ), òî ïî
îïðåäåëåíèþ f(s) ∈ N<ω � è åñëè ïðè ýòîì f(s) 6= Λ, òî
Bκ (s) = BTf (s) = [f(s)] = {a ∈ NN : f(s) ⊂ a} (áýðîâñêèé èí�

òåðâàë â NN), íî Bκ (s) = BTf (s) = ∅ ïðè f(s) = Λ;

(II) åñëè s ∈ TrMaxT , òî Bκ (s) = BTf (s) = NNr
⋃
s∧n∈T Bκ (s∧n).

Íàêîíåö, ïóñòü Bκ = BTf = Bκ (Λ), ãäå Λ � ïóñòîé êîðòåæ.

Ïîíÿòíî, ÷òî â ýòîì îïðåäåëåíèè èãðàþò ðîëü òîëüêî çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå MaxT âñåõ êîíöåâûõ âåðøèí äåðåâà T . Òåì
íå ìåíåå, ïî ôîðìàëüíûì ñîîáðàæåíèÿì, ìû õîòèì çäåñü ðàññìàò�
ðèâàòü èìåííî âñþäó îïðåäåëåííûå ôóíêöèè f : N<ω → N<ω .

Ñëåäóþùèé ïðèìåð èç [19], � 9.5 ïîêàçûâàåò, êàê ïîëó÷àòü áîðå�
ëåâñêèå êîäû áýðîâñêèõ èíòåðâàëîâ è áîëåå ñëîæíûõ ìíîæåñòâ.

Ïðèìåð 5.7.5. (1) Åñëè s ∈ N<ω òî ïóñòü κ[s] = 〈T, f〉, ãäå
T = {Λ} è f(Λ) = s (à çíà÷åíèÿ f(t) , t 6= Λ, ðîëè íå èãðàþò). Òîãäà
κ[s] ∈ BC è Bκ [s] = [s] = {a ∈ NN : s ⊂ a} (áýðîâñêèé èíòåðâàë) ïðè
s 6= Λ, íî Bκ [s] = ∅ ïðè s = Λ.

(2) Åñëè κ = 〈T, f〉 ∈ BC è |T | ≥ 1, òî N = {n ∈ N : 〈n〉 ∈ T} 6= ∅,
(〈n〉 � êîðòåæ ñ îäíèì ÷ëåíîì n). Ïîëîæèì

Tn = {t ∈ N<ω : n∧t ∈ T} è fn(t) = f(n∧t)

äëÿ n ∈ N . Òîãäà κn = 〈Tn, fn〉 ∈ BC, |Tn| = |〈n〉|T (ðàíã êîðòåæà
〈n〉 â T ), Bκn = Bκ (〈n〉) äëÿ âñåõ n, è Bκ = NN r

⋃
n∈N Bκn .

(3) Ïóñòü κn = 〈Tn, fn〉 , n ∈ N, ÿâëÿþòñÿ êîäàìè (èç BC) ìíî�
æåñòâ Xn = Bκn . Ïîëîæèì ∇n∈N κn = 〈T ′, f ′〉, ãäå

T ′ = {Λ} ∪ {n∧t : n ∈ N ∧ t ∈ Tn}
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è f ′(n∧t) = fn(t) äëÿ âñåõ n è t ∈ MaxTn . Òîãäà % = 〈T ′, f ′〉 ∈ BC
è B% = NN r

⋃
nBκn . Ýòà îïåðàöèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà è â

ñëó÷àå íåïîëíîé îáëàñòè èíäåêñîâ: åñëè u ⊆ N, òî ∇n∈u κn = %, ãäå

% = 〈T ′, f ′〉 ∈ BC , T ′ = {Λ} ∪ {n∧t : n ∈ u ∧ t ∈ Tn} ,

è f ′(n∧t) = fn(t) äëÿ âñåõ n ∈ u è t ∈ MaxTn . Â ýòîì ñëó÷àå ñíîâà
èìååì B% = NN r

⋃
n∈uBκn .

(4) Ïóñòü κ = 〈T, f〉 ∈ BC è X = Bκ . Ïîëîæèì ¬κ = ∇n∈N κn ,
ãäå κn = κ , ∀n; òîãäà (¬κ) ∈ BC è B¬κ = NN rBκ .

(5) Åñëè κn � êîäû èç BC, òî îïðåäåëèì êîäû∧
n∈u κn = ∇n∈u(¬κn) è

∨
n∈u κn = ¬(

∧
n∈u κn) ,

òàê ÷òî ïî ïðåäûäóùåìó B∧
n κn =

⋂
nBκn è B∨

n κn =
⋃
nBκn . Â

÷àñòíîñòè, äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ äàííûõ êîäîâ (ò. å. u = {1, 2}), êîäû

κ1 ∧ κ2 =
∧
n=1,2 κn è κ1 ∨ κ2 =

∨
n=1,2 κn

óäîâëåòâîðÿþò Bκ1∧κ2
= Bκ1

∩Bκ2
è Bκ1∨κ2

= Bκ1
∪Bκ2

. Òàêæå
îïðåäåëèì κ1 rκ2 = κ1 ∩ (¬κ2) � òîãäà Bκ1rκ2

= Bκ1
rBκ2

.

Óïðàæíåíèå 5.7.6. Ïóñòü c ∈ NN . Îïðåäåëèòå êîäû κc(G),
κc(F), κc(Gδ), κc(Fσ) èç BC äëÿ ìíîæåñòâ, ñîîòâåòñòâåííî, G[c],
F[c], G�[c], F�[c] îïðåäåëåíèÿ 5.7.1. Íàïðèìåð, ïîäîéäåò κc(F) =

∇n∈u %n , ãäå u = {n : c(n) = 1} è %n = κ[sn]. (Â èñêëþ÷èòåëüíîì
ñëó÷àå F[c] = ∅ ïîäîéäåò κc(F) = κ[Λ].)

Òàêèì îáðàçîì, êîäèðîâêà îïðåäåëåíèÿ 5.7.4 âêëþ÷àåò äîñòàòî÷�
íî åñòåñòâåííûì îáðàçîì áîëåå ïðîñòóþ êîäèðîâêó èç �5.7À.

5.7Â Ñâÿçü ñ áîðåëåâñêîé èåðàðõèåé

Ñîãëàñíî ñëåäóþùåé ëåììå, êîäèðîâêà îïðåäåëåíèÿ 5.7.4 îõâà�
òûâàåò âñå áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà, è äàæå îáåñïå÷èâàåò ïðîñòóþ
ïîóðîâíåâóþ ñâÿçü ñ áîðåëåâñêîé èåðàðõèåé.

Ëåììà 5.7.7. Âñå áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà â NN , è òîëüêî îíè,
äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå Bκ , κ ∈ BC. Äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà
ρ, 1 ≤ ρ < ω1 , êëàññ âñåõ Π0

ρ-ìíîæåñòâ X ⊆ NN ðàâåí êëàññó âñåõ
ìíîæåñòâ âèäà Bκ , κ ∈ πρ = {κ = 〈T, f〉 ∈ BC : |T | = ρ}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç âòîðîãî, ïî�
ýòîìó äîêàçûâàåì âòîðîå. Â îäíó ñòîðîíó, äîêàçûâàåì, ÷òî åñëè
κ = 〈T, f〉 ∈ πρ , òî Bκ � ìíîæåñòâî êëàññà Π0

ρ . Äîñòàòî÷íî âû�
âåñòè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå � â ñàìîì äåëå, íóæíûé ðåçóëüòàò
ïîëó÷èòñÿ ïðè s = Λ, êîãäà |Λ|T = |T | = ρ.
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(†) Ïóñòü s ∈ T , è γ = |s|T . Òîãäà: åñëè γ = 0, òî Bκ (s) � ëèáî
áýðîâñêèé èíòåðâàë, ëèáî ïóñòîå ìíîæåñòâî, à åñëè γ > 0, òî
Bκ (s) � ìíîæåñòâî êëàññà Π0

γ .

Äîêàçûâàåì òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé ïî γ . Äëÿ γ = 0 ñì. îïðåäå�
ëåíèå 5.7.4(I). Ïóñòü γ ≥ 1. Åñëè s∧n ∈ T , òî |s∧n|T < |s|T = γ , òàê
÷òî, ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, Bκ (s∧n) � áýðîâñêèé èíòåð�
âàë, ëèáî ïóñòîå ìíîæåñòâî, ëèáî ìíîæåñòâî êëàññà Π0

η , ãäå η < γ .

À òàê êàê ñíîâà ïî îïðåäåëåíèþ Bκ (s) = NN r
⋃
s∧n∈T Bκ (s∧n), òî

ìíîæåñòâî Bκ (s) ïðèíàäëåæèò Π0
γ , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, èíäóêöèåé ïî ρ äîêàçûâàåì, ÷òî êàæäîå Π0
ρ-

ìíîæåñòâî X ⊆ NN èìååò âèä X = Bκ äëÿ êàêîãî-òî êîäà κ ∈ πρ .
Ïóñòü ρ = 1, ò. å. X � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî; X = [[R]], ãäå R =

RX = {x � n : x ∈ X ∧ n ∈ N} � äåðåâî áåç êîíå÷íûõ âåðøèí â N<ω.
Çàôèêñèðîâàâ ïåðå÷èñëåíèå (N<ω r R) ∪ {Λ} = {tn : n ∈ N},7 áåðåì
êîä κR = 〈T, fR〉, ãäå T = {Λ} ∪ {〈n〉 : n ∈ N} è fR(〈n〉) = tn , ∀n.

Ïóñòü òåïåðü ρ > 1. Òîãäà X = NN r
⋃
nXn , ãäå êàæäîå Xn

åñòü Π0
ηn -ìíîæåñòâî äëÿ ïîäõîäÿùåãî îðäèíàëà ηn < ρ, ïðè÷åì èç�

çà ìîíîòîííîñòè áîðåëåâñêèõ êëàññîâ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäî�
âàòåëüíîñòü îðäèíàëîâ ηn íåîãðàíè÷åíà â ρ. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåä�
ïîëîæåíèþ, Xn = Bκn , ãäå κn ∈ πηn . Èç-çà íåîãðàíè÷åííîñòè, êîä
〈T, f〉 = ∇n∈N κn (ïðèìåð 5.7.5(3)) óäîâëåòâîðÿåò |T | = ρ, è êðîìå
òîãî Bκ = NN r

⋃
nBκn = X .

Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè P ⊆ NN×NN � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî, òî âñå
ñå÷åíèÿ (P )x = {y : 〈x, y〉 ∈ P} � òàêæå áîðåëåâñêèå. Ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå êîäû äëÿ ñå÷åíèé ìîæíî
âûáèðàòü ýôôåêòèâíûì îáðàçîì.

Ëåììà 5.7.8 (ñëåäñòâèå 9.7.3 â [19]). Åñëè p ∈ NN , à P ⊆ NN×NN
ÿâëÿåòñÿ ∆1

1(p)-ìíîæåñòâîì, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ∆1
1(p)-ôóíêöèÿ

f : NN → BC, ÷òî (P )x = Bf(x) äëÿ êàæäîãî x ∈ NN .

5.7Ã Áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà äðóãèõ ïðîñòðàíñòâ

Èìåÿ êîäèðîâêó áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ â NN, íå ñîñòàâëÿåò òðó�
äà çàêîäèðîâàòü è áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà íåêîòîðûõ äðóãèõ ïðî�
ñòðàíñòâ. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâà âèäà Bκ ∩ 2N , κ ∈ BC � ýòî â
òî÷íîñòè âñå áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà êàíòîðîâà äèñêîíòèíóóìà 2N .

Êîäèðîâêó ìíîæåñòâ â áýðîâñêèõ ïðîèçâåäåíèÿõ, ìîæíî ïîëó�
÷èòü ïðè ïîìîùè ãîìåîìîðôèçìîâ îïðåäåëåíèÿ 4.2.1. Íàïðèìåð, äëÿ

7 Ïóñòîé êîðòåæ Λ äîáàâëåí ê ìíîæåñòâó N<ω r R òîëüêî äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïîñòðîåíèå ïîäõîäèëî è äëÿ îñîáîãî ñëó÷àÿ R = N<ω .
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ïðîñòðàíñòâà (NN)2, ãîìåîìîðôèçì H(x) = 〈(x)ëåâ, (x)ïðà〉 : NN
íà−→

(NN)2, çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè (x)ëåâ(n) = x(2n) è (x)ïðà(n) = x(2n+1).
Åñëè κ ∈ BC, òî ïîëîæèì B2

κ = H[Bκ ] = {H(x) : x ∈ Bκ} , ïîëó÷àÿ
êîäèðîâêó âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ â (NN)2 .

Ñðåäè ìíîæåñòâ X ⊆ (NN)2 åñòåñòâåííûì îáðàçîì âûäåëÿþòñÿ
ïîëíûå è ÷àñòè÷íûå ôóíêöèè, ïîýòîìó îïðåäåëÿåì

PFC = {κ ∈ BC :B2
κ � ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ èç NN â NN}

è FC = {κ ∈ PFC : domB2
κ = NN} (êîäû, ñîîòâåòñòâåííî, ÷àñòè÷íûõ

è âñþäó îïðåäåëåííûõ áîðåëåâñêèõ ôóíêöèé èç NN â NN).

�5.8 Îïðåäåëèìîñòü êîäèðîâêè

Çàäàâ êîäèðîâêó êàêèõ-ëèáî ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð, âåñüìà
âàæíî âûÿñíèòü, êàêîâû ñâîéñòâà òåõ îòíîøåíèé ìåæäó êîäàìè,
êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ãëàâíûì îòíîøåíèÿì ìåæäó êîäèðóåìûìè
ñòðóêòóðàìè. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îòíîñèòñÿ ê ýòîìó òèïó ðåçóëüòà�
òîâ. Êîëü ñêîðî ìíîæåñòâî êîäîâ BC ðàñïîëîæåíî â ïðîñòðàíñòâå
P(N<ω)×(N<ω)N

<ω

, ïåðåìåííûå T, f â ôîðìóëàõ èç òåîðåìû ïðîáå�

ãàþò, ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâà P(N<ω), (N<ω)N
<ω

. Òàê ÷òî ðå÷ü
èäåò î ôîðìóëàõ ðàñøèðåííîãî ÿçûêà èç �4.6.

Òåîðåìà 5.8.1. Ìíîæåñòâî BC è ìíîæåñòâà

W = {〈κ, x〉 : κ ∈ BC ∧ x ∈ Bκ} ,
W ′ = {〈κ, x〉 : κ ∈ BC ∧ x ∈ NN rBκ}

ïðèíàäëåæàò Π1
1 , è ïðè ýòîì èìåþòñÿ îïðåäåëåííûå êàíîíè÷å�

ñêèå Π1
1 -ôîðìóëû bc(T, f), π(T, f, x), è π′(T, f, x), îïðåäåëÿþùèå

ýòè ìíîæåñòâà â òîì ñìûñëå, ÷òî bc(T, f)⇐⇒ κ = 〈T, f〉 ∈ BC,

π(T, f, x) ⇐⇒ κ = 〈T, f〉 ∈ BC ∧ x ∈ Bκ ,

π′(T, f, x) ⇐⇒ κ = 〈T, f〉 ∈ BC ∧ x 6∈ Bκ .

Åñëè ξ < ω1 , òî ìíîæåñòâî πξ � áîðåëåâñêîå, è ïðè ýòîì
èìåþòñÿ êàíîíè÷åñêèå ôîðìóëû ϕ(T, f, T ′) òèïà Σ1

1 è ψ(T, f, T ′)
òèïà Π1

1 , îïðåäåëÿþùèå ýòè ìíîæåñòâà â òîì ñìûñëå, ÷òî

ϕ(T, f, T ′) ⇐⇒ ψ(T, f, T ′) ⇐⇒ 〈T, f〉 ∈ πξ

âñÿêèé ðàç, êîãäà ξ < ω1 è T ′ ∈WFTξ .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Î ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû (ìíîæåñòâà BC , W ,
W ′ è ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû) ñì. 9.5.6 è 9.5.8 â íàøåé êíèãå [19].
×òî äî âòîðîé ÷àñòè (ìíîæåñòâà πξ ), òî ïî îïðåäåëåíèþ è ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 5.4.2 ïîäîéäóò ôîðìóëû:

ϕ(T, f, T ′) := f ∈ (N<ω)N
<ω ∧ ε(T, T ′) ,

ϕ(T, f, T ′) := f ∈ (N<ω)N
<ω ∧ ε′(T, T ′) .

Ñëåäñòâèå 5.8.2. Åñëè c ∈ NN è êîä κ = 〈T, f〉 ∈ BC ïðèíàä�
ëåæèò êëàññó ∆1

1(c) (ò. å., áîëåå àêêóðàòíî, T, f ∈ ∆1
1(c)), òî è

êîäèðóåìîå ìíîæåñòâî Bκ ⊆ NN èìååò êëàññ ∆1
1(c).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì x ∈ Bκ ⇐⇒ π(T, f, x)⇐⇒ ¬π′(T, f, x),
ãäå π è π′ � Π1

1 -ôîðìóëû òåîðåìû 5.8.1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Bκ ∈
∆1

1(T, f). Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 4.9.2.

�5.9 Òåîðåìû àáñîëþòíîñòè

Çäåñü ÷èòàòåëþ ñëåäóåò îñâåæèòü ìàòåðèàë �3.8. Ñëåäóþùàÿ òåî�
ðåìà àáñîëþòíîñòè öåííà òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò âûâåñòè àáñîëþòíîñòü
àíàëèòè÷åñêîé ôîðìóëû íà îñíîâàíèè àíàëèçà òîëüêî å¼ ñèíòàêñè�
÷åñêîãî ñòðîåíèÿ, íî áåç ó÷åòà åå ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ.

Òåîðåìà 5.9.1. Ïóñòü M � òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî èëè
êëàññ, â êîòîðîì èñòèííû âñå àêñèîìû ZFC−. Òîãäà

(i) (ïðèíöèï àáñîëþòíîñòè Ìîñòîâñêîãî) êàæäàÿ Π1
1 -ôîðìóëà Φ

ñ ïàðàìåòðàìè èç M ∩ NN àáñîëþòíà äëÿ M ;

(ii) (ïðèíöèï àáñîëþòíîñòè Øåíôèëäà) åñëè ω1 ⊆ M, òî òî æå
âåðíî äëÿ Σ1

2 -ôîðìóë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàÿ (i), ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ñî�
ãëàñíî òåîðåìå 4.10.5, ÷òî ôîðìóëà Φ èìååò âèä ∀x∃mϕ(gn (x �m)),
ãäå ϕ � íåêîòîðàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôîðìóëà ñ ïàðàìåòðàìè èç M, óäî�
âëåòâîðÿþùàÿ ïðåäëîæåíèþ 4.10.4, ò. å. ϕ(i) =⇒ ϕ(j) ïðè óñëîâèè,
÷òî si ⊂ sj . Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî T = {si : ¬ ϕ(i)} ÿâ�
ëÿåòñÿ äåðåâîì â N<ω, è ìû èìååì T ∈ M, òàê êàê ôîðìóëà ϕ �
àðèôìåòè÷åñêàÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, àáñîëþòíàÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïî îïðåäåëåíèþ, ôîðìóëà Φ ýêâèâàëåíòíà (êàê â M, òàê è â óíèâåð�
ñóìå âñåõ ìíîæåñòâ) ïðåäëîæåíèþ: ¾äåðåâî T ôóíäèðîâàíî¿. Íî ïî�
ñëåäíåå ðàâíîñèëüíî ôóíäèðîâàííîñòè íà T îòíîøåíèÿ, îáðàòíîãî
ê ⊆ (ñì. óïðàæíåíèå 5.2.2). Îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó 3.8.2.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèíöèïà Øåíôèëäà áîëåå ñëîæíî. Íà ðóññêîì
ÿçûêå îíî èçëîæåíî â [6, ñ. 305], à â ôîðìå óïðàæíåíèé ñ íàáðîñêàìè
äîêàçàòåëüñòâ îáà óòâåðæäåíèÿ äàíû â [163], óïð. 12 ê ãë. 9.
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Çàìå÷àíèå 5.9.2. Óòâåðæäåíèå (i) òåîðåìû 5.9.1 ïåðåíîñèòñÿ
òàêæå íà Σ1

1 -ôîðìóëû, à (ii) íà Π
1
2 -ôîðìóëû. Áîëåå òîãî, îäíîñòî�

ðîííÿÿ àáñîëþòíîñòü ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëåäóþùèé óðîâåíü. Íà�
ïðèìåð, êàæäàÿ Π1

2 -ôîðìóëà ñ ïàðàìåòðàìè èç M∩NN, èñòèííàÿ â
óíèâåðñóìå V âñåõ ìíîæåñòâ, èñòèííà è â M, à äëÿ Σ1

2 -ôîðìóë âåðíî
îáðàòíîå. Åñëè æå ω1 ⊆M, òî ñêàçàííîå âåðíî è äëÿ ñîîòâåòñòâåííî
Π1

3 -ôîðìóë è Σ1
3 -ôîðìóë.

Òåîðåìà 5.9.1 îòíîñèòñÿ ê ÷èñëó íàèáîëåå öèòèðóåìûõ òåõíè÷å�
ñêèõ ðåçóëüòàòîâ â ñîâðåìåííîé äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ,
ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíîé ññûëêè íà
õàðàêòåð îïðåäåëèìîñòè òàêèå ðåçóëüòàòû, ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî
êîòîðûõ ïîòðåáîâàëî áû îïðåäåëåííîé (à ÷àñòî è âåñüìà çíà÷èòåëü�
íîé) ðàáîòû. Óêàæåì íåñêîëüêî îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ ïðèìåðîâ
óòâåðæäåíèé îá àáñîëþòíîñòè, ñâÿçàííûõ ñ êîäèðîâêîé áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ; îíè èëëþñòðèðóþò âîçìîæíîñòè òåîðåìû 5.9.1.

Ñëåäñòâèå 5.9.3. Ïóñòü M � òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî èëè
êëàññ, â êîòîðîì èñòèííû âñå àêñèîìû ZFC−. Òîãäà:

(i) åñëè a ∈M , u ⊆ N , u ∈ Σ1
1(a), òî u ∈M, à åñëè äîïîëíèòåëü�

íî ω1 ⊆M, òî çàêëþ÷åíèå âåðíî äàæå ñ ïîñûëêîé u ∈ Σ1
2(a) ;

(ii) àíàëîãè÷íî, åñëè a ∈M , x ∈ NN , x ∈ ∆1
1(a), òî x ∈M, à åñëè

ω1 ⊆M, òî òî æå âåðíî äàæå ñ ïîñûëêîé x ∈ ∆1
2(a) ;

(iii) ìíîæåñòâî (BC)M , ò. å. BC, îïðåäåëåííîå â M, ñîâïàäàåò ñ
BC∩M, � äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáîå κ ∈M ïðèíàäëåæèò BC
åñëè è òîëüêî åñëè â M èñòèííî ÷òî κ ∈ BC ;

(iv) àíàëîãè÷íî, ìíîæåñòâî (PFC)M ñîâïàäàåò ñ PFC∩M, à åñëè
äîïîëíèòåëüíî ω1 ⊆M, òî è (FC)M ñîâïàäàåò ñ FC ∩M ;

(v) åñëè κ ∈ BC ∩M, òî ìíîæåñòâî

(Bκ )M = {x ∈ NN ∩M : â M èñòèííî x ∈ Bκ} ,

ò. å. ìíîæåñòâî Bκ îïðåäåëåííîå â M, ñîâïàäàåò ñ Bκ ∩M ;

(vi) åñëè êîäû κ = 〈T, f〉 è % = 〈T ′, f ′〉 ïðèíàäëåæàò BC ∩M òî
ñîîòíîøåíèå Bκ ⊆ B% ðàâíîñèëüíî (Bκ )M ⊆ (B%)

M , ðàâåí�
ñòâî Bκ = B% ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó (Bκ )M = (B%)

M , à
ðàâåíñòâî Bκ ∩B% = ∅ � ðàâåíñòâó (Bκ )M ∩ (B%)

M = ∅ ;

(vii) åñëè κ = 〈T, f〉 ∈ BC ∩M è Bκ 6= ∅, òî è Bκ ∩M 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïðèìåð, ÷òîáû äîêàçàòü (iii), ìû ìîæåì ñî-
ñëàòüñÿ íà òî, ÷òî ¾〈T, f〉 ∈ BC¿ åñòü Π1

1 -ôîðìóëà ïî òåîðåìå 5.8.1.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (vi) ìû èñïîëüçóåì Π1
1 -ôîðìóëû π(T, f, x) è

π′(T, f, x) òåîðåìû 5.8.1, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ ñîîòíîøåíèå Bκ ⊆
B% âûðàæàåòñÿ Π

1
1 -ôîðìóëîé ∀x (¬π′(T, f, x) =⇒ π(T ′, f ′, x)) êàê â

ìîäåëè M òàê è â óíèâåðñóìå âñåõ ìíîæåñòâ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ (vii), âûðàæàåì íåïóñòîòó ìíî�
æåñòâà Bκ Σ1

1 -ôîðìóëîé ∃x (¬ π′(T, f, x)).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ (iv) âûðàæàåì îòíîøåíèå κ ∈
PFC ïîäõîäÿùåé Π1

1 -ôîðìóëîé, ñîñòàâëåííîé íà îñíîâå ôîðìóë òåî�
ðåìû 5.8.1, à îòíîøåíèå κ ∈ FC � ïîäõîäÿùåé Π1

2 -ôîðìóëîé.

Óïðàæíåíèå 5.9.4. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèÿ (iii), (v) òåîðåìû,
íå îïèðàÿñü íà òåîðåìó 5.9.1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (Bκ )M = Bκ ∩M, âîçüìèòå κ =
〈T, f〉 ∈ BC ∩M è x ∈ NN ∩M è ïðîâåðüòå, ÷òî ôîðìóëà x ∈ Bκ
àáñîëþòíà äëÿ M. ¾Âû÷èñëåíèå¿ èñòèííîñòè x ∈ Bκ ïðåäñòàâëÿåò�
ñÿ êàê çàêëþ÷èòåëüíûé øàã ¾âû÷èñëåíèÿ¿ èñòèííîñòè ïðåäëîæåíèé
âèäà x ∈ Bκ (s), s ∈ T , èíäóêöèåé ïî |s|T . Ýòî ïîñëåäíåå íà÷èíàåòñÿ
ñ ìíîæåñòâà {s ∈ MaxT : f(s) 6= Λ ∧ x ∈ [f(s)]} ∈ M, à èíäóêòèâíûå
ïåðåõîäû, ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèþ 5.7.4, àáñîëþòíû äëÿ M.

Ñëåäñòâèå 5.9.5. Ïóñòü M � òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî èëè
êëàññ, â êîòîðîì èñòèííû âñå àêñèîìû ZFC. Òîãäà

(i) ìíîæåñòâà âèäà Bκ , ãäå κ ∈ BC∩M, è ìíîæåñòâà X ⊆ NN

èç êëàññà ∆1
1(M) =

⋂
a∈NN∩M∆1

1(a) � ýòî îäíî è òî æå, è

(ii) ôóíêöèè âèäà B2
κ , ãäå κ ∈ FC ∩M, è ôóíêöèè f : NN → NN

èç êëàññà ∆1
1(M) � ýòî îäíî è òî æå.

Íà ñàìîì äåëå, èìååò ìåñòî áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò: èñêîìûé
áîðåëåâñêèé êîä äëÿ ∆1

1(a)-ìíîæåñòâà X â (i) ìîæíî âûáðàòü äà�
æå â êëàññå ∆1

1(a) � è òîãäà îí ïðèíàäëåæèò ìîäåëè M ñîãëàñíî
ñëåäñòâèþ 5.9.3(i),(ii). Îá ýòîì ñì. òåîðåìó 9.7.1 â êíèãå [18].

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ñëåâà íàïðàâî, ïóñòü κ = 〈T, f〉 ∈ BC∩M.
Íàéäóòñÿ òî÷êè a, b ∈ NN ∩M, äëÿ êîòîðûõ T = T{a} è f = f{b} .

Òîãäà T ∈ ∆1
1(a) è f ∈ ∆1

1(b) (ñì. óïðàæíåíèå 4.9.3). Áåðåì ñøèâêó
c ∈ NN ∩M, çàäàííóþ ÷åðåç c(2n) = a(n) è c(2n+ 1) = b(n). Òîãäà T
è f ïðèíàäëåæàò ∆1

1(c). Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäñòâèåì 5.8.2.

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ïóñòü X = {x : ϕ(a, x)} = {x : ψ(a, x)} �
ìíîæåñòâî èç ∆1

1(a), ãäå a ∈ NN ∩M, à ϕ, ψ � ôîðìóëû òèïîâ Σ1
1

è Π1
1 ñîîòâåòñòâåííî. Ýêâèâàëåíòíîñòü

∀x (ϕ(a, x)⇐⇒ ψ(a, x)) (1)
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âûðàæàåòñÿ Π1
2 -ôîðìóëîé ñ ïàðàìåòðîì a ∈M, ïîýòîìó îíà âåðíà

è â M, ñì. çàìå÷àíèå 5.9.2, òàê ÷òî ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëû ϕ è ψ
îïðåäåëÿþò ∆1

1-ìíîæåñòâî â M. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå Ñóñëèíà (ñëåä�
ñòâèå 5.3.5), íàéäåòñÿ êîä κ = 〈T, f〉 ∈M òàêîé, ÷òî â M èñòèííî:

κ ∈ BC ∧ ∀x
(
x ∈ Bκ ⇐⇒ ϕ(a, x)⇐⇒ ψ(a, x)

)
. (2)

Âñëåäñòâèå (1), ôîðìóëà (2) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

κ ∈ BC ∧ ∀x
(
(ϕ(a, x) =⇒ x ∈ Bκ ) ∧ (x ∈ Bκ =⇒ ψ(a, x))

)
. (3)

Çàìåíèâ â íåé κ ∈ BC, ïåðâîå âõîæäåíèå x ∈ Bκ , è âòîðîå âõîæ�
äåíèå x ∈ Bκ íà ôîðìóëû òåîðåìû 5.8.1 ñîîòâåòñòâåííî bc(T, f),
π′(T, f, x), è π(T, f, x), ìû ïîëó÷èì, î÷åâèäíî, Π1

1 -ôîðìóëó, êîòîðàÿ
èñòèííà â M ïî âûáîðó êîäà κ . Çíà÷èò, ñîîòíîøåíèå (3) âûïîëíåíî
è â óíèâåðñóìå V ïî òåîðåìå 5.9.1, òàê ÷òî κ ∈ BC è X = Bκ â V

ñîãëàñíî ýêâèâàëåíòíîñòè (1).
Óòâåðæäåíèå (ii) ìîæíî âûâåñòè êàê ïðîñòîå ñëåäñòâèå óòâåðæäå�

íèÿ (i), à ìîæíî è äîêàçàòü îòäåëüíî, ñëåäóÿ äîêàçàòåëüñòâó (i).

Èñòîðè÷åñêèå è áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ

A-îïåðàöèÿ áûëà îòêðûòà Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâûì [61], âîçìîæíî, íå áåç
ó÷àñòèÿ Í.Í. Ëóçèíà è Ì.ß. Ñóñëèíà. Î íåêîòîðûõ èñòîðè÷åñêèõ àñïåê�
òàõ â ñâÿçè ñ îòêðûòèåì A-îïåðàöèè è A-ìíîæåñòâ â ñîâðåìåííîé ïåð�
ñïåêòèâå ñì. â ðàáîòàõ [51, 108, 127, 23]. À-ìíîæåñòâà áûëè ââåäåíû â
ìàòåìàòèêó Ì.ß. Ñóñëèíûì, ñì. [171], è ïî åãî èìåíè ÷àñòî íàçûâàþò�
ñÿ ñóñëèíñêèìè ìíîæåñòâàìè, à òàêæå àíàëèòè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè.
Ñîîòâåòñòâåííî ÑÀ-ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ êîñóñëèíñêèìè, è àíàëèòè÷å�
ñêèìè äîïîëíåíèÿìè. Ðàçëîæåíèå íà êîíñòèòóàíòû â ôîðìå �5.3 âïåðâûå
ïîÿâèëîñü â ñòàòüå Ëóçèíà è Ñåðïèíñêîãî [137] (ãäå è äîêàçàíû ãëàâíûå
ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â �5.3), à â ôîðìå �5.5 (ò. å. â ñâÿçè ñ ðåøå�
òàìè) � â èõ æå ñòàòüå [138]. Îäíàêî ïîíÿòèå ðåøåòà â ÿâíîì âèäå áûëî
ââåäåíî Í.Í. Ëóçèíûì â ñòàòüå [130]. Êîíñòðóêöèÿ, âïîëíå ðàâíîñèëüíàÿ
ðåøåòó èç ïðèìåðà 5.5.4, èçâåñòíà èç áîëåå ðàííåé ðàáîòû Ëåáåãà [125].
Ïîäðîáíåå îá èñòîðèè âîïðîñà ñì. â îáçîðíîé ñòàòüå Â.À. Óñïåíñêîãî [52].

Ïîðÿäîê Ëóçèíà � Ñåðïèíñêîãî ââåäåí â ñòàòüå [138]; èíîãäà â ðàáîòàõ
ïî òåîðèè ðåêóðñèè îí íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì Êëèíè � Áðàóýðà.

Â îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîòàõ Ëóçèíà [130] è êíèãà [135], ôèãóðèðóþò
òîëüêî êîíñòèòóàíòû, ïîðîæäåííûå ðåøåòàìè, ïðè÷åì âìåñòî ìíîæåñòâà
èíäåêñîâ N<ω r {Λ}, êàê â íàøåì èçëîæåíèè, ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäîáíîå
åìó ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q.

Ïðîáëåìà Óíèôîðìèçàöèè áûëà ââåäåíà â äåñêðèïòèâíóþ òåîðèþ ìíî�
æåñòâ Í.Í. Ëóçèíûì â ðàáîòå [131]. Ïîëîæèòåëüíàÿ ÷àñòü òåîðåìû 5.6.1
áûëà äîêàçàíà äëÿ êëàññà Π1

1 Êîíäî [120] íà îñíîâå ìåòîäà ýôôåêòèâíîãî
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âûáîðà òî÷êè â íåïóñòîì Π1
1-ìíîæåñòâå ïî Ï.Ñ. Íîâèêîâó [136, 42], è ïåðå�

íåñåíà íà êëàññû Π1
1 (p) Àääèñîíîì [60, 59]. Îòðèöàòåëüíîå óòâåðæäåíèå

òåîðåìû 5.6.1 îñíîâàíî íà êîíòðïðèìåðå Ï.Ñ. Íîâèêîâà èç [152].
Íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò îá óíèôîðìèçàöèè Σ1

1-ìíîæåñòâ ïðèíàäëåæèò
Â.À. ßíêîâó [57] è ôîí Íåéìàíó [181]: êàæäîå Σ1

1-ìíîæåñòâî óíèôîðìè�
çóåòñÿ ìíîæåñòâîì, ïðèíàäëåæàùèì íàèìåíüøåé σ-àëãåáðå, ñîäåðæàùåé
âñå Σ1

1-ìíîæåñòâà (òîãäà è âñå Π1
1-ìíîæåñòâà). Ñàìèõ Σ1

1-ìíîæåñòâ äëÿ
ýòîãî íåäîñòàòî÷íî ïî òåîðåìå 5.6.1, è äàæå ðàçíîñòåé Σ1

1-ìíîæåñòâ íåäî�
ñòàòî÷íî (4F.22 â êíèãå [148]).

Òåîðåìà Îòäåëèìîñòè äëÿ êëàññà Σ1
1 áûëà äîêàçàíà Í.Í. Ëóçèíûì

â ðàáîòå [130, ï. 42]. Ïðèìåðû íåîòäåëèìûõ Π1
1-ìíîæåñòâ áûëè äàíû

Ï.Ñ. Íîâèêîâûì [152]. Ïðèíöèï Ðåäóêöèè ââåë Êóðàòîâñêèé [123].
Ïðèíöèïèàëüíûé øàã â èññëåäîâàíèè âòîðîãî ïðîåêòèâíîãî óðîâíÿ

áûë ñäåëàí Ï.Ñ. Íîâèêîâûì. Èñïîëüçóÿ îòêðûòûé èì ìåòîä ìèíèìàëü�
íîãî èíäåêñà, îí äîêàçàë â ñòàòüå [153], ÷òî çàêîíû îòäåëèìîñòè îáðàùà�
þòñÿ íà âòîðîì ïðîåêòèâíîì óðîâíå, ò. å. Îòäåëèìîñòü èìååò ìåñòî äëÿ
êëàññà Σ1

2 , íî íå äëÿ Π1
2 . Î âàæíîñòè ýòîãî ðåçóëüòàòà ñì. êîììåíòà�

ðèè Í.Í. Ëóçèíà â ðàáîòå [27, � 23]). Íåñêîëüêî ïîçæå Êóðàòîâñêèé [123]
äîêàçàë Ðåäóêöèþ äëÿ Σ1

2 . Ýòîò öèêë èññëåäîâàíèé áûë ïðîäîëæåí çàìå�
÷àòåëüíîé ðàáîòîé Í.Í. Ëóçèíà è Ï.Ñ. Íîâèêîâà [136], óêàçàâøåé ìåòîä
ýôôåêòèâíîãî âûáîðà òî÷êè â ïðîèçâîëüíîì íåïóñòîì Π1

1-ìíîæåñòâå, èñ�
ïîëüçóÿ êîòîðûé, Êîíäî [120] ïîëó÷èë òåîðåìó Óíèôîðìèçàöèè äëÿ êëàñ�
ñà Π1

1 (òåîðåìà 5.6.1 íàøåé êíèãè) � à òîãäà è äëÿ êëàññà Σ1
2 , ïîñêîëüêó

ýëåìåíòàðíîå ðàññóæäåíèå ïåðåíîñèò ïðèíöèï Óíèôîðìèçàöèè ñ ëþáîãî
Π-êëàññà íà ñëåäóþùèé çà íèì Σ-êëàññ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû
äëÿ ýôôåêòèâíûõ êëàññîâ áûëè ïîëó÷åíû Àääèñîíîì [60, 59] äîñòàòî÷íî
ïðÿìîëèíåéíîé ìîäèôèêàöèåé êëàññè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ.

Íàèáîëåå äîñòóïíîå èçëîæåíèå ãëàâíûõ ðåçóëüòàòîâ (ñ äîêàçàòåëüñòâà�
ìè) êëàññè÷åñêîãî ýòàïà ðàçâèòèÿ äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ ñîäåð�
æèòñÿ â ñòàòüÿõ Â.ß. Àðñåíèíà è À.À. Ëÿïóíîâà [2], À.À. Ëÿïóíîâà [39]
è Å.À.Ùåãîëüêîâà [56], îïóáëèêîâàííûõ â ñïåöèàëüíîì íîìåðå æóðíàëà
¾Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê¿; îíè ÷àñòè÷íî ïåðåêðûâàþòñÿ ñî ñòàòüåé
[37]. Â îòíîøåíèè òîëüêî ðåçóëüòàòîâ è ïðîáëåìàòèêè, ìîæíî óïîìÿíóòü
áîëåå êðàòêèå îáçîðû [22, 45, 46, 47] è áîëåå ïîçäíèå [11, 52].

Î êîäàõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ. Åùå Í.Í. Ëóçèí óêàçûâàë (ñì., íà�
ïðèìåð, [130, ï. 30]), ÷òî ïîñòðîåíèå áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî â ôîðìå ñ÷åòíîé òðàíñôèíèòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðî�
ñòûõ îïåðàöèé. Ôîðìàëèçàöèÿ ýòîé èäåè â òî÷íîå îïðåäåëåíèå êîäèðîâêè
áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ áûëà âûïîëíåíà Ñîëîâååì â [169], ãäå â ðîëè êî�
äîâ âûñòóïàëè òî÷êè èç NN . Ðåçóëüòàòû �5.8 è ñëåäñòâèå 5.9.3 â òîé èëè
èíîé ôîðìå ñîäåðæàòñÿ â [169]. Ìû âûáðàëè â �5.7Á áîëåå ïðîçðà÷íûé
âàðèàíò êîäèðîâêè, íàãëÿäíî ïðåäñòàâëÿþùèé ¾äðåâîâèäíîå¿ ïîñòðîåíèå
áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ èç áýðîâñêèõ èíòåðâàëîâ � ñ òî÷íîñòüþ äî íåñóùå�
ñòâåííûõ äåòàëåé, ýòà êîäèðîâêà ñëåäóåò êîäèðîâêå èç [176, � 1].

Òåîðåìà àáñîëþòíîñòè 5.9.1 äîêàçàíà Ìîñòîâñêèì [150] â îòíîøåíèè
óòâåðæäåíèÿ (i), è Øåíôèëäîì [162] â îòíîøåíèè óòâåðæäåíèÿ (ii).



Ãëàâà 6

Ïåðâûé ïðîåêòèâíûé

óðîâåíü, ÷àñòü 2: ñâîéñòâà

ðåãóëÿðíîñòè

Ïðîäîëæàÿ èçëîæåíèå òåîðèè ïåðâîãî óðîâíÿ ïðîåêòèâíîé èåðàð�
õèè, ìû ïåðåéäåì òåïåðü ê íåñêîëüêî áîëåå ñïåöèàëüíûì âîïðîñàì,
êàñàþùèìñÿ òàêèõ ïîíÿòèé, êàê ìåðà, êàòåãîðèÿ è ñîâåðøåííîå ÿä�
ðî.
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�6.1 Îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåãóëÿðíîñòè

Ïîä ýòèì íàçâàíèåì îáúåäèíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà òî÷å÷íûõ
ìíîæåñòâ, ñðåäè êîòîðûõ òðàäèöèîííî öåíòðàëüíîå ìåñòî çàíèìàþò
ñëåäóþùèå òðè ñâîéñòâà, ïðèøåäøèå â äåñêðèïòèâíóþ òåîðèþ ìíî�
æåñòâ èç îáùåé òåîðèè ìíîæåñòâ, àíàëèçà, è òîïîëîãèè.

Ñâîéñòâî ñîâåðøåííîãî ÿäðà. Ìíîæåñòâî X ïîëüñêîãî ïðîñòðàíñò-
âà X èìååò ñâîéñòâî ñîâåðøåííîãî ÿäðà, åñëè ëèáî X íå áîëåå
÷åì ñ÷åòíî, ëèáî X ñîäåðæèò ñîâåðøåííîå ïîäìíîæåñòâî.

Ìíîæåñòâî Y ⊆ X íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì, åñëè îíî çàìêíóòî è
íå èìååò èçîëèðîâàííûõ òî÷åê. Ïî Êàíòîðó, ëþáîå òàêîå ìíîæåñòâî
â ïîëüñêîì ïðîñòðàíñòâå èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà c. Òàêèì îá�
ðàçîì, ìíîæåñòâî, èìåþùåå ñâîéñòâî ñîâåðøåííîãî ÿäðà, íå ìîæåò
ñëóæèòü êîíòðïðèìåðîì ê êîíòèíóóì-ãèïîòåçå CH.

Ñâîéñòâî Áýðà. Ìíîæåñòâî X ïðîñòðàíñòâà X èìååò ñâîéñòâî Áýðà,
åñëè èìååòñÿ òàêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ⊆ X, ÷òî ñèììåòðè�
÷åñêàÿ ðàçíîñòü X 4 U = (X r U) ∪ (U rX) � òîùàÿ.

Òîùèìè (èëè ìíîæåñòâàìè ïåðâîé êàòåãîðèè) â ïðîñòðàíñòâå X íà�
çûâàþòñÿ ñ÷åòíûå îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ, íèãäå íå ïëîòíûõ â X.
Ìíîæåñòâà, äîïîëíèòåëüíûå ê òîùèì, íàçûâàþòñÿ êîòîùèìè.

Èçìåðèìîñòü. Ìíîæåñòâî X ïðîñòðàíñòâà X µ-èçìåðèìî, ãäå µ �
áîðåëåâñêàÿ σ-êîíå÷íàÿ ìåðà íà àëãåáðå âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíî�
æåñòâ â X, åñëè ñóùåñòâóþò áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà U,D ⊆ X,
äëÿ êîòîðûõ µ(D) = 0 è X 4 U ⊆ D .

Áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà ïðîñòðàíñòâå X � ýòî ëþáàÿ ñ÷åòíî àääèòèâ�
íàÿ ìåðà µ, çàäàííàÿ íà σ-àëãåáðå âñåõ áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ
X, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â îáëàñòè [0,+∞], è óäîâëåòâîðÿþùàÿ
µ(X) > 0 è µ({x}) = 0 äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X. Áîðåëåâñêàÿ ìåðà
µ íàçûâàåòñÿ σ-êîíå÷íîé, åñëè X � ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ
êîíå÷íîé ìåðû, è âåðîÿòíîñòíîé, åñëè µ(X) = 1.

Ïðèìåð 6.1.1. ×åðåç λ îáîçíà÷èì òó åäèíñòâåííóþ áîðåëåâ�
ñêóþ ìåðó íà êàíòîðîâîì äèñêîíòèíóóìå 2N , ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû
äèçúþíêòíûõ êîíå÷íûõ u, v ⊆ N ìíîæåñòâî

Zuv = {a ∈ 2N : ∀ i ∈ u (a(i) = 0) ∧ ∀ i ∈ v (a(i) = 1))}

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ λ(Zuv) = 2−m , ãäå m = cardu + card v . Ïî�
íÿòíî, ÷òî λ � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, ò. å. λ(N) = 1. Èíîãäà, ïî ôîð�
ìàëüíûì ïðè÷èíàì, ìåðó λ ïðîäîëæàþò íà âñ¼ ïðîñòðàíñòâî NN ïî
òðèâèàëüíîñòè, ò. å. óñëîâèåì λ(NN r 2N) = 0.
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Ìåðà λ ôèãóðèðóåò â îäíîé òåîðåìå ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè, ñâÿ�
çàííîé ñ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè E0 , êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ íà
ìíîæåñòâå NN (òåì ñàìûì è íà 2N) òàê: aE0 b, êîãäà a(n) = b(n) äëÿ
âñåõ, êðîìå, âîçìîæíî, êîíå÷íîãî ÷èñëà, çíà÷åíèé n ∈ N.

Îïðåäåëåíèå 6.1.2. Ìíîæåñòâî X ⊆ NN íàçûâàåòñÿ E0-èíâà�
ðèàíòíûì, åñëè ýêâèâàëåíòíîñòü a ∈ X ⇐⇒ b ∈ X âûïîëíåíà äëÿ
âñåõ òî÷åê a, b ∈ NN , óäîâëåòâîðÿþùèõ îòíîøåíèþ a E0 b. Ñîîò�
âåòñòâåííî, ìíîæåñòâî X ⊆ 2N E0-èíâàðèàíòíî â 2N , åñëè ýêâèâà�
ëåíòíîñòü a ∈ X ⇐⇒ b ∈ X âûïîëíåíà äëÿ âñåõ òî÷åê a, b ∈ 2N ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ îòíîøåíèþ a E0 b.

Òåîðåìà 6.1.3 (0-1 çàêîí, òåîðåìà 5.7.1 â [19]). Ïóñòü ìíîæå�
ñòâî X ⊆ 2N E0-èíâàðèàíòíî. Òîãäà

(i) ëèáî ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ λ-èçìåðèìûì, ïðè÷åì λ(X) =
0 èëè λ(X) = 1, ëèáî æå ìíîæåñòâî X λ-íåèçìåðèìî, ïðè�
÷åì λ∗(X) = 0 è λ∗(X) = 1, ãäå ÷åðåç λ∗ è λ∗ îáîçíà÷åíû
âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ìåðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ìåðå λ ;

(ii) ìíîæåñòâî X ëèáî òîùåå â 2N , ëèáî êîòîùåå, ëèáî íå èìååò
ñâîéñòâà Áýðà íè íà êàêîì áýðîâñêîì èíòåðâàëå;

(iii) óòâåðæäåíèå (ii) âåðíî è äëÿ ïðîñòðàíñòâà NN .

Ìåðà λ, ò. å. â ñóùíîñòè ìåðà Õààðà íà 2N � íàèáîëåå ïðîñòàÿ
èç âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà 2N , â ÷àñòíîñòè, èç-çà ñâîåé èíâàðè�
àíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, è
ñâîåé ïðîñòîé îïðåäåëèìîñòè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ, îäíàêî, è äðóãèå
ìåðû íà NN è 2N , êîòîðûå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èíâàðèàíòíû.

Ãëàâíàÿ æå çàäà÷à, ðàññìàòðèâàåìàÿ äåñêðèïòèâíîé òåîðèåé ìíî�
æåñòâ â îòíîøåíèè ñâîéñòâ ðåãóëÿðíîñòè, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Åñ�
ëè K � íåêîòîðûé êëàññ òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ â ïîëüñêèõ ïðîñòðàí�
ñòâàõ, íàïðèìåð, îäèí èç ïðîåêòèâíûõ êëàññîâ, òî âåðíî ëè, ÷òî
êàæäîå ìíîæåñòâî èç K èìååò òî èëè èíîå èç óêàçàííûõ ñâîéñòâ.
Ìîæíî áûëî áû ïîäóìàòü, ÷òî îòâåò çàâèñèò íå òîëüêî îò êëàññà K
(÷òî î÷åâèäíî), íî è îò âûáîðà ïîëüñêîãî ïðîñòðàíñòâà X è ìåðû µ
äëÿ ñâîéñòâà èçìåðèìîñòè. Ýòî, îäíàêî, íå òàê.

Çäåñü áóäåò óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ, â êîòîðûõ K
� ïðîèçâîëüíûé êëàññ ïðîåêòèâíîé èëè ýôôåêòèâíîé èåðàðõèé è
¾K-ìíîæåñòâî¿ îçíà÷àåò, êàê îáû÷íî, ¾ìíîæåñòâî èç êëàññà K¿:

PK(K): âñÿêîå K-ìíîæåñòâî X ⊆ NN èìååò ñâîéñòâî ñîâåðøåí�
íîãî ÿäðà, ò. å. X ëèáî ñ÷åòíî, ëèáî ñîäåðæèò ïîäìíîæå�
ñòâî, ÿâëÿþùååñÿ ñîâåðøåííûì ìíîæåñòâîì â X;
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LM(K): âñÿêîå K-ìíîæåñòâî X ⊆ 2N ÿâëÿåòñÿ λ-èçìåðèìûì, ãäå
ìåðà λ � òà, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà â ïðèìåðå 6.1.1;

BP(K): âñÿêîå K-ìíîæåñòâî X ⊆ NN èìååò ñâîéñòâî Áýðà.

Ìåðó è êàòåãîðèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàçíûå ñïîñîáû
îöåíêè âåëè÷èíû òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ. Ïîíÿòíî, ÷òî åñòü ìíîæåñòâà
ìàëûå êàê â ñìûñëå ìåðû òàê è â ñìûñëå êàòåãîðèè � íàïðèìåð,
êîíå÷íûå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òîùèìè è èìåþò ìåðó 0. Ñîîòâåòñòâåí�
íî, èõ äîïîëíåíèÿ � êî-òîùèå ìíîæåñòâà ïîëíîé ìåðû. Îäíàêî ñó�
ùåñòâóþò ìíîæåñòâà, áîëüøèå â îäíîì ñìûñëå, è ìàëûå â äðóãîì
� íàïðèìåð, ìíîæåñòâî 2N òîùåå, íî λ(2N) = 1. Ñëåäóþùàÿ ëåììà
ïðèíîñèò äàæå áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 6.1.4. Ïóñòü X ⊆ NN � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî, à
f : X → NN � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè X � íå òîùåå ìíî�
æåñòâî, òî íàéäåòñÿ òàêîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî Y ⊆ X , ÷òî
ðàçíîñòü X r Y � òîùàÿ, à îáðàç Z = f [Y ] = {f(y) : y ∈ Y } óäî�
âëåòâîðÿåò λ(Z) = 0. Àíàëîãè÷íî, åñëè λ(X) > 0, òî íàéäåòñÿ
òàêîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî Y ⊆ X , ÷òî λ(X r Y ) = 0, à îáðàç
Z = f [Y ] � òîùåå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âûâîäà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ, ïóñòü, äëÿ
ïðîñòîòû, X = NN. Åñëè ε > 0, òî êî âñÿêîìó áýðîâñêîìó èíòåðâàëó
[s] = {x ∈ NN : s ⊂ x} íàéäóòñÿ ìåíüøèé áýðîâñêèé èíòåðâàë [t] ⊆ [s]
è òàêîå ìíîæåñòâî X ′ ⊆ [t], ÷òî λ(f [X ′]) < ε. Ðàññìàòðèâàÿ êîðòå�
æè s ∈ NN â êàêîé-òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, áåðÿ äëÿ íèõ çíà÷åíèÿ
ε
2 ,

ε
4 ,

ε
8 , . . . , è îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå ìíîæåñòâà X

′ , ìû ïîëó÷èì êî�

òîùåå ìíîæåñòâî Y ′ ⊆ NN, äëÿ êîòîðîãî λ(f [Y ′]) < ε. Áåðÿ ε = 1
2 ,

1
4 ,

1
8 , . . . è ïåðåñåêàÿ cîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà Y ′ , ìû ïîëó÷àåì

èñêîìîå ìíîæåñòâî Y .

�6.2 Íåçàâèñèìîñòü ñâîéñòâ ðåãóëÿðíîñòè îò

ïðîñòðàíñòâà è ìåðû

Ñðàçó âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ: âçÿâ ýòè ÷àñòíûå ôîðìóëè�
ðîâêè (ò. å. äëÿ áýðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà NN , ëèáî äëÿ 2N è îäíîé
ñïåöèàëüíîé ìåðû äëÿ ñâîéñòâà èçìåðèìîñòè), íå óïóñòèëè ëè ìû
÷åãî-íèáóäü âàæíîãî â îòíîøåíèè äðóãèõ ïîëüñêèõ ïðîñòðàíñòâ è
ìåð. Íåãàòèâíûé îòâåò (íå óïóñòèëè) äàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 6.2.1. Åñëè K � ïðîåêòèâíûé êëàññ Σ1
n , Π1

n , èëè
∆1
n , ãäå n ≥ 1, à X � íåñ÷åòíîå ïîëüñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî

(i) PK(K) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî âñÿêîå K-ìíîæåñòâî X ⊆ X

èìååò ñâîéñòâî ñîâåðøåííîãî ÿäðà;
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(ii) BP(K) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî âñÿêîå K-ìíîæåñòâî X ⊆ X

èìååò ñâîéñòâî Áýðà.

(iii) LM(K) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî âñÿêîå K-ìíîæåñòâî X ⊆ X

èçìåðèìî â ñìûñëå ëþáîé áîðåëåâñêîé σ-êîíå÷íîé ìåðû íà X ;

Äîêàçàòåëüñòâî (íàáðîñîê). Äëÿ âûâîäà (i) ìû èñïîëüçóåì òîò
ôàêò, ÷òî âñå íåñ÷åòíûå ïîëüñêèå ïðîñòðàíñòâà áîðåëåâñêè èçîìîðô�
íû ïî òåîðåìå 4.1.1, è îòäåëüíî òåîðåìó 6.3.1 íèæå � ÷òîáû äîêà�
çàòü, ÷òî îáðàç ñîâåðøåííîãî ìíîæåñòâà ïðè òàêîì èçîìîðôèçìå
ñàì ñîäåðæèò ñîâåðøåííîå ïîäìíîæåñòâî. Äëÿ âûâîäà (ii) äîñòàòî÷�
íî âñïîìíèòü îäèí ôàêò èç òåîðèè ïîëüñêèõ ïðîñòðàíñòâ: âñÿêîå
ïîëüñêîå ïðîñòðàíñòâî X ñòàíîâèòñÿ ãîìåîìîðôíûì áýðîâñêîìó ïðî�
ñòðàíñòâó NN ïîñëå óäàëåíèÿ èç X íåêîòîðîãî òîùåãî Fσ-ìíîæåñòâà.

Äëÿ âûâîäà (iii) ïðèäåòñÿ íåìíîãî ïîðàáîòàòü. Êîíå÷íî, ðàçíûå
áîðåëåâñêèå ìåðû íà NN ìîãóò áûòü íåïîõîæè îäíà íà äðóãóþ, îäíà�
êî, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà, ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ
ìåæäó äâóìÿ ìåðàìè ìîæíî óñòàíîâèòü íå÷òî âðîäå èçîìîðôèçìà.
×åðåç <lex îáîçíà÷èì ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê íà NN , ò. å. åñëè
a 6= b ∈ NN , òî a <lex b, êîãäà íàéäåòñÿ ÷èñëî m ∈ N, äëÿ êîòîðîãî
a �m = b �m, íî a(m) < b(m). Èñïîëüçóåòñÿ åùå îäíî îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 6.2.2 (11.4.1, 11.4.2 â [19]). Ïóñòü K � îäèí èç
êëàññîâ òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ, íàïðèìåð, êëàññ ∆1

1 èëè ∆1
1(a), ãäå

a ∈ NN . Áîðåëåâñêàÿ êîíå÷íàÿ ìåðà µ íà NN íàçûâàåòñÿ K-ìåðîé,
èëè ìåðîé êëàññà K , åñëè ýòîìó êëàññó ïðèíàäëåæèò åå êîä

Cod<(µ) = {〈s,m, n〉 ∈ N<ω × N× N : µ([s]) < m
n
}.

Â ÷àñòíîñòè, ìåðà λ èìååò êëàññ ∆0
1 . Îòìåòèì, ÷òî ìåðà µ ëåãêî

âîññòàíàâëèâàåòñÿ, åñëè ìû çíàåì ìíîæåñòâî Cod<(µ).

Ëåììà 6.2.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî c ∈ NN è µ, ν � âåðîÿòíîñò�
íûå ìåðû íà 2N êëàññà ∆1

1(c). Òîãäà ñóùåñòâóþò Gδ-ìíîæåñòâà

X,Y ⊆ 2N è áîðåëåâñêèé èçîìîðôèçì h : X
íà−→ Y , äëÿ êîòîðûõ:

(i) µ(X) = ν(Y ) = 1 ;

(ii) ìíîæåñòâà X,Y è îòîáðàæåíèå h èìåþò êëàññ ∆1
1(c) ;

(iii) îòîáðàæåíèå h ïåðåâîäèò µ â ν , ò. å. åñëè B ⊆ X � áîðå�
ëåâñêîå ìíîæåñòâî òî µ(B) = ν(X[h]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äåðåâüÿ

T = {s ∈ 2<ω : µ([s]) > 0} è U = {s ∈ 2<ω : ν([s]) > 0}
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è ñîîòâåòñòâóþùèå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà

X ′ = [T ] = {x ∈ 2N : ∀m (x �m ∈ T )} è Y ′ = [U ].

Ïîíÿòíî, ÷òî µ(X ′) = ν(Y ′) = 1. Äàëåå, ïîëîæèì

f(x) = µ({x′ ∈ X ′ : x′ <lex x}) è g(y) = ν({y′ ∈ Y ′ : y′ <lex y})

äëÿ x ∈ X ′ è y ∈ Y ′ . Íåòðóäíî ïðîâåðèòü (îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå

óïðàæíåíèÿ), ÷òî f : X ′
íà−→ [0, 1] è g : Y ′

íà−→ [0, 1] � íåïðåðûâíûå
îòîáðàæåíèÿ, ïåðåâîäÿùèå ìåðó µ è ν ñîîòâåòñòâåííî â îáû÷íóþ
ëåáåãîâó ìåðó íà îòðåçêå [0, 1]. Áîëåå òîãî, îòîáðàæåíèÿ f, g ïî÷òè
áèåêòèâíû â òîì ñìûñëå, ÷òî íàéäóòñÿ ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà P,Q ⊆
[0, 1], äëÿ êîòîðûõ:

(1) f -ïðîîáðàç f−1[p] = {x ∈ X ′ : f(x) = p} ëþáîãî ÷èñëà p ∈ P
ñîäåðæèò ðîâíî äâå òî÷êè, à f -ïðîîáðàç ëþáîãî p ∈ [0, r] r P
ñîäåðæèò ðîâíî îäíó òî÷êó èç X ′ , è

(2) g-ïðîîáðàç ëþáîãî ÷èñëà q ∈ Q ñîäåðæèò ðîâíî äâå òî÷êè, à
g-ïðîîáðàç ëþáîãî q ∈ [0, r] rQ � ðîâíî îäíó òî÷êó èç Y ′ .

Íàïðèìåð, ÷òîáû íàéòè P , çàìåòèì, ÷òî, ïî îïðåäåëåíèþ X ′ , åäèí�
ñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü òîãî, ÷òî òî÷êè x <lex y â X ′ óäîâëåòâîðÿ�
þò f(x) = f(y), ñîñòîèò â òîì, ÷òî <lex-èíòåðâàë (x, y) = {z ∈ 2N :
x <lex z <lex y} íå èìååò îáùèõ ýëåìåíòîâ ñ X ′ � ïîñêîëüêó â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå (x, y) öåëèêîì ñîäåðæèò íåêîòîðûé íåïóñòîé áý�
ðîâñêèé èíòåðâàë X ′∩ [s] â X ′ , òàê ÷òî µ(X ′∩ [s]) > 0. Íî òàêèõ ïàð
x <lex y â X

′ ìîæåò áûòü òîëüêî ñ÷åòíî ìíîãî, à ïîòîìó ìíîæåñòâî
P âñåõ ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè f íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.
Òî æå ñàìîå äëÿ Q.

Ìíîæåñòâî R = P ∪Q ⊆ [0, 1] âñ¼ åùå ñ÷åòíî, à ïîòîìó

X = {x ∈ X ′ : f(x) 6∈ R} è Y = {y ∈ Y ′ : g(x) 6∈ R}

� ýòî Gδ-ìíîæåñòâà, ïðè÷åì µ(X) = ν(Y ) = 1, à îãðàíè÷åííûå
ôóíêöèè

f �X : X
íà−→ [0, 1] rR è g � Y : Y

íà−→ [0, 1] rR

âçàèìíî îäíîçíà÷íû, à òàêæå íåïðåðûâíû è ïåðåâîäÿò ìåðó, ñîîò�
âåòñòâåííî, µ è ν â ëåáåãîâó ìåðó íà [0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, ñêâîçíîå
îòîáðàæåíèå h(x) = g−1(f(x)) � áîðåëåâñêàÿ áèåêöèÿ èç X íà Y ,
ïåðåâîäÿùàÿ µ â ν .

Íàêîíåö, êëàññ ∆1
1(c) îáîèõ ïîëó÷åííûõ ìíîæåñòâ è îòîáðàæå�

íèÿ h âûâîäèòñÿ èç íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿèÿ, ÷òî êîäû Cod<(µ) è
Cod<(ν) äàííûõ ìåð ñàìè ïðèíàäëåæàò ∆1

1(c). Ýòîò ïîñëåäíèé øàã
òàêæå îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ êàê óïðàæíåíèå. (ëåììà)
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Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê óòâåðæäåíèþ (iii) òåîðåìû. Ïðåæäå âñåãî,
êîëü ñêîðî âñå íåñ÷åòíûå ïîëüñêèå ïðîñòðàíñòâà áîðåëåâñêè èçî�
ìîðôíû è ëþáîé áîðåëåâñêèé èçîìîðôèçì ñîõðàíÿåò ïðîåêòèâíûå
êëàññû îò ïåðâîãî óðîâíÿ èåðàðõèè è âûøå, ìîæíî íå îãðàíè÷èâàÿ
îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî X = 2N è, òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ ìåðà ν íà
X ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêîé σ-êîíå÷íîé ìåðîé íà 2N .

Äðóãîå äîñòàòî÷íî ïðîñòîå ðàññóæäåíèå, êîòîðîå ìû çäåñü íå
ïðèâîäèì, ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì âåðîÿòíîñòíîé ìåðû
ν íà 2N . Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 6.2.3, ñóùåñòâóþò Gδ-ìíîæåñòâà
X,Y ⊆ 2N è áîðåëåâñêèé èçîìîðôèçì h : X

íà−→ Y , äëÿ êîòîðûõ
λ(X) = ν(Y ) = 1 è h ïåðåâîäèò λ â ν .

Åñëè òåïåðü B ⊆ NN ÿâëÿåòñÿ ν-íåèçìåðèìûì ìíîæåñòâîì íåêî�
òîðîãî ïðîåêòèâíîãî êëàññà K = Σ1

n , Π1
n , ∆1

n , n ≥ 1, òî B′ =
B ∩ Y îñòàåòñÿ ν-íåèçìåðèìûì K-ìíîæåñòâîì, òàê ÷òî åãî h-ïðî�
îáðàç A′ = h−1[B′] λ-íåèçìåðèì. À ñ äðóãîé ñòîðîíû, áîðåëåâñêèå
èçîìîðôèçìû ñîõðàíÿþò ïðîåêòèâíûé êëàññ, òàê ÷òî A′ îñòàåòñÿ
ìíîæåñòâîì êëàññà K. (òåîðåìà)

�6.3 Ïåðâûé ïðîåêòèâíûé óðîâåíü

Ïðîÿñíèâ ýòîò âîïðîñ î íåçàâèñèìîñòè ñâîéñòâ ðåãóëÿðíîñòè îò
âûáîðà ïîëüñêîãî ïðîñòðàíñòâà è ìåðû, âåðíåìñÿ ê óïîìÿíóòîé âû�
øå ãëàâíîé çàäà÷å î ðåãóëÿðíîñòè òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ. Âñå áîðåëåâ�
ñêèå (êëàññ ∆1

1) ìíîæåñòâà â ëþáîì ïîëüñêîì ïðîñòðàíñòâå, ðàçó�
ìååòñÿ, èçìåðèìû â ñìûñëå ëþáîé áîðåëåâñêîé ìåðû è, áëàãîäàðÿ
σ-àääèòèâíîñòè ïîíÿòèé, ñâÿçàííûõ ñ êàòåãîðèåé, èìåþò ñâîéñòâî
Áýðà. Â ÷àñòíîñòè, âûïîëíåíî LM(∆1

1) è BP(∆1
1). Ýòîò ðåçóëüòàò

óñèëèâàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé Ëóçèíà [128] (ìåðà è êàòåãîðèÿ) �
Ñóñëèíà [171] (ñîâåðøåííîå ÿäðî).

Òåîðåìà 6.3.1 (= òåîðåìû 5.3.1, 3.4.1 â [19]). Âûïîëíÿþòñÿ óò-
âåðæäåíèÿ LM(Σ1

1), BP(Σ1
1), PK(Σ1

1), ò. å. äðóãèìè ñëîâàìè ëþáîå
Σ1

1-ìíîæåñòâî X ïîëüñêîãî ïðîñòðàíñòâà X èçìåðèìî â ñìûñëå
êàæäîé áîðåëåâñêîé σ-êîíå÷íîé ìåðû íà X, èìååò ñâîéñòâî Áýðà
â X, è, åñëè íåñ÷åòíî, òî ñîäåðæèò ñîâåðøåííîå ïîäìíîæåñòâî.

Ìû òàêæå èìååì LM(Π1
1) è BP(Π1

1).

Ñëåäñòâèå 6.3.2. Ëþáîå Σ1
1-ìíîæåñòâî X ïîëüñêîãî ïðîñòðàí�

ñòâà X ëèáî íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, ëèáî èìååò ìîùíîñòü êîíòè�
íóóìà. Ëþáîå Π1

1-ìíîæåñòâî X ïîëüñêîãî ïðîñòðàíñòâà X ëèáî
èìååò ìîùíîñòü ≤ ℵ1 , ëèáî èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ Σ1
1-ìíîæåñòâ, ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç òåîðå�

ìû, òàê êàê ëþáîå ìíîæåñòâî ïîëüñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîäåðæàùåå
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ñîâåðøåííîå ïîäìíîæåñòâî, èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà. Â ÷àñòíî�
ñòè, ïåðâàÿ ÷àñòü ñëåäñòâèÿ âåðíà äëÿ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ. Òåïåðü
ðåçóëüòàò äëÿ Π1

1-ìíîæåñòâ äàåòñÿ ññûëêîé íà ñëåäñòâèå 5.3.6.

Ðåçóëüòàò òåîðåìû äëÿ Π1
1 â îòíîøåíèè ìåðû è êàòåãîðèè � î÷å�

âèäíîå ñëåäñòâèå ðåçóëüòàòà äëÿ Σ1
1 , ïîñêîëüêó åñëè êàêîå-òî ìíîæå�

ñòâî èçìåðèìî èëè èìååò ñâîéñòâî Áýðà, òî òî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ
äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæåñòâà. Â îòëè÷èå îò ýòîãî, ñâîéñòâî ñîâåðøåí�
íîãî ÿäðà íå ïåðåõîäèò ñ Σ1

1 íà äâîéñòâåííûé êëàññ Π1
1 . Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, âñå ïîïûòêè ïîñòðîèòü íåñ÷åòíîå Π1
1-ìíîæåñòâî áåç ñîâåð�

øåííîãî ÿäðà � è òîãäà ìîùíîñòè ℵ1 íåçàâèñèìî îò êîíòèíóóì-ãèïî�
òåçû � â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé äåñêðèïòèâíîé òåîðèè âûïîëíèòü íå
óäàëîñü. Ýòè îáñòîÿòåëüñòâà ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî ñëåäóþùàÿ ïðîáëå�
ìà áûëà îñîçíàíà êàê îäèí èç öåíòðàëüíûõ âîïðîñîâ óæå â ïåðâûå
ãîäû ðàçâèòèÿ äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ � â ñóùíîñòè, â ñà�
ìîé ïåðâîé ¾äåñêðèïòèâíîé¿ çàìåòêå Í.Í. Ëóçèíà [128], ãäå ñêàçàíî:

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâ, äîïîëíèòåëüíûõ ê À-ìíîæåñòâàì,
íå èçâåñòíà; ýòè ìíîæåñòâà íå ÿâëÿþòñÿ îáÿçàòåëüíî
À-ìíîæåñòâàìè.

Ýòà æå ïðîáëåìà ñòîèò ïîä íîìåðîì 1 â ñïèñêå ¾îñíîâíûõ ïðîáëåì
äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ôóíêöèé¿ â ñòàòüå Ï.Ñ. Íîâèêîâà [43].

Ïðîáëåìà ìîùíîñòè / ñîâåðøåííîãî ÿäðà äëÿ Π1
1 . Êàêîâà ìîù�

íîñòü Π1
1-ìíîæåñòâ? Âåðíî ëè, ÷òî, ïîäîáíî ìíîæåñòâàì êëàññà Σ1

1 ,
âñÿêîå íåñ÷åòíîå Π1

1-ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ñîâåðøåííîå ÿäðî � è òî�
ãäà èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà?

Ñïåöèàëüíî àíàëèçó ýòîé ïðîáëåìû è ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîáëåì
äëÿ ìåðû è êàòåãîðèè ïîñâÿùåíà ñëåäóþùàÿ ãëàâà, ãäå, â ÷àñòíîñòè,
áóäåò ïîêàçàíî, êàê ïðîáëåìà ñîâåðøåííîãî ÿäðà äëÿ Π1

1 ñâÿçàíà ñ
ïðîáëåìîé ìîùíîñòè äëÿ ìíîæåñòâ ýòîãî êëàññà, à òàêæå è ñ íåêî�
òîðûìè âîïðîñàìè â êîíòåêñòå êîíñòèòóàíò Π1

1-ìíîæåñòâ (ñì. �7.4).

�6.4 Ìåðà, êàòåãîðèÿ è áîðåëåâñêàÿ êîäèðîâêà

Âîçâðàùàÿñü ê êîäèðîâêå áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ èç �5.7, ìû ïðè�
âåäåì çäåñü äâà ðåçóëüòàòà î ñëîæíîñòè êîäèðîâêè íåêîòîðûõ ñîîò�
íîøåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ìåðîé è êàòåãîðèåé ìíîæåñòâ âèäà Bκ ; îíè
ïîíàäîáÿòñÿ íàì â äàëüíåéøåì. Äîñòàòî÷íî íåïðîñòûå äîêàçàòåëü�
ñòâà ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî íàéòè â íàøåé êíèãå [19] (ñëåäñòâèå
11.4.7 è ñëåäñòâèå 11.5.8).

Ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé 5.8.1, ïåðåìåííûå T è f â ôîðìóëàõ ïðåä�
ëîæåíèé 6.4.1 è 6.4.2 ïðîáåãàþò, ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâà P(N<ω)
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è (N<ω)N
<ω

. Íàïîìíèì, ÷òî [s] = {a ∈ NN : s ⊂ a} � áýðîâñêèé èí�
òåðâàë â ïðîñòðàíñòâå NN , äëÿ êàæäîãî s ∈ N<ω .

Ïðåäëîæåíèå 6.4.1. Åñëè p ∈ NN è µ � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà
êëàññà ∆1

1(p) íà NN , òî ìíîæåñòâî

C<(µ) = {〈κ,m, n〉 ∈ BC× N× N : λ(Bκ ) < m
n
}

ïðèíàäëåæèò êëàññó Π1
1 (p), ïðè÷åì èìååòñÿ êàíîíè÷åñêàÿ Π1

1 -
ôîðìóëà π<(T, f,m, n) c åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì p, îïðåäåëÿþ�
ùàÿ ýòî ìíîæåñòâî â òîì ñìûñëå, ÷òî

π<(T, f,m, n)⇐⇒ κ = 〈T, f〉 ∈ BC ∧ λ(Bκ ) < m
n
.

Òî æå âåðíî è äëÿ àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåìûõ ìíîæåñòâ C≤(µ) ,
C>(µ) , C≥(µ) � â ÷àñòíîñòè, äëÿ íèõ èìåþòñÿ êàíîíè÷åñêèå Π1

1 -
ôîðìóëû π≤(T, f,m, n) , π>(T, f,m, n) , π≥(T, f,m, n).

Ïðåäëîæåíèå 6.4.2. Ìíîæåñòâà

C+
r = {〈κ, s〉 ∈ BC× N<ω : [s] rBκ � òîùåå ìíîæåñòâî} ;

C−r = {〈κ, s〉 ∈ BC× N<ω : [s] rBκ � íå òîùåå ìíîæåñòâî} ;

C+
∩ = {〈κ, s〉 ∈ BC× N<ω : [s] ∩Bκ � òîùåå ìíîæåñòâî} ;

C−∩ = {〈κ, s〉 ∈ BC× N<ω : [s] ∩Bκ � íå òîùåå ìíîæåñòâî}

ïðèíàäëåæàò Π1
1 , è äëÿ íèõ ñóùåñòâóþò êàíîíè÷åñêèå Π1

1 -ôîðìó�
ëû π+

r(T, f, s) , π−r(T, f, s) , π+
∩ (T, f, s) , π−∩ (T, f, s).

Ïðèâåäåì çäåñü, â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ, îäíî âàæíîå ñëåäñòâèå.

Óïðàæíåíèå 6.4.3 (11.4.8 â [19]). Ïóñòü p ∈ NN. Äîêàæèòå,
èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåíèå 6.4.1 è ëåììó 5.7.8, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî
P ⊆ NN × NN ïðèíàäëåæèò êëàññó ∆1

1(p), è r ∈ Q, òî ìíîæåñòâî
D< = {x ∈ NN : µ((P )x) < r} è àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåìûå ìíîæå�
ñòâà D≤ , D> , D≥ ïðèíàäëåæàò ýòîìó æå êëàññó ∆1

1(p).

Ïðèâåäåì åùå íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ îá àáñîëþòíîñòè íåêîòîðûõ
ñîîòíîøåíèé, ñâÿçàííûõ ñ êîäèðîâêîé ìåðû è êàòåãîðèè.

Ñëåäñòâèå 6.4.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M � òðàíçèòèâíîå ìíî�
æåñòâî èëè êëàññ, â êîòîðîì èñòèííû âñå àêñèîìû ZFC− . Òîãäà:

(i) åñëè κ ∈ BC ∩M è m,n ∈ N òî íåðàâåíñòâî λ(Bκ ) < m
n

àáñîëþòíî äëÿ M, è òî æå äëÿ íåðàâåíñòâ ≤ , >, ≥ ;

(ii) åñëè κ ∈ BC ∩M è s ∈ N<ω òî ïðåäëîæåíèå ¾ìíîæåñòâî
[s] rBκ òîùåå¿ àáñîëþòíî äëÿ M, è òî æå äëÿ [s] ∩Bκ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ïðèìåíèòü ðåçóëüòàòû ïðåäëîæåíèé
6.4.1 è 6.4.2 è ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó 5.9.1.



132 Ãëàâà 6. Ïåðâûé ïðîåêòèâíûé óðîâåíü, ÷àñòü 2

Èñòîðè÷åñêèå è áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ

Âñå áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà â ëþáîì ïîëüñêîì ïðîñòðàíñòâå, ðàçóìååò�
ñÿ, èçìåðèìû â ñìûñëå ëþáîé áîðåëåâñêîé ìåðû è áëàãîäàðÿ σ-àääèòèâ�
íîñòè ïîíÿòèé, ñâÿçàííûõ ñ êàòåãîðèåé, èìåþò ñâîéñòâî Áýðà. Âîïðîñ î
íàëè÷èè ñîâåðøåííîãî ÿäðà (¾ñâîéñòâà ñîâåðøåííîãî ÿäðà¿) ó íåñ÷åòíûõ
áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íå ñòîëü ïðîñò: ïðÿìàÿ èíäóêöèÿ ïî ïîñòðîåíèþ
ìíîæåñòâ ñ ïîìîùüþ áîðåëåâñêèõ îïåðàöèé íå ïðîõîäèò. Ðåøåíèå áûëî
íàéäåíî Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâûì â ðàáîòå [61] è Ô.Õàóñäîðôîì â ðàáîòå [88]
íåçàâèñèìî è ðàçíûìè ìåòîäàìè. Äîêàçàòåëüñòâî, äàííîå Àëåêñàíäðîâûì,
ïðèâåëî ê îòêðûòèþ Ì.ß. Ñóñëèíûì À-îïåðàöèè è A-ìíîæåñòâ, ò. å. Σ1

1-
ìíîæåñòâ. Í.Í. Ëóçèí â ðàáîòå [128] è Ì.ß. Ñóñëèí â ðàáîòå [171] óñòà�
íîâèëè, ÷òî A-ìíîæåñòâà èìåþò âñå òðè ñâîéñòâà ðåãóëÿðíîñòè: äëÿ íèõ
âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà 6.3.1 ýòîé êíèãè.

Ñâîéñòâî ñîâåðøåííîãî ÿäðà â îñîáåííîñòè ïðèâëåêàëî âíèìàíèå ìà�
òåìàòèêîâ èç-çà åãî ñâÿçè ñ êîíòèíóóì-ãèïîòåçîé. Óæå íà ñîâðåìåííîì
ýòàïå ðàçâèòèÿ äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ, òåîðåìà Àëåêñàíäðîâà �
Õàóñäîðôà íàøëà äàëåêî èäóùèå îáîáùåíèÿ. Íàïðèìåð, Ñèëüâåðîì [165]
áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè E � áîðåëåâñêîå (è äàæå Π1

1 ) îòíîøåíèå ýê�
âèâàëåíòíîñòè íà NN , òî ëèáî èìååòñÿ ëèøü ñ÷åòíîå ÷èñëî êëàññîâ E-
ýêâèâàëåíòíîñòè, ëèáî ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî èç ïîïàðíî E-
íåýêâèâàëåíòíûõ òî÷åê. Î äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ â ýòîì íàïðàâëå�
íèè ñì. êíèãè [18] è [19] íà ðóññêîì ÿçûêå, à òàêæå [81, 95, 106, 117]. Ìû
îáðàòèìñÿ ê ýòèì âîïðîñàì â �18.4 â êîíöå íàñòîÿùåé êíèãè.
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Ñâîéñòâà ðåãóëÿðíîñòè è

ïðîáëåìû Ëóçèíà �

Íîâèêîâà

Âòîðîé ïðîåêòèâíûé óðîâåíü ñîñòîèò èç êëàññîâ Σ1
2 , Π1

2 , ∆1
2 è ñî�

îòâåòñòâóþùèõ ýôôåêòèâíûõ êëàññîâ Σ1
2 , Π

1
2 , ∆

1
2 ñ ïàðàìåòðîì

p ∈ NN èëè áåç íåãî. Â öåëîì ðåçóëüòàòû çäåñü ìíîãî áåäíåå, ÷åì äëÿ
ïåðâîãî ïðîåêòèâíîãî óðîâíÿ. Â ÷àñòíîñòè, íå óäàåòñÿ è, ïî-âèäèìî�
ìó, íèêîãäà íå óäàñòñÿ äîêàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü óòâåðæäåíèÿ î
ðåãóëÿðíîñòè, èçìåðèìîñòè, ñâîéñòâå Áýðà, ñâîéñòâå ñîâåðøåííîãî
ÿäðà äëÿ ìíîæåñòâ âòîðîãî ïðîåêòèâíîãî óðîâíÿ.

Òàêîå â âûñøåé ñòåïåíè íåîáû÷íîå ¾ðåøåíèå¿ ýòèõ ïðîáëåì êëàñ�
ñè÷åñêîé äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ, ïîñòàâëåííûõ Í.Í. Ëó-
çèíûì â 1920-õ è 30-õ ãîäàõ, áûëî íàéäåíî çíà÷èòåëüíî ïîçæå è íà
îñíîâå ìåòîäîâ ñîâðåìåííîé òåîðèè ìíîæåñòâ, òàêèõ êàê êîíñòðóê�
òèâíîñòü ïî Ã¼äåëþ è ôîðñèíã (âûíóæäåíèå) ïî Êîýíó. Èçëîæåíèå
ýòèõ ìåòîäîâ âõîäèò â ñîäåðæàíèå íàñòîÿùåé êíèãè.

Â ýòîé ãëàâå ìû èçëîæèì è ïðîêîììåíòèðóåì ãëàâíûå ðåçóëü�
òàòû î ïðîáëåìàõ ðåãóëÿðíîñòè è åùå îá îäíîé ãðóïïå ïðîáëåì: î
íåñ÷åòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ îãðàíè÷åííî�
ãî áîðåëåâñêîãî ðàíãà.
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�7.1 Ïðîáëåìû ðåãóëÿðíîñòè

Òåîðåìà 6.3.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáîå Σ1
1-ìíîæåñòâî â ïîëüñêîì

ïðîñòðàíñòâå èìååò ñâîéñòâî ñîâåðøåííîãî ÿäðà è ñâîéñòâî Áýðà è
èçìåðèìî â ñìûñëå ëþáîé σ-êîíå÷íîé áîðåëåâñêîé ìåðû íà ýòîì
ïðîñòðàíñòâå. Ôîðìàëüíî, ýòè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü âûðàæåíû êàê
PK(Σ1

1) , LM(Σ1
1) , BP(Σ1

1). Êîíå÷íî, èçìåðèìîñòü è ñâîéñòâî Áýðà
ïåðåíîñÿòñÿ è íà êëàññ Π1

1 äîïîëíèòåëüíûõ ìíîæåñòâ.
Âñå ïðåäïðèíÿòûå â êëàññè÷åñêîé äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ïîïûò�

êè ðàñïðîñòðàíèòü ýòè ðåçóëüòàòû íà áîëåå âûñîêèå ïðîåêòèâíûå
êëàññû, ò. å. äîêàçàòü èëè æå îïðîâåðãíóòü õîòÿ áû óòâåðæäåíèÿ
PK(Π1

1) , LM(Σ1
2) , BP(Σ1

2), îêàçàëèñü íåóäà÷íûìè. Î÷åíü áûñòðî ýòè
ïðîáëåìû áûëè îñîçíàíû êàê òðóäíûå è, âåðîÿòíî, öåíòðàëüíûå â
äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ. Áîëåå òîãî, Í.Í. Ëóçèí âûñêàçû�
âàåò â çàìåòêàõ, îïóáëèêîâàííûõ â 1925 ã., óáåæäåíèå, ÷òî â êëàññå
ïðîåêòèâíûõ ìíîæåñòâ ýòè ïðîáëåìû âîîáùå íåðàçðåøèìû, ò. å. íà
ñîäåðæàùèåñÿ â íèõ âîïðîñû íåâîçìîæíî äàòü íèêàêîãî îïðåäåëåí�
íîãî îòâåòà. Èìåííî, Í.Í. Ëóçèí ïèøåò â ðàáîòå [129]:

Íåèçâåñòíî è íèêîãäà íå áóäåò èçâåñòíî, èìååò ëè êàæ�
äîå íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî äàííîãî ñåìåéñòâà [ñåìåéñòâà
ïðîåêòèâíûõ ìíîæåñòâ] ìîùíîñòü êîíòèíóóìà, ÿâëÿåò�
ñÿ îíî èëè íåò ìíîæåñòâîì òðåòüåé êàòåãîðèè [ìíî�
æåñòâîì, íå èìåþùèì ñâîéñòâà Áýðà], èçìåðèìî ëè îíî.1

Òàêèì îáðàçîì, ðå÷ü èäåò î ïðîáëåìàõ ìîùíîñòè, ìåðû è êàòåãîðèè
äëÿ ïðîåêòèâíûõ ìíîæåñòâ. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿëè îãðàíè�
÷åííûå âàðèàíòû ýòèõ ïðîáëåì, îòíîñÿùèåñÿ ê òåì ìèíèìàëüíûì
ïðîåêòèâíûì êëàññàì, äëÿ êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò íå äî�
ñòèãàåòñÿ ïðèìåíåíèåì òàêèõ ðåçóëüòàòîâ êëàññè÷åñêîé äåñêðèïòèâ�
íîé òåîðèè, êàê òåîðåìà 6.3.1. Ìîæíî óïîìÿíóòü äâå ïðîáëåìû ýòîãî
ðîäà, èç ñïèñêà ¾îñíîâíûõ ïðîáëåì äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ôóíêöèé¿
â ñòàòüå Ï.Ñ. Íîâèêîâà [43]2, ò. å. ïðîáëåìó ìîùíîñòè / ñîâåðøåííî�
ãî ÿäðà äëÿ Π1

1-ìíîæåñòâ (ñì. �6.3) è ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó:

Ïðîáëåìà èçìåðèìîñòè äëÿ Σ1
2 . Âåðíî ëè, ÷òî, ïîäîáíî ìíîæå�

ñòâàì êëàññà Σ1
1 è Π1

1 , âñÿêîå Σ1
2-ìíîæåñòâî èçìåðèìî ïî Ëåáåãó?

Ñëåäóÿ âûäåðæêå èç Ëóçèíà, ìû äîáàâëÿåì ê ýòîé ïîñëåäíåé
ïðîáëåìå è åå àíàëîã äëÿ êàòåãîðèè:

1 Ïåðåâîä ñ ôðàíöóçñêîãî îðèãèíàëà [129] äàí ïî êíèãå [29].
2 Ýòîò ñïèñîê ñîäåðæèò, äîñëîâíî ïî òåêñòó [43], 1) ïðîáëåìó ìîùíîñòè äîïîë�

íåíèÿ ê A-ìíîæåñòâó, 2) ïðîáëåìó èçìåðèìîñòè ïðîåêöèé äîïîëíåíèé ê A-ìíî�
æåñòâó, è 3) ïðîáëåìó îòäåëèìîñòè ïðîåêòèâíûõ ìíîæåñòâ âûñøèõ êëàññîâ. Òà�
êèì îáðàçîì, â ïðèíÿòîé â äàííîé êíèãå òåðìèíîëîãèè, äëÿ ïåðâûõ äâóõ ïðîáëåì
ðå÷ü èäåò î ìîùíîñòè Π1

1-ìíîæåñòâ è îá èçìåðèìîñòè ìíîæåñòâ êëàññà Σ1
1 .
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Ïðîáëåìà ñâîéñòâà Áýðà äëÿ Σ1
2 . Âåðíî ëè, ÷òî, ïîäîáíî ìíîæå�

ñòâàì êëàññà Σ1
1 è Π1

1 , âñÿêîå Σ1
2-ìíîæåñòâî èìååò ñâîéñòâî Áýðà?

Èòàê, ðàçâèòèå êëàññè÷åñêîé äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ
ïðèâåëî ê ïðîáëåìàì î íàëè÷èè ñâîéñòâ ðåãóëÿðíîñòè ó òî÷å÷íûõ
ìíîæåñòâ, êàê â öåëîì äëÿ êëàññà âñåõ ïðîåêòèâíûõ ìíîæåñòâ, òàê
è â èõ ¾ìèíèìàëüíîé¿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ó÷àñòâóþùåãî â íèõ ïðîåê�
òèâíîãî êëàññà (ðàçóìååòñÿ, íå ñ÷èòàÿ äîêàçóåìûõ óòâåðæäåíèé äëÿ
êëàññà Σ1

1) è íàèáîëåå íåïîñðåäñòâåííîé ôîðìå. Çäåñü ñëåäóåò îòìå�
òèòü, ÷òî Σ1

2-ñëó÷àé ïðîáëåì èçìåðèìîñòè è ñâîéñòâà Áýðà, ñòðîãî
ãîâîðÿ, íå ìèíèìàëåí, ïîñêîëüêó ∆1

2 � ñîáñòâåííûé ïîäêëàññ êëàñ�
ñà Σ1

2 , è äëÿ íåãî ýòè ïðîáëåìû òàêæå íåðàçðåøèìû. Ïîýòîìó ∆1
2-

âàðèàíòû ýòèõ ïðîáëåì òàêæå çàñëóæèâàþò âêëþ÷åíèÿ â ñïèñîê �
õîòÿ âîîáùå êëàññ Σ1

2 = A2 ïðèâëåêàë áîëüøå âíèìàíèÿ â êëàññè�
÷åñêîé äåñêðèïòèâíîé òåîðèè, ÷åì êëàññ ∆1

2 = B2 . Ýòî ïðèâîäèò
íàñ ê ñëåäóþùåìó ôîðìàëèçîâàííîìó â ñòèëå �6.1 ñïèñêó ïðîáëåì
î ñâîéñòâàõ ðåãóëÿðíîñòè òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ:

PK(Π1
1) , LM(∆1

2) , BP(∆1
2) , LM(Σ1

2) , BP(Σ1
2) . (∗)

Óñïåøíîå èçó÷åíèå ýòèõ ïðîáëåì ñòàëî âîçìîæíûì òîëüêî ïîñëå îò�
êðûòèÿ òàêèõ ìåòîäîâ ñîâðåìåííîé òåîðèè ìíîæåñòâ, êàê êîíñòðóê�
òèâíîñòü è ôîðñèíã � ñì. îá ýòîì â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ êíèãè.

�7.2 Àíàëèç ïðîáëåì. Íåðàçðåøèìîñòü

Íà äèàãðàììå ðèñ. 1 ãðàôè÷åñêè ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå ñâÿçè
ìåæäó ïÿòüþ ãèïîòåçàìè èç ñïèñêà (∗) â �7.1.

PK(Π1
1)

LM(Σ1
2)

BP(Σ1
2)

LM(∆1
2)

BP(∆1
2)

Ðèñ. 1: Còðåëêè èçîáðàæàþò äîêàçóåìûå èìïëèêàöèè ìåæäó ãèïîòå�
çàìè, ïðè÷åì æèðíûå ñòðåëêè èçîáðàæàþò òå èìïëèêàöèè, êîòîðûå
ïîëó÷àþòñÿ èç òðèâèàëüíûõ ñîîáðàæåíèé � ïîñêîëüêó ∆1

2 ⊆ Σ1
2 , à

ïðîñòûå ñòðåëêè � òå èìïëèêàöèè, êîòîðûå áóäóò äîêàçàíû íèæå,
ñì. ñëåäñòâèå 10.2.3 è òåîðåìà 12.4.1.
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Íî êàæäàÿ èç ïÿòè ãèïîòåç ñàìà ïî ñåáå îêàçûâàåòñÿ íåðàçðå�
øèìîé � äðóãèìè ñëîâàìè, åå íåëüçÿ íè äîêàçàòü, íè îïðîâåðãíóòü.
Áîëåå òî÷íî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãèïîòåçû íåðàçðåøèìû â ðàìêàõ àêñè�
îìàòè÷åñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ Öåðìåëî�Ôðåíêåëÿ ZFC.3 Ãëàâíûé
ðåçóëüòàò î íåðàçðåøèìîñòè ñâîéñòâ ðåãóëÿðíîñòè ïðîåêòèâíûõ ìíî�
æåñòâ ôîðìóëèðóåòñÿ â ñëåäóþùåé îáùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 7.2.1. Êàæäàÿ èç ãèïîòåç ñïèñêà (∗) íåðàçðåøèìà â
òåîðèè ZFC, ò. å. åå (ãèïîòåçó) íåëüçÿ íè äîêàçàòü, íè îïðîâåðã�
íóòü, èñõîäÿ èç àêñèîì ýòîé òåîðèè. Áîëåå òî÷íî,

(i) óòâåðæäåíèå, ÷òî âñå ïÿòü ãèïîòåç èìåþò îòðèöàòåëüíîå
ðåøåíèå (ò. å. â óêàçàííûõ êëàññàõ èìåþòñÿ ñîîòâåòñòâóþ�
ùèå êîíòðïðèìåðû), íå ïðîòèâîðå÷èò àêñèîìàì ZFC ;

(ii) óòâåðæäåíèå, ÷òî âñå ïÿòü ãèïîòåç èìåþò ïîëîæèòåëüíîå
ðåøåíèå (ò. å. âñå ìíîæåñòâà óêàçàííûõ êëàññîâ èìåþò òðå�
áóåìûå ñâîéñòâà), íå ïðîòèâîðå÷èò àêñèîìàì ZFC ;

(iii) áîëåå òîãî, óòâåðæäåíèå, ÷òî âîîáùå êàæäîå ïðîåêòèâíîå
ìíîæåñòâî èìååò âñå òðè ðàññìàòðèâàåìûõ ñâîéñòâà ðåãó�
ëÿðíîñòè, íå ïðîòèâîðå÷èò àêñèîìàì ZFC.

Äîïîëíèòåëüíî,

(iv) âñå èìïëèêàöèè, îáîçíà÷åííûå íà äèàãðàììå íà ñ. 135 ñòðåë�
êàìè îáîèõ âèäîâ, äîêàçóåìû â ZFC, îäíàêî

(v) îáðàòíûå èìïëèêàöèè, è âîîáùå ëþáûå äðóãèå ïîïàðíûå ñâÿ�
çè ìåæäó ýòèìè ãèïîòåçàìè, êðîìå óêàçàííûõ ñòðåëêàìè íà
äèàãðàììå íà ñ. 135, íåäîêàçóåìû â ZFC.

(vi) âñå óòâåðæäåíèÿ î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè è íåäîêàçóåìîñòè â
ïóíêòàõ (ii), (i), (iii), (v), îñòàþòñÿ â ñèëå òàêæå è ïî îòíî�
øåíèþ ê òåîðèÿì ZFC +CH è ZFC +¬ CH, ò. å. ñ äîáàâëåí�
íîé êîíòèíóóì-ãèïîòåçîé CH ëèáî ñ äîáàâëåííûì îòðèöàíè�
åì êîíòèíóóì-ãèïîòåçû.

3 Ñåé÷àñ, ïîñëå äëèòåëüíîé ïðîðàáîòêè îñíîâàíèé âñåõ ãëàâíûõ ðàçäåëîâ
ìàòåìàòèêè ñ íà÷àëà XX âåêà, ñ÷èòàåòñÿ òâ¼ðäî óñòàíîâëåííûì, ÷òî ëþáîå ìà�
òåìàòè÷åñêîå ðàññóæäåíèå ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî â äîêàçàòåëüñòâî èç àê�
ñèîì ZFC (èëè, êàê ãîâîðÿò, â âûâîä â òåîðèè ZFC). È â ýòîì êîíòåêñòå,
íåäîêàçóåìîñòü êàêîãî-òî ïîëîæåíèÿ P â ZFC îçíà÷àåò åãî íåäîêàçóåìîñòü â
ìàòåìàòèêå. Ñîîòâåòñòâåííî íåðàçðåøèìîñòü êàêîé-ëèáî ìàòåìàòè÷åñêîé ïðî�
áëåìû, ò. å. íåâîçìîæíîñòü äàòü íè ïîëîæèòåëüíûé, íè îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà
ïîñòàâëåííûé âîïðîñ, ïðèðàâíèâàåòñÿ ê å¼ íåðàçðåøèìîñòè â òåîðèè ZFC. Ïî�
ñëåäíÿÿ æå îçíà÷àåò, ÷òî íè ïðåäëîæåíèå P , âûðàæàþùåå äàííóþ ïðîáëåìó, íè
åãî îòðèöàíèå ¬ P íå èìåþò âûâîäà â òåîðèè ZFC.
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Ýòà òåîðåìà ñïðàâåäëèâà â ìîë÷àëèâîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñà�
ìà àêñèîìàòèêà ZFC íåïðîòèâîðå÷èâà. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå îáÿ�
çàòåëüíî, òàê êàê â ïðîòèâîðå÷èâîé òåîðèè ïî çàêîíàì ìàòåìàòè�
÷åñêîé ëîãèêè ìîæíî äîêàçàòü ëþáîå óòâåðæäåíèå. Áîëåå òîãî, äî�
êàçàòåëüñòâî ÷àñòåé (ii) è (iii) òåîðåìû òðåáóåò äîïóñòèòü íåïðîòè�
âîðå÷èâîñòü áîëåå ñèëüíîé àêñèîìàòèêè ZFCI, ïîëó÷àåìîé èç ZFC
äîáàâëåíèåì àêñèîìû î ñóùåñòâîâàíèè ñòðîãî (èëè ñëàáî) íåäîñòè�
æèìîãî êàðäèíàëà, ïî êðàéíåé ìåðå â îòíîøåíèè ñâîéñòâà ñîâåðøåí�
íîãî ÿäðà, à òàêæå â îòíîøåíèè ñâîéñòâà èçìåðèìîñòè âûøå êëàññà
Σ1

2 . Íå âõîäÿ â îáñóæäåíèå ýòîãî ñëîæíîãî âîïðîñà, îòìåòèì, ÷òî
íåò íèêàêèõ îñíîâàíèé ñîìíåâàòüñÿ â íåïðîòèâîðå÷èâîñòè è ýòèõ
àêñèîìàòèê.

Âîçâðàùàÿñü ê äèàãðàììå, ñòîèò îòìåòèòü óäèâèòåëüíóþ àñèì�
ìåòðèþ. Óòâåðæäåíèå LM(Σ1

2) =⇒ BP(Σ1
2) äîêàçóåìî (ñì. òåîðå�

ìó 12.4.1 íèæå), íî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåäîêàçóåìî, ÷òî ãîâîðèò
î ãëóáîêîì ðàçëè÷èè ìåæäó èçìåðèìîñòüþ è ñâîéñòâîì Áýðà.

Òåîðåìà 7.2.1 � ýòî ñâîäíàÿ òåîðåìà, ñîåäèíÿþùàÿ ðåçóëüòàòû,
ïîëó÷åííûå â ðàçíîå âðåìÿ è ðàçíûìè ìàòåìàòèêàìè, íî ãëàâíûå ðå�
çóëüòàòû â íåé ïðèíàäëåæàò Ã¼äåëþ [83], Ï.Ñ. Íîâèêîâó [43], Ìýíñ�
ôèëäó [140], Ñîëîâåþ [169, 168], à òàêæå Ðàéçîíüå è Ñòåðíó [157] â
îòíîøåíèè âûâîäà BP(Σ1

2) èç LM(Σ1
2). Ê ýòîé òåîðåìå îòíîñÿòñÿ è

ðàáîòû Â.À. Ëþáåöêîãî [30, 31, 35]. Ãëàâíûì ñîäåðæàíèåì íåñêîëü�
êèõ ñëåäóþùèõ ãëàâ ýòîé êíèãè áóäåò èçëîæåíèå äîêàçàòåëüñòâ âñåõ
îòäåëüíûõ óòâåðæäåíèé, èç êîòîðûõ ñîñòàâëåíà ýòà òåîðåìà, à òàê�
æå, ïî íåîáõîäèìîñòè, ââåäåíèå â òå ìåòîäû (êîíñòðóêòèâíîñòü ïî
Ãåäåëþ è ôîðñèíã), íà êîòîðûõ ýòè äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàíû.

�7.3 Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà ãëàâíîé òåîðåìû

Ìû íà÷íåì â ãëàâå 8 ñ èçëîæåíèÿ îñíîâ òåîðèè êîíñòðóêòèâíî�
ñòè ïî Ãåäåëþ, ñ ïðèëîæåíèåì ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ (i)
òåîðåìû 7.2.1 â �8.8. Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, ìû ïîêàæåì, ÷òî àêñèîìà
êîíñòðóêòèâíîñòè V = L âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå ìíîæåñòâ íåèçìåðè�
ìûõ è íå èìåþùèõ ñâîéñòâà Áýðà â êëàññå ∆1

2 (íà ñàìîì äåëå äàæå
â ∆1

2) è ìíîæåñòâ íå èìåþùèõ ñâîéñòâà ñîâåðøåííîãî ÿäðà â êëàññå
Π1

1 (è äàæå â Π1
1 ). À ïîñêîëüêó àêñèîìà V = L íå ïðîòèâîðå÷èò

àêñèîìàòèêå ZFC, îòñþäà è ñëåäóåò òðåáóåìûé ðåçóëüòàò î íåïðî�
òèâîðå÷èâîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ êîíòðïðèìåðîâ.

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 7.2.1 áîëüøóþ ðîëü èãðàþò ïîíÿòèÿ
òî÷åê êîýíîâñêèõ (ãåíåðè÷åñêèõ ïî Êîýíó) è ñëó÷àéíûõ (ãåíåðè÷å�
ñêèõ ïî Ñîëîâåþ). Åñëè çàäàíî ïîëüñêîå ïðîñòðàíñòâî X, íàïðèìåð,
âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ R èëè áýðîâñêîå ïðîñòðàíñòâî NN , òî òî÷êà
x ∈ X ÿâëÿåòñÿ êîýíîâñêîé íàä êàêîé-òî òðàíçèòèâíîé ìîäåëüþ M
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òåîðèè ZFC, åñëè å¼ íåëüçÿ âêëþ÷èòü íè â êàêîå òîùåå áîðåëåâñêîå
ìíîæåñòâî â X, èìåþùåå êîä â M. Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå
ñëó÷àéíîé òî÷êè íàä M, òîëüêî òîùèå ìíîæåñòâà çàìåíÿþòñÿ ìíî�
æåñòâàìè ìåðû 0 â ñìûñëå çàðàíåå çàäàííîé ìåðû íà X.

Ñîîòâåòñòâåííî, â îòíîøåíèè ñâîéñòâà ñîâåðøåííîãî ÿäðà, áîëü�
øóþ ðîëü áóäóò èãðàòü îðäèíàëû âèäà ωM

1 (ïåðâûé íåñ÷åòíûé êàð�
äèíàë â äàííîé òðàíçèòèâíîé ìîäåëè M, ñì. �8.5).

Ýòè ïîíÿòèÿ ïðåäñòàâëÿþò îñîáûé èíòåðåñ â ñëó÷àå, êîãäà M = L

(êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ, êîíñòðóêòèâíûõ ïî Ã¼äåëþ � ñì. ãëàâó 8 î êîí�
ñòðóêòèâíîñòè), èëè M = L[a], ãäå a ∈ NN (êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ, êîí�
ñòðóêòèâíûõ îòíîñèòåëüíî äàííîé òî÷êè a ∈ NN). Ìíîæåñòâî CohL
âñåõ ãåíåðè÷åñêèõ òî÷åê íàä L, è ìíîæåñòâî Rand L âñåõ ñëó÷àé�
íûõ òî÷åê íàä L, à òàêæå èõ ðåëÿòèâèçîâàííûå âàðèàíòû CohL[a]
è Rand L[a], ãäå a ∈ NN � ñàìè ïî ñåáå çàìå÷àòåëüíûå òåîðåòèêî�
ìíîæåñòâåííûå îáúåêòû, î ñâîéñòâàõ êîòîðûõ ñì. [15] èëè ãëàâó 10
êíèãè. Çäåñü äëÿ íàñ, îäíàêî, âàæíà ãëóáîêàÿ ñâÿçü ýòèõ ìíîæåñòâ ñ
ïðîáëåìàìè ìåðû è êàòåãîðèè ìíîæåñòâ âòîðîãî ïðîåêòèâíîãî óðîâ�

íÿ, è àíàëîãè÷íàÿ ñâÿçü îðäèíàëîâ âèäà ω
L[a]
1 ñ ïðîáëåìîé ñîâåð�

øåííîãî ÿäðà äëÿ ìíîæåñòâ êëàññà Π1
1 . Ýòà ñâÿçü, âûðàæåííàÿ òåî�

ðåìîé 10.2.1 è ñëåäñòâèåì 10.2.2, â îäíó ñòîðîíó óñòàíàâëèâàåòñÿ â
ãëàâå 10 íà îñíîâå ìåòîäîâ òåîðèè êîíñòðóêòèâíîñòè, î êîòîðûõ ñì.
ãëàâó 8, à â îáðàòíóþ ñòîðîíó � â ãëàâå 11, óæå ïðè ïîìîùè ìåòîäà
âûíóæäåíèÿ (ôîðñèíãà), ââåäåíèå â êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â ãëàâå 9.

Òàêèì îáðàçîì, ëóçèíñêèå ïðîáëåìû óäàñòñÿ ñâåñòè ê íåêîòîðûì

ñâîéñòâàì ìíîæåñòâ âèäà CohL[a], Rand L[a] è îðäèíàëîâ âèäà ω
L[a]
1 ,

ãäå a ∈ NN . Èññëåäóÿ ïîñëåäíèå â ðàçíûõ ìîäåëÿõ òåîðèè ZFC, ìû
äîêàçûâàåì íåðàçðåøèìîñòü êëàññè÷åñêèõ ïðîáëåì ðåãóëÿðíîñòè â
ãëàâå 13 è óòî÷íÿåì ñòðóêòóðó äîêàçóåìûõ ñâÿçåé ìåæäó ïðîáëåìà�
ìè â ãëàâå 14. Â ýòèõ ðàçäåëàõ ôîðñèíã èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü.

Îòäåëüíàÿ ãëàâà 12 ñîäåðæèò âûâîä ñâîéñòâà Áýðà èç èçìåðèìî-
ñòè äëÿ ìíîæåñòâ êëàññà Σ1

2 (îäíà èç èìïëèêàöèé äèàãðàììû ñî ñòð.
135), ãäå òàêæå ôèãóðèðóþò ìíîæåñòâà âèäà CohL[a] è Rand L[a].

�7.4 Î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ êîíñòèòóàíò

Âîçâðàùàÿñü ê ïðîáëåìå ñîâåðøåííîãî ÿäðà äëÿ Π1
1-ìíîæåñòâ,

ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå C =
⋃
ξ<ω1

Cξ íåêîòîðîãî Π1
1-ìíîæåñòâà C

â ïîëüñêîì ïðîñòðàíñòâå X íà êîíñòèòóàíòû, êàê óêàçàíî â îïðåäå�
ëåíèè 5.3.1. Âîçìîæíû òðè è òîëüêî òðè ñëó÷àÿ.

1. Êàæäàÿ êîíñòèòóàíòà Cξ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíà, è ÷èñëî íåïó�
ñòûõ êîíñòèòóàíò Cξ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

Â ýòîì ñëó÷àå ñàìî ìíîæåñòâî C , î÷åâèäíî, íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.
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2. Êàæäàÿ êîíñòèòóàíòà Cξ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíà, íî èìååòñÿ
íåñ÷åòíî ìíîãî íåïóñòûõ êîíñòèòóàíò Cξ .

Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî C èìååò ìîùíîñòü ðîâíî ℵ1 , è êðîìå
òîãî C íå ñîäåðæèò ñîâåðøåííûõ ïîäìíîæåñòâ! Â ñàìîì äåëå, åñëè
Y ⊆ C � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òî ïî òåîðåìå 5.3.4 íàéäåòñÿ îðäèíàë
λ < ω1 , äëÿ êîòîðîãî Y ⊆

⋃
ξ<λ Cξ , ò. å. Y ñ÷åòíî � ïðîòèâîðå÷èå.

3. Èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà íåñ÷åòíàÿ êîíñòèòóàíòà Cξ .

Òîãäà Cξ , êàê íåñ÷åòíîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî, èìååò ñîâåðøåí�
íîå ïîäìíîæåñòâî ïî òåîðåìå 6.3.1, òàê ÷òî è ñàìî C ñîäåðæèò ñî�
âåðøåííîå ïîäìíîæåñòâî è èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

Ñëåäñòâèå 7.4.1 (Ëóçèí). Ëþáîå ìíîæåñòâî êëàññà Π1
1 â ïîëü�

ñêîì ïðîñòðàíñòâå ëèáî íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, ëèáî èìååò ìîù�
íîñòü ℵ1 , ëèáî èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà c. Ïðè ýòîì

(i) äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåñ÷åòíîãî Π1
1-ìíîæåñòâà, íå èìåþùåãî

ñîâåðøåííûõ ïîäìíîæåñòâ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ñóùåñòâîâàëî ðàçëîæåíèå íà êîíñòèòóàíòû, êàê â îïðåäåëå�
íèè 5.3.1, èìåþùåå òèï 2 èç òðåõ óêàçàííûõ.

(ii) äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ Π1
1-ìíîæåñòâà ìîùíîñòè ñòðîãî ìåæäó

ℵ0 è c = 2ℵ0 , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî
ðàçëîæåíèå íà êîíñòèòóàíòû, êàê â îïðåäåëåíèè 5.3.1, èìåþ�
ùåå òèï 2 èç òðåõ óêàçàííûõ, è ïðè ýòîì ℵ1 < c ñòðîãî.

Èòàê, ïðîáëåìû ìîùíîñòè è ñîâåðøåííîãî ÿäðà äëÿ Π1
1-ìíî-

æåñòâ, â ñóùíîñòè ðàâíîñèëüíû: êîíòðïðèìåðû äëÿ îáåèõ ñóùåñòâó�
þò îäíîâðåìåííî, ïî êðàéíåé ìåðå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ℵ1 < c.

Â òî âðåìÿ êàê èìåþòñÿ ñîâåðøåííî ýëåìåíòàðíûå ïðèìåðû ðàç�
ëîæåíèé íà êîíñòèòóàíòû òèïîâ 1 è 3, â îòíîøåíèè òèïà 2 âîïðîñ íà�
ìíîãî áîëåå ñëîæåí. Ñóùåñòâóþò ëè â äåéñòâèòåëüíîñòè ðàçëîæåíèÿ
òèïà 2, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, íåñ÷åòíûå Π1

1-ìíîæåñòâà áåç ñîâåð�
øåííûõ ïîäìíîæåñòâ? Ýòó ïðîáëåìó íåâîçìîæíî ðåøèòü â ðàìêàõ
êëàññè÷åñêîé äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ, ïîñêîëüêó ñîãëàñíî
òåîðåìå 7.2.1 íà âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè òàêîãî Π1

1-ìíîæåñòâà (èëè
òàêîãî ðàçëîæåíèÿ íà êîíñòèòóàíòû) âîîáùå íåëüçÿ äàòü îïðåäåëåí�
íûé îòâåò â îáû÷íîì ïîíèìàíèè.

Ýòîò âîïðîñ äîïóñêàåò äàëüíåéøèé îáñòîÿòåëüíûé àíàëèç, ïðè�
âîäÿùèé ê íå ìåíåå èíòåðåñíûì ïðîáëåìàì, êîòîðûå ìû ðàññìîòðèì
â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå. Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ââîäèò òåðìèíîëî�
ãèþ, êîòîðàÿ íàì ïðèãîäèòñÿ ïðè îáñóæäåíèè ýòèõ ïðîáëåì.
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Îïðåäåëåíèå 7.4.2. ×òîáû íå ïîâòîðÿòüñÿ, ïîä ïîñëåäîâàòåëü�
íîñòüþ êîíñòèòóàíò ìû äîãîâîðèìñÿ ïîíèìàòü

(A) ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ âèäà Aξ = Aξ[F] èëè
Cξ = Cξ[F], ξ < ω1 , ãäå F = 〈Fs〉s∈N<ω � ðåãóëÿðíàÿ ñóñ�
ëèíñêàÿ ñèñòåìà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ Fs äàííîãî ïîëüñêîãî
ïðîñòðàíñòâà, à òàêæå

(B) ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ âèäà Aξ = Aξ[R] èëè
Cξ = Cξ[R], ξ < ω1 , ãäå R = 〈Rs〉s∈N<ωr{Λ} � ðåøåòî èç
áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ Rs äàííîãî ïîëüñêîãî ïðîñòðàíñòâà,

êàê â �5.3 è �5.5 ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäóÿ ñòàðîé òðàäèöèè â äåñêðèï�
òèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ (ñì. Í.Í. Ëóçèí [133]),

• êîíñòèòóàíòû Aξ è Cξ òèïà (A) ìû íàçûâàåì ÿâíûìè, à êîí�
ñòèòóàíòû Aξ è Cξ òèïà (B) äåéñòâèòåëüíûìè;

• äëÿ êàæäîãî èç òèïîâ (A), (B), êîíñòèòóàíòû âèäà Cξ , ò. å.
êîíñòèòóàíòû Π1

1-ìíîæåñòâà C =
⋃
ξ<ω1

Cξ , áóäåì íàçûâàòü

âíåøíèìè, à êîíñòèòóàíòû âèäà Aξ , ò. å. êîíñòèòóàíòû Σ1
1-

ìíîæåñòâà A =
⋃
ξ<ω1

Aξ , � âíóòðåííèìè.

À åñëè ïàðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 〈Cξ〉ξ<ω1
è 〈Aξ〉ξ<ω1

ñîîòâåòñòâåí�
íî âíåøíèõ è âíóòðåííèõ êîíñòèòóàíò ïîëó÷èëàñü èç îäíîé è òîé
æå ñóñëèíñêîé ñèñòåìû ëèáî îäíîãî è òîãî æå ðåøåòà, òî ýòè ïîñëå�
äîâàòåëüíîñòè íàçîâåì ñîïðÿæåííûìè.

Ïîñòðîåíèÿ, óïîìÿíóòûå â (A) è (B), ïðèâîäÿò, âîîáùå ãîâîðÿ,
ê ðàçíûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì êîíñòèòóàíò. Òåì íå ìåíåå, èõ îñíîâ�
íûå ñâîéñòâà ñîâïàäàþò. Â ÷àñòíîñòè, òðèõîòîìèÿ ñëó÷àåâ 1, 2, 3
âûøå, ñëåäñòâèå 7.4.1, à òàêæå òå ðåçóëüòàòû î ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ
êîíñòèòóàíò, êîòîðûå îáñóæäàþòñÿ íèæå â �7.5 â ñâÿçè ñ ëóçèíñêè�
ìè ïðîáëåìàìè î êîíñòèòóàíòàõ, â ðàâíîé ñòåïåíè îòíîñÿòñÿ êàê ê
êîíñòèòóàíòàì âèäà (A) òàê è ê êîíñòèòóàíòàì âèäà (B).

Îïðåäåëåíèå 7.4.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíñòèòóàíò Aξ èëè
Cξ íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ïî èíäåêñó åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé îð�
äèíàë ξ0 < ω1 , ÷òî âñå ÷ëåíû ñ èíäåêñàìè ξ > ξ0 ñóòü ïóñòûå ìíî�
æåñòâà. Ñîîòâåòñòâåííî, íåîãðàíè÷åííàÿ ïî èíäåêñó ïîñëåäîâàòåëü�
íîñòü êîíñòèòóàíò � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ñîäåðæèò áåñ�
êîíå÷íî ìíîãî íåïóñòûõ ÷ëåíîâ.

Çàìå÷àíèå 7.4.4. Â ýòîé òåðìèíîëîãèè ñëåäñòâèå 7.4.1(i) ìîæ�
íî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: äëÿ (1) ñóùåñòâîâàíèÿ íåñ÷åòíîãî Π1

1-
ìíîæåñòâà, íå èìåþùåãî ñîâåðøåííûõ ïîäìíîæåñòâ, íåîáõîäèìî



� 7.5. Ïðîáëåìû Ëóçèíà î êîíñòèòóàíòàõ 141

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû (2) ñóùåñòâîâàëà íåîãðàíè÷åííàÿ ïî èíäåêñó
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âíåøíèõ êîíñòèòóàíò, âñå ÷ëåíû êîòîðîé �
íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà.

�7.5 Ïðîáëåìû Ëóçèíà î êîíñòèòóàíòàõ

Ñîãëàñíî òåîðåìå 7.2.1 è ñëåäñòâèþ 7.4.1, ïðîáëåìà ñóùåñòâîâà�
íèÿ òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âíåøíèõ êîíñòèòóàíò, êàê â çàìå÷à�
íèè 7.4.4, íåðàçðåøèìà. Îäíàêî â 1930-å ãã. ýòî íå áûëî èçâåñòíî,
è ìàòåìàòèêè, ðàáîòàâøèå â äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ, ðàñ�
ñìàòðèâàëè ðàçíûå ìîäèôèêàöèè ýòîé ïðîáëåìû, ïûòàÿñü íàùóïàòü
ïåðñïåêòèâó äëÿ ñîäåðæàòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ. Ðàáîòàÿ â ýòîì íà�
ïðàâëåíèè, Í.Í. Ëóçèí ââåë ñëåäóþùåå ôóíäàìåíòàëüíîå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå 7.5.1. Ñîâîêóïíîñòü èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñî�
ñòîÿùàÿ èç áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ, íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ïî ðàí�
ãó , åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé îðäèíàë ρ < ω1 , ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî
äàííîé ñîâîêóïíîñòè èëè êàæäûé ÷ëåí äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
åñòü ìíîæåñòâî áîðåëåâñêîãî êëàññà Σ0

ρ .

Íàïðèìåð, îãðàíè÷åííîé ïî ðàíãó ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ëþáàÿ ñ÷å-
òíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Îäíàêî ñîâîêóïíîñòü âñåõ áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ (â ëþáîì çàäàííîì íåñ÷åòíîì ïîëüñêîì ïðîñòðàíñòâå) íå
îãðàíè÷åíà ïî ðàíãó ïî òåîðåìå èåðàðõèè (ñì. òåîðåìó 4.3.3).

Ñëåäóþùèå ïðîáëåìû î êîíñòèòóàíòàõ ñôîðìóëèðîâàíû Ëóçè-
íûì â ðÿäå ðàáîò 1930-õ ãã., â ÷àñòíîñòè â [27, ï. 1], [134, ï. 8].

Ïðîáëåìà I. Ñóùåñòâóåò ëè íåîãðàíè÷åííàÿ ïî èíäåêñó ïîñëå�
äîâàòåëüíîñòü âíåøíèõ êîíñòèòóàíò, êàæäûé ÷ëåí êîòîðîé, ò. å. êàæ�
äàÿ êîíñòèòóàíòà Cξ , ξ < ω1 , ñîäåðæèò ðîâíî îäíó òî÷êó?

Ïðîáëåìà II. Ñóùåñòâóåò ëè íåîãðàíè÷åííàÿ ïî èíäåêñó ïîñëå�
äîâàòåëüíîñòü âíåøíèõ êîíñòèòóàíò, âñå ÷ëåíû êîòîðîé � íå áîëåå
÷åì ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà?

Ïðîáëåìà III. Ñóùåñòâóåò ëè íåîãðàíè÷åííàÿ ïî èíäåêñó, íî
îãðàíè÷åííàÿ ïî ðàíãó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âíåøíèõ êîíñòèòóàíò?

Ïðîáëåìà IV. Ñóùåñòâóåò ëè íåîãðàíè÷åííàÿ ïî èíäåêñó ïîñëå�
äîâàòåëüíîñòü âíåøíèõ êîíñòèòóàíò, ÷ëåíû êîòîðîé ìîæíî çàêëþ�
÷èòü â ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà, îáðàçóþ�
ùèå îãðàíè÷åííîå ïî ðàíãó ñåìåéñòâî?

Íóìåðàöèÿ ïðîáëåì âçÿòà íàìè èç ëóçèíñêèõ ðàáîò [27], [134]
ãäå êàæäàÿ èç ïðîáëåì íàïå÷àòàíà ñ êðàñíîé ñòðîêè ñ óïîòðåáëå�
íèåì ñëîâà ¾ïðîáëåìà¿ è óêàçàííîãî íîìåðà. Âîçðàñòàíèå íîìåðà



142 Ãëàâà 7. Ñâîéñòâà ðåãóëÿðíîñòè è ïðîáëåìû Ëóçèíà � Íîâèêîâà

ñîîòâåòñòâóåò óáûâàíèþ ñèëû òðåáîâàíèé, ïðåäúÿâëÿåìûõ ê ïîñëå�
äîâàòåëüíîñòè êîíñòèòóàíò. Â ÷àñòíîñòè, òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿå�
ìûå ïðîáëåìîé III, ñëàáåå òðåáîâàíèé ïðîáëåìû II ââèäó òîãî, ÷òî
âñÿêîå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî (âîîáùå, âñÿêîå ìíîæåñòâî
Fσ) ïðèíàäëåæèò áîðåëåâñêîìó êëàññó Σ0

2 .
Èç ÷åòûðåõ ñôîðìóëèðîâàííûõ ïðîáëåì, ïðîáëåìà II áûëà â îñî�

áåííîñòè õîðîøî èçâåñòíà â êëàññè÷åñêîé äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíî�
æåñòâ áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî îíà ýêâèâàëåíòíà ôóíäàìåíòàëüíîé ïðî�
áëåìå PK(Π1

1) ìîùíîñòè / ñîâåðøåííîãî ÿäðà äëÿ Π1
1-ìíîæåñòâ,

ò. å. ñóùåñòâîâàíèå òðåáóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíñòèòóàíò ðàâ�
íîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ íåñ÷åòíîãî Π1

1-ìíîæåñòâà áåç ñîâåðøåííî�
ãî ÿäðà, ñì. çàìå÷àíèå 7.4.4.

Ïðîáëåìà III òàêæå ïðèâëåêàëà âíèìàíèå Ëóçèíà, è îí îáðàùàë�
ñÿ ê àíàëèçó ýòîé ïðîáëåìû è íåêîòîðûõ åå àñïåêòîâ â ðÿäå äðóãèõ
ðàáîò 30-õ ãîäîâ ïîìèìî óêàçàííûõ (â ÷àñòíîñòè, ñì. êíèãó [135,
ãë. III] è ñòàòüè [132], [133]). Â ýòèõ ðàáîòàõ Ëóçèí ïîñòàâèë åùå
íåñêîëüêî âîïðîñîâ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåò ñ îïðåäåëåííûìè òðåáî�
âàíèÿìè ê êîíñòèòóàíòàì, äâà èç êîòîðûõ ìû çäåñü óïîìÿíåì. Äëÿ
ñîõðàíåíèÿ åäèíñòâà òåðìèíîëîãèè è ññûëîê, ìû ñôîðìóëèðóåì ýòè
âîïðîñû ïîä íàçâàíèÿìè: ïðîáëåìà IIIa, ïðîáëåìà IIIb, ïîñêîëüêó
îíè â èçâåñòíîì ñìûñëå ÿâëÿþòñÿ âàðèàíòàìè ïðîáëåìû III.

Ïðîáëåìà IIIa (ï. 1 â [132]). Ñóùåñòâóåò ëè íåîãðàíè÷åííàÿ ïî
èíäåêñó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âíåøíèõ êîíñòèòóàíò, ñðåäè ÷ëåíîâ êî�
òîðîé ìîæíî âûäåëèòü íåñ÷åòíîå ÷èñëî íåïóñòûõ áîðåëåâñêèõ ìíî�
æåñòâ, îáðàçóþùèõ îãðàíè÷åííîå ïî ðàíãó ñåìåéñòâî?

Ïðîáëåìà IIIb (ï. 5 â [133]). Ñóùåñòâóåò ëè íåîãðàíè÷åííàÿ
ïî èíäåêñó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âíåøíèõ êîíñòèòóàíò, ñðåäè ÷ëåíîâ
êîòîðîé ìîæíî âûäåëèòü íåñ÷åòíîå îãðàíè÷åííîå ïî ðàíãó ñåìåéñòâî
íåïóñòûõ ìíîæåñòâ, è ïðè ýòîì âñå êîíñòèòóàíòû íåïóñòû?

Ê ýòîé ñåðèè ïðèíàäëåæèò è ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà, ïîñòàâëåííàÿ
Ëóçèíûì â ñòàòüå [26, ï. 5], ãäå îíà íàçâàíà ¾îñíîâíîé ïðîáëåìîé òåî�
ðèè àíàëèòè÷åñêèõ ñîâîêóïíîñòåé¿ (áåç ñîîáùåíèÿ åé êàêîãî-ëèáî
íîìåðà). Çà íåèìåíèåì áîëåå ïîäõîäÿùåãî âàðèàíòà, ìû ïðèñâàèâà�
åì çäåñü ýòîé ïðîáëåìå àááðåâèàòóðó ÎÏÒÀÑ.

Ïðîáëåìà ÎÏÒÀÑ. Ñóùåñòâóåò ëè ïàðà ñîïðÿæåííûõ ïîñëå�
äîâàòåëüíîñòåé êîíñòèòóàíò 〈Cξ〉ξ<ω1 è 〈Aξ〉ξ<ω1 , õîòÿ áû îäíà4 èç
êîòîðûõ íåîãðàíè÷åíà ïî èíäåêñó, íî îáå îãðàíè÷åíû ïî ðàíãó?

4 Çäåñü ìîæíî íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ïîòðåáîâàòü íåîãðàíè÷åííîñòü ïî èí�
äåêñó èìåííî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âíóòðåííèõ êîíñòèòóàíò 〈Aξ〉ξ<ω1

. Â ñàìîì
äåëå, åñëè ïîñëåäíÿÿ îãðàíè÷åíà ïî èíäåêñó, ò. å. âñå, êðîìå ñ÷åòíîãî èõ ÷èñëà,
ìíîæåñòâà Aξ ïóñòû, òî ìíîæåñòâî A =

⋃
ξ Aξ � î÷åâèäíî, áîðåëåâñêîå, à òî�
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Çàìå÷àíèå 7.5.2. Â ðàáîòàõ Í.Í. Ëóçèíà ÷àùå ðàññìàòðèâà�
ëèñü äåéñòâèòåëüíûå êîíñòèòóàíòû â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 7.4.2, ò. å.
òå, êîòîðûå ïðîèçâîäÿòñÿ ðåøåòàìè � â ÷àñòíîñòè, ýòî îòíîñèòñÿ ê
ðàáîòàì [27], [134], ñîäåðæàùèì ñåðèþ ïðîáëåì I, II, III, IV. Â äðó�
ãèõ ðàáîòàõ, â ÷àñòíîñòè, â ñòàòüå [133], Í.Í. Ëóçèí ðàññìàòðèâàåò
ÿâíûå êîíñòèòóàíòû � òå, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ñóñëèíñêèå
ñèñòåìû. Ñóòü îäíàêî â òîì, ÷òî îáå ñèñòåìû êîíñòèòóàíò îáëàäàþò
îäíèìè è òåìè æå ãëàâíûìè ñâîéñòâàìè � â ÷àñòíîñòè, âñ¼ ñêàçàí�
íîå íèæå î ðåøåíèÿõ ïðîáëåì î êîíñòèòóàíòàõ (âêëþ÷àÿ òåîðåìû
íåðàçðåøèìîñòè) â ðàâíîé ñòåïåíè îòíîñèòñÿ ê îáåèì ýòèì ñèñòåìàì.

Ñâåðõ òîãî, ðåøåíèÿ ïðîáëåì î êîíñòèòóàíòàõ íå ìåíÿþòñÿ, åñëè
ðàçðåøèòü ñóñëèíñêèå ñèñòåìû è ðåøåòà, ñîñòîÿùèå íå òîëüêî èç
çàìêíóòûõ, íî è èç ïðîèçâîëüíûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ.

Ïîäîáíî ïðîáëåìàì èç �7.2, ñâÿçàííûì ñî ñâîéñòâàìè ðåãóëÿðíî�
ñòè, íåêîòîðûå èç ýòèõ ïðîáëåì, à èìåííî, ïðîáëåìû II, III, IV, IIIa,
IIIb, îêàçàëèñü íåðàçðåøèìûìè, ïðè÷åì

1) ýêâèâàëåíòíûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïîñëå�
äîâàòåëüíîñòè êîíñòèòóàíò, óäîâëåòâîðÿþùåé òðåáîâàíèÿì îä�
íîé (ëþáîé) èç íèõ, ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíî�
ñòè êîíñòèòóàíò, óäîâëåòâîðÿþùåé òðåáîâàíèÿì ëþáîé äðóãîé
ïðîáëåìû ïî âûáîðó èç ýòèõ ïÿòè,

2) è ñâåðõ òîãî ýêâèâàëåíòíûìè, â òîì æå ñìûñëå, ïðîáëåìå ìîù�
íîñòè / ñîâåðøåííîãî ÿäðà äëÿ Π1

1-ìíîæåñòâ (çàìå÷àíèå 7.4.4).

Ïðîáëåìû æå I è ÎÏÒÀÑ îêàçàëàñü, íàïðîòèâ, ðàçðåøèìûìè â îòðè�
öàòåëüíîì íàïðàâëåíèè: ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òðåáóåìûõ âèäîâ íåò,
è ýòî ôàêò, êîòîðûé äîêàçûâàåòñÿ â ZFC, ò. å. îáû÷íûìè ñðåäñòâàìè
òåîðèè ìíîæåñòâ. Ïðè ýòîì ðàçíèöà îáåñïå÷èâàåòñÿ äëÿ ïðîáëåìû
I íå òðåáîâàíèåì îäíîýëåìåíòíîñòè êàê òàêîâûì, à ïîäðàçóìåâàå�
ìîé ýòèì òðåáîâàíèåì íåïóñòîòîé êàæäîé âíåøíåé êîíñòèòóàíòû.
Äîáàâèâ ýòî òðåáîâàíèå íåïóñòîòû ê ïðîáëåìàì II è III, ìû òàêæå
ïîëó÷àåì ïðîáëåìû, ðàçðåøèìûå îòðèöàòåëüíî. ×òî êàñàåòñÿ ïðî�
áëåìû ÎÏÒÀÑ, òî åå ðàçðåøèìîñòü îáóñëîâëåíà íåêîòîðûìè äàëåêî
íå î÷åâèäíûìè ñâîéñòâàìè èìåííî âíóòðåííèõ êîíñòèòóàíò.

Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ òåîðåì î íåðàçðåøèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè
ïðîáëåì î êîíñòèòóàíòàõ áóäóò èçëîæåíû â ãëàâàõ 15 è 16, ñì. �16.1.

Íåäàâíî íåêîòîðûå èç ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïîñëåäîâàòåëüíî�
ñòÿìè êîíñòèòóàíò îãðàíè÷åííîãî áîðåëåâñêîãî ðàíãà, óäàëîñü ðàñ�

ãäà è äîïîëíèòåëüíîå Π1
1-ìíîæåñòâî C =

⋃
ξ Cξ � òàêæå áîðåëåâñêîå, è ïîòîìó

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âíåøíèõ êîíñòèòóàíò 〈Cξ〉ξ<ω1
áóäåò îãðàíè÷åííîé ïî èí�

äåêñó ñîãëàñíî òåîðåìå 5.3.4. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó ýòî ðàññóæäåíèå íå ïðîõîäèò.
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ïðîñòðàíèòü íà áîëåå øèðîêèé òèï ω1-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïîðîæ�
äàåìûõ Π1

1-íîðìàìè, îá ýòîì ñì. â ñòàòüå [74].

�7.6 Óçêàÿ ïðîáëåìà êîíòèíóóìà

Ìàòåìàòèêè, ðàáîòàþùèå â îáëàñòè òåîðèè ìíîæåñòâ, âñåãäà ðàñ�
ñìàòðèâàëè êàê îäèí èç íàèáîëåå âàæíûõ âîïðîñîâ î ñîîòíîøåíèè
äâóõ ïðîñòåéøèõ íåñ÷åòíûõ ìîùíîñòåé � ìîùíîñòè ℵ1 ìíîæåñòâà
âñåõ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûõ òðàíñôèíèòîâ è ìîùíîñòè êîíòèíóóìà
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë c. Âíèìàíèå ñïåöèàëèñòîâ áûëî ïðèâëå÷åíî ê
òàêèì ôóíäàìåíòàëüíûì ïðîáëåìàì, êàê

− êàíòîðîâà ïðîáëåìà êîíòèíóóìà (ñîñòîÿùàÿ â äîêàçàòåëüñòâå
èëè îïðîâåðæåíèè êîíòèíóóì-ãèïîòåçû c = 2ℵ0 ),

− ãèëüáåðòîâà ïðîáëåìà ýôôåêòèâíîãî ïîëíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ
êîíòèíóóìà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, è

− âîñõîäÿùàÿ ê Ëåáåãó çàäà÷à ýôôåêòèâíîãî äîêàçàòåëüñòâà íå-
ðàâåíñòâà ℵ1 ≤ c, ò. å. ýôôåêòèâíîãî (áåç àêñèîìû âûáîðà)
îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà ìîùíîñòè ðîâíî ℵ1 , ñîñòîÿùåãî èç âå�
ùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Ýòè âîïðîñû, îòíîñÿùèåñÿ íå òîëüêî ê òåîðèè ìíîæåñòâ, íî è ê îñ�
íîâàíèÿì ìàòåìàòèêè â øèðîêîì ñìûñëå, ðàññìàòðèâàëèñü ìíîãèìè
êðóïíûìè ìàòåìàòèêàìè íà÷àëà è ïåðâîé ïîëîâèíû XX âåêà. Áîëü�
øîé èíòåðåñ îíè âûçûâàëè, â ÷àñòíîñòè, ó Í. Í. Ëóçèíà, ïûòàâøå�
ãîñÿ íàéòè ïîäõîä ê èõ ðåøåíèþ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ äåñêðèïòèâíîé
òåîðèè ìíîæåñòâ. Àíàëèç ýòîãî êðóãà âîïðîñîâ ïðèâåë Ëóçèíà ê ãëó�
áîêîé èäåå àíàëîãèè ìåæäó òî÷êàìè äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé è áîðå�
ëåâñêèìè ìíîæåñòâàìè îãðàíè÷åííîãî ðàíãà, â ñâåòå êîòîðîé áûëà
âåñüìà åñòåñòâåííîé ïîñòàíîâêà â ¾Ëåêöèÿõ¿ [135, ãë. III] è â ðàáî�
òàõ [132, 133, 134, 26, 27] ñëåäóþùèõ äâóõ ïðîáëåì, êîòîðûå ñòàâÿò
òå æå âîïðîñû, ÷òî è ïðîáëåìû î îãðàíè÷åííûõ ïî ðàíãó ïîñëåäîâà�
òåëüíîñòÿõ êîíñòèòóàíò èç �7.5, íî â áîëåå øèðîêîì êîíòåêñòå:

Óçêàÿ ïðîáëåìà êîíòèíóóìà, ÓÏÊ. 5 Ìîæíî ëè ýôôåêòèâíî ðàç�
áèòü êîíòèíóóì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íà ℵ1 íåïóñòûõ áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ îãðàíè÷åííîãî áîðåëåâñêîãî ðàíãà?

Óçêàÿ ïðîáëåìà Ëåáåãà, ÓÏË. Ìîæíî ëè ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ℵ1 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ
âåùåñòâåííîé ïðÿìîé îãðàíè÷åííîãî áîðåëåâñêîãî ðàíãà?

5 Âî ôðàíöóçñêîì îðèãèíàëå, probl�eme restreint du continu. Â àíãëîÿçû÷íîé
ëèòåðàòóðå, restreint ïåðåâîäèòñÿ êàê restricted, ñì., íàïðèìåð, [176]. Íà ðóññêèé
ÿçûê èíîãäà ïåðåâîäèòñÿ êàê îãðàíè÷åííàÿ.
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Ñëåäóþùàÿ ðàçâåðíóòàÿ öèòàòà èç [28, ñ. 203] èëè [29, ñ. 173]
ðàñêðûâàåò ìîòèâàöèþ Ëóçèíà â ñâÿçè ñ ¾óçêèìè ïðîáëåìàìè¿.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè ïðåäûäóùåãî, áûëî áû î÷åíü æå�
ëàòåëüíî ïîëó÷èòü íåêîòîðûå îáùèå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèå�
ñÿ ðàçëîæåíèÿ êîíòèíóóìà íà òðàíñôèíèòíóþ áåñêîíå÷íîñòü
ìíîæåñòâ ϑα , èçìåðèìûõ Â îãðàíè÷åííûõ êëàññîâ. Ýòî â íåêî�
òîðîì ðîäå îñëàáëåííàÿ ïðîáëåìà êîíòèíóóìà, ìû åå íàçîâåì
óçêîé ïðîáëåìîé êîíòèíóóìà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Ëåáåã ïîñòàâèë ïðîáëåìó: óçíàòü, ìîæ�
íî ëè íàçâàòü ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ òî÷åê, ïåðåíóìåðîâàí�
íûõ ïðè ïîìîùè âñåõ òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë âòîðîãî êëàññà
ïî Êàíòîðó. Ëèøü ïîñëå òîãî, êàê áóäåò íàéäåíî ïîëîæèòåëü�
íîå ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû, ìîæíî ñ÷èòàòü óñòàíîâëåííûì,
÷òî ìîùíîñòü êîíòèíóóìà ñðàâíèìà ñ ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâà
âñåõ òðàíñôèíèòíûõ ÷èñåë âòîðîãî êëàññà ïî Êàíòîðó. Ïîýòî�
ìó áûëî áû âïîëíå åñòåñòâåííî ñòàðàòüñÿ íàçâàòü òðàíñôè�
íèòíóþ áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâ Eα , íå ïóñòûõ, èçìåðèìûõ Â
è îãðàíè÷åííûõ êëàññîâ. Ýòî òîæå îñëàáëåííàÿ ïðîáëåìà; ìû
åå íàçîâåì óçêîé ïðîáëåìîé Ëåáåãà.

Èññëåäîâàíèÿ Øòåðíà [175, 176] è Êàíîâåÿ [8, 10] ïîêàçàëè, ÷òî, ñ îä�
íîé ñòîðîíû, â ñàìîì îáùåì êîíòåêñòå ZFC îáå ïðîáëåìû ðåøàþòñÿ
îòðèöàòåëüíî (ò. å. íè òî, íè äðóãîå ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíî íåâûïîë�
íèìî íà áàçå àêñèîì ZFC), à ñ äðóãîé ñòîðîíû, äîáàâëÿÿ ê ZFC,
íàïðèìåð, íåïðîòèâîðå÷èâóþ àêñèîìó êîíñòðóêòèâíîñòè, ìîæíî ïî�
ëó÷èòü è ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ ïðîáëåì. Îá ýòîì ñì. ãëàâó 17.

�7.7 Ñòðóêòóðà âûñøèõ ïðîåêòèâíûõ êëàññîâ

Âîçâðàùàÿñü òåïåðü ê ¾îñíîâíûì ïðîáëåìàì äåñêðèïòèâíîé òåî�
ðèè ôóíêöèé¿ ïî Ï.Ñ. Íîâèêîâó [43], óïîìÿíóòûì âûøå â �7.1, îòìå�
òèì, ÷òî òðåòüåé â ñïèñêå ñòîèò ïðîáëåìà îòäåëèìîñòè â âûñøèõ ïðî�
åêòèâíûõ êëàññàõ, ñòàâøàÿ îñîáåííî èíòåðåñíîé ïîñëå ñîáñòâåííûõ
èññëåäîâàíèé Ï.Ñ. Íîâèêîâà, ïîêàçàâøèõ, ÷òî çàêîíû îòäåëèìîñòè
äëÿ âòîðîãî ïðîåêòèâíîãî óðîâíÿ îáðàòíû çàêîíàì îòäåëèìîñòè äëÿ
ïåðâîãî óðîâíÿ (ñì. �5.6).

×òî êàñàåòñÿ Óíèôîðìèçàöèè, Ðåäóêöèè, è Îòäåëèìîñòè äëÿ òðå�
òüåãî è áîëåå âûñîêèõ óðîâíåé, òî çäåñü ñèòóàöèÿ ïîõîæà íà òó, êîòî�
ðàÿ èìååò ìåñòî äëÿ ñâîéñòâ ðåãóëÿðíîñòè (õîòÿ è íà îäèí óðîâåíü
âûøå). Èìåííî, àêñèîìû ZFC íåäîñòàòî÷íî ñèëüíû, ÷òîáû äîêàçàòü
èëè îïðîâåðãíóòü Óíèôîðìèçàöèþ, Ðåäóêöèþ, èëè Îòäåëèìîñòü äëÿ
êëàññîâ Σ1

n è Π1
n ïðè n ≥ 3. Çäåñü îäíàêî ïðèíîñÿò ïîëüçó äîïîë�

íèòåëüíûå àêñèîìû.
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Íàïðèìåð, àêñèîìà êîíñòðóêòèâíîñòè V = L (î íåé ñì. ãëàâó 8)
âëå÷åò Óíèôîðìèçàöèþ è Ðåäóêöèþ äëÿ êëàññà Σ1

n è, ñîîòâåòñòâåí�
íî, Îòäåëèìîñòü äëÿ êëàññ Π1

n ïðè ëþáîì n ≥ 3 � ò. å. ñîâåðøåííî
àíàëîãè÷íî ðåçóëüòàòàì äëÿ êëàññîâ âòîðîãî óðîâíÿ èåðàðõèè. Ýòîò
ðåçóëüòàò ïðèíàäëåæèò, â ðàçíûõ ÷àñòÿõ, Ï.Ñ. Íîâèêîâó [43] è Àä�
äèñîíó [59, 60], à äîêàçàòåëüñòâî â êîíòåêñòå ñîâðåìåííîé äåñêðèï�
òèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ èçëîæåíî íà ðóññêîì ÿçûêå â [6, � 13].

Äðóãîå ðåøåíèå ïðèíîñèò àêñèîìà äåòåðìèíèðîâàííîñòè AD.
Èìåííî, 1) åñëè n ≥ 3 íå÷åòíî, òî, ïîäîáíî ïåðâîìó óðîâíþ, Óíè�
ôîðìèçàöèÿ è Ðåäóêöèÿ âûïîëíåíû äëÿ êëàññà Π1

n , íî íå äëÿ Σ1
n ,

à Îòäåëèìîñòü � íàîáîðîò, äëÿ êëàññà Σ1
n , íî íå äëÿ Π1

n , íî 2)
åñëè n ≥ 4 ÷åòíî, òî, ïîäîáíî âòîðîìó óðîâíþ, Óíèôîðìèçàöèÿ è
Ðåäóêöèÿ âûïîëíåíû äëÿ êëàññà Σ1

n , íî íå äëÿ Π1
n , à Îòäåëèìîñòü

� íàîáîðîò, äëÿ êëàññà Π1
n , íî íå äëÿ Σ1

n . Îá àêñèîìå äåòåðìèíèðî�
âàííîñòè è åå ñëåäñòâèÿõ è, â ÷àñòíîñòè, îá ýòèõ ðåçóëüòàòàõ Ìàðòè�
íà [141] è Ìîñêîâàêèñà [147] ñì. [49, ãë. 8] èëè êíèãó [19, ãëàâû 14,
15], à â ïëàíå ñðàâíåíèÿ ñ àêñèîìîé âûáîðà � êíèãó [9].

Êàê âèäíî, àêñèîìû V = L è AD äàþò âåñüìà ðàçíóþ êàðòèíó
â îòíîøåíèè ïðèíöèïîâ Óíèôîðìèçàöèè, Ðåäóêöèè, è Îòäåëèìîñòè
äëÿ òðåòüåãî è áîëåå âûñîêèõ óðîâíåé. Íî îíè ñõîäÿòñÿ â îòíîøå�
íèè ÷åòíûõ óðîâíåé, ò. å. êàæäàÿ èç íèõ, íàïðèìåð, âëå÷åò Îòäåëè�
ìîñòü äëÿ êëàññîâ Π1

n ñ ÷åòíûìè èíäåêñàìè n ≥ 4, õîòÿ òåõíè÷åñêè
â ñèëó ñîâåðøåííî ðàçíûõ ïðè÷èí. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìåþòñÿ (âåñü�
ìà ñëîæíûå) ìîäåëè àêñèîì ZFC, â êîòîðûõ Îòäåëèìîñòü íå âåðíà
äëÿ êëàññà Π1

n ñ íàïåðåä çàäàííûì ÷åòíûì èëè íå÷åòíûì èíäåêñîì
n ≥ 4, ñì. [7], òàê ÷òî è çäåñü, êàê è äëÿ ñâîéñòâ ðåãóëÿðíîñòè, èìååò
ìåñòî íåðàçðåøèìîñòü.

Èñòîðè÷åñêèå è áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ

Ïðîáëåìû î ñâîéñòâàõ ðåãóëÿðíîñòè òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ, âìåñòå ñ äðó�
ãèìè ëóçèíñêèìè ïðîáëåìàìè â ýòîé îáëàñòè, ïîñòîÿííî ôèãóðèðîâàëè
â êà÷åñòâå âàæíûõ íåðåøåííûõ çàäà÷ â îòå÷åñòâåííûõ îáçîðàõ èññëåäî�
âàíèé ïî êëàññè÷åñêîé äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ, ñì., íàïðèìåð,
Ë.Â. Êåëäûø [22], Ï.Ñ. Íîâèêîâ è Ë.Â. Êåëäûø [45, 46], Ï.Ñ. Íîâèêîâ è
À.À. Ëÿïóíîâ [47]. Î êîíñòèòóàíòàõ â ñâÿçè ñ ïîñòðîåíèåì íåñ÷åòíûõ ïî�
ñëåäîâàòåëüíîñòåé áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ îãðàíè÷åííîãî ðàíãà ãîâîðèòñÿ
â ìîíîãðàôèè Êóðàòîâñêîãî [122, ñ. 495]. Ê ðàçëè÷íûì àñïåêòàì ýòèõ ïðî�
áëåì îáðàùàëèñü Ï.Ñ. Íîâèêîâ [42, ñ. 242], Ë.Â. Êåëäûø [21], À.À. Ëÿ-
ïóíîâ [38], Å.À. Ñåëèâàíîâñêèé [160], à ïîçæå, íà÷èíàÿ ñ 1960õ ãîäîâ �
Ñîëîâåé [168, 169], Ñòåðí [175, 174, 176], è äð. Àíàëèçó ýòèõ ïðîáëåì ñïå�
öèàëüíî ïîñâÿùåíû ñòàòüè Â.À. Óñïåíñêîãî è Â. Ã. Êàíîâåÿ [11, 52, 53],
Â. Ã. Êàíîâåÿ è Â.À. Ëþáåöêîãî [17], è ïîýòîìó ìû íå áóäåì îñîáî îñòà�
íàâëèâàòüñÿ íà èñòîðè÷åñêèõ àñïåêòàõ ýòèõ ïðîáëåì.



Ãëàâà 8

Êîíñòðóêòèâíîñòü ïî

Ã¼äåëþ

Ñðåäè âñåõ ìûñëèìûõ ìíîæåñòâ ñ î÷åâèäíîñòüþ âûäåëÿþòñÿ òàêèå,
êîòîðûå äîïóñêàþò ïðîñòîå îïðåäåëåíèå èëè ÿâíîå ïîñòðîåíèå ñ ïî�
ìîùüþ ïðîñòûõ îïåðàöèé; íàçîâåì èõ ¾êîíñòðóêòèâíûìè¿. Ýòî �
èíòóèòèâíîå ïîíÿòèå: îíî çàâèñèò è îò âûáîðà ðàçðåøåííûõ ñðåäñòâ
îïðåäåëåíèÿ èëè ïîñòðîåíèÿ è îò âûáîðà èñõîäíûõ ìíîæåñòâ äëÿ
ýòèõ îïðåäåëåíèé, ïîñòðîåíèé. Ê ñ÷àñòüþ, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå ðà�
çóìíûå âàðèàíòû îïðåäåëåíèÿ êîíñòðóêòèâíîñòè ïðèâîäÿò ê î÷åíü
íåáîëüøîìó ÷èñëó äåéñòâèòåëüíî ðàçíûõ ðåçóëüòàòîâ. Íàèáîëåå èç�
âåñòíûì è ïîëåçíûì ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå êîíñòðóêòèâíîñòè ïî
Ã¼äåëþ.
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�8.1 Îáùåå ïîíÿòèå êîíñòðóêòèâíîñòè

Îïðåäåëåíèå êîíñòðóêòèâíûõ ìíîæåñòâ èçâåñòíî â íåñêîëüêèõ
âàðèàíòàõ, äàþùèõ îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò. Äëÿ íàñ áîëåå óäîáåí
âàðèàíò ñòàòüè [83], ïðÿìî îñíîâàííûé íà ñëåäóþùèõ âîñüìè ã¼äåëå�
âûõ îïåðàöèÿõ (äàíû ïî áîëåå óäîáíîìó ñïèñêó èç êíèãè [73]):

F1(X,Y ) = {X,Y } , F2(X,Y ) = X r Y ;

F3(X,Y ) = {〈x, y〉 ∈ X : y ∈ Y )} ;

F4(X,Y ) = X ∩ ranY = {x ∈ X : ∃ y (〈y, x〉 ∈ Y )} ;

F5(X,Y ) = {〈x, y〉 ∈ X : x ∈ y} ;

F6(X,Y ) = {〈x, y〉 ∈ X : 〈y, x〉 ∈ Y } ;

F7(X,Y ) = {〈x, y, z〉 ∈ X : 〈x, z, y〉 ∈ Y } ;

F8(X,Y ) = {〈x, y, z〉 ∈ X : 〈z, x, y〉 ∈ Y } .

Îñîáåííîñòüþ èìåííî ýòîãî ñïèñêà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî Fn(X,Y ) ⊆ X
ïðè n ≥ 2. Èçâåñòíû äðóãèå âàðèàíòû ã¼äåëåâûõ îïåðàöèé � îíè îò�
ëè÷àþòñÿ âòîðîñòåïåííûìè äåòàëÿìè, ñâÿçàííûìè ñ îñîáåííîñòÿìè
èçëîæåíèÿ â òîé èëè èíîé êíèãå, íî îáùèì çíàìåíàòåëåì ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. [73, ñòð. 195], [99, ëåììà 31], [100, 13.4]):

Òåîðåìà 8.1.1. Åñëè ϕ(x, x1, . . . , xm) � îãðàíè÷åííàÿ ôîðìóëà,
òî èìååòñÿ òàêàÿ (m+ 1)-àðíàÿ ñóïåðïîçèöèÿ F îïåðàöèé Fi , ÷òî
f(X, p1, . . . , pm) = {x ∈ X : ϕ(x, p1, . . . , pm)} äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ
X, p1, . . . , pm .

Íàïîìíèì, ÷òî Ord � ýòî êëàññ âñåõ îðäèíàëîâ.

Îïðåäåëåíèå 8.1.2 (êîíñòðóêòèâíûå ìíîæåñòâà). Îïðåäåëèì
ïîëíîå óïîðÿäî÷åíèå l êëàññà T = {0, 1, ..., 8} × Ord× Ord òàê:

〈i, ξ, η〉l 〈i′, ξ′, η′〉 êîãäà ëèáî max{ξ, η} < max{ξ′, η′} ëèáî
max{ξ, η} = max{ξ′, η′}, íî 〈ξ, η〉 < 〈ξ′, η′〉 ëåêñèêîãðàôè÷å�
ñêè, ëèáî ξ = ξ′ , η = η′, è i < i′ .

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà l � ýòî ñîáñòâåííûé êëàññ T , íî
íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü Tiξη âñåõ l-ïðåäøåñòâåííè�
êîâ ëþáîé òðîéêè 〈i, ξ, η〉 ∈ T � ìíîæåñòâî, à íå ñîáñòâåííûé êëàññ.
×åðåç κ(i, ξ, η) ∈ Ord îáîçíà÷èì ïîðÿäêîâûé òèï Tiξη â ñìûñëå l.
Òîãäà îòîáðàæåíèå K(i, ξ, η) = 1 + κ(i, ξ, η) áóäåò ïîðÿäêîâûì èçî�

ìîðôèçìîì 〈T ; l〉 íà−→ Ordr{0}. Îáðàòíûå ôóíêöèè îáîçíà÷èì K0,
K1,K2 , ò. å. åñëè K(i, ξ, η) = γ òî K0(γ) = i, K1(α) = ξ , K2(α) = η .



� 8.1. Îáùåå ïîíÿòèå êîíñòðóêòèâíîñòè 149

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî K1(γ) < γ è K2(γ) < γ äëÿ âñåõ γ ≥ 1. Ýòî
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ F γ èíäóêöèåé
ïî γ ∈ Ord, ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé ñõåìû:

F γ =


∅ ïðè γ = 0 ;

FK0(γ)(FK1(γ),FK2(γ)) ïðè γ > 0 è K0(γ) > 0 ;

{F ν : ν < γ} ïðè γ > 0 è K0(γ) = 0 .

Íàêîíåö, ïîëîæèì L = {F γ : γ ∈ Ord} � êëàññ âñåõ êîíñòðóêòèâ�
íûõ (ïî Ã¼äåëþ) ìíîæåñòâ.

Èòàê, êîíñòðóêòèâíûå ìíîæåñòâà ïîëó÷àþòñÿ â õîäå îïðåäåëåí�
íîãî òðàíñôèíèòíîãî èíäóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ, íà÷èíàÿ ñ ïóñòîãî
ìíîæåñòâà. Êàæäûé øàã ýòîãî ïîñòðîåíèÿ ñîñòîèò ëèáî â ïðèìåíå�
íèè îäíîé èç ã¼äåëåâûõ îïåðàöèé èç äàííîãî âûøå ñïèñêà ê êàêîé-òî
ïàðå óæå ïîñòðîåííûõ ìíîæåñòâ (ïðè÷åì îáåñïå÷èâàåòñÿ, ÷òî â õî�
äå ïîñòðîåíèÿ áóäóò ïåðåáðàíû âñå ïàðû), ëèáî æå â ñîáèðàíèè âñåõ
óæå ïîñòðîåííûõ ìíîæåñòâ â îäíî ìíîæåñòâî. Ïðè ýòîì êàæäîå ìíî�
æåñòâî èç L êîíñòðóèðóåòñÿ íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç:

Óïðàæíåíèå 8.1.3. Ïóñòü α ∈ Ord. Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ F2 ,
÷òî íàéäåòñÿ îðäèíàë γ > α, äëÿ êîòîðîãî F γ = ∅, à òàêæå, åñëè è
ξ ∈ Ord, òî íàéäåòñÿ îðäèíàë γ > α, äëÿ êîòîðîãî F γ = F ξ .

Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ F0 , ÷òî {F n : n < ω} = HF (âñå íàñëåä�
ñòâåííî êîíå÷íûå ìíîæåñòâà).

Ñëåäóþùåå ìîäèôèöèðîâàííîå îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò íà÷àòü íå
ñ ïóñòîãî ìíîæåñòâà, à ñ íåêîòîðîãî äàííîãî ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 8.1.4 (îòíîñèòåëüíàÿ êîíñòðóêòèâíîñòü). Äëÿ ëþ�
áîãî ìíîæåñòâà X ⊆ L, ïóñòü ϑ = ϑ(X) � íàèìåíüøèé îðäèíàë, äëÿ
êîòîðîãî X ⊆ {F ξ : ξ < ϑ}. (Íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà X = a ∈ NN,
ìû âñåãäà èìååì ϑ(a) = ω .)

Ïåðåîïðåäåëèì K â 8.1.2 êàê åäèíñòâåííûé ïîðÿäêîâûé èçîìîð�
ôèçì K : 〈T ; l〉 íà−→ Ordr{0, ϑ}; òàêèì îáðàçîì, îáðàòíûå ôóíêöèè
K0 , K1 , K2 îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå Ordr{0, ϑ} (âñå îðäèíàëû êðî�
ìå 0 è ϑ). Îïðåäåëèì F ξ[X] èíäóêöèåé ïî ξ ∈ Ord, â ñîîòâåòñòâèè
ñî ñõåìîé 8.1.2, íî ñî ñïåöèàëüíûì ïóíêòîì: F ϑ[X] = X.

Çàìåòèì, ÷òî F ξ[X] = F ξ ïðè ξ < ϑ, òàê ÷òî X = F ϑ[X] ⊆
{F ξ[X] : ξ < ϑ}. Íàêîíåö, îïðåäåëÿåòñÿ

L[X] = {F γ [X] : γ ∈ Ord}

� êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ êîíñòðóêòèâíûõ îòíîñèòåëüíî X .



150 Ãëàâà 8. Êîíñòðóêòèâíîñòü ïî Ã¼äåëþ

Óïðàæíåíèå 8.1.5. Äîêàæèòå, òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé ïî
ξ , ÷òî rnkF ξ[X] ≤ ξ .

Îïðåäåëåíèå 8.1.6 (ã¼äåëåâû óïîðÿäî÷åíèÿ). Åñëè x, y ∈ L, òî
îòíîøåíèå x <ã�åä y îçíà÷àåò, ÷òî x âñòðå÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíî�
ñòè ìíîæåñòâ F γ ðàíüøå y .

Åñëè X ⊆ L è x, y ∈ L[X], òî îòíîøåíèå x <ã�åä
X y îçíà÷àåò, ÷òî

x âñòðå÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ F γ [X] ðàíüøå y .

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî êëàññ L ñîâïàäàåò ñ L[X] äëÿ ëþáîãî
X ∈ L. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîëó÷åíà Ã¼äåëåì â [83] èìåííî â ýòîì
÷àñòíîì ñëó÷àå, íî îáùèé ðåçóëüòàò äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òåîðåìà 8.1.7. Ïóñòü X ⊆ L.
Êëàññ L[X] òðàíçèòèâåí, è â íåì âûïîëíåíû âñå àêñèîìû ZFC.
Êëàññ L[X] ñîäåðæèò X è âñå îðäèíàëû è ÿâëÿåòñÿ íàèìåíü�

øèì êëàññîì ñ ýòèì ñâîéñòâîì, ãäå âûïîëíåíû âñå àêñèîìû ZFC.
Îòíîøåíèå <ã�åä

X åñòü ïîëíîå óïîðÿäî÷åíèå êëàññà L[X], ïîðÿä�
êîâî ïîäîáíîå Ord. Â ÷àñòíîñòè, îòíîøåíèå <ã�åä åñòü ïîëíîå óïî�
ðÿäî÷åíèå êëàññà L, ïîðÿäêîâî ïîäîáíîå Ord.

Òðàíçèòèâíîñòü êëàññîâ âèäà L[X] îáåñïå÷èâàåòñÿ òåì î÷åâèä�
íûì ñâîéñòâîì ã¼äåëåâûõ îïåðàöèé, ÷òî Fi(X,Y ) ⊆ {X,Y } ∪X ∪ Y .

�8.2 Êîíñòðóêòèâíàÿ èåðàðõèÿ

Äëÿ èçó÷åíèÿ ñòðóêòóðû êëàññà L êîíñòðóêòèâíûå ìíîæåñòâà
ðàñïîëàãàþò â èåðàðõèþ ìíîæåñòâ Lξ , êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ òðàíñ�
ôèíèòíîé èíäóêöèåé ïî ξ , òàê ÷òî

L0 = ∅ (ïóñòîå ìíîæåñòâî);

Lξ+1 = P(Lξ) ∩ cl(Lξ ∪{Lξ}), ãäå cl(X) � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà X
îòíîñèòåëüíî ãåäåëåâûõ îïåðàöèé, ò. å. íàèìåíüøåå çàìêíóòîå
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé Fi ìíîæåñòâî Y , äëÿ êîòîðîãî X ⊆ Y ;

Lλ =
⋃
ξ<λ Lξ äëÿ ïðåäåëüíûõ îðäèíàëîâ λ.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþò è èåðàðõèþ îòíîñèòåëüíîé êîíñòðóêòèâ�
íîñòè � â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 8.1.4. Íàïðèìåð, äëÿ a ∈ NN ,

L0[a] = ∅;

Lξ+1[a] = P(Lξ[a]) ∩ cl(Lξ[a] ∪ {Lξ[a]});

Lω[a] = {a} ∪
⋃
n<ω Ln[a] = {a} ∪HF;

Lλ[a] =
⋃
ξ<λ Lξ[a] äëÿ ïðåäåëüíûõ îðäèíàëîâ λ > ω .
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Ýòè èåðàðõèè è èõ âàðèàíòû ñëóæàò ïðåäìåòîì ãëóáîêèõ èññëå�
äîâàíèé â ñîâðåìåííîé òåîðèè ìíîæåñòâ, ñ êëþ÷åâûì òåðìèíîì �ne
structure, î áîëåå ðàííåì ýòàïå êîòîðûõ ñì., íàïðèìåð, [49, ãë. 5] íà
ðóññêîì ÿçûêå. Íàì æå â ýòîé êíèãå áóäåò äîñòàòî÷íî ñëåäóþùåãî
áîëåå ýëåìåíòàðíîãî îïðåäåëåíèÿ èåðàðõèè, ïðîñòî îáúåäèíÿþùåãî
íà îäíîì óðîâíå âñå ìíîæåñòâà, êîíñòðóèðóåìûå äî äàííîãî øàãà:

Fγ = {F ξ : ξ < γ} è Fγ [x] = {F ξ[x] : ξ < γ} − ïðè x ∈ NN .

Ïîíÿòíî, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî Fγ [x] � íà÷àëüíûé ñåãìåíò âñåãî
êëàññà L[x] â ñìûñëå ïîðÿäêà <ã�åä

x îïðåäåëåíèÿ 8.1.6.

�8.3 Àáñîëþòíîñòü ã¼äåëåâà ïîñòðîåíèÿ

Îïèñàííîå â �8.1 òðàíñôèíèòíîå ïîñòðîåíèå íèêàê íå èñïîëüçóåò
àêñèîìó Ñòåïåíè, à ïîòîìó ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ñðåäñòâàìè áîëåå
ñëàáîé òåîðèè ZFC− (ò. å., íàïîìíèì, ZFC áåç àêñèîìû Ñòåïåíè)
� ò. å. àêñèîì ZFC− äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåõ áàçîâûõ
ñâîéñòâ ïîðÿäêà l, ôóíêöèé K è Ki , ñàìèõ îòîáðàæåíèé γ 7→ F γ è

ξ,X 7→ F ξ[X], è ïîëíûõ ïîðÿäêîâ âèäà <ã�åä
X , î êîòîðûõ øëà ðå÷ü â

�8.1. Â ÷àñòíîñòè, â ZFC− , ìíîæåñòâà F γ è F ξ[X] îïðåäåëåíû äëÿ
âñåõ îðäèíàëîâ γ, ξ è ëþáîãî ìíîæåñòâà X ⊆ L = {F γ : γ ∈ Ord}, â
÷àñòíîñòè, äëÿ X = a ∈ NN . Òåîðåìà 8.1.7 òàêæå âåðíà â ZFC− , ñ
î÷åâèäíîé çàìåíîé ZFC íà ZFC− .

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî åñëè M � òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü
ZFC− , ξ ∈ OrdM = Ord∩M, è a ∈M∩NN , òî âíóòðè M îïðåäåëåíû
ìíîæåñòâà F ξ è F ξ[a], êîòîðûå, äëÿ âíåøíåãî íàáëþäàòåëÿ, îáîçíà�
÷àþòñÿ, êàê îáû÷íî, ÷åðåç (F ξ)

M è (F ξ[a])M . Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò
îá àáñîëþòíîñòè áûë óñòàíîâëåí Ã¼äåëåì ïðè ãîðàçäî áîëåå ìÿãêèõ
òðåáîâàíèÿõ ê M ÷åì áûòü ìîäåëüþ ZFC− (ñì. [99], ðàçä. 11).

Ïðåäëîæåíèå 8.3.1. Ïóñòü M � òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî
èëè êëàññ, â êîòîðîì èñòèííû âñå àêñèîìû ZFC−, è a ∈M ∩ NN .
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈F ξ[a]〉ξ∈Ord∩M àáñîëþòíà äëÿ M, ò. å.
F ξ[a] = (F ξ[a])M äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà ξ ∈M.

Äîêàçàòåëüñòâî (íàáðîñîê). Ïðîâåðÿåì àáñîëþòíîñòü ôóíêöèé
K è Ki è îïåðàöèé Fn (íà îñíîâå òåîðåìû 3.8.1), à çàòåì äîêàçûâàåì
ðàâåíñòâî F ξ[a] = (F ξ[a])M òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé ïî ξ .

Âçÿâ êëàññ L â êà÷åñòâå M â 8.3.1, Ã¼äåëü ïîëó÷èë:

Ñëåäñòâèå 8.3.2. L = (L)L , ò. å. ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìíîæåñòâ
x ∈ L, êîòîðûå îïðåäåëåíû êàê êîíñòðóêòèâíûå ìíîæåñòâà âíóò�
ðè óíèâåðñóìà L, cîâïàäàåò ñ ñàìèì êëàññîì L.
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Äàëüøå íàì ïîòðåáóåòñÿ ëåììà, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå îáîáùà�
þùàÿ ðåçóëüòàò 8.3.1 íà íåôóíäèðîâàííûå ìîäåëè. Â íåé èñïîëü�
çóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ èç ��3.9, 3.11. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ε ∈ E, òî
〈N ; ε〉 � ω-ìîäåëü òåîðèè ZFC− , WFε � ôóíäèðîâàííîå ÿäðî ýòîé

ìîäåëè, φε : 〈WFε ; ε〉 íà−→ 〈Mε ; ∈〉 � åäèíñòâåííûé èçîìîðôèçì íà
òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî Mε , è (x)ε = φε

−1(x) ∈WFε äëÿ x ∈Mε .

Ëåììà 8.3.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ε ∈ E, a ∈ NN ∩Mε , γ ∈
Ord ∩Mε , x ∈Mε , è x̄ = (x)ε , ā = (a)ε , γ̄ = (γ)ε . Òîãäà x = F γ [a],
åñëè è òîëüêî åñëè â 〈N ; ε〉 èñòèííî x̄ = F γ̄ [ā].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ óìåíüøåíèÿ ãðîìîçäêîñòè, ïóñòü ȳ = (y)ε

äëÿ âñåõ y ∈ Mε . Ôîðìóëû ¾x � îðäèíàë¿ è x ∈ y îãðàíè÷åíû, à
ïîòîìó ëåììà 3.11.3 äàåò γ̄ ∈WFOrdε , è êðîìå òîãî,

{α ∈ Ordε : â 〈N ; ε〉 èñòèííî α < γ̄} = {ξ̄ : ξ < γ} .

Äàëåå, îïóñêàÿ ãðîìîçäêèå íî äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûå äåòàëè, ìû ïî�
ëó÷àåì ïðè ïîìîùè ëåììû 3.11.3 ñëåäóþùåå:

(1) åñëè γ ∈ Ord ∩Mε è n = K0(γ), ξ = K1(γ), η = K2(γ) � ïðè
ýòîì, çàìåòèì, n ≤ 8 è ξ, η < γ ñòðîãî, � òî â 〈N ; ε〉 èñòèííî
n̄ = K0(γ̄), ξ̄ = K1(γ̄), η̄ = K2(γ̄), è ξ̄, η̄ ε γ̄ .

Íà îñíîâàíèè ýòîãî, ìû äîêàçûâàåì:

(2) åñëè γ ∈ Ord∩Mε , òî ìíîæåñòâî x = F γ [a] ïðèíàäëåæèò Mε ,
è â 〈N ; ε〉 èñòèííî x̄ = F γ̄ [ā].

Ðàññóæäàåì èíäóêöèåé ïî γ . Îïóñêàÿ òðèâèàëüíûå ÷àñòè, ïóñòü
γ ≥ 1 è γ 6= ω , è ïóñòü n = K0(γ), ξ = K1(γ), η = K2(γ). Äîïó�
ñòèì, ÷òî, ê ïðèìåðó, n = 6 (îñòàëüíûå ñëó÷àè àíàëîãè÷íû), ò. å.
x = F6(y, z), ãäå y = F ξ[a] è z = F η[a]. Òîãäà ξ, η < γ , ñëåäîâà�
òåëüíî, ïî èíäóêòèâíîé ãèïîòåçå, y, z ∈Mε , è ýëåìåíòû ȳ, z̄ ∈WFε
óäîâëåòâîðÿþò ȳ = F ξ̄[ā], z̄ = F η̄[ā] â 〈N ; ε〉.

Ïóñòü w̄ ∈ N � òîò ýëåìåíò, äëÿ êîòîðîãî â 〈N ; ε〉 èñòèííî
w̄ = F6(ȳ, z̄); w̄ = (w)ε , ãäå w ∈ Mε . Òîãäà w̄ = F γ̄ [ā] â 〈N ; ε〉
ñîãëàñíî (1). À ñ äðóãîé ñòîðîíû, ¾w̄ ⊆ ȳ¿ èñòèííî â 〈N ; ε〉 ïî îïðå�
äåëåíèþ F6 , à ȳ ∈ WFε . Îòñþäà w̄ ∈ WFε ïî ëåììå 3.10.3(i). Íî
òîãäà w = F6(y, z) áëàãîäàðÿ ëåììå 3.11.3 (äåéñòâèå F6 âûðàæàåòñÿ
îãðàíè÷åííîé ôîðìóëîé), îòêóäà w = x, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

�8.4 Àêñèîìà êîíñòðóêòèâíîñòè

Âåðíî ëè, ÷òî âñå ìíîæåñòâà êîíñòðóêòèâíû (ïðèíàäëåæàò L),
èëè, íàîáîðîò, ñóùåñòâóþò íåêîíñòðóêòèâíûå ìíîæåñòâà? Ýòîò âî�
ïðîñ ìîæíî çàäàòü è â ôîðìå: âåðíà ëè àêñèîìà êîíñòðóêòèâíîñòè
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V = L, êîòîðàÿ êàê ðàç è âûðàæàåò ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âñå ìíîæå�
ñòâà êîíñòðóêòèâíû ÷åðåç ôîðìàëüíîå ðàâåíñòâî âñåãî óíèâåðñóìà
V êëàññó L âñåõ êîíñòðóêòèâíûõ ìíîæåñòâ. Áîëåå àêêóðàòíî,

V = L åñòü ïðåäëîæåíèå ∀x ∃ ξ ∈ Ord (x = F ξ) ;

V = L[X] åñòü ïðåäëîæåíèå ∀x ∃ ξ ∈ Ord (x = F ξ[X])

(äëÿ ïðîèçâîëüíîãî X).

Êàê îêàçàëîñü, àêñèîìû ZFC íåäîñòàòî÷íî ñèëüíû, ÷òîáû äàòü îïðå�
äåëåííûé îòâåò íà âîïðîñ, âåðíà ëè àêñèîìà V = L. Òî÷íóþ ôîðìó
ýòîãî ðåçóëüòàòà äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 8.4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðèÿ ZFC íåïðîòèâîðå-
÷èâà.1 Òîãäà íè îòðèöàíèå àêñèîìû V = L íè ñàìà àêñèîìà V = L

íå ìîãóò áûòü äîêàçàíû â ZFC. Ãîâîðÿ äðóãèìè ñëîâàìè, êàê àê�
ñèîìà êîíñòðóêòèâíîñòè V = L òàê è åå îòðèöàíèå V 6= L ñîâìå�
ñòèìû ñ àêñèîìàìè ZFC, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íå ïðîòèâîðå÷àò
àêñèîìàì ZFC, èëè ïðîùå ãîâîðÿ, íåïðîòèâîðå÷èâû.2

Ïåðâàÿ ÷àñòü ýòîé òåîðåìû, ò. å. íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ñàìîé àê�
ñèîìû êîíñòðóêòèâíîñòè V = L, áûëà óñòàíîâëåíà Ã¼äåëåì [83], ïî
ñóùåñòâó, êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 8.1.7 è ðåçóëüòàòà 8.3.1. Èìåííî,
ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 8.3.2, àêñèîìà êîíñòðóêòèâíîñòè âåðíà â L. À
ïîñêîëüêó âñå àêñèîìû ZFC òàêæå èñòèííû â L ïî òåîðåìå 8.1.7, è
äåëàåòñÿ âûâîä î ñîâìåñòèìîñòè àêñèîìû V = L ñ àêñèîìàìè ZFC.
Ã¼äåëþ òàêæå ïðèíàäëåæèò ñëåäóþùàÿ çíàìåíèòàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 8.4.2. Àêñèîìà âûáîðà AC è îáîáùåííàÿ êîíòèíóóì�
ãèïîòåçà GCH èñòèííû â êëàññå L âñåõ êîíñòðóêòèâíûõ ìíî�
æåñòâ, à òàêæå â ëþáîì êëàññå âèäà L[a], ãäå a ∈ NN .

Àêñèîìà âûáîðà, âîîáùå, âåðíà â ëþáîì êëàññå âèäà L[X], ãäå
X ⊆ L, íî êîíòèíóóì-ãèïîòåçà óæå íå îáÿçàòåëüíî âåðíà â L[X].

Äîêàçàòåëüñòâî (íàáðîñîê). Ñ àêñèîìîé âûáîðà âñ¼ ïðîñòî:
ïîëíîå óïîðÿäî÷åíèå <ã�åä

a êëàññà L[a] îïðåäåëèìî â L[a] ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 8.3.1, ÷òî è ïîçâîëÿåò âûáèðàòü â L[a] ýëåìåíò â ëþ�
áîì íåïóñòîì ìíîæåñòâå A êàê <ã�åä

a -íàèìåíüøèé ýëåìåíò â A.

Ðåçóëüòàò äëÿ êîíòèíóóì-ãèïîòåçû CH (ìû, äëÿ ïðîñòîòû, ðàñ�
ñìîòðèì å¼ âìåñòî ïîëíîé GCH) îïèðàåòñÿ íà òàêóþ ëåììó.

1 Ñì. çàìå÷àíèå ïîñëå òåîðåìû 7.2.1.
2 Ïðàâèëüíåå: íåïðîòèâîðå÷èâû îòíîñèòåëüíî ZFC, ò. å. ïðè (÷àñòî ìîë÷à�

ëèâîì) äîïóùåíèè íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ñàìîé òåîðèè ZFC.
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Ëåììà 8.4.3. Åñëè a ∈ NN , òî ìû èìååì L[a] ∩ NN ⊆ Fω1 [a]
� ò. å. åñëè x ∈ L[a] ∩ NN , òî x = F ξ[a] äëÿ íåêîòîðîãî îðäèíàëà
ξ < ω1 , � è äàæå L[a] ∩HC ⊆ Fω1

[a].

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé êëþ÷åâîé ëåììû îñíîâàíî íà òåîðåìå Ñêó�
ëåìà � Ë¼âåíãåéìà 3.2.5 (èëè ïðèíöèïå îòðàæåíèÿ 3.2.6), àáñîëþò�
íîñòè êàê â 8.3.1, è òåîðåìå 3.2.2 î ñâ¼ðòêå ïî Ìîñòîâñêîìó, è äîñòà�
òî÷íî ãðîìîçäêî; ìû åãî íå âêëþ÷àåì â ýòó êíèãó. Èíòåðåñóþùèéñÿ
÷èòàòåëü ìîæåò îçíàêîìèòüñÿ ñ íèì ïî êíèãàì [73], [99] èëè [49,
ãë. 5], ãäå, ïðàâäà, ðàññìîòðåí òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà èñõîäíûé ïàðà�
ìåòð a ∈ NN îòñóòñòâóåò � íî îáîáùåíèå íà L[a], ãäå a ∈ NN, íå
âíîñèò íèêàêèõ ñóùåñòâåííûõ ñëîæíîñòåé.

Âîçâðàùàÿñü ê CH, ìû âèäèì, ÷òî åñëè a ∈ NN è V = L[a], òî ïî
ëåììå èìååòñÿ íå áîëåå ÷åì ℵ1 òî÷åê x ∈ NN , òàê ÷òî 2ℵ0 = ℵ1 .

Âòîðàÿ ÷àñòü òåîðåìû 8.4.1, ò. å. íåïðîòèâîðå÷èâîñòü îòðèöàíèÿ
àêñèîìû êîíñòðóêòèâíîñòè (ôîðìàëüíî âûðàæàåìîãî íåðàâåíñòâîì
V 6= L), áûëà óñòàíîâëåíà Êîýíîì [73] ïðè ïîìîùè ôîðñèíãà.

Äëÿ íàñ çäåñü âàæíî, ÷òî êîëü ñêîðî àêñèîìà V = L íåïðîòè�
âîðå÷èâà (ïðè ìîë÷àëèâîì äîïóùåíèè íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ZFC),
íåïðîòèâîðå÷èâî è ëþáîå åå ñëåäñòâèå. Ýòî îòíîñèòñÿ è ê òàêîìó
èçâåñòíîìó (äàæå âíå ñîáñòâåííî òåîðèè ìíîæåñòâ) ñëåäñòâèþ àêñè�
îìû êîíñòðóêòèâíîñòè, êàê îáîáùåííàÿ êîíòèíóóì-ãèïîòåçà.

Çàêîí÷èì ìû ýòîò ðàçäåë åùå îäíèì ïîëåçíûì ðåçóëüòàòîì.

Ëåììà 8.4.4. Åñëè M � òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî, â êîòîðîì
èñòèííû âñå àêñèîìû ZFC− , ξ = M ∩ Ord, è a ∈M ∩NN , òî â M
èñòèííî V = L[a], åñëè è òîëüêî åñëè M = Fξ[a] � è â ýòîì ñëó÷àå
îðäèíàë ξ ïðåäåëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãåäåëåâî ïîñòðîåíèå àáñîëþòíî äëÿ ìîäåëè
M ñîãëàñíî 8.3.1. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îðäèíàë ξ ïðåäåëåí: èíà÷å
ìîäåëü M èìåëà áû íàèáîëüøèé îðäèíàë, ÷òî íåñîâìåñòèìî ñ àêñè�
îìàìè ZFC− (ïî÷åìó? � óïðàæíåíèå). Äîïóñòèì, ÷òî â M èñòèííî
V = L[a], ò. å., ôîðìàëüíî, èñòèííî ¾∀x ∃ η ∈ Ord (x = F η[a])¿. Ïî
îïðåäåëåíèþ ξ , è â ñèëó óêàçàííîé àáñîëþòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî M = {F η[a] : η < ξ} = Fξ[a] (òàê êàê ξ � ïðåäåëüíûé îðäèíàë).

Âûâîä îáðàòíîé èìïëèêàöèè ñòîëü æå ïðîñò.

Âîîáùå, èìååòñÿ ìàññà ïðèëîæåíèé êîíñòðóêòèâíîñòè, îòíîñÿ�
ùèõñÿ ê äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ. Íî ïåðåä òåì, êàê ïåðåéòè
ê ýòîìó ìàòåðèàëó, íàì ïðèäåòñÿ îñòàíîâèòüñÿ íà îñîáåííîñòÿõ êîí�
ñòðóêòèâíîñòè â îáëàñòè áýðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
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�8.5 Êàðäèíàëû êîíñòðóêòèâíûõ óíèâåðñóìîâ

Ïóñòü a ∈ NN. Êëàññ L[a] òðàíçèòèâåí, ñîäåðæèò âñå îðäèíàëû
(ò. å. Ord ⊆ L[a]), è óäîâëåòâîðÿåò âñåì àêñèîìàì ZFC ïî òåîðåìå
8.1.7. Ñëåäîâàòåëüíî, â L[a] ñóùåñòâóåò ïåðâûé íåñ÷åòíûé îðäèíàë

� êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ω
L[a]
1 , ò. å. ¾ω1 âíóòðè L[a]¿, è âîîá�

ùå, åñëè 1 ≤ ξ ∈ Ord, òî ñóùåñòâóåò ξ-ûé ïî âåëè÷èíå íåñ÷åòíûé

êàðäèíàë ω
L[a]
ξ = ℵL[a]

ξ ∈ Ord âíóòðè êëàññà L[a]. Â ÷àñòíîñòè, ÷åðåç

ωLξ = ℵLξ ∈ Ord îáîçíà÷àåòñÿ ξ-ûé ïî âåëè÷èíå íåñ÷åòíûé êàðäèíàë

âíóòðè êëàññà L, à ÷åðåç ωL1 = ℵL1 � ïåðâûé òàêîé êàðäèíàë.
Äëÿ íàñ áóäåò âàæåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, ñâÿçûâàþùèé ñ÷åò�

íîñòü îðäèíàëîâ ω
L[a]
1 è ìíîæåñòâ âèäà L[a] ∩ NN .

Ëåììà 8.5.1. Ïóñòü a ∈ NN. Òîãäà ω
L[a]
1 < ω1 , åñëè è òîëüêî

åñëè ìíîæåñòâî L[a] ∩ NN ñ÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 8.4.2, â êëàññå L[a] âûïîë�
íåíà êîíòèíóóì-ãèïîòåçà, à ïîòîìó èìååòñÿ áèåêöèÿ ìåæäó ìíîæå�

ñòâîì L[a] ∩ NN è îðäèíàëàìè ξ < ω
L[a]
1 .

Êàêîâà íà ñàìîì äåëå âåëè÷èíà îðäèíàëîâ âèäà ω
L[a]
1 ? Â êîí�

ñòðóêòèâíîì óíèâåðñóìå L ìû, ðàçóìååòñÿ, èìååì ω
L[a]
1 = ω1 äëÿ

âñåõ a ∈ NN � ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî L[a] = L = V èñòèííî â L. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ôîðñèíã ñêëåéêè êàðäèíàëîâ èç �9.7 ïðèíîñèò ìî�
äåëü, ãäå ωL1 < ω1 ñòðîãî, è äàæå áîëåå ñëîæíóþ ìîäåëü Ñîëîâåÿ

(ñì. �13.6), â êîòîðîé âîîáùå ω
L[a]
1 < ω1 äëÿ âñåõ a ∈ NN . Ñîãëàñíî

ñëåäóþùåé ëåììå, ýòà ãèïîòåçà, ò. å. ∀a ∈ NN (ω
L[a]
1 < ω1), âëå÷åò

íåîæèäàííîå ñëåäñòâèå äëÿ âñåõ îðäèíàëîâ âèäà ω
L[a]
ξ , ξ < ω1 .

Ëåììà 8.5.2. Åñëè ω
L[a]
1 < ω1 äëÿ âñåõ a ∈ NN , òî êàðäèíàë

ℵ1 = ω1 óíèâåðñóìà ñòðîãî íåäîñòèæèì â ëþáîì êëàññå âèäà L[a] ,

a ∈ NN , è ïðè ýòîì äàæå ω
L[a]
ξ < ω1 äëÿ âñåõ ξ < ω1 è a ∈ NN .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, ïî èçáåæàíèå äâóñìûñëåííîñòåé, κ =
ℵ1 . Âûâåäåì ñíà÷àëà, ÷òî

(∗) åñëè ξ < κ, òî íàéäåòñÿ òî÷êà b ∈ NN, äëÿ êîòîðîé ξ < ω
L[b]
1 .

Äåéñòâèòåëüíî, íàéäåòñÿ ïîëíîå óïîðÿäî÷åíèå ≺ ìíîæåñòâà N ïî
òèïó ξ . Ìíîæåñòâî ≺ åñòü ìíîæåñòâî ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, è
ïîýòîìó îíî êîäèðóåòñÿ íåêîòîðîé òî÷êîé b ∈ NN ; íàïðèìåð, b(n) =
1 ïðè n = 2k · 3j è k ≺ j , è b(n) = 0 èíà÷å. Òîãäà ≺ ïðèíàäëåæèò

L[b], ñëåäîâàòåëüíî, îðäèíàë ξ ñ÷åòåí â L[b], òàê ÷òî ξ < ω
L[b]
1 .
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Òåïåðü ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå óòâåðæäåíèþ ëåììû: a ∈ NN ,
íî κ íå åñòü ñòðîãî íåäîñòèæèìûé êàðäèíàë â L[a]. Êîëü ñêîðî âñå
êëàññû L[x] , x ∈ NN, óäîâëåòâîðÿþò GCH (ñì. �8.4), ïðåäïîëîæåíèå
ïðîòèâíîãî ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1 : κ � íåïðåäåëüíûé êàðäèíàë â L[a], ò. å. íàéäåòñÿ òàêîé

îðäèíàë ξ , ÷òî κ = ω
L[a]
ξ+1 . Òîãäà λ = ω

L[a]
ξ < κ. Ïîýòîìó ïî (∗)

íàéäåòñÿ òî÷êà b ∈ NN , äëÿ êîòîðîé λ < ω
L[a,b]
1 . Ïîäûòîæèì: λ =

ω
L[a]
ξ < κ = ω

L[a]
ξ+1 , ò. å. ñòðîãî ìåæäó λ è κ íå ìîæåò áûòü L[a]-

êàðäèíàëîâ, òåì áîëåå, L[a, b]-êàðäèíàëîâ. Îäíàêî λ < ω
L[a,b]
1 � ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ω1 = κ ≤ ω
L[a,b]
1 , òàê ÷òî ôàêòè÷åñêè ω1 = κ = ω

L[a,b]
1 .

Íî ïî óñëîâèþ ω
L[a,b]
1 < ω1 � ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëó÷àé 2 : κ � ïðåäåëüíûé êàðäèíàë â L[a], ò. å. íàéäåòñÿ òàêîé

ïðåäåëüíûé îðäèíàë ξ , ÷òî κ = ω
L[a]
ξ , è ïðè ýòîì κ ñèíãóëÿðåí â L[a],

òàê ÷òî íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî X ⊆ κ ìîùíîñòè cardX = λ = ω
L[a]
η <

κ â L[a], ãäå η < ξ , è íåîãðàíè÷åííîå â κ. Ñîãëàñíî (∗), ñóùåñòâóåò
òî÷êà b ∈ NN , äëÿ êîòîðîé λ < ω

L[b]
1 , òàê ÷òî èìååòñÿ ôóíêöèÿ

f ∈ L[b], f : N
íà−→ X . Ïðè ýòîì, åñëè n ∈ N, òî f(n) ∈ κ, ò. å. f(n)

� íåêîòîðûé îðäèíàë < κ, òàê ÷òî ñíîâà ïî (∗), ñóùåñòâóåò òî÷êà
bn ∈ NN , äëÿ êîòîðîé f(n) < ω

L[bn]
1 . À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èìååòñÿ

ôóíêöèÿ gn ∈ L[bn], gn : N
íà−→ f(n) = {η : η < f(n)}. Íî âñëåäñòâèå

íåîãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà X â κ, ìû èìååì

κ =
⋃
ξ∈X{η : η < ξ} = {gn(k) : n, k ∈ N} ,

ò. å. îðäèíàë κ = ω1 ñ÷åòåí, ïðîòèâîðå÷èå.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû, äîñòàòî÷íî

âñïîìíèòü, ÷òî ëþáîé íåäîñòèæèìûé êàðäèíàë κ óäîâëåòâîðÿåò κ =
ℵκ , ñì. �2.7. Ïðèìåíèâ ýòî óòâåðæäåíèå âíóòðè L[a], èìååì: åñëè

ξ < κ, òî ω
L[a]
ξ < ω

L[a]
κ = κ.

�8.6 Êîíñòðóêòèâíîñòü è êîíòèíóóì

Ïîíÿòíî, ÷òî êîíñòðóêòèâíîå ïîñòðîåíèå � ýòî äîñòàòî÷íî ñëîæ�
íûé òðàíñôèíèòíûé ïðîöåññ, âîâëåêàþùèé îðäèíàëû è èíûå ìíî�
æåñòâà, äàæå åñëè ìû èíòåðåñóåìñÿ òîëüêî òåìè ðåçóëüòàòàìè, êî�
òîðûå êàñàþòñÿ áýðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà NN è èíûõ ïîäîáíûõ ïðî�
ñòðàíñòâ. Òåì íå ìåíåå, ìîæíî âûâåñòè îïðåäåëèìîñòü òîé ÷àñòè
ã¼äåëåâà ïîñòðîåíèÿ, êîòîðàÿ äàåò ðåçóëüòàò â NN , ïîñðåäñòâîì ïîä�
õîäÿùåé àíàëèòè÷åñêîé ôîðìóëû.
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Îïðåäåëåíèå 8.6.1. Ïîëîæèì f ξ[a] = F ξ[a], åñëè F ξ[a] ∈ NN,
à èíà÷å îïðåäåëèì f ξ[a] = 0, ãäå òî÷êà 0 ∈ NN îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç

0(n) = 0 , ∀n, òàê ÷òî f ξ[a] âñåãäà ïðèíàäëåæèò NN.

×åðåç ω
L[a]
1 îáîçíà÷èì ïåðâûé íåñ÷åòíûé êàðäèíàë â êëàññå L[a].

×åðåç ≺a îáîçíà÷èì ïîðÿäîê <ã�åä
a îãðàíè÷åííûé íà L[a]∩NN .

Äàëåå ðå÷ü ïîéäåò ó íàñ îá îïðåäåëèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
〈f ξ[a]〉ξ<ω1

, ãäå a ∈ NN ôèêñèðîâàíî. Äëÿ ýòîé öåëè íàì áóäåò íóæíà
êîäèðîâêà ñ÷åòíûõ îðäèíàëîâ ïðè ïîìîùè ìíîæåñòâ

WFTξ = {T ∈WFT : |T | = ξ}.

Òî÷íåå ãîâîðÿ, åñëè ξ < ω1 òî âñå äåðåâüÿ T ∈ WFTξ � ò. å. âñå
ôóíäèðîâàííûå äåðåâüÿ T ⊆ N<ω ðàíãà ξ � áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê êîäû îðäèíàëà ξ .

Òåîðåìà 8.6.2. (i) Åñëè a ∈ NN òî

L[a] ∩ NN = Fω1 [a] ∩ NN = F
ω
L[a]
1

[a] ∩ NN = {f ξ[a] : ξ < ω
L[a]
1 }

è ìíîæåñòâî L[a] ∩NN âïîëíå óïîðÿäî÷èâàåòñÿ îòíîøåíèåì

≺a ïî òèïó ω
L[a]
1 .

(ii) Íàéäóòñÿ Σ1
1 -ôîðìóëà ϕ(T, a, x) è Π1

1 -ôîðìóëà ψ(T, a, x) òà�
êèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ T ∈ WFT è a, x ∈ NN âûïîëíåíà ýêâèâà�
ëåíòíîñòü x = f |T |[a]⇐⇒ ϕ(T, a, x)⇐⇒ ψ(T, a, x).

(iii) Ìíîæåñòâî L[a] ∩NN è îòíîøåíèå ≺a ïðèíàäëåæàò Σ1
2(a).

(iv) Ïóñòü a, p ∈ NN , n ≥ 2, è P ⊆ (NN)4 . Òîãäà ìíîæåñòâî

U = {〈a, y, z〉 ∈ (NN)3 : ∀x ≺a y P (a, x, y, z)}

èìååò êëàññ Σ1
n(p) ïðè óñëîâèè, ÷òî P ∈ Σ1

n(p), è èìååò
êëàññ Π1

n(p) ïðè óñëîâèè, ÷òî P ∈ Π1
n(p).

Äîêàçàòåëüñòâî (íàáðîñîê). (i) Ñðàçó èç ëåììû 8.4.3 ñëåäóåò
ðàâåíñòâî L[a] ∩ NN = Fω1

[a] ∩ NN = {f ξ[a] : ξ < ω1}, à òàêæå òî, ÷òî
äëèíà ≺a íå ïðåâîñõîäèò ω1 . Òåïåðü, ïî÷åìó ω1 ìîæíî çàìåíèòü

íà ω
L[a]
1 ? Äåëî â òîì, ÷òî èíäóêòèâíàÿ êîíñòðóêöèÿ ìíîæåñòâ F ξ[a]

àáñîëþòíà äëÿ L[a], (ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 8.3.1), ò. å. ìîæåò áûòü
ïðîâåäåíà â L[a] ñ òåì æå êîíå÷íûì ðåçóëüòàòîì. Îäíàêî â L[a] âñå

òî÷êè NN ïîÿâëÿþòñÿ äî øàãà ω
L[a]
1 , îïÿòü ñîãëàñíî ëåììå 8.4.3!

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (ii) âûíåñåíî â îòäåëüíûé �8.7.
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(iii) Èç (i) ñëåäóåò ÷òî x ∈ L[a] ⇐⇒ ∃T (T ∈ WFT ∧ x = f |T |[a]).

Çàìåíèì ðàâåíñòâî x = f |T |[a] Σ1
1 -ôîðìóëîé ϕ(T, a, x) èç (ii) è âîñ�

ïîëüçóåìñÿ òåì ÷òî WFT ∈ Π1
1 (ñì. òåîðåìó 5.4.1). ×òî æå êàñàåòñÿ

ïîðÿäêà ≺a , òî ïî îïðåäåëåíèþ x ≺a y ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

∃ η < ω1

(
y = fη[a] ∧ ∀ ξ < η (y 6= f ξ[a])︸ ︷︷ ︸

ϑ(a,y,η)

∧ ∃ ξ < η (x = f ξ[a])
)

(1)

Òåïåðü íàì ïðèäåòñÿ íåìíîãî ïîâîçèòüñÿ, ÷òîáû ïðèâåñòè ïîäôîð�
ìóëó ϑ ê Π1

1 -âèäó. Ñîáñòâåííî, íóæíî êàê-òî ïðåäñòàâèòü êâàíòîð
∀ ξ < η êàê àðèôìåòè÷åñêèé (â êîíòåêñòå ñõåìû èç �4.5).

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè T ⊆ N<ω � äåðåâî è s ∈ T , òî T �s =
{t ∈ N<ω : s∧t ∈ T} � îáðåçàííîå äåðåâî. Åñëè ïðè ýòîì T ∈ WFT
òî T �s ∈WFT äëÿ âñåõ s, è {ξ : ξ < |T |} = {|T �s| : s ∈ T}.

Îòñþäà ñëåäóåò ϑ(a, y, |T |) ⇐⇒ ∀ s ∈ T (y 6= f |T �s|[a]) äëÿ ëþáîãî

T ∈WFT è a, y ∈ NN . Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè ôîðìóëó (1) ê èñêîìî�
ìó Σ1

2 -âèäó (îò àðãóìåíòîâ x, y, a) ïðè ïîìîùè (i) è òåîðåìû 5.4.1,
à èìåííî, ê âèäó

∃T, S ∈WFT
(
y = f |T |[a] ∧

∧ ∀ s ∈ T (y 6= f |T �s|[a]) ∧ |S| < |T | ∧ x = f |S|[a])
)
.

Ïîíÿòíî, ÷òî êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ïðåâðàùåíèå êâàíòîðà
∀ ξ < η ïîäôîðìóëû ϑ â êâàíòîð ∀ s íàä N<ω , êîòîðûé íå âëèÿåò íà
êëàññ ôîðìóëû.

(iv) Äëÿ ïðîñòîòû, ïàðàìåòð p îïóñòèì. Ðåçóëüòàò äëÿ êëàññà Π1
n

ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòî ïî îïðåäåëåíèþ èç óæå äîêàçàííîãî (iii):

U(a, y, z) ⇐⇒ ∀x
(
x ≺a y =⇒ P (a, x, y, z)

)
.

Îäíàêî äëÿ êëàññà Σ1
n ïðèäåòñÿ íåìíîãî ïîðàáîòàòü. Ïîíÿòíî, ÷òî

ôîðìóëà U(a, y, z) ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

∃ η < ω1

(
y = fη[a] ∧ ∀ ξ < η ∃x (x = f ξ[a] ∧ P (a, x, y, z))︸ ︷︷ ︸

τ(a,x,η,y,z)

)
,

ãäå ôîðìóëà τ(a, x, η, y, z) âûðàæàåò òîò ôàêò ÷òî 〈a,f ξ[a], y, z〉 ∈
P äëÿ ëþáîãî ξ < η . Ïðèâåäåíèå ôîðìóëû τ ê Σ1

n-âèäó, à çàòåì
è âñåé âûäåëåííîé ôîðìóëû ê Σ1

n-âèäó, îñóùåñòâëÿåòñÿ òåìè æå
ðàññóæäåíèÿìè ÷òî è âûøå â äîêàçàòåëüñòâå ïóíêòà (iii).



� 8.7. Äîêàçàòåëüñòâî êëþ÷åâîãî óòâåðæäåíèÿ 159

�8.7 Äîêàçàòåëüñòâî êëþ÷åâîãî óòâåðæäåíèÿ

Óòâåðæäåíèå (ii) òåîðåìû 8.6.2 äîêàçûâàåòñÿ îäíèì èç äâóõ ñïî�
ñîáîâ. Ïåðâûé èç íèõ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû êîäèðîâàòü âñþ ã¼äåëåâó
êîíñòðóêöèþ äî øàãà ω1 (ãäå ôèãóðèðóþò, î÷åâèäíî, òîëüêî íå áî�
ëåå ÷åì ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà) ïîñðåäñòâîì òî÷åê NN . Ýòî, â ïðèíöè�
ïå, àíàëîãè÷íî êîäèðîâêå ñ÷åòíûõ îðäèíàëîâ, èëè êîäèðîâêå áîðå�
ëåâñêèõ ìíîæåñòâ â �5.7Á, íî òåõíè÷åñêèå ïîäðîáíîñòè ìíîãî áîëåå
ñëîæíû è ÷ðåçâû÷àéíî ãðîìîçäêè; â äåòàëÿõ âñ¼ ðàññóæäåíèå ïðî�
âåäåíî Ï.Ñ. Íîâèêîâûì [43] è Àääèñîíîì [60, 59]. Âòîðîé âàðèàíò
äîêàçàòåëüñòâà, ñîñòîÿùèé â ñâåä�åíèè âñåé êîíñòðóêöèè ê ñ÷åòíûì
ìîäåëÿì, áîëåå óíèâåðñàëåí, è èìåííî åãî ìû çäåñü èçëîæèì, ÷òîáû
äàòü ÷èòàòåëþ ïðåäñòàâëåíèå î ìåõàíèçìàõ òàêèõ ðàññóæäåíèé.

Âîçâðàùàÿñü ê îáùåìó ìàòåðèàëó �3.1, ìû ðàññìîòðèì åãî ïðè�
ìåíèòåëüíî ê ìîäåëÿì âèäà 〈N ; ε〉 èç �3.9, ãäå ε ⊆ N2 . Êîëü ñêîðî îá�
ëàñòü M = N ýòèõ ìîäåëåé ôèêñèðîâàíà, ïîëîæèì Form = Form(N)
è ClForm = ClForm(N); òîãäà ClForm ⊆ Form ⊆ N<ω .

Çàìå÷àíèå 8.7.1. Ìíîæåñòâà êîðòåæåé-ôîðìóë Form, ClForm
è ZFC− (âñå êîðòåæè èç ClForm, ÿâëÿþùèåñÿ àêñèîìàìè ZFC−)
ðåêóðñèâíû, ò. å. ïðèíàäëåæàò ∆0

1 .

Ïóñòü Sat(ε) = Sat(N, ε) = {ϕ ∈ ClForm : 〈N ; ε〉 |= ϕ} äëÿ ε ⊆ N2 .

Ëåììà 8.7.2. Ìíîæåñòâî

{〈ε, Sat(ε)〉 : ε ⊆ N2} ⊆P(N2)×P(N<ω)

ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî

Truth = {〈ε, ϕ〉 : ε ⊆ N2 ∧ ϕ ∈ Sat(ε)} ⊆P(N2)× N<ω

ïðèíàäëåæèò ∆1
1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïàðà 〈ε, F 〉 ïðèíàäëåæèò ïåðâîìó ìíîæåñòâó,
åñëè è òîëüêî åñëè F = Sat(ε). Ýòî ðàâåíñòâî âûðàæàåòñÿ êîíå÷íûì
÷èñëîì óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ èíäóêòèâíîìó îïðåäåëåíèþ èñ�
òèííîñòè ∈-ôîðìóë, ñì. îïðåäåëåíèå 3.1.2. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòè óñëîâèÿ
ñâîäÿòñÿ ê íåêîòîðûì àðèôìåòè÷åñêèì ôîðìóëàì, îòêóäà è ñëåäóåò
ðåçóëüòàò. Ñì. îá ýòîì â íåñêîëüêî èíîé ñèòóàöèè â êíèãàõ [50, ñòð.
44] èëè [156, XII íà ñòð. 440].

×òî êàñàåòñÿ âòîðîãî ìíîæåñòâà, òî

〈ε, ϕ〉 ∈ Truth ⇐⇒ ∃F (F = Sat(ε) ∧ ϕ ∈ F )

⇐⇒ ∀F (F = Sat(ε) =⇒ ϕ ∈ F ) .
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Ñëåäñòâèå 8.7.3. Ìíîæåñòâà E0 è E ïðèíàäëåæàò ∆1
1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèå ε ∈ E0 ðàâíîñèëüíî ôîðìóëå

∀ϕ ∈ N<ω (ϕ ∈ ZFC− =⇒ 〈ε, ϕ〉 ∈ Truth) ,

à ñîîòíîøåíèå ε ∈ E � òîìó, ÷òî ε ∈ E0 è êàæäûé ýëåìåíò k ∈ N,
äëÿ êîòîðîãî 〈ε, ¾k ∈ N¿〉 ∈ Truth (èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, k ∈ (N)ε),
èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ε-ïðåäøåñòâåííèêîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî (óòâåðæäåíèå (ii) òåîðåìû 8.6.2). Âîçüìåì â
êà÷åñòâå ϕ(T, a, x) òàêóþ ôîðìóëó:

a, x ∈ NN ∧ T ⊆ N<ω − äåðåâî ∧ ∃ ε ⊆ N2 ∃ ā , τ , x̄, γ̄ ∈ N(
ε ∈ E ∧ a = φε(ā) ∧ T = φε(τ) ∧ x = φε(x̄) ∧

∧ â 〈N ; ε〉 èñòèííî ¾τ ∈WFT∧ γ̄ = |τ | ∈ Ord∧ x̄ = f γ̄ [ā]¿
)
.

Çäåñü ïî ïðåäûäóùåìó âñ¼ ïîä êâàíòîðîì ∃ ε � àðèôìåòè÷åñêîå
èëè â õóäøåì ñëó÷àå ∆1

1 . Íàïðèìåð, äëÿ ïîäôîðìóëû x = φε(x̄)
(è äâóõ åé ïîäîáíûõ) ýòî ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòà óïðàæíåíèÿ 3.11.4,
ïîñêîëüêó îòíîøåíèå ¾ýëåìåíò x̄ ∈ N ïðåäñòàâëÿåò òî÷êó x ∈ NN

â 〈N ; ε〉¿ âûðàæàåòñÿ àðèôìåòè÷åñêîé ôîðìóëîé. À ïîäôîðìóëà îá
èñòèííîñòè ñâîäèòñÿ ê ∆1

1 ïî ëåììå 8.7.2. Òàêèì îáðàçîì, ϕ(T, a, x)
� äåéñòâèòåëüíî Σ1

1 -ôîðìóëà.
3

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ÷òî òàê îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëà ϕ â ñàìîì
äåëå óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ (ii) òåîðåìû 8.6.2.

Ïðåäïîëîæèì ÷òî T ∈WFT, ξ = |T |, è a, x ∈ NN.
×àñòü 1 . Äîïóñòèì, ÷òî âûïîëíåíî ϕ(T, a, x). Òàêèì îáðàçîì,

èìååòñÿ îòíîøåíèå ε ∈ E è ýëåìåíòû ā, τ, x̄, γ̄ ∈ N, äëÿ êîòîðûõ
a = φε(ā), T = φε(τ), x = φε(x̄), è

ïðåäëîæåíèå ¾γ̄ = |τ | ∧ x̄ = f γ̄ [ā]¿ èñòèííî â 〈N ; ε〉. (1)

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî x = f |T |[a]. Îòìåòèì, ÷òî çàðàíåå íå ïðåäïî�
ëàãàåòñÿ, ÷òî γ̄ ∈WFε , ò. å. ïîêà ìû ñ÷èòàåì, ÷òî γ̄ íå îáÿçàòåëüíî
ñîîòâåòñòâóåò êàêîìó-òî íàñòîÿùåìó îðäèíàëó γ ∈ Mε � íî, êî�
íå÷íî, γ̄ ∈ Ordε , êîëü ñêîðî âîîáùå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåäëîæåíèå
¾x̄ = f γ̄ [ā]¿.

Ïî îïðåäåëåíèþ, a, T, x ∈ Mε . Äàëåå, ðàç T ∈ WFT ∩Mε , îðäè�
íàë ξ = |T | è ôóíêöèÿ ðàíãà ρ(t) = |t|T ïðèíàäëåæàò ìîäåëè Mε

ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.7.5. Ïîýòîìó ξ = φε(ξ̄) è ρ = φε(ρ̄) äëÿ ïîä�
õîäÿùèõ ýëåìåíòîâ ξ̄ = (ξ)ε è ρ̄ = (ρ)ε â WFε . Òîãäà ïðåäëîæåíèå

3 Ìû îòâëåêàåìñÿ îò òîãî, ÷òî, ñêàæåì, îòíîøåíèå ε ⊆ N2 íóæíî åùå êîäè�
ðîâàòü òî÷êîé N

N, ïîñêîëüêó ýòî íå ñîïðÿæåíî ñ áîëüøèìè ïðîáëåìàìè.
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¾ρ̄ � ôóíêöèÿ ðàíãà äëÿ äåðåâà τ , è ξ̄ = |τ |¿ (2)

èñòèííî â ìîäåëÿõ 〈WFε ; ε〉 è 〈N ; ε〉 ñîãëàñíî ëåììå 3.11.3. (Ðàñìàò�
ðèâàåìàÿ ôîðìóëà � îãðàíè÷åííàÿ, ñì. óïðàæíåíèå 3.7.2.) Òàêèì
îáðàçîì, èç-çà (1) ìû èìååì ξ̄ = γ̄ , ò. å. ¾x̄ = f ξ̄[ā]¿ èñòèííî â 〈N ; ε〉.
Îòñþäà ïî ëåììå 8.3.3 ñëåäóåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå x = f ξ[a] = f |T |[a].

×àñòü 2 . Äîïóñòèì, ÷òî, îáðàòíî, x = f ξ[a], ãäå ξ = |T |. Ñî�
ãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.6.4, íàéäåòñÿ ñ÷åòíîå òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî
M ⊆ HC, ñîäåðæàùåå T, a, x, ξ è ÿâëÿþùååñÿ ìîäåëüþ ZFC−. Ôîð�
ìóëà x = f ξ[a] èñòèííà â 〈M ; ∈〉 ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 8.3.1. Ðàâåí�
ñòâî ξ = |T | òàêæå îñòàåòñÿ èñòèííûì â 〈M ; ∈〉 ñîãëàñíî 3.7.5. Ðàñ�
ñìîòðèì òàêîå ε ⊆ N2 ÷òî ìîäåëü 〈N ; ε〉 èçîìîðôíà ìîäåëè 〈M ; ∈〉.
Ïîíÿòíî ÷òî ε ∈ E, ìîäåëü 〈N ; ε〉 ôóíäèðîâàíà è òîæäåñòâåííà ñâî�
åìó ôóíäèðîâàííîìó ÿäðó WFε , è φε : N

íà−→M = Mε åñòü èçîìîð�
ôèçì ìîäåëè 〈N ; ε〉 íà 〈M ; ∈〉.

Ïîëîæèì τ = (T )ε , x̄ = (x)ε , ā = (a)ε , ξ̄ = (ξ)ε . Òîãäà, ïî èçîìîð�
ôèçìó, ôîðìóëà ¾γ̄ = |τ | ∧ x̄ = f ξ̄[ā]¿ èñòèííà â 〈N ; ε〉. Âçÿâ γ̄ = ξ̄ ,
ìû ïîëó÷èì ϕ(T, a, x).

À â êà÷åñòâå Π1
1 -ôîðìóëû ψ ìîæíî âçÿòü ñëåäóþùóþ:

a, x ∈ NN ∧ T ⊆ N<ω − äåðåâî ∧ ∀ ε ∈ E ∀ ā , τ , x̄, γ̄ ∈ N(
åñëè a = φε(ā) ∧ T = φε(τ) ∧ x = φε(x̄) ,

òî â 〈N ; ε〉 èñòèííî ¾γ̄ = |τ | =⇒ x̄ = f γ̄ [ā]¿
)
.
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Çäåñü ìû èçëîæèì íåêîòîðûå èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ ñëåäñòâèé
àêñèîìû êîíñòðóêòèâíîñòè V = L, îòíîñÿùèõñÿ ê ñâîéñòâàì ðåãó�
ëÿðíîñòè òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ. Íàäî îòìåòèòü, ÷òî, ïîñêîëüêó îáëà�
ñòüþ ðàññìîòðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òî÷êè áýðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà NN è
ïðîñòðàíñòâ, ëåãêî ñâîäÿùèõñÿ ê NN , âñå ñëåäñòâèÿ àêñèîìû V = L

ÿâëÿþòñÿ è ñëåäñòâèÿìè áîëåå ñëàáîé ãèïîòåçû NN ⊆ L, à â êîíòåê�
ñòå ÷èñòî ïðîåêòèâíîé èåðàðõèè (ò. å. êîãäà ìû íå äóìàåì î âûáîðå
ïàðàìåòðîâ èç NN äëÿ ýôôåêòèâíûõ îïðåäåëåíèé) � äàæå ãèïîòåçû
∃a ∈ NN (NN ⊆ L[a]). Ýòîò ìîìåíò íàõîäèò îòðàæåíèå â ôîðìóëè�
ðîâêå ñëåäóþùåé òåîðåìû, êîòîðàÿ äîêàçàíà, â ðàçíûõ åå ÷àñòÿõ,
Ã¼äåëåì [83] è Ï.Ñ. Íîâèêîâûì [43]. Ê îáîçíà÷åíèÿì: ñì. ��6.1, 7.1.

Òåîðåìà 8.8.1. Äîïóñòèì, ÷òî a ∈ NN è NN ⊆ L[a]. Òîãäà íè
îäíà èç òðåõ ãèïîòåç PK(Π1

1 (a)) , BP(∆1
2(a)) , LM(∆1

2(a)) íå âûïîë�
íÿåòñÿ � äðóãèìè ñëîâàìè, â ïðîñòðàíñòâå Áýðà ñóùåñòâóþò:

� íåñ÷åòíîå Π1
1 (a)-ìíîæåñòâî áåç ñîâåðøåííîãî ÿäðà,

� ∆1
2(a)-ìíîæåñòâî X ⊆ 2N , íåèçìåðèìîå â ñìûñëå ìåðû λ, è
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� ∆1
2(a)-ìíîæåñòâî, íå èìåþùåå ñâîéñòâà Áýðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îòíîøåíèè èçìåðèìîñòè è ñâîéñòâà Áýðà,
êîíòðïðèìåðû ìîæíî ïîñòðîèòü íà îñíîâàíèè èçâåñòíîãî â òåîðèè
ìåðû íåèçìåðèìîãî ìíîæåñòâà Âèòàëè.

Äëÿ èçìåðèìîñòè, ñòðîèì èñêîìûé êîíòðïðèìåð â ïðîñòðàíñòâå
2N . Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ a, b ∈ N, a E0 b îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî
{n : a(n) 6= b(n)} êîíå÷íî. Ïðåäïîëàãàÿ 2N ⊆ L[a], âûáåðåì â êàæäîì
E0-êëàññå ≺a-íàèìåíüøèé ýëåìåíò, è ïóñòü X � ìíîæåñòâî âñåõ âû�
áðàííûõ ýëåìåíòîâ. (Â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, ≺a åñòü ïîëíîå óïî�
ðÿäî÷åíèå ïðîñòðàíñòâà NN .) Îòíîøåíèå E0 ïîõîæå íà îòíîøåíèå
Âèòàëè íà R (êîòîðîå äåëàåò âåùåñòâåííûå ÷èñëà x, y ýêâèâàëåíò�
íûìè, êîãäà ðàçíîñòü x−y ðàöèîíàëüíà) â òîì, ÷òî ïî ýëåìåíòàðíûì
ñîîáðàæåíèÿì âñÿêîå ìíîæåñòâî X ⊆ 2N , èìåþùåå ðîâíî îäèí îá�
ùèé ýëåìåíò ñ êàæäûì E0-êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè, λ-íåèçìåðèìî
è íå èìååò ñâîéñòâà Áýðà â N. Ïîýòîìó îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî X
� ìíîæåñòâî êëàññà ∆1

2(a). Èìååì, äëÿ x ∈ 2N :

x ∈ X ⇐⇒ ∀ y ≺a x (y ∈ 2N =⇒ ¬ (y E0 x)) ,

îòêóäà X ∈ ∆1
2(a) ñëåäóåò ïî òåîðåìå 8.6.2(iv).

Òåïåðü î êîíòðïðèìåðå äëÿ ñîâåðøåííîãî ÿäðà. Â ïðåäïîëîæåíèè
a ∈ NN ⊆ L[a], ìíîæåñòâî Ξ = {〈x, T 〉 : T ∈WFT ∧ x = f |T |[a]} ïðè�
íàäëåæèò Π1

1 (a): ýòî ñëåäóåò èç òåîðåì 5.4.1 è 8.6.2(ii). Ïî òåîðåìå
óíèôîðìèçàöèè 5.6.1, íàéäåòñÿ îäíîçíà÷íîå Π1

1 (a)-ìíîæåñòâî C ⊆ Ξ
òàêîå ÷òî domC = domΞ. Äðóãèìè ñëîâàìè, C � ãðàôèê ôóíêöèè η
ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ dom η = L[a] ∩ NN = NN . Ïðè ýòîì ðàâåí�
ñòâî x = f |η(x)|[a] âûïîëíåíî äëÿ êàæäîãî x ∈ NN , îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî ôóíêöèÿ η íà ñàìîì äåëå äàæå âçàèìíî îäíîçíà÷íà, à çíà÷èò
åå îáëàñòü çíà÷åíèé R = ran η = {η(x) : x ∈ NN} íåñ÷åòíà âìåñòå ñ
îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ dom η = L[a] ∩ NN = NN . Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïî ïîñòðîåíèþ ìû èìååì R ⊆ WFT è ìíîæåñòâî R ïðèíàäëåæèò
êëàññó Σ1

2(a), ïîñêîëüêó C åñòü Π1
1 (a) è

T ∈ R ⇐⇒ ∃x ∈ NN(〈x, T 〉 ∈ C).

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî R ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé òî÷êè â
êàæäîì ìíîæåñòâå WFTξ = {T ∈WFT : |T | = ξ}, ïîñêîëüêó åñëè
|η(x)| = |η(y)| òî x = f |η(x)|[a] = f |η(y)|[a] = y . Ïîýòîìó ìíîæåñòâî
R íå ìîæåò ñîäåðæàòü ñîâåðøåííûõ ïîäìíîæåñòâ. (Åñëè X ⊆ R �
ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî òî ïî ïðèíöèïó îãðàíè÷åíèÿ 5.3.4 íàéäåòñÿ
îðäèíàë ϑ < ω1 òàêîé ÷òî X ⊆

⋃
ξ<ϑWFTξ , ïðîòèâîðå÷èå. Ïðèìå�

íèìîñòü 5.3.4 ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ WFTξ ñëåäóåò èç ñêà�
çàííîãî â ïðèìåðå 5.3.2.) Èòàê, R åñòü íåñ÷åòíîå Σ1

2(a)-ìíîæåñòâî
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â P(N<ω) áåç ñîâåðøåííîãî ÿäðà.4 Îòîáðàæåíèå a 7→ T{a} , óêàçàí�
íîå â îïðåäåëåíèè 4.6.1, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òàêîå æå ìíîæåñòâî è
â áýðîâñêîì ïðîñòðàíñòâå NN , êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç X .

×òîáû èçâëå÷ü îòñþäà Π1
1 (a)-ìíîæåñòâî ñ òåì æå ñâîéñòâîì, çà�

ìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå 5.6.1 íàéäåòñÿ óíèôîðìíîå Π1
1 (a)-ìíîæåñòâî

P ⊆ NN ×NN òàêîå ÷òî X = domP = {x : ∃ y (〈x, y〉 ∈ P )}. (Óíèôîðì�
íîñòü îçíà÷àåò, êàê îáû÷íî, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X èìååòñÿ
ðîâíî îäíà òî÷êà y , äëÿ êîòîðîé 〈x, y〉 ∈ C.) Åñëè Q ⊆ P � ñî�
âåðøåííîå ìíîæåñòâî, òî åãî ïðîåêöèÿ A = domQ ⊆ X = domP
íåñ÷åòíà, èáî Q è P óíèôîðìíû, è ÿâëÿåòñÿ Σ1

1-ìíîæåñòâîì. Ïî
òåîðåìå 6.3.1, íàéäåòñÿ ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî Y ⊆ A ⊆ X. Íî X
íå èìååò ñîâåðøåííûõ ïîäìíîæåñòâ, ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäñòâèå 8.8.2 (= ÷àñòü (i) òåîðåìû 7.2.1). Êîíúþíêöèÿ îò�
ðèöàíèé ãèïîòåç PK(Π1

1 ) , BP(∆1
2) , LM(∆1

2) (ò. å. óòâåðæäåíèå î
ñóùåñòâîâàíèè êîíòðïðèìåðîâ â óêàçàííûõ êëàññàõ) íå ïðîòèâîðå�
÷èò àêñèîìàì ZFC.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì êàêóþ-íèáóäü ïðîñòóþ òî÷êó a, íà�
ïðèìåð a(n) = 0 , ∀n. Òîãäà a ∈ L è L = L[a], òàê ÷òî àêñèîìà
êîíñòðóêòèâíîñòè V = L âëå÷åò NN ⊆ L[a], è, ñëåäîâàòåëüíî, âëå�
÷åò êîíúþíêöèþ îòðèöàíèé ãèïîòåç PK(Π1

1 ) , BP(∆1
2) , LM(∆1

2) ïî
òåîðåìå 8.8.1. Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ñàìà àêñèîìà êîí�
ñòðóêòèâíîñòè íåïðîòèâîðå÷èâà ïî òåîðåìå 8.4.1.

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ìîæåò áûòü óòî÷íåíà â îòíîøåíèè ñâîéñòâà
PK. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé âàðèàíò ãèïîòåçû PK(K):

PK−(K) : âñÿêîå K-ìíîæåñòâî P ⊆ NN×NN, ÿâëÿþùååñÿ ãðàôè�
êîì âñþäó îïðåäåëåííîé ôóíêöèè èç NN â NN (òîãäà ïî
íåîáõîäèìîñòè íåñ÷åòíîå), ñîäåðæèò ñîâåðøåííîå ïîä�
ìíîæåñòâî.

Ïîíÿòíî, ÷òî PK(K) âëå÷åò PK−(K).

Ëåììà 8.8.3. Åñëè a ∈ NN è NN ⊆ L[a] òî íå âûïîëíÿåòñÿ
ãèïîòåçà PK−(Π1

1 (a)), è òåì ñàìûì íå âûïîëíÿåòñÿ PK(Π1
1 (a)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçâðàùàÿñü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû, çàìå�
òèì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ òàì ôóíêöèÿ η óäîâëåòâîðÿåò NN = dom η , òàê
÷òî âûïîëíåíî ¬ PK−(Π1

1 (a)).

4 Ìû ïðèäåì ê òîìó æå ðåçóëüòàòó, åñëè îïðåäåëèì R êàê ìíîæåñòâî, ñîñòî�
ÿùåå èç ≺a-íàèìåíüøèõ ýëåìåíòîâ Tξ â êàæäîì WFTξ. Çàìåòèì, ÷òî äîêàçà�
òåëüñòâî òåîðåìû â îñíîâíîì òåêñòå íå îáðàùàåòñÿ ïðÿìî ê ã¼äåëåâó ïîëíîìó
óïîðÿäî÷åíèþ ≺a ìíîæåñòâà L[a]∩NN , õîòÿ, êîíå÷íî, èñïîëüçóåò ïîñëåäîâàòåëü�
íîñòü 〈fξ[a]〉ξ<ω1

.
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�8.9 Ñîâåðøåííûå ìíîæåñòâà êîíñòðóêòèâíûõ òî÷åê

Çäåñü ìû âêðàòöå èçëîæèì äðóãîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ êîíòðïðèìå�
ðîâ ê ñâîéñòâó ñîâåðøåííîãî ÿäðà, êîòîðûé îñíîâàí íà ñëåäóþùåé òåîðå�
ìå Ãðîøåê � Ñëàìàíà èç ñòàòüè [84].

Òåîðåìà 8.9.1. Ïðåäïîëîæèì ÷òî a ∈ NN è NN 6⊆ L[a]. Òîãäà ìíî�
æåñòâî L[a] ∩ NN íå ñîäåðæèò ñîâåðøåííîãî ïîäìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ÷òî X ⊆ L[a] ∩ NN � ñîâåðøåííîå ìíî�
æåñòâî è âûâåäåì âêëþ÷åíèå NN ⊆ L[a]. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü ÷òî X ⊆ 2N . Òîãäà T = {x � n : x ∈ X ∧ n ∈ N} ⊆ 2<ω � ñîâåðøåí�
íîå äåðåâî è X = [T ] = {x ∈ 2N : ∀n (x � n ∈ T )}. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ áèåêöèÿ γ : 2<ω íà ìíîæåñòâî T âåòâ âñåõ òî÷åê âåòâëåíèÿ
äåðåâà T , ñîõðàíÿþùàÿ ⊂ è òàêàÿ, ÷òî b(s∧i) = b(s)∧i äëÿ âñåõ s ∈ 2<ω è
i = 0, 1. Åþ ïîðîæäàåòñÿ ãîìåîìîðôèçì Γ : 2N

íà−→ X, îïðåäåëåííûé òàê
÷òî Γ(b) =

⋃
n∈N γ(b � n) äëÿ âñåõ n, ò. å. γ(b � n) ⊆ Γ(b) , ∀n.

×åðåç [T ]ec (¾ec¿ îò eventually constant) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ
òàêèõ x ∈ [T ], ÷òî b = γ−1(x) ∈ 2<ω ïî÷òè ïîñòîÿííà, ò. å. èëè b(k) =
0 äëÿ ïî÷òè âñåõ (êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà) k èëè b(k) = 1 äëÿ ïî÷òè
âñåõ k. Ìíîæåñòâî G0 = [T ] r [T ]ec ⊆ 2N ñ÷åòíî; ìû óòâåðæäàåì ÷òî,
áîëåå òîãî, íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî G ⊆ 2N , G ∈ L[a], ñ÷åòíîå â L[a] è
óäîâëåòâîðÿþùåå G0 ⊆ G.

Â ñàìîì äåëå, ðàç ìíîæåñòâî X = [T ] ⊆ L[a] íåñ÷åòíî, ìû èìååì
ω
L[a]
1 = ω1 . Ïóñòü 2N = {bξ : ξ < ω1} � ïðîèçâîëüíîå ïåðå÷èñëåíèå òî÷åê

ïðîñòðàíñòâà 2N â L[a]. Ïîñêîëüêó G0 ñ÷åòíî, íàéäåòñÿ òàêîé îðäèíàë
ϑ < ω1 , ÷òî G0 ⊆ G = {bξ : ξ < ϑ}; ìíîæåñòâî G � èñêîìîå.

Çàôèêñèðóåì ïåðå÷èñëåíèå G = {gk : k ∈ N} â L[a]: ïîñëåäîâàòåëü�
íîñòü ~g = 〈gk〉k∈N ïðèíàäëåæèò êëàññó L[a].

Òåïåðü ìû óòâåðæäàåì ÷òî äëÿ êàæäîãî b ∈ 2N íàéäóòñÿ òàêèå òî÷�
êè x, y ∈ X , ÷òî b ðåêóðñèâíî îòíîñèòåëüíî x, y , ~g . Ïðèíÿâ ýòîò ôàêò
íà âåðó, ìû ïîëó÷àåì 2N ⊆ L[a], ïîñêîëüêó X ⊆ L[a] è ~g ∈ L[a]; òåì
ñàìûì, è NN ⊆ L[a].

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî êëþ÷åâîãî ôàêòà îñíîâàíî íà äîñòàòî÷íî òîí�
êîé ïðîöåäóðå êîäèðîâêè z ïðè ïîìîùè ~g è ïàðû òî÷åê X; îäíîé òî÷êè
íå õâàòàåò ! Ïðåäïîëàãàåì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî g0 ∈ [T ] r [T ]ec.
Â õîäå êîíñòðóêöèè, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ω øàãîâ, ìû ñòðîèì ïîñëåäîâà�
òåëüíîñòè ÷èñåë k[r] , j[r] , t[r] (r ∈ N).

Ïîëàãàåì j[0] = k[0] = t[0] = 0.
Èíäóêòèâíûé øàã r (r ≥ 0) ïðîèçâîäèòñÿ òàê.

(1r) Âîçüìåì íàèìåíüøåå ÷èñëî n = n[r] > t[r] òàêîå ÷òî gj[r](n) 6= b(r) è
ïðîäîëæåíèå (gj[r]�n)∧b(r) êîðòåæà gj[r]�n äîïîëíèòåëüíûì ÷ëåíîì
b(r) ïðèíàäëåæèò äåðåâó T. Ïîëàãàåì j[r+1] ðàâíûì íàèìåíüøåìó
÷èñëó j > j[r] òàêîìó, ÷òî (gj[r] � n[r])∧b(r) ⊂ gj è gj ∈ [T ] r [T ]ec.

(2r) Ïîëîæèì s[r] = min{s : ∀ i < j[r+1] (gi � s 6= gj[r+1] � s)}. Òåïåðü
÷åðåç k[r+1] îáîçíà÷èì íàèìåíüøåå ÷èñëî k > k[r] òàêîå, ÷òî
gk ∈ [T ] r [T ]ec, gk 6= gk[r], íî gk � (s[r]+1) = gk[r] � (s[r]+1).
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(3r) Ïîëàãàåì t[r+1] = min{t > t[r] : ∀ i < k[r+1] (gi � t 6= gk[r+1] � t)}.

Èç ïîñòðîåíèÿ íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî t[r] < n[r] < s[r] < t[r+1], è êðîìå
òîãî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

gj[r] � n[r] = gj[r+1] � n[r] è gk[r] � (s[r] + 1) = gk[r+1] � (s[r] + 1) ,

òàê ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå (åäèíñòâåííûå) òî÷êè x, y ∈ 2N , ÷òî

gj[r] � n[r] = x � n[r] è gk[r] � (s[r] + 1) = y � (s[r] + 1).

äëÿ âñåõ r . Ïðè ýòîì âñå gj[r] , gk[r] ïðèíàäëåæàò äåðåâó T, ñëåäîâàòåëüíî,
x, y ∈ T.

Ïîêàæåì, êàê, çíàÿ x, y è ~g, âîññòàíîâèòü b. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî âû�
ïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ, ýëèìèíèðóþùèå T :

(A) n[r] = min{n > t[r] : x(n) 6= gj[r](n)};
(B) j[r+1] = min{j > j[r] : x�ir = gj �ir}, ãäå ir = min{d : y(d) 6= gk[r](d)};
(C) k[r+1] = min{k > k[r] : y � n[r+1] = gk � n[r+1]}.
Ðàâåíñòâî (A) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ (1r) â ñèëó òîãî ÷òî gj[r] �n[r] =

x � n[r]. Äëÿ âûâîäà ðàâåíñòâà (B), ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî ir ≤ t[r+1], ïîñêîëüêó gk[r] � t[r+1] 6= gk[r+1] � t[r+1] = y �
t[r+1]. Òåì ñàìûì ir ≤ n[r+1], à ïîòîìó x � ir = gj[r+1] � ir. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ïî ïîñòðîåíèþ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ir > s[r], òàê ÷òî gj � ir 6=
gj[r+1] � ir = x � ir ïðè ëþáîì j < j[r+1]. Íàêîíåö, äîêàæåì ðàâåíñòâî
(C). Ñîîòíîøåíèå y � n[r+1] = gk[r+1] � n[r+1] ñëåäóåò ïðîñòî ïîòîìó ÷òî
n[r+1] ≤ s[r+1]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû åñëè k < k[r+1] òî ìû èìååì gk �
t[r+1] 6= gk[r+1]�t[r+1] = y�t[r+1]. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü ÷òî t[r+1] ≤ n[r+1].

Èòàê, çíàÿ ÷òî j[0] = k[0] = 0, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ j[r] ,
k[r] , n[r] èíäóêöèåé ïî r ïî ñëåäóþùåé ñõåìå, èñïîëüçóþùåé óæå äîêà�
çàííûå ðàâåíñòâà (A), (B), (C):

(j[r] , k[r])→ n[r]→ ir → j[r+1]→ n[r+1]→ k[r+1] .

Ýòà ñõåìà ðåêóðñèâíà îòíîñèòåëüíî x, y ∈ L[a] è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
~g = 〈gk〉k∈N ∈ L[a], òàê ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë j[r] , k[r] , n[r] ïðè�
íàäëåæàò L[a]. Ïîýòîìó ìû èìååì b ∈ L[a], ïîñêîëüêó b(r) = 1−gj[r](n[r])
äëÿ âñåõ r .

Ñëåäñòâèå 8.9.2. Åñëè a ∈ NN è L[a]∩NN íåñ÷åòíî, òî ñóùåñòâóåò
íåñ÷åòíîå Π1

1 (a)-ìíîæåñòâî áåç ñîâåðøåííîãî ÿäðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå, êîãäà NN ⊆ L[a], ðåçóëüòàò óæå ïîëó÷åí
òåîðåìîé 8.8.1. Ïîýòîìó ïðåäïîëîæèì, ÷òî NN 6⊆ L[a]. Òîãäà ïî òåîðåìå ìû
èìååì íåñ÷åòíîå (ïî óñëîâèþ) Σ1

2(a)-ìíîæåñòâî L[a]∩NN áåç ñîâåðøåííîãî
ÿäðà. Îòñþäà ñ ïîìîùüþ òåîðåìû óíèôîðìèçàöèè èçâëåêàåòñÿ òàêîå æå
ìíîæåñòâî è â êëàññå Π1

1 (a), ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.8.1.

Óïîìÿíåì åùå îäíî ëþáîïûòíîå ñëåäñòâèå òåîðåìû 8.9.1.
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Ñëåäñòâèå 8.9.3. Åñëè a ∈ NN , NN 6⊆ L[a], è ìíîæåñòâî L[a] ∩ NN
íåñ÷åòíî, òî L[a] ∩ NN íå ÿâëÿåòñÿ Σ1

1-ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç òåîðåìû: ëþáîå íåñ÷åòíîå Σ1
1-

ìíîæåñòâî èìååò ñîâåðøåííîå ïîäìíîæåñòâî.

Óïðàæíåíèå 8.9.4. Ïî÷åìó ñëåäñòâèå 8.9.3 ïåðåñòàíåò áûòü âåðíûì
åñëè ìû óäàëèì óñëîâèå NN 6⊆ L[a]?

Èñòîðè÷åñêèå è áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ

Êîíñòðóêòèâíûå ìíîæåñòâà áûëè ââåäåíû Ã¼äåëåì [82, 83] â êîíöå
1930õ ãîäîâ ñ öåëüþ äîêàçàòåëüñòâà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè àêñèîìû âûáî�
ðà è îáîáùåííîé êîíòèíóóì-ãèïîòåçû (ñì. �8.4). Áîëåå ïîäðîáíî îá ýòèõ
ïåðâûõ ïðèëîæåíèÿõ êîíñòðóêòèâíîñòè ñì. íà ðóññêîì ÿçûêå â êíèãàõ
[73], [99], [49, ãë. 5].

Òåîðåìà 8.8.1 î ñâîéñòâå ñîâåðøåííîãî ÿäðà è èçìåðèìîñòè áûëà âïåð�
âûå îáúÿâëåíà Ã¼äåëåì â ñòàòüå [82], íî åå äîêàçàòåëüñòâî íèêîãäà íå ïî�
ÿâèëîñü â ïå÷àòè (à â áîëåå ïîäðîáíîé ñòàòüå Ã¼äåëÿ [83] îá ýòèõ ðåçóëü�
òàòàõ âîîáùå íå óïîìèíàåòñÿ). Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû ñ ïîëíûìè
äîêàçàòåëüñòâàìè âïåðâûå îïóáëèêîâàë Ï.Ñ. Íîâèêîâ [43]. Ê ýòîé ñòàòüå
[43] âîñõîäÿò òå ìåòîäû îöåíêè ñëîæíîñòè ã¼äåëåâà êîíñòðóêòèâíîãî ïî�
ñòðîåíèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîåêòèâíîé èåðàðõèè, êîòîðûå ëåæàò â îñíîâå
ðåçóëüòàòîâ �� 8.6�8.8 ýòîé ãëàâû. Óæå â âàðèàíòå ýôôåêòèâíîé èåðàðõèè,
ýòà òåõíèêà áûëà ïîçæå èçëîæåíà â ñòàòüÿõ Àääèñîíà [59, 60].

Êàñàòåëüíî êîíòðïðèìåðîâ òåîðåìû 8.8.1, Ï.Ñ. Íîâèêîâ çàìå÷àåò â
ñòàòüå [43, ñ. 316], ÷òî ñàìè êîíòðïðèìåðû (ò. å. îïðåäåëåííûå ïðîåêòèâ�
íûå ìíîæåñòâà) îïðåäåëåíû ñðåäñòâàìè òåîðèè ZFC, è òîëüêî ëèøü äî�
êàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî îíè îáëàäàþò òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè, èñïîëüçóåò
àêñèîìó êîíñòðóêòèâíîñòè, èëè, êàê â íàøåì èçëîæåíèè, áîëåå ñëàáîå
ïðåäïîëîæåíèå NN ⊆ L[a].

Òåîðåìà 8.9.1 äîêàçàíà â [84]; ïðèâåäåííîå çäåñü äîêàçàòåëüñòâî ñîîò�
âåòñòâóþùèì îáðàçîì àäàïòèðîâàíî è íåñêîëüêî óïðîùåíî. Ïåðâîíà÷àëü�
íî ñëåäñòâèå 8.9.3 áûëî äîêàçàíî â [179] ñîâåðøåííî äðóãèì ìåòîäîì.



Ãëàâà 9

Îñíîâû ôîðñèíãà è

ïðîñòåéøèå ãåíåðè÷åñêèå

ðàñøèðåíèÿ

Â ýòîé ãëàâå èçëîæåíû îñíîâíûå ïðèíöèïû ôîðñèíãà, êàê îäíîãî
èç äâóõ, ïîæàëóé, îñíîâíûõ ìåòîäîâ ñîâðåìåííîé òåîðèè ìíîæåñòâ.
Äðóãîé ìåòîä � ýòî òåîðèÿ êîíñòðóêòèâíîñòè ïî Ã¼äåëþ; î íåé ñì.
ãëàâó 8. Ýòè äâà ìåòîäà øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåì
äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå äîïîëíÿÿ
äðóã äðóãà, î ÷åì ïîéäåò ðå÷ü â íåñêîëüêèõ ñëåäóþùèõ ãëàâàõ.

Öåëüþ äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ êðàòêîå èçëîæåíèå âàæíåéøèõ
îïðåäåëåíèé è îñíîâíûõ òåõíè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ. Ìû ïðèâîäèì èõ
áåç äîêàçàòåëüñòâ, íî â ôîðìå, äîñòàòî÷íîé äëÿ âñåõ ïðèëîæåíèé
ôîðñèíãà â íàñòîÿùåé êíèãå � ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷èòàòåëü èìååò
íåêîòîðîå çíàêîìñòâî ñ ôîðñèíãîì è åãî õîòÿ áû íàèáîëåå ïðîñòû�
ìè ïðèëîæåíèÿìè. Òàê ÷òî íèæåñëåäóþùåå ìîæíî íàçâàòü ñêîðåå
íàïîìèíàíèåì ÷åì äåéñòâèòåëüíî ñàìîäîñòàòî÷íûì èçëîæåíèåì îñ�
íîâ ýòîãî ìåòîäà.

Äîñòàòî÷íî ïîäðîáíîå èçëîæåíèå îñíîâ ôîðñèíãà (âêëþ÷àÿ äîêà�
çàòåëüñòâî îñíîâíûõ òåõíè÷åñêèõ òåîðåì) èíòåðåñóþùèéñÿ ÷èòàòåëü
íàéäåò, íà ðóññêîì ÿçûêå, â êíèãàõ [49, ãë. 4], [99], [73], [55, ãë. 9 è
ïðèëîæåíèå II], à òàêæå â [64, 100, 121, 169] íà àíãëèéñêîì ÿçûêå,
Ýòî � íàøè áàçîâûå ññûëêè, êàñàþùèåñÿ ôîðñèíãà è òåîðåì 9.2.6,
9.2.8, 9.2.9, 9.2.10, 9.3.2 íèæå â ýòîé ãëàâå.
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�9.1 Ôîðñèíã è ãåíåðè÷åñêèå ðàñøèðåíèÿ

Ñ òåõíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ôîðñèíã � ýòî îñîáûé ìåòîä ðàñøè�
ðåíèÿ òðàíçèòèâíûõ (ñì. �3.2) ìîäåëåé òåîðèè ìíîæåñòâ Öåðìåëî �
Ôðåíêåëÿ ZFC äî ìîäåëåé òîé æå òåîðèè, îáëàäàþùèõ äîïîëíèòåëü�
íûìè ñâîéñòâàìè. Åñëè ôîðñèíã èñïîëüçóåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâ
íåïðîòèâîðå÷èâîñòè, òî â ðàñøèðåíèè äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ ãèïîòå�
çà, ñîâìåñòèìîñòü êîòîðîé ìû õîòèì äîêàçàòü.

Äëÿ ïðèìåíåíèé ôîðñèíãà, ôèêñèðóåòñÿ òðàíçèòèâíîå ìíîæåñò-
âî èëè êëàññ M, â êîòîðîì âûïîëíåíû âñå àêñèîìû ZFC � òàêîå
ìíîæåñòâî èëè êëàññ M íàçûâàåòñÿ èñõîäíîé ìîäåëüþ, è îáû÷íî
äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ýòîé ìîäåëè è åå ðàñøèðåíèé ïðèíÿòî èñïîëüçî�
âàòü ãîòè÷åñêèå áóêâû. Íàïðèìåð, M ìîæåò áûòü ñ÷åòíîé ìîäåëüþ,
êëàññîì âèäà L[x], èëè äàæå óíèâåðñóìîì âñåõ ìíîæåñòâ V.

Ïóñòü P = 〈P ;≤〉 ∈ M � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå (×Ó) ìíîæå�
ñòâî, c ïîðÿäêîì ≤. Îíî, ñîáñòâåííî, è íàçûâàåòñÿ ôîðñèíãîì 1, èëè
ìíîæåñòâîì âûíóæäàþùèõ ¾óñëîâèé¿. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà P íà�
çûâàþòñÿ (âûíóæäàþùèìè) ¾óñëîâèÿìè¿.2 Åñëè p ≤ q , òî ¾óñëî-
âèå¿ p íàçûâàåòñÿ áîëåå ñèëüíûì.3 ¾Óñëîâèÿ¿ p, q ∈ P íàçûâàþòñÿ

− ñîâìåñòèìûìè (â P), åñëè íàéäåòñÿ óñëîâèå r ∈ P òàêîå, ÷òî
r ≤ p è r ≤ q;

− íåñîâìåñòèìûìè â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ìíîæåñòâî D ⊆ P íàçûâàåòñÿ:

− ïðåäïëîòíûì (â P), åñëè êàæäîå ¾óñëîâèå¿ p ∈ P ñîâìåñòèìî
â P ñ íåêîòîðûì q ∈ D .

− ïëîòíûì (â P), êîãäà ∀p ∈ P ∃ q ∈ D (q ≤ p);

− îòêðûòî ïëîòíûì, åñëè, äîïîëíèòåëüíî ê ïëîòíîñòè, åùå è

∀p ∈ D ∀ q ∈ P (q ≤ p =⇒ q ∈ D);

− àíòèöåïüþ, êîãäà ëþáûå p 6= q â D íåñîâìåñòèìû â P.

1 Òàêèì îáðàçîì, ñëîâî ôîðñèíã èñïîëüçóåòñÿ êàê äëÿ íàçâàíèÿ ìåòîäà â öå�
ëîì òàê è äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîíêðåòíîãî ×Ó ìíîæåñòâà â â ðàìêàõ ïðèìåíåíèÿ
ýòîãî ìåòîäà. Â àíãëîÿçû÷íûõ ïóáëèêàöèÿõ âî âòîðîì ñìûñëå îáû÷íî èñïîëüçó�
åòñÿ òåðìèí forcing notion, íî ïîäõîäÿùåãî ïåðåâîäà âòîðîãî ñëîâà íà ðóññêèé
ÿçûê â äàííîì êîíòåêñòå íåò.

2 Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ, ñëîâî óñëîâèå áóäåò áðàòüñÿ â êàâû÷êè âñåãäà êîãäà
ðå÷ü èäåò îá ýëåìåíòå âûáðàííîãî ×Ó ìíîæåñòâà â êîíòåêñòå ôîðñèíãà.

3 Ò. å. âûíóæäàþùèì áîëüøå ñâîéñòâ ãåíåðè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé (ñì. íèæå î
ïîñëåäíèõ). Ýòî ñòàíäàðòíîå (õîòÿ îòíþäü íå îáùåïðèíÿòîå � ñì., íàïðèìåð,
[64]) ñîãëàøåíèå íå âñåãäà ñîãëàñóåòñÿ ñ èíòóèöèåé, ïîñêîëüêó äëÿ ìíîãèõ ôîð�
ñèíãîâ îòíîøåíèå ïîðÿäêà ≤ îêàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê îòíîøåíèþ âêëþ÷åíèÿ
⊆. Íî ê ýòîìó íóæíî ïðèâûêíóòü.
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− ìàêñèìàëüíîé àíòèöåïüþ, êîãäà ëþáàÿ äðóãàÿ àíòèöåïü D′ ⊆
P, óäîâëåòâîðÿþùàÿ D ⊆ D′ , òîæäåñòâåííà D .

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî D ïëîòíî â P, êîãäà äëÿ âñÿêîãî ¾óñ-
ëîâèÿ¿ p ∈ P íàéäåòñÿ áîëåå ñèëüíîå ¾óñëîâèå¿ q ∈ D , è îòêðûòî
ïëîòíî, åñëè, äîïîëíèòåëüíî, ëþáîå ¾óñëîâèå¿ q , áîëåå ñèëüíîå, ÷åì
íåêîòîðîå ¾óñëîâèå¿ p ∈ D , ñàìî ïðèíàäëåæèò D . Ïðåäïëîòíîñòü
� îòíîñèòåëüíî ñëàáîå òðåáîâàíèå: ê ïðèìåðó, ëþáîå ïëîòíîå ìíî�
æåñòâî è ëþáàÿ ìàêñèìàëüíàÿ àíòèöåïü � ïðåäïëîòíû.

Îïðåäåëåíèå 9.1.1. Ìíîæåñòâî G ⊆ P íàçûâàåòñÿ P-ãåíåðè÷å�
ñêèì íàä M, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè òðåáîâàíèÿ:

− åñëè p, q ∈ G òî íàéäåòñÿ r ∈ G, äëÿ êîòîðîãî r ≤ p è r ≤ q ;
− åñëè p ∈ G, q ∈ P , p ≤ q , òî q ∈ G;
− åñëè ìíîæåñòâî D ⊆ P , D ∈M ïëîòíî òî G ∩D 6= ∅.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî G � ãåíåðè÷åñêîå, êîãäà 1) ëþáûå
äâà ¾óñëîâèÿ¿ èç G ñîâìåñòèìû â G, 2) ëþáîå ¾óñëîâèå¿ q ∈ P,
áîëåå ñëàáîå, ÷åì íåêîòîðîå ¾óñëîâèå¿ p ∈ G, ñàìî ïðèíàäëåæèò G,
è íàêîíåö 3) G èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ëþáûì ìíîæåñòâîì
D ∈M, ïëîòíûì â P. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî òðåòüå
óñëîâèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà á�îëüøåå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ.

Óïðàæíåíèå 9.1.2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè M � òðàíçèòèâíàÿ ìî�
äåëü ZFC, ìíîæåñòâî Q ∈ M , Q ⊆ P ïðåäïëîòíî â ×Ó ìíîæåñòâå
P ∈ M, à ìíîæåñòâî G ⊆ P ÿâëÿåòñÿ P-ãåíåðè÷åñêèì íàä M, òî
G ∩ Q 6= ∅. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî â äàííûõ óñëîâèÿõ ìíîæåñòâî
D = {p ∈ P : ∃ q ∈ Q (p ≤ q)} ïëîòíî â P è ïðèíàäëåæèò M.

Íåñêîëüêî ñëîâ î ñóùåñòâîâàíèè ãåíåðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ.

Óïðàæíåíèå 9.1.3. Ïóñòü M � òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü òåîðèè
ZFC, P ∈M � ×Ó ìíîæåñòâî, ïðè÷åì êàê ñàìî ìíîæåñòâî P òàê è
åãî M-ñòåïåíü PM(P) = P(P)∩M = {D ∈M :D ⊆ P} ñ÷åòíû â M.
Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà P-ãåíåðè÷åñêèå íàä M ìíîæåñòâà ñóùåñòâóþò.
Èñïîëüçóéòå ïåðåñ÷åò, âíóòðè ìîäåëè M, âñåõ ïëîòíûõ ìíîæåñòâ
D ∈M, D ⊆ P, íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè P � ×Ó ìíîæåñòâî, íå ñâîäÿùååñÿ ê
îáúåäèíåíèþ èçîëèðîâàííûõ öåïåé, òî íå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâ, P-
ãåíåðè÷åñêèõ íàä óíèâåðñóìîì V âñåõ ìíîæåñòâ.

Óïðàæíåíèå 9.1.4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè P = N<ω ñ ïîðÿäêîì
s ≤ t êîãäà t ⊆ s (ôîðñèíã Êîýíà, ñì. íèæå), òî P-ãåíåðè÷åñêèõ íàä
óíèâåðñóìîì V ìíîæåñòâ íåò.
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Çàìå÷àíèå 9.1.5. Èìåòü îòêðûòûé âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ãåíå�
ðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ íå âñåãäà óäîáíî. Íàïðèìåð, ÷àñòî áûâàåò æåëà�
òåëüíî ðàññìàòðèâàòü ãåíåðè÷åñêèå ðàñøèðåíèÿ âñåãî óíèâåðñóìà
V, êëàññîâ âèäà L[a], èëè èíûõ íåñ÷åòíûõ ìîäåëåé. Â ýòîì ñëó÷àå
ìîæíî èñïîëüçîâàòü áóëåâîçíà÷íûå ðàñøèðåíèÿ V(P) óíèâåðñóìà V,
èëè æå íèæåñëåäóþùèé ïðèíöèï 9.1.6, â ñóùíîñòè, ðàâíîñèëüíûé
ðàññìîòðåíèþ áóëåâîçíà÷íîãî ðàñøèðåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 9.1.6. Ïóñòü P � ×Ó ìíîæåñòâî â óíèâåðñóìå
âñåõ ìíîæåñòâ V. Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî

â íåêîòîðîì ¾âèðòóàëüíîì¿ áîëåå øèðîêîì óíèâåðñóìå
V+ (íàïðèìåð, âèäà V(P)) äëÿ âñÿêîãî p ∈ P èìååòñÿ P-
ãåíåðè÷åñêîå íàä V ìíîæåñòâî G ⊆ P, ñîäåðæàùåå p,

íå ïðèâîäèò íàñ íè ê êàêèì ïðîòèâîðå÷èÿì èëè æå íåîáîñíîâàí-
íûì âûâîäàì.

�9.2 Ñòðóêòóðà ãåíåðè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé

Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíàÿ òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü àêñèîì ZFC.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáîå ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî G îïðåäåëÿåò ðàñ�
øèðåíèå M[G] èñõîäíîé ìîäåëè M, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì
ZFC âìåñòå ñ M. Íåêîòîðàÿ ñëîæíîñòü çäåñü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
ïîíÿòü, êàêèå ìíîæåñòâà ñëåäóåò ïðèñîåäèíèòü ê M âìåñòå ñ ãåíå�
ðè÷åñêèì ìíîæåñòâîì G, ÷òîáû ñîõðàíèòü âñå àêñèîìû. Äëÿ ýòîãî
ñëóæàò äâå ñèñòåìû èìåí äëÿ òàêèõ ïðèñîåäèíÿåìûõ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 9.2.1 (èìåíà). Ïóñòü P � ëþáîå ×Ó ìíîæåñòâî,
à G ⊆ P, òî îïðåäåëèì G-èíòåðïðåòàöèþ t[G] ðàâåíñòâîì

t[G] = {s[G] : ∃p ∈ G (〈p, s〉 ∈ t)} ,

ò. å. èíäóêöèåé ïî ðàíãó rnk t. (Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè 〈p, s〉 ∈ t, òî
rnk s < rnk t ñòðîãî.) P-èìåíåì íàçîâåì ëþáîå ìíîæåñòâî t, óïî�
òðåáëÿåìîå â êîíòåêñòå ýòèõ èíòåðïðåòàöèé èëè îòíîøåíèÿ âûíóæ�
äåíèÿ, êàê â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Íàïðèìåð, îïðåäåëèì, èñïîëüçóÿ ∈-èíäóêöèþ,

x̆ = {〈p, y̆〉 : p ∈ P ∧ y ∈ x}

äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà x � êàíîíè÷åñêîå P-èìÿ äëÿ x. Â ÷àñòíîñòè,
∅̆ = 0̆ = ∅, 1̆ = P× {0̆}, âîîáùå n̆ = P× {j̆ : j < n} äëÿ n ∈ N.
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Óïðàæíåíèå 9.2.2. Äîêàæèòå, ÷òî x̆[G] = x, à èìÿ G = {〈p, p̆〉 :
p ∈ P} óäîâëåòâîðÿåò G[G] = G äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî G ⊆ P.

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè M � òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü ZFC è x ∈ M,
òî x̆ ∈M, à òàêæå è G ∈M. Êðîìå òîãî, êàêîâî áû íè áûëî P-èìÿ
t ∈ M, ìíîæåñòâî PE(t) = {s : ∃p (〈p, s〉 ∈ t)} âñåõ ïîòåíöèàëüíûõ
ýëåìåíòîâ äëÿ t òàêæå ïðèíàäëåæèò M, è ïðè ýòîì ìû èìååì t[G] ⊆
{s[G] : s ∈ PE(t)} äëÿ ëþáîãî G (è äàæå íåçàâèñèìî îò P).

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ìíîæåñòâî x ∈ M èìååò êàíîíè÷åñêîå
èìÿ x̆ ∈ M, è â òî æå âðåìÿ íåêîòîðûå ìíîæåñòâà íå èç M òàêæå
èìåþò èìåíà â M. Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, åñëè t ∈ M ÿâëÿåòñÿ P-èìå�
íåì, òî t[G] ∈M[G] ïî î÷åâèäíûì ñîîáðàæåíèÿì, è îáðàòíî, êàæäîå
ìíîæåñòâî èç M[G] èìååò èìÿ â M ïî íèæåñëåäóþùåé òåîðåìå 9.2.6.

Îáùåå ñîãëàøåíèå 9.2.3. Îáû÷íûì ñîãëàøåíèåì ÿâëÿåòñÿ
îòîæäåñòâëåíèå x̆ è x â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà òàêîå îòîæäåñòâëåíèå
íå ïðèâîäèò ê äâóñìûñëåííîñòè. Ìû áóäåì èíîãäà ïðîâîäèòü òà�
êîå îòîæäåñòâëåíèå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà x ïðèíàäëåæèò òàêèì ìíî�
æåñòâàì, êàê N , N<ω è Ord.

Âòîðàÿ ñèñòåìà èìåí, íàçûâàåìûõ ïðîñòûìè, íîñèò îãðàíè÷åííûé õà�
ðàêòåð: îíà ñâÿçàíà ëèøü ñ òåìè ìíîæåñòâàìè èç ðàñøèðåíèÿ M[G], êî�
òîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâ èç èñõîäíîé ìîäåëè M, íî ñ
äðóãîé ñòîðîíû ýòà ñèñòåìà ïðîùå, ïîñêîëüêó íå òðåáóåò ∈-èíäóêöèè.

Îïðåäåëåíèå 9.2.4. Ïðîñòûì P-èìåíåì äëÿ ìîäåëè M íàçûâàåòñÿ
âñÿêîå ìíîæåñòâî t ⊆ P × M. Åñëè ïðè ýòîì G ⊆ P, òî îïðåäåëÿåòñÿ
ïðîñòàÿ G-èíòåðïðåòàöèÿ t[[G]] = {x : ∃p ∈ G (〈p, x〉 ∈ t)}.

Îäíàêî ïðîñòûå èìåíà ñâîäÿòñÿ ê èìåíàì îïðåäåëåíèÿ 9.2.1.

Óïðàæíåíèå 9.2.5. Äîïóñòèì, ÷òî t ∈M, t ⊆ P×M, ò. å. t � ïðîñòîå
èìÿ. Ïîëîæèì t̂ = {〈p, x̆〉 : 〈p, x〉 ∈ t}. Äîêàæèòå, ÷òî t[[G]] = t̂[G] äëÿ
ëþáîãî ìíîæåñòâà G ⊆ P.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè îïðåäå�
ëÿåò ñòðóêòóðó ãåíåðè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ M[G] ÷åðåç ðàñøèðÿþ�
ùåå ìíîæåñòâî G è èìåíà, ïðèíàäëåæàùèå èñõîäíîé ìîäåëè M.

Òåîðåìà 9.2.6. Åñëè P ∈ M � ×Ó ìíîæåñòâî, à ìíîæåñòâî
G ⊆ P ÿâëÿåòñÿ P-ãåíåðè÷åñêèì íàä M, òî ñóùåñòâóåò åäèí�
ñòâåííîå òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî èëè êëàññ M[G], äëÿ êîòîðîãî

(i) M ⊆ M[G], M òðàíçèòèâíà â M[G] (ò. å. åñëè x ∈ M, y ∈
M[G], è y ∈ x, òî y ∈ M ), G ∈ M[G], îðäèíàëû M è M[G]
ñîâïàäàþò, è âñå àêñèîìû ZFC âûïîëíåíû â M[G] ;

(ii) M[G] � ìèíèìàëüíûé êëàññ óäîâëåòâîðÿþùèé (i).
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Äëÿ M[G] âûïîëíåíî ðàâåíñòâî M[G] = {t[G] : t ∈M}, ïðè÷åì

(iii) åñëè X,Y ∈ M, x ∈ M[G], è x ∈ XY , òî íàéäåòñÿ òàêîå P-
èìÿ t ∈M, ÷òî x = t[G], è êðîìå òîãî t[G′] ∈ XY äëÿ ëþáîãî
P-ãåíåðè÷åñêîãî íàä M ìíîæåñòâà G′ ⊆ P ;

(iv) åñëè x ∈ M[G], ϕ(·) � ïðîèçâîëüíàÿ ∈-ôîðìóëà, è ϕ(x) èñ�
òèííî â M[G], òî íàéäåòñÿ òàêîå P-èìÿ t ∈ M, ÷òî x =
t[G], è êðîìå òîãî ∃xϕ(x) =⇒ ϕ(t[G′]) èñòèííî â M[G′] äëÿ
ëþáîãî P-ãåíåðè÷åñêîãî íàä M ìíîæåñòâà G′ ⊆ P.

Òàêàÿ ìîäåëü M[G] íàçûâàåòñÿ P-ãåíåðè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì ìî�
äåëè M ïîñðåäñòâîì ïðèñîåäèíåíèÿ ìíîæåñòâà G.

Îïðåäåëåíèå 9.2.7. ×Ó ìíîæåñòâî P óäîâëåòâîðÿåò κ-óñëîâèþ
àíòèöåïåé (κ � áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë) åñëè êàæäàÿ àíòèöåïü A ⊆
P èìååò ìîùíîñòü < κ (ñòðîãî), à óñëîâèå ñ÷åòíîñòè àíòèöåïåé,
êðàòêî ccc � ýòî ℵ1-óñëîâèå àíòèöåïåé.

Òåîðåìà 9.2.8. Ïóñòü κ � íåñ÷åòíûé ðåãóëÿðíûé êàðäèíàë â
ìîäåëè M, ×Ó ìíîæåñòâî P ∈M óäîâëåòâîðÿåò â M κ-óñëîâèþ
àíòèöåïåé, è ìíîæåñòâî G ⊆ P ÿâëÿåòñÿ P-ãåíåðè÷åñêèì íàä M.
Òîãäà κ îñòàåòñÿ ðåãóëÿðíûì êàðäèíàëîì è â M[G].

Â ÷àñòíîñòè, åñëè P óäîâëåòâîðÿåò ccc â M, òî âñå êàðäèíà�
ëû ìîäåëè M îñòàþòñÿ êàðäèíàëàìè â M[G].

Ê ýòîé òåîðåìå ñëåäóåò äîáàâèòü, ÷òî êîíå÷íûå êàðäèíàëû, ò. å.
íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à òàêæå êàðäèíàë ñ÷åòíîé ìîùíîñòè ℵ0 = ω ,
îñòàþòñÿ êàðäèíàëàìè â ëþáîì ðàñøèðåíèè ìîäåëè M. ×òî êàñàåò�
ñÿ íåñ÷åòíûõ êàðäèíàëîâ, òî îíè ìîãóò ¾ñêëåèâàòüñÿ¿ ñ ìåíüøèìè
êàðäèíàëàìè â ïîäõîäÿùèõ ãåíåðè÷åñêèõ ðàñøèðåíèÿõ, ñì. �9.7.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óêàçûâàåò íåêîòîðûå ñëó÷àè, êîãäà ðàçíûå
×Ó ìíîæåñòâà ïðîèçâîäÿò îäíè è òå æå ãåíåðè÷åñêèå ðàñøèðåíèÿ.

Òåîðåìà 9.2.9. Ïóñòü P , P′ ∈M � äâà ×Ó ìíîæåñòâà. Òîãäà

(i) åñëè P′ ⊆ P, ìíîæåñòâî P′ ⊆ P ïëîòíî â P, à G ⊆ P ÿâëÿåò�
ñÿ P-ãåíåðè÷åñêèì íàä M, òî ïåðåñå÷åíèå G′ = G ∩ P′ áóäåò
P′-ãåíåðè÷åñêèì íàä M, è M[G′] = M[G] ;

(ii) â òîì æå ñëó÷àå, åñëè G′ ⊆ P′ ÿâëÿåòñÿ P′-ãåíåðè÷åñêèì íàä
M, òî ìíîæåñòâî G = {q ∈ P : ∃p ∈ G′ (p ≤ q)} áóäåò P-
ãåíåðè÷åñêèì íàä M, è M[G′] = M[G] ;

(iii) åñëè r ∈ P, P≤r = {p ∈ P : p ≤ r}, è ìíîæåñòâî G ⊆ P ÿâëÿ�
åòñÿ P-ãåíåðè÷åñêèì íàä M, òî G≤r = {p ∈ G : p ≤ r} áóäåò
P≤r-ãåíåðè÷åñêèì íàä M ìíîæåñòâîì, è M[G≤r] = M[G] ;
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(iv) â òîì æå ñëó÷àå, åñëè ìíîæåñòâî G′ ⊆ P≤r ÿâëÿåòñÿ P≤r-
ãåíåðè÷åñêèì íàä M, òî G = {q ∈ P : ∃p ∈ G′ (p ≤ q)} áóäåò
P-ãåíåðè÷åñêèì íàä M ìíîæåñòâîì, è M[G′] = M[G] ;

(v) åñëè ìíîæåñòâà P,P′ ïîðÿäêîâî èçîìîðôíû â M, è h ∈ M :

P
íà−→ P′ � íåêîòîðûé ïîðÿäêîâûé èçîìîðôèçì, à G ⊆ P ÿâ�

ëÿåòñÿ P-ãåíåðè÷åñêèì íàä M, òî ìíîæåñòâî G′ = {h(p) :
p ∈ G} áóäåò P′-ãåíåðè÷åñêèì íàä M, è M[G′] = M[G].

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò îñîáåííîñòè ñëó÷àÿ, êîãäà äàí�
íîå ×Ó ìíîæåñòâî P ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ P′×P′′ äâóõ ×Ó ìíîæåñòâ
P′,P′′ (ñ ïîðÿäêîì 〈p′, p′′〉 ≤P 〈q′, q′′〉, êîãäà p′ ≤P′ q′ è p′′ ≤P′′ q′′).

Òåîðåìà 9.2.10 (òåîðåìà î ïðîèçâåäåíèè äëÿ ôîðñèíãà). Åñëè
P′ , P′′ ∈M � äâà ×Ó ìíîæåñòâà, òî

(i) êàæäîå P′ × P′′-ãåíåðè÷åñêîå íàä M ìíîæåñòâî èìååò âèä
G′ × G′′ , ãäå ìíîæåñòâî G′ ⊆ P′ ÿâëÿåòñÿ P′-ãåíåðè÷åñêèì
íàä M à ìíîæåñòâî G′′ ⊆ P′′ ÿâëÿåòñÿ P′′-ãåíåðè÷åñêèì íàä
M[G′] (è íàä M) � è ïðè ýòîì M[G′] ∩M[G′′] = M ;

(ii) îáðàòíî, åñëè ìíîæåñòâî G′ ⊆ P′ � P′-ãåíåðè÷åñêîå íàä M,
à ìíîæåñòâî G′′ ⊆ P′′ � P′′-ãåíåðè÷åñêèì íàä M[G′], òî
ìíîæåñòâî G′ ×G′′ áóäåò P′ × P′′-ãåíåðè÷åñêèì íàä M.

�9.3 Îòíîøåíèå âûíóæäåíèÿ

Â òåîðèè ôîðñèíãà îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèå âûíóæäåíèÿ, òàê�
æå íàçûâàåìîå ôîðñèíãîì, èëè îòíîøåíèåì ôîðñèíãà, è òèïè÷íî
îáîçíà÷àåìîå êàê

p ||−−M
P ϕ(t1, . . . , tn) � ñëîâàìè: p âûíóæäàåò ôîðìóëó

ϕ(t1, . . . , tn) íàä M, � ãäå P ∈M åñòü ×Ó ìíîæåñòâî, p ∈
P, t1, . . . , tn ∈ M ïîíèìàþòñÿ êàê èìåíà, à ϕ(x1, . . . , xn)
� ëþáàÿ ∈-ôîðìóëà, ò. å. ôîðìóëà ÿçûêà ZFC.

Äîïîëíèòåëüíî, îïðåäåëÿþò ||−−M
P ϕ(t1, . . . , tn) (ò. å. áåç p), êîãäà

èìååò ìåñòî p ||−−M
P ϕ(t1, . . . , tn) äëÿ ëþáîãî p ∈ P.

Äîñòàòî÷íî ñëîæíîå îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ ||−−M
P ïðîèñõîäèò

âíóòðè ìîäåëè M èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû ϕ, íà÷èíàÿ
îò ñàìûõ ïðîñòûõ ôîðìóë âèäà t ∈ t′ è t = t′ , à äëÿ ýòèõ ïîñëåäíèõ
� èíäóêöèåé ïî ðàíãó ôîí Íåéìàíà rnk èìåí t, t′ . Ìû íå ïðèâîäèì
çäåñü ýòî îïðåäåëåíèå; îäíàêî âñ¼ ÷òî íàì íóæíî çíàòü îá îòíî-
øåíèè âûíóæäåíèÿ � ýòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà 9.3.2, äîêàçàòåëüñòâî
êîòîðîé çäåñü òàêæå íå ïðèâîäèòñÿ.
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Îïðåäåëåíèå 9.3.1 (èíòåðïðåòàöèÿ ôîðìóë). Ïóñòü P � ëþáîå
×Ó ìíîæåñòâî, à G ⊆ P, òî îïðåäåëèì G-èíòåðïðåòàöèþ ϕ[G] ëþ�
áîé ôîðìóëû ϕ ñ èìåíàìè â ðîëè ïàðàìåòðîâ êàê ðåçóëüòàò çàìåíû
êàæäîãî èìåíè t â ϕ íà t[G].

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èçëàãàåò îñíîâíûå ñâîéñòâà âûíóæäåíèÿ.

Òåîðåìà 9.3.2. Äîïóñòèì, ÷òî M � òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü
ZFC, à ϕ(x1, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ∈-ôîðìóëà. Òîãäà âûíóæäå�
íèå ôîðìóëû ϕ îïðåäåëèìî â M, â òîì ñìûñëå ÷òî ñîâîêóïíîñòü

{〈P, p, t1, . . . , tn〉 : P ∈M åñòü ×Ó ìíîæåñòâî ∧ p ∈ P ∧

∧ t1, . . . , tn ∈M ∧ p ||−−M
P ϕ(t1, . . . , tn)}

(î÷åâèäíî, ñîáñòâåííûé êëàññ â M) îïðåäåëèìà â M ∈-ôîðìóëîé.
Ïóñòü òåïåðü P ∈M � ôèêñèðîâàííîå ×Ó ìíîæåñòâî, à ϕ �

çàìêíóòàÿ ôîðìóëà ñ èìåíàìè èç M â ðîëè ïàðàìåòðîâ. Òîãäà

(ii) åñëè ìíîæåñòâî G ⊆ P ÿâëÿåòñÿ P-ãåíåðè÷åñêèì íàä M, òî

ϕ[G] èñòèííî â M[G] ⇐⇒ ∃p ∈ G (p ||−−M
P ϕ) ;

(iii) åñëè ìîäåëü M ñ÷åòíà, è p ∈ P, òî p ||−−M
P ϕ, åñëè è òîëüêî

åñëè ïðåäëîæåíèå ϕ[G] èñòèííî â M[G], êàêîâî áû íè áûëî
P-ãåíåðè÷åñêîå íàä M ìíîæåñòâî G ⊆ P, ñîäåðæàùåå p ;

(iv) ìíîæåñòâî {p ∈ P : p ||−−M
P ϕ èëè p ||−−M

P ¬ ϕ} ïëîòíî â P è
ïðèíàäëåæèò ìîäåëè M ;

(v) åñëè p ||−−M
P ϕ, è q ∈ P , q ≤ p, òî è q ||−−M

P ϕ ;

(vi) p ||−−M
P ¬ ϕ ⇐⇒ ¬ ∃ q ≤ p (q ||−−M

P ϕ) ;

(vii) p ||−−M
P ∃x ψ(x) ⇐⇒ ∀ q ≤ p ∃ r ≤ q ∃ t ∈M (p ||−−M

P ψ(t)) ;

(viii) p ||−−M
P ∀x ψ(x) ⇐⇒ ∀ t ∈M (p ||−−M

P ψ(t)) ;

(ix) p ||−−M
P ϕ ∧ ψ ⇐⇒ p ||−−M

P ϕ ∧ p ||−−M
P ψ ;

(x) p ||−−M
P ϕ ∨ ψ ⇐⇒ ∀ q ≤ p ∃ r ≤ q (r ||−−M

P ϕ ∨ r ||−−M
P ψ) .

Åñëè X ∈M, òî äîïîëíèòåëüíî:

(x) p ||−−M
P ∃x ∈ X̆ ψ(x) ⇐⇒ ∀ q ≤ p ∃ r ≤ q ∃x ∈ X (p ||−−M

P ψ(x̆)) ;

(xi) p ||−−M
P ∀x ∈ X̆ ψ(x) ⇐⇒ ∀x ∈ X (p ||−−M

P ψ(x̆)).
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Â óòâåðæäåíèÿõ (vi), (vii), (x), (x) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî q, r ∈ P.
Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, óòâåðæäåíèå (iii) òåîðåìû ìîæíî ðàññìàòðè�

âàòü êàê îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ ||−−M
P . Îäíàêî è òîãäà äëÿ äîêà�

çàòåëüñòâà õîòÿ áû âîçìîæíîñòè îïðåäåëèòü ýòî îòíîøåíèå âíóò�
ðè ìîäåëè M (ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû) âñ¼ ðàâíî ïðèõîäèòñÿ
òàê èëè èíà÷å ïàðàëëåëüíî ñòðîèòü òî âñïîìîãàòåëüíîå èíäóêòèâíîå
îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ âûíóæäåíèÿ, î êîòîðîì ãîâîðèëîñü âûøå.

�9.4 Ôîðñèíã Êîýíà

Êàê óæå óêàçûâàëîñü, ïðèìåíåíèå ôîðñèíãà íà÷èíàåòñÿ ñ òîãî,
÷òî ôèêñèðóåòñÿ èñõîäíàÿ ìîäåëü M è ìíîæåñòâî âûíóæäàþùèõ
óñëîâèé � íåêîòîðîå ×Ó ìíîæåñòâî P ∈ M. Âûáîð ïîñëåäíåãî ÿâ�
ëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ôàêòîðîì, ïîñêîëüêó èìåííî êîìáèíàòîðíûå è
ìîùíîñòíûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà P îáû÷íî îïðåäåëÿþò ñòðóêòóðó
è ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ãåíåðè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé.

Èç íåòðèâèàëüíûõ (ò. å. òåõ, êîòîðûå äåéñòâèòåëüíî ïðîèçâîäÿò
ñîáñòâåííûå ðàñøèðåíèÿ èñõîäíîé ìîäåëè, ââîäÿ íîâûå ìíîæåñòâà)
âîçìîæíîñòåé íàèáîëåå ïðîñòûì (è â òî æå âðåìÿ áîãàòûì ñ òî÷�
êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé) ÿâëÿåòñÿ ôîðñèíã Êîýíà. Îí ïðèíàäëåæèò
ê øèðîêîìó êëàññó ôîðñèíãîâ, êîòîðûå ïðèñîåäèíÿþò ê èñõîäíîé
ìîäåëè ïðîñòåéøèé äåéñòâèòåëüíî íîâûé îáúåêò � èì ìîæåò áûòü
êàêîå-òî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë u ⊆ N èëè æå òî÷êà ïðî�
ñòðàíñòâà Áýðà NN èëè èíîãî ïîëüñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 9.4.1. Ôîðñèíã Êîýíà åñòü ìíîæåñòâî C = N<ω

âñåõ êîðòåæåé (êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
ñ ïîðÿäêîì s ≤ t (s ñèëüíåå), åñëè t ⊆ s.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ôîðñèíã-ïîðÿäîê ≤ íà C îáðàòåí ïîðÿäêó ⊆ ïî
ïðîäîëæåíèþ êîðòåæåé � è ýòî áóäåò äîâîëüíî òèïè÷íûì ñëó÷àåì â
ïðèëîæåíèÿõ, òàê ÷òî ê òàêîé èíâåðñèè ïîðÿäêà ëó÷øå ïðèâûêíóòü.
Âñëåäñòâèå ýòîé èíâåðñèè è ñîãëàñíî îáùèì îïðåäåëåíèÿì â �9.1,
ìíîæåñòâî D ⊆ C ïëîòíî â C, åñëè äëÿ ëþáîãî êîðòåæà t ∈ C
ñóùåñòâóåò êîðòåæ s ∈ D , óäîâëåòâîðÿþùèé t ⊆ s.

Òåîðåìà 9.4.2. Ïóñòü M � òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü ZFC. Òîãäà
C ∈M, è êðîìå òîãî

(i) åñëè ìíîæåñòâî G ⊆ C ÿâëÿåòñÿ C-ãåíåðè÷åñêèì íàä M,
òî òî÷êà a = aG =

⋃
G ïðèíàäëåæèò NN, è ìû èìååì:

(1) G = {a �m :m ∈ N} , è

(2) åñëè ìíîæåñòâî D ∈M , D ⊆ C ïëîòíî â C, òî ñóùå�
ñòâóåò òàêîå ÷èñëî m ∈ N, ÷òî a �m ∈ D ;
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(ii) îáðàòíî, åñëè a ∈ NN óäîâëåòâîðÿåò (i)(2), òî ìíîæåñòâî
G = Ga = {a �m :m ∈ N} � C-ãåíåðè÷åñêîå íàä M è a = aG .

Â îáîèõ ýòèõ ñëó÷àÿõ, M[G] = M[aG] è âñå êàðäèíàëû èñõîäíîé
ìîäåëè M îñòàþòñÿ êàðäèíàëàìè â M[G].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðñèíã C ïðèíàäëåæèò M. Åñëè G ⊆ C è
a ∈ NN óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (i)(1) è (i)(2), òî C-ãåíåðè÷íîñòü G
(â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 9.1.1) î÷åâèäíà.

Îáðàòíî, äîïóñòèì, ÷òî ìíîæåñòâî G ⊆ C ÿâëÿåòñÿ C-ãåíåðè÷å�
ñêèì íàä M. Êàæäîå èç ìíîæåñòâ Dm = {s ∈ C : lh s ≥ m}, î÷åâèä�
íî, ïëîòíî â C è ïðèíàäëåæèò M, à ïîòîìó âñëåäñòâèå ãåíåðè÷íîñòè
íàéäåòñÿ êîðòåæ sm ∈ G∩Dm . Ïðè ýòîì, åñëè n < m, òî îïÿòü èç-çà
ãåíåðè÷íîñòè îáðåçàííûé êîðòåæ sm �n òàêæå ïðèíàäëåæèò G. Íà�
êîíåö, òàêæå áëàãîäàðÿ ãåíåðè÷íîñòè, åñëè êîðòåæè s, t ∈ C èìåþò
îäèíàêîâóþ äëèíó lh s = lh t = n ∈ N, òî îíè îáà íå ìîãóò ïðèíàä�
ëåæàòü G èáî íå èìåþò îáùåãî ïðîäîëæåíèÿ. Îòñþäà è ñëåäóåò, ÷òî
a =

⋃
G � òî÷êà NN , è îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (i)(1) è (i)(2).

Ñîõðàíåíèå êàðäèíàëîâ â M[G] ñëåäóåò èç òåîðåìû 9.2.8, òàê êàê
ôîðñèíã C íå òîëüêî óäîâëåòâîðÿåò ccc, à ïðÿìî ñ÷åòåí.

Îïðåäåëåíèå 9.4.3. Òî÷êè âèäà a = aG , ãäå ìíîæåñòâî G ⊆ C
ÿâëÿåòñÿ C-ãåíåðè÷åñêèì íàä íåêîòîðîé ìîäåëüþ M, ñàìè íàçûâà�
þòñÿ ãåíåðè÷åñêèìè ïî Êîýíó íàä M.

Èç òåîðåìû 9.4.2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ãåíåðè÷íîñòè íàä M äàííîé
òî÷êè a ∈ NN íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü òðåáîâà�
íèå (i)(2) òåîðåìû. Îäíàêî òî÷êè, ãåíåðè÷åñêèå ïî Êîýíó, äîïóñêàþò
îïðåäåëåíèå, ïðÿìî íå ñâÿçàííîå ñ ôîðñèíãîì, ñì. ñëåäóþùèå ãëàâû.

Óïðàæíåíèå 9.4.4. Ïóñòü ìíîæåñòâî G ⊆ C ÿâëÿåòñÿ C-ãåíå�
ðè÷åñêèì íàä ìîäåëüþ M, à x ∈ NN ∩M. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ
òàêîå n, ÷òî aG(n) > x(n) ñòðîãî � òåì ñàìûì, aG 6∈ M, òàê ÷òî
ðàñøèðåíèå M[G] = M[aG] � ñîáñòâåííîå ðàñøèðåíèå ìîäåëè M.
Äëÿ ýòîãî ïîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî Dx âñåõ ¾óñëîâèé¿ s ∈ C, äëÿ
êîòîðûõ ∃n < lh s (s(n) > x(n)), ïëîòíî â C è ïðèíàäëåæèò M.

Äîêàæèòå, ÷òî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè u ∈ M, u ⊆ N � áåñêî�
íå÷íîå ìíîæåñòâî, òî aG(n) = 0 äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ n ∈ u.

�9.5 Ñëó÷àéíûé ôîðñèíã

Ôîðñèíã Êîýíà C ïðèíàäëåæèò ê ãðóïïå ôîðñèíãîâ, êîòîðûå â
àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå õàðàêòåðèçóþòñÿ êàê forcings adding a real .
Ñëîâî real çäåñü îçíà÷àåò íå âåùåñòâåííîå ÷èñëî â îáû÷íîì ñìûñëå,
ò. å. òî÷êó âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R, à ñêîðåå ýëåìåíò ìíîæåñòâà NN
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� ò. å. òî÷êó áýðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ðå÷ü èäåò î ôîðñèíãàõ P, ïðè�
ñîåäèíÿþùèõ ê èñõîäíîé ìîäåëè òî÷êó NN � â òîì ñìûñëå, ÷òî P-
ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî G ⊆ P ýêâèâàëåíòíî íåêîòîðîé òî÷êå ïðî�
ñòðàíñòâà NN â ñìûñëå âçàèìíîãî ïåðåõîäà â îáå ñòîðîíû.

Ôîðñèíã Êîýíà ðàçúÿñíÿåò, ÷ò�î èìåííî èìååòñÿ â âèäó. Ïî òåîðå�
ìå 9.4.2, ràæäîå C-ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî G ⊆ C ïîðîæäàåò òî÷êó
aG =

⋃
G ∈ NN (êîòîðàÿ è åñòü ïðèñîåäèíÿåìîå ¾÷èñëî¿), è îáðàòíî,

âîññòàíàâëèâàåòñÿ èç íåå ïî ôîðìóëå G = Ga = {a �m :m ∈ N}.
Ñþäà æå îòíîñèòñÿ è cëó÷àéíûé ôîðñèíã R, êîòîðûé ñîñòîèò èç

âñåõ òàêèõ äåðåâüåâ T ⊆ 2<ω áåç ⊆-ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ÷òî
λ([[T ]]) > 0, ñ ïîðÿäêîì: T ≤ S (¾óñëîâèå¿ T ñèëüíåå), åñëè T ⊆ S .
(Íàïîìíèì, ÷òî [[T ]] = {x ∈ NN : ∀m (x �m ∈ T )} � íî çäåñü ôàêòè�
÷åñêè [[T ]] ⊆ 2N, òàê êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî T ⊆ 2<ω .)

Â òî âðåìÿ êàê êîýíîâ ôîðñèíã C � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, ïðèíàä�
ëåæàùåå ëþáîé òðàíçèòèâíîé ìîäåëè M àêñèîì ZFC, ìíîæåñòâî
(R)M (ò. å. ôîðñèíã R, îïðåäåëåííûé â M) ñîâïàäàåò ñ R ∩M �
äëÿ âûâîäà àáñîëþòíîñòè óñëîâèÿ λ([[T ]]) > 0 íóæíî ñîñëàòüñÿ íà
ñëåäñòâèå 6.4.4. (Âîîáùå, R ∈ M îçíà÷àåò, ÷òî NN ⊆ M.) Îáû÷íî
ïðèíÿòî ãîâîðèòü: R-ãåíåðè÷åñêîå íàä M ìíîæåñòâî, èëè R-ãåíå�
ðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå M, èìåÿ â âèäó, êîíå÷íî, (R)M-ãåíåðè÷åñêèå
ìíîæåñòâà è ðàñøèðåíèÿ � è ìû áóäåì ñëåäîâàòü ýòîé ïðàêòèêå.

Ëåììà 9.5.1. Ôîðñèíã R óäîâëåòâîðÿåò ccc.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè T , S ∈ R íåñîâìåñòíû â R òî, î÷åâèäíî,
λ([[T ]] ∩ [[S ]]) = 0 � íî, êîíå÷íî, λ([[T ]]) > 0 è λ([[S ]]) > 0.

Òåîðåìà 9.5.2. Ïóñòü M � òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü ZFC. Òîãäà

(i) åñëè ìíîæåñòâî G ⊆ (R)M ÿâëÿåòñÿ R-ãåíåðè÷åñêèì íàä
M, òî ïåðåñå÷åíèå TG =

⋂
G âñåõ äåðåâüåâ T ∈ G ïðåäñòàâëÿ�

åò ñîáîé âåòâü â 2<ω , ò. å. ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà
aG ∈

⋂
T∈G[[T ]] ⊆ 2N, è ïðè ýòîì

(1) G = {aG �m :m ∈ N} , è

(2) åñëè ìíîæåñòâî D ∈M , D ⊆ (R)M ïëîòíî â (R)M , òî
ñóùåñòâóåò òàêîå äåðåâî T ∈ D , ÷òî aG ∈ [[T ]] ;

(ii) îáðàòíî, åñëè òî÷êà a ∈ 2N óäîâëåòâîðÿåò (i)(2), òî ìíîæå�
ñòâî G = Ga = {T ∈M : T � äåðåâî ∧ a ∈ [[T ]]} ÿâëÿåòñÿ R-
ãåíåðè÷åñêèì íàä M è a = aG .

Â îáîèõ ýòèõ ñëó÷àÿõ, M[G] = M[aG] è âñå êàðäèíàëû èñõîäíîé
ìîäåëè M îñòàþòñÿ êàðäèíàëàìè â M[G].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóéòå äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 9.4.2.
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Îïðåäåëåíèå 9.5.3. Òî÷êè âèäà a = aG , ãäå ìíîæåñòâî G ⊆
(R)M ÿâëÿåòñÿ R-ãåíåðè÷åñêèì íàä ìîäåëüþ M, ñàìè íàçûâàþòñÿ
ñëó÷àéíûìè ïî Ñîëîâåþ, èëè ïðîñòî ñëó÷àéíûìè íàä M.

Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àéíûé ôîðñèíã R òàêæå ïðèñîåäèíÿåò òî÷�
êó ïðîñòðàíñòâà NN, è äàæå íà ñàìîì äåëå òî÷êó êàíòîðîâà äèñêîí�
òèíóóìà 2N. Íèæå (òåîðåìà 10.4.2) áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ñëó÷àéíûå
òî÷êè äîïóñêàþò äðóãîå îïðåäåëåíèå.

Óïðàæíåíèå 9.5.4. Ïóñòü ìíîæåñòâî G ⊆ (R)M ÿâëÿåòñÿ R-
ãåíåðè÷åñêèì íàä ìîäåëüþ M, ò. å. òî÷êà a = aG ñëó÷àéíà íàä M.
Èñïîëüçóÿ òî, ÷òî λ(2N r NN) = 0, äîêàæèòå, ÷òî a ∈ 2N, òàê ÷òî
äëÿ ñëó÷àéíûõ òî÷åê ðåçóëüòàò 9.4.4 íå âåðåí.

Íî èìååò ìåñòî è áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 9.5.5. Â óñëîâèÿõ 9.5.4, åñëè x ∈ NN ∩M[aG], òî íàéäåòñÿ
òàêàÿ òî÷êà y ∈ NN ∩M, ÷òî x(n) ≤ y(n) äëÿ âñåõ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. 4 Ïóñòü P = (R)M . ×åðåç ||−− îáîçíà÷èì îòíîøå�
íèå ||−−M

P
. Ïóñòü, ïî òåîðåìå 9.2.6, x = t[G], ãäå t � íåêîòîðîå èìÿ èç M,

ïðè÷åì t[G′] ∈ NN äëÿ ëþáîãî P-ãåíåðè÷åñêîãî íàä ìîäåëüþ M ìíîæå�
ñòâà G′ ⊆ P, òàê ÷òî ëþáîå ¾óñëîâèå¿ èç P âûíóæäàåò, ÷òî t[G] ∈ NN,
ïî òåîðåìå 9.3.2. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ∆t âñåõ ¾óñëîâèé¿
T ∈ P, äëÿ êîòîðûõ íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ y ∈ NN ∩M, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
T ||−− t[G](n̆) ≤ y̆(n̆) äëÿ âñåõ n � ïëîòíî â P. (Èìåííî, åñëè òàêîå T
ïðèíàäëåæèò ãåíåðè÷åñêîìó ìíîæåñòâó G, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ôóíêöè�
åé y ∈ NN ∩M, òî ïî òåîðåìå 9.3.2 èìååì aG(n) ≤ y(n) äëÿ âñåõ n.)

Äëÿ âûâîäà ïëîòíîñòè, çàìåòèì, ÷òî êîëü ñêîðî îòíîøåíèå ||−− îïðå�
äåëèìî â M ïî òåîðåìå 9.3.2, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ

τnk = {T ∈ P : T ||−− t[G](n̆) = k̆} è τn =
⋃
k τnk

ïðèíàäëåæèò M, è ïðè ýòîì êàæäîå ìíîæåñòâî τn ïëîòíî â P ïî âûáî�
ðó t. Çíà÷èò, ìû ìîæåì âûáðàòü, â M, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàêñèìàëü�
íûõ àíòèöåïåé An ⊆ τn � ò. å., òî÷íåå ãîâîðÿ, êàæäàÿ An âûáèðàåòñÿ
êàê ìàêñèìàëüíàÿ àíòèöåïü â τn , íî, èç-çà ïëîòíîñòè τn , An îêàçûâàåòñÿ
ìàêñèìàëüíîé àíòèöåïüþ è â P. Ïðè ýòîì êàæäàÿ àíòèöåïü An ñ÷åòíà â
M ïî ëåììå 9.5.1. Îòñþäà λ(

⋃
T∈An [[T ]]) = 1. (Èíà÷å, ðàññóæäàÿ â M, ìû

ïîäîáðàëè áû äåðåâî S , äëÿ êîòîðîãî [[S ]] ⊆ NN r
⋃
T∈An [[T ]] è λ([[S ]]) > 0

� òàê ÷òî S ∈ P = (R)M è S íå ñîâìåñòèìî â P íè ñ îäíèì T ∈ An ,
ïðîòèâîðå÷à ìàêñèìàëüíîñòè àíòèöåïè An .)

Äîêàçûâàÿ ïëîòíîñòü ∆t , ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ¾óñëîâèå¿ T ′ ∈ P.
4 Íåêîòîðûå ìîìåíòû â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû òðåáóþò îïðåäåëåííîé, èíîãäà

çíà÷èòåëüíîé ðàáîòû äëÿ ïîíèìàíèÿ, ïî÷åìó ýòî òàê, è äàæå î ÷åì ñîáñòâåííî
èäåò ðå÷ü. Â îáùåì, ÷èòàòåëþ ñëåäóåò ñàìîìó ðàçîáðàòüñÿ çäåñü âî âñåõ äåòàëÿõ
� ýòî ñòàíåì ïåðâûì ìàëåíüêèì øàãîì äëÿ âëàäåíèÿ ôîðñèíãîì.

vk
Выделение
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Ðàññóæäàåì â M. Ðàç àíòèöåïü A0 ñ÷åòíà è λ(
⋃
T∈A0

[[T ]]) = 1, íàé�
äåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A′n ⊆ An , äëÿ êîòîðîãî λ(

⋃
T∈A0

[[T ]]) > 1− 1
4
.

Èìååòñÿ òàêîå ÷èñëî k0 , ÷òî A′0 ⊆
⋃
k≤k0

τnk ; áåðåì íàèìåíüøåå èç òàêèõ
k0 . Èç-çà êîíå÷íîñòè A′0 , ìíîæåñòâî

⋃
T∈A′0

[[T ]] çàìêíóòî, à ïîòîìó íàéäåò�

ñÿ òàêîå äåðåâî T0 , ÷òî [[T0 ]] =
⋃
T∈A′0

[[T ]]. Òàêèì îáðàçîì, λ([[T0 ]]) > 1
2

+ 1
4
,

T0 ∈ P, T0 ⊆ T ′ . Íàêîíåö, T0 ||−− t[G](0) ≤ k̆0 ïî âûáîðó k0 .
Àíàëîãè÷íî, íàéäåòñÿ òàêîå ¾óñëîâèå¿ T1 ∈ P, ÷òî λ([[T0 ]]) > 1

2
+ 1

8
,

T1 ⊆ T0 , è T1 ||−− t[G](1) ≤ k̆1 äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà k1 .
Ïðîäîëæàÿ ïî èíäóêöèè, ìû ïîëó÷àåì, â M, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ¾óñ-

ëîâèé¿ Tn ∈ P è ÷èñåë kn , äëÿ êîòîðûõ λ([[Tn ]]) > 1
2

+ 2−n−2, T0 ⊇
T1 ⊇ T2 ⊇ T3 ⊇ . . . , è Tn ||−− t[G](n) ≤ k̆n äëÿ âñåõ n. Âçÿâ òåïåðü äåðåâî
T =

⋂
n Tn , ìû ïîëó÷èì [[T ]] =

⋂
n[[Tn ]], òàê ÷òî λ([[T ]]) ≥ 1

2
, îòêóäà T ∈ P.

Íàêîíåö, ôóíêöèÿ y(n) = kn , ∀n, ãàðàíòèðóåò íàì T ∈ ∆t .

�9.6 Åùå òðè ïðèìåðà

Åùå îäèí ôîðñèíã òîé æå êàòåãîðèè ïðèñîåäèíÿþùèõ òî÷êó NN ,
äîìèíèðóþùèé ôîðñèíã D, ñîñòîèò èç âñåõ ïàð 〈s, f〉, ãäå s ∈ N<ω
è f ∈ NN, ñ ïîðÿäêîì, îïðåäåëåííûì òàê: 〈s, f〉 ≤ 〈t, g〉 (¾óñëîâèå¿
〈s, f〉 ñèëüíåå), åñëè t ⊆ s, g(n) ≤ f(n) äëÿ âñåõ n, è s(n) ≤ g(n) äëÿ
âñåõ òàêèõ n, ÷òî lh t ≤ n < lh s.

Ëåììà 9.6.1. Ôîðñèíã D óäîâëåòâîðÿåò ccc.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáûå äâà ¾óñëîâèÿ¿ 〈s, f〉 , 〈t, g〉 ñîâìåñòè�
ìû â D ïðè s = t, òàê ÷òî âñå ¾óñëîâèÿ¿ 〈s, f〉 ëþáîé àíòèöåïè
èìåþò ðàçëè÷íûå êîìïîíåíòû s. Íî ìíîæåñòâî N<ω ñ÷åòíî.

Åñëè çàäàíà òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü M àêñèîì ZFC, òî ìíîæåñòâî
(D)M (ò. å. D îïðåäåëåííîå â M), î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò ñ D∩M. Ìû
áóäåì ãîâîðèòü: D-ãåíåðè÷åñêîå íàä M ìíîæåñòâî, èëè D-ãåíåðè÷å�
ñêîå ðàñøèðåíèå M, èìåÿ â âèäó (D)M-ãåíåðè÷íîñòü.

Ïîäîáíî êîýíîâñêîìó ôîðñèíãó C, äîìèíèðóþùèé ôîðñèíã D
òàêæå ïðèñîåäèíÿåò òî÷êó áýðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Èìåííî, åñëè
ìíîæåñòâî G ⊆ (D)M ÿâëÿåòñÿ D-ãåíåðè÷åñêèì íàä M (ò. å., ñòðîãî
ãîâîðÿ, (D)M-ãåíåðè÷åñêèì), òî ïóñòü aG =

⋃
{s : ∃ f (〈s, f〉 ∈ G)} �

òîãäà M[G] = M[aG]. Âòîðûå êîìïîíåíòû f ¾óñëîâèé¿ 〈s, f〉 èãðàþò
ðîëü îãðàíè÷èòåëåé ñíèçó äëÿ aG â ñìûñëå îòíîøåíèÿ ôèíàëüíîãî
äîìèíèðîâàíèÿ x ≤∗ y , êîãäà x, y ∈ NN è x(n) ≤ x(n) äëÿ ïî÷òè
âñåõ (êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà) çíà÷åíèé n ∈ N � êîòîðûå ðàññìàòðè�
âàþòñÿ íèæå â �12.1.

Óïðàæíåíèå 9.6.2. Ïóñòü ìíîæåñòâî G ⊆ (D)M ÿâëÿåòñÿ D-
ãåíåðè÷åñêèì íàä òðàíçèòèâíîé ìîäåëüþ M.
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Äîêàæèòå, ÷òî aG(n) ≥ f(n) âñÿêèé ðàç êîãäà 〈s, f〉 ∈ G è n ≥
lh s. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî f ≤∗ aG äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ NN èç
èñõîäíîé ìîäåëè M � äëÿ ýòîãî äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî Df âñåõ
¾óñëîâèé¿ 〈s, g〉 ∈ (D)M , äëÿ êîòîðûõ f ≤∗ g , ïëîòíî â (D)M è
ïðèíàäëåæèò M.

Äîêàæèòå, ÷òî ñàìî ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî G ñîñòîèò èç âñåõ
¾óñëîâèé¿ 〈s, f〉 ∈ (D)M , äëÿ êîòîðûõ s ⊂ aG è f ≤∗ aG , òàê ÷òî
M[G] = M[aG]. Äîêàæèòå, ÷òî âñå êàðäèíàëû èñõîäíîé ìîäåëè M
îñòàþòñÿ êàðäèíàëàìè â M[G].

Åñëè 0 < ε < 1, òî ε-ñëó÷àéíûé ôîðñèíã Rε ñîñòîèò èç âñåõ
òàêèõ äåðåâüåâ T ∈ R, ÷òî λ([[T ]]) > ε, ñ òåì æå ïîðÿäêîì, ÷òî è R.
Ìû èìååì (Rε)

M = Rε ∩M âñÿêèé ðàç, êîãäà M � òðàíçèòèâíàÿ
ìîäåëü, è ε ∈ M. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Rε-ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî G
ïîðîæäàåò äåðåâî TG =

⋂
G ⊆ 2<ω, ïðè÷åì çàìêíóòîå ìíîæåñòâî

[[TG ]] ⊆ 2N óäîâëåòâîðÿåò λ([[TG ]]) = ε, à êàæäàÿ åãî òî÷êà ñëó÷àéíà
íàä èñõîäíîé ìîäåëüþ, êàê áóäåò ïîêàçàíî â �14.5. Ñâåñòè äåðåâî
TG ê îïðåäåëåííîé òî÷êå èç 2N ÷åðåç ôèêñèðîâàííûé ðåêóðñèâíûé
ïåðåñ÷åò âñåõ êîðòåæåé èç 2<ω íå ñîñòàâëÿåò òðóäà.

Ëåììà 9.6.3. Ôîðñèíã Rε óäîâëåòâîðÿåò ccc.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî íå ñòîëü ïðîñòî, êàê äëÿ ôîðñèíãîâ D è
R. Ïóñòü íàïðîòèâ, A ⊆ Rε � íåñ÷åòíàÿ àíòèöåïü. Äëÿ íåêîòîðîãî
δ > 0, ìíîæåñòâî A′ = {T ∈ A : λ([[T ]]) > ε + 3δ} òàêæå íåñ÷åòíî.
Êàæäîå T ∈ A′ íàêðûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì UT , ïðåäñòàâëÿþùèì ñî�
áîé äîïîëíåíèå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà áýðîâñêèõ èíòåðâàëîâ,
ñ λ(UT ) < λ(T ) + δ . Òîãäà λ(UT ∩UT ′) ≤ λ([[T ]]∩ [[T ′ ]]) + 2δ ≤ ε+ 2δ,
òàê ÷òî UT 6= UT ′ , ïðè T 6= T ′ ∈ A′, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî
{UT : T ∈ A′} íåñ÷åòíî âìåñòå ñ A′ � ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê èìååòñÿ
ëèøü ñ÷åòíî ìíîãî êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé èíòåðâàëîâ.

Ôîðñèíã Ñàêñà S ñîñòîèò èç âñåõ ñîâåðøåííûõ äåðåâüåâ T ⊆ N<ω, ò. å.
òðåáóåòñÿ, ÷òîáû êî âñÿêîìó s ∈ T ñóùåñòâîâàëà òàêàÿ âåðøèíà t ∈ T ,
÷òî s ⊆ t è t ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ äåðåâà T , ò. å. ñóùåñòâóþò ÷èñëà
i 6= j , äëÿ êîòîðûõ îáà êîðòåæà t∧i, t∧j ïðèíàäëåæàò T . Â ýòîì ñëó÷àå
ìíîæåñòâî [[T ]] = {x ∈ NN : ∀m (x �m ∈ T )} � ñîâåðøåííîå â NN.

Êàê è âûøå, ìû èìååì (S)M = S ∩M.

Óïðàæíåíèå 9.6.4. Äîêàæèòå, ÷òî ôîðñèíã Ñàêñà S, ïîäîáíî ñëó�
÷àéíîìó ôîðñèíãó R, ïðèñîåäèíÿåò òî÷êó ïðîñòðàíñòâà NN , íî, â îòëè÷èå
îò R, íå óäîâëåòâîðÿåò ccc � èìååòñÿ íåñ÷åòíîå ñåìåéñòâî ïîïàðíî íåïå�
ðåñåêàþùèõñÿ ñîâåðøåííûõ ìíîæåñòâ â NN.

Â îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííûõ âûøå ccc ôîðñèíãîâ, S íå îáÿçàòåëüíî
ñîõðàíÿåò êàðäèíàëû. Íàïðèìåð, åñëè ℵ1 < κ = 2ℵ0 â ìîäåëè M, òî ìî�
æåò îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî â ñàêñîâñêîì (ò. å. (S)M-ãåíåðè÷åñêîì) ðàñøèðåíèè
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M[G] ìîäåëè M, M-êàðäèíàë κ ìîæåò îêàçàòüñÿ îðäèíàëîì ìîùíîñòè ℵ1 .
Íî ñàì êàðäèíàë ℵ1 ñîõðàíÿåòñÿ ôîðñèíãîì S â ëþáîì ñëó÷àå!

Ëåììà 9.6.5. Åñëè M � òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü ZFC, à ìíîæåñòâî
G ⊆ (S)M ÿâëÿåòñÿ S-ãåíåðè÷åñêèì íàä M, òî êàðäèíàë ℵM1 ìîäåëè M
îñòàåòñÿ êàðäèíàëîì â M[G].

Äîêàçàòåëüñòâî (ýñêèç). Ïóñòü íàïðîòèâ, f : ω
íà−→ κ = ℵM1 , f ∈

M[G]. Ïî òåîðåìå 9.2.6, f = t[G] äëÿ íåêîòîðîãî èìåíè t ∈M. Ïî òåîðåìå
9.3.2, íàéäåòñÿ òàêîå ¾óñëîâèå¿ T ′ ∈ G, ÷òî

T ′ ||−− (t[G] � áèåêöèÿ èç ω íà κ) , (∗)

ãäå ||−− åñòü îòíîøåíèå âûíóæäåíèÿ ||−−M
(S)M . Äàëåå, ðàññóæäàÿ â M,

ñòðîèòñÿ èíäåêñèðîâàííîå ñåìåéñòâî 〈Ts〉s∈2<ω äåðåâüåâ Ts ∈ S ∩ M è
îðäèíàëîâ γs < κ, óäîâëåòâîðÿþùåå òàêèì òðåáîâàíèÿì:

(1) TΛ ⊆ T ′ , è Ts∧i ⊆ Ts äëÿ âñåõ i = 0, 1 è s ∈ 2<ω ;

(2) [[Ts∧0 ]] ∩ [[Ts∧1 ]] = ∅;
(3) åñëè lh s = n, òî x � n = y � n äëÿ âñåõ x, y ∈ [[Ts ]];

(4) åñëè lh s = n, òî Ts ||−− t[G](n̆) = γ̆s .

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî T =
⋂
n

⋃
lh s=n Ts ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì â S ∩ M,

ïðè÷åì T ⊆ T ′ , à ìíîæåñòâî X = {γs : s ∈ 2<ω} ñ÷åòíî â M, òàê ÷òî
κrX 6= ∅, è íàêîíåö T ||−− ran (t[G]) ⊆ X̆ � ïðîòèâîðå÷èå ñ (*).

�9.7 Ôîðñèíã ñêëåéêè êàðäèíàëîâ

Êàê ìû âèäåëè, ôîðñèíã Êîýíà C ñîõðàíÿåò êàðäèíàëû èñõîäíîé
ìîäåëè. Îäíàêî ýòî îòíþäü íå îáùåå ïðàâèëî. Èìåþòñÿ äðóãèå ôîð�
ñèíãè, êîòîðûå íå îáëàäàþò òàêèì ñâîéñòâîì. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð
äàåòñÿ ñëåäóþùèì îïðåäëåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 9.7.1. Ïóñòü κ � áåñêîíå÷íûé îðäèíàë (êîòîðûé
â áîëüøèíñòâå ïðèëîæåíèé, íî íå îáÿçàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ êàðäèíà�
ëîì). Ïîëîæèì Coll(ω, κ) = κ<ω � ìíîæåñòâî âñåõ (êîíå÷íûõ) êîð�
òåæåé îðäèíàëîâ ξ < κ, óïîðÿäî÷åííîå îáðàòíî ïðîäîëæåíèþ, ò. å.
s ≤ t (¾óñëîâèå¿ s ñèëüíåå), åñëè t ⊆ s. Ôîðñèíã Coll(ω, κ) íàçûâà�
åòñÿ κ-ñêëåèâàþùèì êîýíîâñêèì ôîðñèíãîì.

Â ÷àñòíîñòè, Coll(ω, ω) = C � ôîðñèíã Êîýíà. Ïîýòîìó ñëåäóþ�
ùàÿ òåîðåìà îáîáùàåò òåîðåìó 9.4.2.

Òåîðåìà 9.7.2. Ïóñòü M � òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü ZFC, è κ ∈
M � áåñêîíå÷íûé îðäèíàë â M. Òîãäà Coll(ω, κ) ∈M, è

(i) åñëè ìíîæåñòâî G ⊆ Coll(ω, κ) � Coll(ω, κ)-ãåíåðè÷åñêîå íàä
M, òî ôóíêöèÿ f = fG =

⋃
G ïðèíàäëåæèò κω, è ìû èìååì:
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(1) G = {f �m :m ∈ N} , è

(2) åñëè ìíîæåñòâî D ∈ M ïëîòíî â Coll(ω, κ), òî ñóùå�
ñòâóåò òàêîå ÷èñëî m ∈ N, ÷òî f �m ∈ D ;

(ii) îáðàòíî, åñëè f ∈ κω óäîâëåòâîðÿåò (i)(2), òî ìíîæåñòâî
G = Gf = {f �m :m ∈ N} ÿâëÿåòñÿ Coll(ω, κ)-ãåíåðè÷åñêèì
íàä M, è f = fG .

Â îáîèõ ýòèõ ñëó÷àÿõ, M[G] = M[f ], f = fG ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé èç
ω íà κ � òàê ÷òî κ ñòàíîâèòñÿ ñ÷åòíûì îðäèíàëîì â M[G], à ñ
äðóãîé ñòîðîíû, âñå êàðäèíàëû λ > κ èñõîäíîé ìîäåëè M îñòàþò�
ñÿ êàðäèíàëàìè â M[G].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïîëíèòåëüíî ê âûêëàäêàì èç äîêàçàòåëü�
ñòâà òåîðåìû 9.4.2, êîòîðûå ïðîõîäÿò è äëÿ ýòîé òåîðåìû ñ î÷åâèä�
íûìè ïîïðàâêàìè, � ÷òîáû âûâåñòè, ÷òî fG îòîáðàæàåò íàòóðàëü�
íûé ðÿä ω = N íà κ, çàìåòüòå, ÷òî åñëè ξ < κ, òî ìíîæåñòâî

Dξ = {s ∈ Coll(ω, κ) : ξ ∈ ran s}

ïëîòíî â Coll(ω, κ) è ïðèíàäëåæèò ìîäåëè M.

Ôóíêöèè âèäà f = fG : ω
íà−→ κ, ãäå ìíîæåñòâî G ⊆ Coll(ω, κ)

ÿâëÿåòñÿ Coll(ω, κ)-ãåíåðè÷åñêèì íàä ìîäåëüþ M, íàçûâàþòñÿ ãåíå�
ðè÷åñêèìè êîýíîâñêèìè ñêëåéêàìè îðäèíàëà κ (ãåíåðè÷åñêèìè íàä
ìîäåëüþ M). Èç òåîðåìû 9.7.2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû äàííàÿ
ôóíêöèÿ f : ω → κ áûëà ãåíåðè÷åñêîé êîýíîâñêîé ñêëåéêîé, íåîáõî�
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü òðåáîâàíèå (i)(2) òåîðåìû.

Èñòîðè÷åñêèå è áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ

Ìåòîä âûíóæäåíèÿ, èëè ôîðñèíã (îò àíãëèéñêîãî forcing), âîçíèê êàê
ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè è ñîâìåñòèìîñòè ðàçëè÷íûõ
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ ãèïîòåç, ñì., íàïðèìåð, êíèãè [49, ãë. 4], [99],
ñòàòüþ [14] èëè êíèãó [121] íà àíãëèéñêîì ÿçûêå. Îäíàêî òåïåðü ôîðñèíã
èñïîëüçóåòñÿ è â äîêàçàòåëüñòâàõ îáû÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðåì, ò. å.
íå òåîðåì íåïðîòèâîðå÷èâîñòè � ñì., íàïðèìåð, äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
16.1.3 è ñëåäñòâèÿ 16.1.4 íèæå â ãëàâå 16.

Ìåòîä âûíóæäåíèÿ (ôîðñèíã) Êîýíà [73] ÿâëÿåòñÿ, ïîæàëóé, íàèáîëåå
âàæíûì ìåòîäîì â ñîâðåìåííîé òåîðèè ìíîæåñòâ. Ìû ðåêîìåíäóåì [55],
[99], [49, ãë. 5], à òàêæå [64, 121, 100] íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, â êà÷åñòâå
áàçîâûõ ññûëîê, êàñàþùèõñÿ ôîðñèíãà è òåîðåì 9.2.6 � 9.3.2. Ïîäðîáíåå
î ôîðñèíãå íà ðóññêîì ÿçûêå ñì. ññûëêè â ïðåàìáóëå ê ýòîé ãëàâå.

Ôîðñèíãè C, R, S èçâåñòíû èç ðàáîò åùå 1960õ ãîäîâ. Ôîðñèíã Rε

(èçâåñòíûé òàêæå êàê amoeba forcing) ââåäåí Ìàðòèíîì è Ñîëîâååì [142],
à äîìèíèðóþùèé ôîðñèíã D (èëè ôîðñèíã Õåõëåðà) � Õåõëåðîì [92].

Î áóëåâîçíà÷íûõ ìîäåëÿõ ñì. êíèãè [99], [24] èëè ñòàòüè [36], [17].



Ãëàâà 10

Ðåçîëüâåíòû

êëàññè÷åñêèõ ïðîáëåì î

ñâîéñòâàõ ðåãóëÿðíîñòè:

÷àñòü 1

Íàø îáùèé ïëàí äîêàçàòåëüñòâà òîé ÷àñòè òåîðåìû 7.2.1, êîòîðàÿ
ñâÿçàíà ñ ãèïîòåçàìè èç ñïèñêà (∗), ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ñíà÷àëà
ìû ñâÿæåì ýòè ãèïîòåçû ñ îñîáûìè ñâîéñòâàìè íåêîòîðûõ ñïåöèàëü�
íûõ òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ, â ñìûñëå, áëèçêîì òîìó ÷òî Ëóçèí íàçûâàë
ïîñòàâèòü ïðîáëåìó â ðåçîëüâåíòó .

Åñëè P(K) � ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ â äàííîì ïðîåêòèâíîì
êëàññå K ìíîæåñòâà ñ îïðåäåëåííûì ñâîéñòâîì (íàïðèìåð, íåèç�
ìåðèìîãî èëè íå îáëàäàþùåãî ñâîéñòâîì Áýðà), òî îáû÷íî ìîæíî
îïðåäåëèòü íà ÿçûêå àíàëèòè÷åñêèõ ôîðìóë òàêîå ïðîåêòèâíîå ìíî�
æåñòâî X, ÷òî ïðîáëåìà P(K) èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå, åñëè
è òîëüêî åñëè X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Òàêèå ìíîæåñòâà X Ëóçèí
íàçûâàë â ñâîå âðåìÿ ðåçîëüâåíòàìè (r�esolvantes) èñõîäíûõ ïðîáëåì.
Â áîëåå øèðîêîì ñìûñëå ðåçîëüâåíòîé ïðîáëåìû P(K) ìû íàçîâåì
îïðåäåëåííîå ñâîéñòâî p îäíîãî îïðåäåëåííîãî ìíîæåñòâà X, ðàâ�
íîñèëüíîå ïîëîæèòåëüíîìó ðåøåíèþ èñõîäíîé ïðîáëåìû äëÿ âñåõ
ìíîæåñòâ èç äàííîãî ïðîåêòèâíîãî êëàññà.



184 Ãëàâà 10. Ðåçîëüâåíòû êëàññè÷åñêèõ ïðîáëåì: ÷àñòü 1

�10.1 Ìíîæåñòâà, ó÷àñòâóþùèå â ðåçîëüâåíòàõ

Ðåçîëüâåíòû, î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü â ãëàâíûõ ðåçóëüòàòàõ (òåî�
ðåìà 10.2.1 è ñëåäñòâèå 10.2.2 íèæå), ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ
ñâîéñòâ îïðåäåëåííûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îáúåêòîâ, òî÷íåå,
òðåõ èõ òèïîâ, êîòîðûå ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé
ñàìèõ ðåçóëüòàòîâ. Âñå òðè òèïà ñâÿçàíû ñ êëàññàìè âèäà L[a] , a ∈
NN . Îäèí èç íèõ � ýòî îðäèíàëû âèäà ω

L[a]
1 , ôèãóðèðóþùèå â ðå�

çîëüâåíòàõ äëÿ ïðîáëåìû ñîâåðøåííîãî ÿäðà, î íèõ ñì. �8.5. ×òî äî
ïðîáëåì èçìåðèìîñòè è ñâîéñòâà Áýðà, òî îíè ñâÿçàíû ñ îáúåêòàìè
èíîé ïðèðîäû � êîýíîâñêèìè è ñëó÷àéíûìè òî÷êàìè.

Îïðåäåëåíèå 10.1.1. Ïóñòü M � òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü ZFC,
íàïðèìåð, êëàññ âèäà L[X]. Íàçîâåì òî÷êó x ∈ NN :

� êîýíîâñêîé íàä M, ñèìâîëè÷åñêè x ∈ CohM, åñëè x 6∈ Bκ
âñÿêèé ðàç, êîãäà κ ∈M∩BC è ìíîæåñòâî Bκ � òîùåå â NN.

� µ-ñëó÷àéíîé íàä M, ãäå µ � çàäàííàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà
NN , ñèìâîëè÷åñêè x ∈ RandµM, åñëè x 6∈ Bκ âñÿêèé ðàç, êîãäà
κ ∈M ∩ BC è ìíîæåñòâî Bκ óäîâëåòâîðÿåò µ(Bκ ) = 0.

� (ïðîñòî) ñëó÷àéíîé íàä M, ñèìâîëè÷åñêè x ∈ RandM, åñëè
òî÷êà x λ-ñëó÷àéíà íàä M, ãäå λ � ýòî òà âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà
íà êàíòîðîâîì äèñêîíòèíóóìå 2N , êîòîðàÿ ââåäåíà â ïðèìåðå
6.1.1 � èëè, òî÷íåå ãîâîðÿ, åå ïðîäîëæåíèå íà NN , îïðåäåëåí�
íîå ïî òðèâèàëüíîñòè ÷åðåç λ(NN r 2N) = 0.1

Òàêèì îáðàçîì, RandM = RandλM.

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè κ � áîðåëåâñêèé êîä, òî Bκ � ýòî áîðåëåâ�
ñêîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå NN. Ìíîæåñòâî BC âñåõ êîäîâ è ñàìà
êîäèðîâêà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ áûëè îïðåäåëåíû âûøå â �5.7Á.

Íèæå (òåîðåìà 10.5.3) áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî êëþ÷åâûå ñâîéñòâà µ-
ñëó÷àéíûõ òî÷åê â øèðîêèõ ïðåäåëàõ íå çàâèñÿò îò âûáîðà ìåðû µ �
òàê ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ èçó÷åíèåì èìåííî ìíîæåñòâà RandM,
ò. å. ñëó÷àÿ µ = λ, ÷òî ìû è áóäåì äåëàòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êî�
ýíîâñêèå è ñëó÷àéíûå òî÷êè ïî ñâîèì ñâîéñòâàì âåñüìà ðàçëè÷íû.
Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðîñòî RandM∩CohM = ∅ (òåîðåìà
11.5.2), ò. å. íè îäíà òî÷êà íå ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî ñëó÷àéíîé
è êîýíîâñêîé íàä îäíîé è òîé æå ìîäåëüþ.

Ïî îïðåäåëåíèþ, CohM ⊆ NN è RandM ⊆ NN . Íî äëÿ âòîðîãî
ìíîæåñòâà èìååòñÿ áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà.

1 Òåîðåìà 10.4.2 íèæå ïîêàæåò, ÷òî òî÷êè èç CohM è RandM � ýòî â òî÷íî�
ñòè òî÷êè ãåíåðè÷åñêèå ïî Êîýíó íàä M è, ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êè ñëó÷àéíûå ïî
Ñîëîâåþ íàä M, â ñìûñëå îïðåäåëåíèé 9.4.3 è 9.5.3.
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Óïðàæíåíèå 10.1.2. Äîêàæèòå, ÷òî RandM ⊆ 2N è RandM
ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ òî÷åê x ∈ 2N , ÷òî x 6∈ Bκ âñÿêèé ðàç, êî�
ãäà κ ∈ M ∩ BC, Bκ ⊆ 2N , è λ(Bκ ) = 0. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî
ìíîæåñòâî D = NN r 2N � áîðåëåâñêîå â ïðîñòðàíñòâå NN (òî÷íåå,
îòêðûòîå), λ(D) = 0, è D èìååò íåêîòîðûé âïîëíå îïðåäåëåííûé áî�
ðåëåâñêèé êîä κ(D), äàâàåìûé îïåðàöèÿìè èç ïðèìåðà 5.7.5 è ïðè�
íàäëåæàùèé ëþáîé òðàíçèòèâíîé ìîäåëè M òåîðèè ZFC.

Èòàê, ïî îïðåäåëåíèþ, êîýíîâñêèå òî÷êè íàä äàííîé ìîäåëüþ M
� ýòî òå, êîòîðûå èçáåãàþò ëþáîå òîùåå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî ñ
êîäîì èç M. Ñîîòâåòñòâåííî, ñëó÷àéíûå òî÷êè � ýòî òå, êîòîðûå
èçáåãàþò ìíîæåñòâà íóëåâîé λ-ìåðû ñ êîäîì èç M. Ñóùåñòâóþò ëè
â äåéñòâèòåëüíîñòè òàêèå òî÷êè, è âîîáùå êàêîâà ïðèðîäà ìíîæåñòâ
CohM è RandM � çàâèñèò îò âûáîðà ìîäåëè M, ðàâíî êàê è îò
îáùèõ ïðåäïîëîæåíèé î ñòðóêòóðå óíèâåðñóìà ìíîæåñòâ.

Óïðàæíåíèå 10.1.3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè M � ñ÷åòíàÿ ìîäåëü
òåîðèè ZFC, òî CohM � íåïóñòîå Gδ-ìíîæåñòâî, êîòîùåå â N

N , à
RandM � íåïóñòîå Fσ-ìíîæåñòâî, äëÿ êîòîðîãî λ(RandM) = 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äîêàæèòå, ÷òî åñëè M = V (óíèâåðñóì âñåõ
ìíîæåñòâ), òî CohM = RandM = ∅.

Äëÿ íàñ îñîáåííî èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà ìîäåëü M òîæäåñòâåí�
íà êëàññó âèäà L[a], ãäå a ∈ NN .

Ëåììà 10.1.4. Åñëè a ∈ NN òî ìíîæåñòâà Rand L[a] è CohL[a]
ïðèíàäëåæàò êëàññó Π1

2 (a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ NN . Ïî îïðåäåëåíèþ, ìû èìååì
x ∈ CohL[a] åñëè è òîëüêî åñëè

∀κ
(
(κ ∈ L[a]∧κ ∈ BC∧Bκ � òîùåå ìíîæåñòâî) =⇒ x 6∈ Bκ

)
. (1)

Îäíàêî ñîîòíîøåíèå κ ∈ L[a] âûðàæàåòñÿ Σ1
2 -ôîðìóëîé ïî òåîðå�

ìå 8.6.2(iii), à ñîîòíîøåíèÿ κ ∈ BC, x 6∈ Bκ , è ¾Bκ � òîùåå ìíîæå�
ñòâî¿ � ôîðìóëàìè ïåðâîãî ïðîåêòèâíîãî óðîâíÿ ïî òåîðåìå 5.8.1 è
ïðåäëîæåíèþ 6.4.2. Îòñþäà è ñëåäóåò îáùàÿ îöåíêà Π1

2 (ñ ïåðåìåí�
íûìè a è x) äëÿ âûäåëåííîé ôîðìóëû (1).

Ðåçóëüòàò äëÿ ìíîæåñòâ Rand L[a] ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî.

�10.2 Ðåçîëüâåíòû ñâîéñòâ ðåãóëÿðíîñòè

Ãëàâíûå ðåçóëüòàòû î ñâÿçè ñâîéñòâ ðåãóëÿðíîñòè ïðîåêòèâíûõ
ìíîæåñòâ ïåðâîãî è âòîðîãî óðîâíÿ ïðîåêòèâíîé èåðàðõèè è ñâîéñòâ
òîëüêî ÷òî îïðåäåëåííûõ ìíîæåñòâ ñâåäåíû â ñëåäóþùóþ òåîðåìó
è ëåãêî âûòåêàþùåå èç íåå ñëåäñòâèå 10.2.2.
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Òåîðåìà 10.2.1. Åñëè a ∈ NN , òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ýê-
âèâàëåíòíîñòè:

(i) PK(Π1
1 (a)) ⇐⇒ ω

L[a]
1 < ω1 ;

(ii) LM(Σ1
2(a)) ⇐⇒ λ(Rand L[a]) = 1 ;

(iii) BP(Σ1
2(a)) ⇐⇒ CohL[a] � êîòîùåå ìíîæåñòâî ;

(iv) LM(∆1
2(a)) ⇐⇒ Rand L[a] 6= ∅ ;

(v) BP(∆1
2(a)) ⇐⇒ CohL[a] 6= ∅ .

¾Èíòåãðèðóÿ¿ òåîðåìó 10.2.1, ìû âûâîäèì òàêîå ñëåäñòâèå:

Ñëåäñòâèå 10.2.2. Åñëè a ∈ NN , òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
ýêâèâàëåíòíîñòè:

(I) PK(Π1
1) ⇐⇒ ∀a ∈ NN (ω

L[a]
1 < ω1) ;

(II) LM(Σ1
2) ⇐⇒ ∀a ∈ NN (λ(Rand L[a]) = 1) ;

(III) BP(Σ1
2) ⇐⇒ ∀a ∈ NN (CohL[a] � êîòîùåå ìíîæåñòâî ) ;

(IV) LM(∆1
2) ⇐⇒ ∀a ∈ NN (Rand L[a] 6= ∅) ;

(V) BP(∆1
2) ⇐⇒ ∀a ∈ NN (CohL[a] 6= ∅) .

Äîêàçàòåëüñòâî (ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû). Ìû èìååì ðàâåíñòâî
Π1

1 =
⋃
a∈NN Π

1
1 (a), è òî æå äëÿ êëàññîâ Σ1

2 , ∆1
2 .

Óêàçàííûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýêâèâàëåíòíîñòåé èç òåîðåìû è ñëåä�
ñòâèÿ ñâîéñòâà ìíîæåñòâ L[a] ∩ NN , Rand L[a] , CohL[a] ìîãóò ðàñ�
ñìàòðèâàòüñÿ êàê ðåçîëüâåíòû ïðîáëåì â ëåâûõ ÷àñòÿõ òåõ æå ýêâè�
âàëåíòíîñòåé, â òîì ñìûñëå, êàê ìû ãîâîðèëè âûøå � ò. å. ðàññìàò�
ðèâàåìûå óòâåðæäåíèÿ î âñåõ ìíîæåñòâàõ íåêîòîðîãî ïðîåêòèâíîãî
êëàññà ñòàíîâÿòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè òåì èëè èíûì ñâîéñòâàì îïðåäå�
ëåííûõ, êîíêðåòíûõ òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 10.2.1 è ñëåäñòâèå 10.2.2 ñàìè ïî ñåáå íå ðåøàþò íè îäíó
èç ýòèõ ïðîáëåì (ò. å. ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ëåâûìè ÷àñòÿìè ýêâè�
âàëåíòíîñòåé). Íàïðèìåð, îíè íè÷åãî íå ãîâîðÿò î òîì, âåðíà ëè
íà ñàìîì äåëå ãèïîòåçà PK(Π1

1) î òîì, ÷òî êàæäîå íåñ÷åòíîå Π1
1-

ìíîæåñòâî èìååò ñîâåðøåííîå ïîäìíîæåñòâî. Îäíàêî ýòè ïðîáëåìû
ïðèâîäÿòñÿ ê åäèíîîáðàçíîé è èíòóèòèâíî áîëåå ÿñíîé ôîðìå. Òåì
ñàìûì, ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïðîáëåìàìè ñòàíîâÿòñÿ â öåëîì çíà÷è�
òåëüíî áîëåå ïðîçðà÷íûìè. Â ÷àñòíîñòè, ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì
èìïëèêàöèè íà äèàãðàììå ñî ñòð. 135, èñõîäÿùèå èç áîêñà PK(Π1

1):

Ñëåäñòâèå 10.2.3 (Ëþáåöêèé [31]). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîë�
íåíî PK(Π1

1). Òîãäà òàêæå èìåþò ìåñòî LM(Σ1
2) è BP(Σ1

2).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 10.2.2, èç PK(Π1
1) ñëåäó�

åò, ÷òî åñëè a ∈ NN, òî ω
L[a]
1 < ω1 , à ïîòîìó ìíîæåñòâî L[a] ∩ NN

ñ÷åòíî ïî ëåììå 8.5.1. Íî òîãäà Rand L[a] � äîïîëíåíèå ñ÷åòíîãî
îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ ìåðû 0, ïîýòîìó λ(Rand L[a]) = 1, à CohL[a]
� êîòîùåå ìíîæåñòâî ïî àíàëîãè÷íûì ñîîáðàæåíèÿì.

Â ýòîé ãëàâå äîêàçûâàþòñÿ èìïëèêàöèè íàïðàâëåíèÿ =⇒ òåîðå�
ìû 10.2.1, à îáðàòíûì èìïëèêàöèÿì ïîñâÿùåíà ãëàâà 11. Íà÷èíàåì
ñî ñâîéñòâà ñîâåðøåííîãî ÿäðà.

�10.3 Π1
1-ìíîæåñòâà áåç ñîâåðøåííîãî ÿäðà

Çäåñü ìû âûâåäåì èìïëèêàöèþ =⇒ â ýêâèâàëåíòíîñòè (i) òåîðå�
ìû 10.2.1. (Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ñì. íèæå â �11.1.) Ýòà èìïëèêà�
öèÿ äîêàçûâàåòñÿ â áîëåå óäîáíîé ¾êîíòðàïîçèöèîííîé¿ ôîðìå.

Ëåììà 10.3.1. Åñëè a ∈ NN è ω
L[a]
1 = ω1 , òî ¬ PK(Π1

1 (a)).

Ñîáñòâåííî, ðåçóëüòàò óæå ïîëó÷åí, ñì. ñëåäñòâèå 8.9.2 � îäíà�
êî äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ îïèðàåòñÿ íà òðóäíóþ òåîðåìó 8.9.1, à
ïîòîìó ìû äàäèì áîëåå ïðîçðà÷íîå ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âïîëíå äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïîâòîðèòü ïîñòðî�
åíèå êîíòðïðèìåðà èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8.8.1, êîòîðîå áåç äî�
ïîëíèòåëüíûõ òðóäíîñòåé ïðîõîäèò è â áîëåå ñëàáîì ïðåäïîëîæåíèè
íåñ÷åòíîñòè ìíîæåñòâà L[a] ∩ NN (êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü ñëåäóåò

èç ω
L[a]
1 = ω1 ïî ëåììå 8.5.1). Äåéñòâèòåëüíî, â òîé ÷àñòè äîêàçà�

òåëüñòâà òåîðåìû 8.8.1, êîòîðàÿ îòíîñèòñÿ ê ñâîéñòâó ñîâåðøåííî�
ãî ÿäðà, êëþ÷åâîå óòâåðæäåíèå î íåñ÷åòíîñòè ìíîæåñòâà R ñëåäó�
åò èç âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèè η è òîãî, ÷òî R = ran η ,
à dom η = L[a] ∩ NN = NN . Ïîýòîìó åñëè ìû ñðàçó äîïóñòèì, ÷òî
L[a] ∩ NN íåñ÷åòíî, òî ýòîãî áóäåò äîñòàòî÷íî äëÿ íåñ÷åòíîñòè R.

(ëåììà 10.3.1 è èìïëèêàöèÿ =⇒ â (i) òåîðåìû 10.2.1)

Â çàìåòêå [12] äàíî åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ Π1
1-

ìíîæåñòâà áåç ñâîéñòâà ñîâåðøåííîãî ÿäðà � â ïðåäïîëîæåíèè íå-
ñ÷åòíîñòè ìíîæåñòâà L[a] ∩ NN äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ NN � áîëåå ýëå�
ìåíòàðíîå â òîì ñìûñëå, ÷òî îíî íå èñïîëüçóåò êîíñòèòóàíòû.

�10.4 Êàêèõ ìíîæåñòâ äîñòàòî÷íî èçáåãàòü,

÷òîáû áûòü ñëó÷àéíîé òî÷êîé?

Çäåñü íà÷èíàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèé íàïðàâëåíèÿ =⇒ â
÷àñòÿõ (ii), (iii), (iv), (v) òåîðåìû 10.2.1. Ñîáñòâåííî äîêàçàòåëüñòâó
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èìïëèêàöèé (êîòîðîå ñëåäóåò â �10.6) ìû ïðåäïîøëåì èçëîæåíèå
íåêîòîðûõ âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ î ñëó÷àéíûõ è êîýíîâñêèõ òî÷êàõ,
êîòîðûå èãðàþò â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå êëþ÷åâóþ ðîëü.

Îïðåäåëåíèÿ êîýíîâñêèõ è ñëó÷àéíûõ òî÷åê ìîæíî óïðîñòèòü,
âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü èçáåãàíèÿ íå
âñåõ, à òîëüêî íåêîòîðûõ ¾ìàëûõ¿ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ñ êîäàìè
èç äàííîé ìîäåëè. Â îñíîâå ýòîãî óïðîùåíèÿ ëåæèò òàêîé ðåçóëüòàò.

Óïðàæíåíèå 10.4.1. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå. Ïóñòü X ⊆ NN.
Åñëè X � òîùåå ìíîæåñòâî, òî íàéäåòñÿ òàêîå òîùåå ìíîæåñòâî

Y ⊆ NN êëàññà Fσ , ÷òî X ⊆ Y .
Åñëè µ � áîðåëåâñêàÿ σ-êîíå÷íàÿ ìåðà íà NN , è µ(X) = 0, òî

íàéäåòñÿ òàêîå Gδ-ìíîæåñòâî Y ⊆ NN , ÷òî X ⊆ Y è µ(Y ) = 0.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå èñïîëüçóåòñÿ êîäèðîâêà ïðîñòûõ áîðåëåâ�
ñêèõ ìíîæåñòâ, ââåäåííàÿ â �5.7À.

Òåîðåìà 10.4.2. Ïóñòü M � òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü òåîðèè
ZFC, è x ∈ NN . Òîãäà ñëåäóþùèå ïÿòü óñëîâèé ýêâèâàëåíòíû:

(1) x ∈ CohM ;

(2) x 6∈ F[c] âñÿêèé ðàç, êîãäà c ∈ NN ∩M è F[c] � òîùåå;

(3) x ∈ G[c] âñÿêèé ðàç, êîãäà c ∈ NN ∩M è G[c] � ïëîòíîå îò�
êðûòîå ìíîæåñòâî;

(4) x 6∈ X âñÿêèé ðàç, êîãäà a ∈ NN ∩M è X ⊆ NN � òîùåå
ìíîæåñòâî êëàññà ∆1

1(a) ;

(5) òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ ãåíåðè÷åñêîé ïî Êîýíó íàä M â ñìûñëå
îïðåäåëåíèÿ 9.4.3.

È ñëåäóþùèå ïÿòü óñëîâèé òàêæå ýêâèâàëåíòíû, ïðè x ∈ 2N :

(1′) x ∈ RandM ;

(2′) x 6∈ G�[c] âñÿêèé ðàç, êîãäà c ∈ NN ∩M è λ(G�[c]) = 0 ;

(3′) x ∈ F�[c] âñÿêèé ðàç, êîãäà c ∈ NN ∩M è λ(F�[c]) = 1 ;

(4′) x 6∈ X âñÿêèé ðàç, êîãäà a ∈ NN ∩M è X ⊆ NN � ìíîæåñòâî
êëàññà ∆1

1(a) è λ(X) = 0 ;

(5′) òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé ïî Ñîëîâåþ íàä M â ñìûñëå îïðå�
äåëåíèÿ 9.5.3.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×àñòü 1 . Ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé (1) è (4)
ñðàçó âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 5.9.5, ýêâèâàëåíòíîñòü (2) è (3) î÷åâèä�
íà, è òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî (1) âëå÷åò (3).



� 10.4. Êàêèõ ìíîæåñòâ äîñòàòî÷íî èçáåãàòü? 189

Äëÿ âûâîäà èìïëèêàöèè (3) =⇒ (1), ïóñòü x 6∈ CohM. Ïî îïðå�
äåëåíèþ, íàéäåòñÿ òîùåå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî Bκ ⊆ NN ñ êîäîì
κ ∈ M ∩ BC, íå ñîäåðæàùåå x. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 6.4.4, ñâîéñòâî
¾áûòü êîäîì òîùåãî ìíîæåñòâà¿ àáñîëþòíî äëÿ M, òàê ÷òî è â M
èñòèííî, ÷òî ¾Bκ � òîùåå ìíîæåñòâî¿. Îòñþäà, ñîãëàñíî ðåçóëüòà�
òó 10.4.1, íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà c ∈ NN ∩M, ÷òî â M èñòèííî:

(∗) Bκ ∩ G�[c] = ∅, è G�[c] =
⋂
n G[(c)n] � êîòîùåå ìíîæåñòâî.

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ïðåäëîæåíèå (∗) àáñîëþòíî äëÿ M, à ïîòîìó
èñòèííî è â è â óíèâåðñóìå âñåõ ìíîæåñòâ.

Â ñàìîì äåëå, ïîäôîðìóëà Bκ∩G�[c] = ∅ âûðàæàåòñÿ Π1
1 -ôîðìó�

ëîé ïðè ïîìîùè ôîðìóë òåîðåìû 5.8.1 è óïðàæíåíèÿ 5.7.3, è, ñëåäî�
âàòåëüíî, àáñîëþòíà äëÿ M ïî òåîðåìå 5.9.1. ×òî êàñàåòñÿ ïîäôîð�
ìóëû ¾G�[c] � êîòîùåå ìíîæåñòâî¿, òî ìû áåðåì êîä % = κc(Gδ) èç
óïðàæíåíèÿ 5.7.6, äëÿ êîòîðîãî G�[c] = B% , íàõîäèì, ÷òî îïåðàöèè,
èñïîëüçîâàííûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòîãî êîäà, àáñîëþòíû äëÿ M (è
ëþáîé ìîäåëè) â ñèëó ñâîåé ïðîñòîòû, è çàêëþ÷àåì, ÷òî % ∈ M è
ðàâåíñòâî G�[c] = B% òàêæå èñòèííî è â M. Òåì ñàìûì, ïðåäëîæå�
íèå ¾G�[c] � êîòîùåå ìíîæåñòâî¿ ðàâíîñèëüíî ïðåäëîæåíèþ ¾B% �
êîòîùåå¿ � êîòîðîå àáñîëþòíî äëÿ M ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 6.4.4.

Èòàê, ïðåäëîæåíèå (∗) â ñàìîì äåëå èñòèííî (â óíèâåðñóìå). Ïî�
ýòîìó x 6∈ G�[c], ò. å. x 6∈ G[c′], ãäå c′ = (c)n ∈ M äëÿ íåêîòîðîãî
n. Îäíàêî G[c′] � îòêðûòîå ïëîòíîå ìíîæåñòâî ñîãëàñíî (∗). Òàêèì
îáðàçîì, óñëîâèå (3) òåîðåìû íå âûïîëíåíî, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Íàêîíåö, âûâåäåì ýêâèâàëåíòíîñòü (3) ⇐⇒ (5). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî c ∈ NN ∩M, G[c] ⊆ NN � ïëîòíîå îòêðûòîå (â òîïîëîãèè NN)
ìíîæåñòâî, íî x 6∈ G[c], ò. å. (3) íå âûïîëíåíî. Òîãäà ìíîæåñòâî

D = {s ∈ N<ω : ∃n (c(n) = 1 ∧ sn ⊆ s} ⊆ N<ω = C

ïëîòíî â C óæå â ñìûñëå ôîðñèíãà è ïðèíàäëåæèò M âìåñòå ñ c, îä�
íàêî x 6∈

⋃
s∈D[s], òàê ÷òî óñëîâèå (i)(2) òåîðåìû 9.4.2 íå âûïîëíåíî,

à çíà÷èò, òî÷êà x � íå ãåíåðè÷åñêàÿ ïî Êîýíó íàä M.
Îáðàòíî, äîïóñòèì, ÷òî (5) íå âûïîëíåíî, à çíà÷èò, íå âûïîëíåíî

è óñëîâèå (i)(2) òåîðåìû 9.4.2, ò. å. ñóùåñòâóåò ïëîòíîå â C ìíîæå�
ñòâî D ∈M , D ⊆ C, äëÿ êîòîðîãî ∀m (x �m 6∈ D). Òîãäà ìíîæåñòâî
G =

⋂
s∈D[S] îòêðûòî è ïëîòíî â òîïîëîãèè NN, ïðè÷åì G = G[c],

ãäå òî÷êà c ∈ 2N ∩M îïðåäåëåíà òàê, ÷òî c(n) = 1 ïðè sn ∈ D , à
èíà÷å c(n) = 0. Íî ïî ïîñòðîåíèþ, x 6∈ G, òàê ÷òî (3) íå âûïîëíåíî.

×àñòü 2 . Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû (ò. å. äëÿ RandM) äîêà�
çûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, ëèøü ñ íåêîòîðûìè äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûìè
èçìåíåíèÿìè, îòðàæàþùèìè îïðåäåëåííûå ðàçëè÷èÿ ìåæäó ìåðîé
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è êàòåãîðèåé (ñì., íàïðèìåð, óïðàæíåíèå 10.4.1. Ìû îñòàâèì ýòó
÷àñòü êàê äîñòàòî÷íî ñåðüåçíîå óïðàæíåíèå äëÿ ÷èòàòåëÿ.

Íèæå ìû ïîïîëíèì êàæäóþ èç äâóõ ýêâèâàëåíòíîñòåé òåîðåìû
åùå îäíèì ïóíêòîì â �11.3.

�10.5 Îäíîðîäíîñòü è ïëîòíîñòü

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâà CohM è RandM â
îïðåäåëåííîì ñìûñëå îäíîðîäíû, ò. å. èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî îïðå�
äåëåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè s ∈ N<ω è x ∈ NN , òî
s∧x ∈ NN ïîëó÷àåòñÿ ïðèñîåäèíåíèåì âñåõ ÷ëåíîâ êîðòåæà s ñëåâà ê áåñ�
êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ∈ NN , òàê ÷òî s ⊂ s∧x.

Òåîðåìà 10.5.1. Ïóñòü M � òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü ZFC, s ∈ N<ω ,
è x0 ∈ NN . Òîãäà x0 ∈ CohM åñëè è òîëüêî åñëè s∧x0 ∈ CohM. Òî æå
âåðíî è äëÿ RandM, ïðè óñëîâèè ÷òî s ∈ 2<ω è x0 ∈ 2N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íàïðîòèâ, ñêàæåì, x0 ∈ CohM íî y0 =
s∧x0 6∈ CohM. Ïî îïðåäåëåíèþ íàéäåòñÿ òàêîé áîðåëåâñêèé êîä κ =
〈T, f〉 ∈M∩BC, äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî Y = Bκ � òîùåå, è y0 ∈ Y . Äëÿ
âûâîäà ïðîòèâîðå÷èÿ, çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå x 7→ s∧x åñòü ãîìåîìîð�
ôèçì èç NN íà áýðîâñêèé èíòåðâàë [s] = {z ∈ NN : s∧z}, òàê ÷òî

X = {x ∈ NN : s∧x ∈ Y } = {x : π(T, f, s∧x)} = {x : π′(T, f, s∧x)}

(ãäå π è π′ � ôîðìóëû òåîðåìû 5.8.1) åñòü òîùåå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî
â NN , ñîäåðæàùåå x0 . À ñ äðóãîé ñòîðîíû X � ìíîæåñòâî êëàññà ∆1

1(κ),
ãäå κ ∈ M. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî X èìååò áîðåëåâñêèé êîä â M ñîãëàñ�
íî ñëåäñòâèþ 5.9.5. Òàêèì îáðàçîì, ãåíåðè÷åñêàÿ òî÷êà x0 ïðèíàäëåæèò
òîùåìó áîðåëåâñêîìó ìíîæåñòâó X = B% c êîäîì èç M � ïðîòèâîðå÷èå.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ RandM àíàëîãè÷íî.

Ñëåäñòâèå 10.5.2. Åñëè M � òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü òåîðèè ZFC,
òî ìíîæåñòâà CohM è RandM E0-èíâàðèàíòíû â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ
â �6.1, à ïîòîìó äëÿ íèõ âûïîëíåíà òåîðåìà 6.1.3.

Ïåðâûå äâà óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþùåé ëåììû ïîêàçûâàþò ÷òî, èç-çà
îäíîðîäíîñòè ìåðû è êàòåãîðèè, íåïóñòîòà ìíîæåñòâ CohM è RandM
âëå÷åò èõ ïëîòíîñòü â äîñòàòî÷íî ñèëüíîì ñìûñëå. À ñîãëàñíî òðåòüåìó
óòâåðæäåíèþ, òå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà ñëó÷àéíûõ òî÷åê, êîòîðûå ðàññìàò�
ðèâàþòñÿ íèæå â òåîðåìå 10.2.1 è ñëåäñòâèè 10.2.2, íå çàâèñÿò îò âûáîðà
ìåðû â øèðîêèõ ïðåäåëàõ.

Òåîðåìà 10.5.3. Ïóñòü M � òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü àêñèîì ZFC.
Òîãäà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

(i) åñëè CohM 6= ∅, òî ëþáîå íå òîùåå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî Bκ ⊆
NN ñ êîäîì κ ∈ BC ∩M íåïóñòî ïåðåñåêàåò CohM ;
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(ii) åñëè RandM 6= ∅, òî ëþáîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî Bκ ⊆ 2N íåíó�
ëåâîé λ-ìåðû λ(Bκ ) > 0 ñ êîäîì κ ∈ BC ∩M íåïóñòî ïåðåñåêàåò
RandM ;

(iii) óñëîâèÿ RandM 6= ∅ è λ(RandM) = 1 íå çàâèñÿò îò âûáîðà ìå�
ðû, â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè µ � áîðåëåâñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà
íà NN , è å¼ êîä, ò. å. ìíîæåñòâî Cod<(µ) (ñì. îïðåäåëåíèå 6.2.2)
ïðèíàäëåæèò M, òî

RandM 6= ∅ ⇐⇒ RandµM 6= ∅, è

λ(RandM) = 1 ⇐⇒ µ(RandµM) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ðàç X = Bκ ⊆ NN � íå òîùåå ìíîæåñòâî, èìå�
åòñÿ òàêîé êîðòåæ s ∈ N<ω äëèíû m = lh s, ÷òî ìíîæåñòâî X ∩ [s] �
êîòîùåå íà áýðîâñêîì èíòåðâàëå [s] = {a ∈ NN : s ⊂ a}. Åñëè t ∈ Nm (äðó�
ãîé êîðòåæ òîé æå äëèíû m), òî

Yt = {t∧a : a ∈ NN ∧ s∧a ∈ X ∩ [s]}

� òàêæå, î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî êîòîùåå íà [t], à îáúåäèíåíèå Y =
⋃
t∈Nm Yt

ÿâëÿåòñÿ êîòîùèì â NN .
Äàëåå, ñëåäñòâèå 5.9.5 äàåò íàì ïàðàìåòð c ∈M∩NN , äëÿ êîòîðîãî X ∈

∆1
1(c). Îòñþäà è Y ∈ ∆1

1(c). Ïîýòîìó, êîëü ñêîðî ìíîæåñòâî Y êîòîùåå,
ìû èìååì CohM ⊆ Y ñîãëàñíî òåîðåìå 10.4.2(2′). Ðàç ïðåäïîëàãàåòñÿ
CohM 6= ∅, áåðåì òî÷êó y0 ∈ CohM. Òîãäà y0 ∈ Y , à ïîòîìó y0 ∈ Yt
äëÿ íåêîòîðîãî êîðòåæà t ∈ Nm . Òåì ñàìûì, y0 = t∧a0 , ãäå a0 ∈ NN .
Ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êà x0 = s∧a0 ïî ïîñòðîåíèþ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó
X . Äëÿ âûâîäà (i) îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî x0 ∈ CohM ïî òåîðåìå 10.5.1.

(ii) Õîä ðàññóæäåíèé çäåñü ïðèìåðíî òîò æå, íî èìåþò ìåñòî íåêîòî�
ðûå ðàçëè÷èÿ ìåæäó ìåðîé è êàòåãîðèåé. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X = Bκ
ñ êîäîì κ ∈ BC ∩M, è äîïóñòèì, ÷òî λ(X) > 0.

Ïóñòü k ∈ N. Èç òåîðèè ìåðû èçâåñòíî, ÷òî íàéäåòñÿ áýðîâñêèé èí�

òåðâàë [s] = {a ∈ NN : s ⊂ a}, äëÿ êîòîðîãî
λ([s]∩X)

2− lh s ≥ 1 − 2−k (ãäå

2− lh s = λ([s])). ×åðåç s[k] îáîçíà÷èì òîò èç êîðòåæåé s ∈ N<ω , óäîâëå�
òâîðÿþùèõ ýòîìó óñëîâèþ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì 1) ñ òî÷êè çðåíèÿ
íàèìåíüøåé âîçìîæíîé äëèíû m[k] òàêîãî êîðòåæà, è 2) ñ òî÷êè çðåíèÿ
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå Nm[k] âñåõ êîðòåæåé äëèíû
m[k]. Åñëè t ∈ Nm[k] òî ìíîæåñòâî

Ykt = {t∧x : x ∈ NN ∧ s[k]∧x ∈ X} ⊆ [t],

î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò
λ(Ykt)

2−m[k] ≥ 1 − 2−k , òàê ÷òî ìû èìååì λ(Yk) ≥
1 − 2−k , ãäå Yk =

⋃
t∈Nm[k] Ykt , è, íàêîíåö, ìíîæåñòâî Y =

⋂
k∈N Yk óäî�

âëåòâîðÿåò λ(Y ) = 1.
Íî ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ Cod<(µ) ∈M è cëåäñòâèþ 6.4.4(i), âûáîð

s[k] ïî k àáñîëþòåí äëÿ M, òàê ÷òî îòîáðàæåíèå k 7→ s[k] ïðèíàäëåæèò
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M. Îòñþäà, ðàññóæäàÿ êàê â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ (i), ìîæíî âûâå�
ñòè, ÷òî Y � ìíîæåñòâî èç ∆1

1(c′) äëÿ ïîäõîäÿùåãî ïàðàìåòðà c′ ∈ NN∩M.
Îòñþäà, ïîñêîëüêó Y � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî ïîëíîé ìåðû, ñëåäóåò, ÷òî
RandM ⊆ Y ïî òåîðåìå 10.4.2, à ïîòîìó ëþáàÿ òî÷êà y0 ∈ RandM ïðè�
íàäëåæèò è ìíîæåñòâó Y . Äàëåå êàê â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ (i)
äëÿ ìíîæåñòâà CohM.

(iii) Çäåñü ðåçóëüòàò îñíîâûâàåòñÿ íà ëåììå 6.2.3 äëÿ ìåð λ è µ. Ðàç ïî
óñëîâèþ êîä Cod<(µ) ìåðû µ ïðèíàäëåæèò M, íàéäåäñÿ òî÷êà c ∈ NN∩M,
äëÿ êîòîðîé Cod<(µ) åñòü ∆1

1(c)-ìíîæåñòâî. À â îòíîøåíèè ìåðû λ, åå
êîä Cod<(λ) åñòü äàæå ∆1

1(c)-ìíîæåñòâî ïî î÷åâèäíûì ñîîáðàæåíèÿì.
Çíà÷èò, îáå ìåðû µ è λ ÿâëÿþòñÿ ìåðàìè êëàññà ∆1

1(c). Cîãëàñíî ëåì�
ìå 6.2.3, ñóùåñòâóþò Gδ-ìíîæåñòâà X,Y ⊆ 2N è áîðåëåâñêèé èçîìîðôèçì
h : X

íà−→ Y , äëÿ êîòîðûõ λ(X) = µ(Y ) = 1 è h ïåðåâîäèò λ â µ, è ìíî�
æåñòâà X,Y , êàê è îòîáðàæåíèå h, ïðèíàäëåæàò ∆1

1(c).
Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî h-îáðàç ìíîæåñòâà RandM òîæäåñòâåí ìíî�

æåñòâó RandµM. Äëÿ ýòîãî, ïî òåîðåìå 10.4.2, äîñòàòî÷íî âûâåñòè, ÷òî h-
îáðàç h[X ′] = {h(x) : x ∈ X ′} ëþáîãî ìíîæåñòâà X ′ ⊆ X êëàññà ∆1

1(c, c′),
ãäå c′ ∈ NN ∩M � òàêæå ìíîæåñòâî êëàññà ∆1

1(c, c′), è îáðàòíî, h-ïðî�
îáðàç ìíîæåñòâà Y ′ ⊆ Y êëàññà ∆1

1(c, c′), ãäå c′ ∈ NN ∩M � ìíîæåñòâî
êëàññà ∆1

1(c, c′). Íî ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.6.3, êîëü ñêîðî îòîáðàæåíèå
h ïðèíàäëåæàò ∆1

1(c) è áèåêòèâíî.

�10.6 Íåðåãóëÿðíûå ìíîæåñòâà âòîðîãî óðîâíÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàçûâàåì èìïëèêàöèè íàïðàâëåíèÿ =⇒
â óòâåðæäåíèÿõ (ii) � (v) òåîðåìû 10.2.1. Êàê è äëÿ ñâîéñòâà ñîâåð�
øåííîãî ÿäðà âûøå, îíè äîêàçûâàþòñÿ â áîëåå óäîáíîé ¾êîíòðàïî-
çèöèîííîé¿ ôîðìå, ò. å. â âèäå ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

(ii ′) Rand L[a] � íå ìíîæåñòâî ïîëíîé λ-ìåðû =⇒ ¬ LM(Σ1
2(a)) ;

(iii ′) CohL[a] � íå êîòîùåå ìíîæåñòâî =⇒ ¬ BP(Σ1
2(a)) ;

(iv ′) Rand L[a] = ∅ =⇒ ¬ LM(∆1
2(a)) ;

(v ′) CohL[a] = ∅ =⇒ ¬ BP(∆1
2(a)) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû íà÷íåì ñ óòâåðæäåíèÿ (iii ′). Ïðåäïîëî�
æèì, ÷òî a ∈ NN è CohL[a] � íå êîòîùåå ìíîæåñòâî. (Ýòèì, îäíàêî,
íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî CohL[a] èìååò ñâîéñòâî Áýðà.)

Ðàññìîòðèì σ-èäåàë

Icat = {X ⊆ NN :X − áîðåëåâñêîå òîùåå ìíîæåñòâî}

â àëãåáðå Bor(NN) âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà NN . Ñî�
îòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî áîðåëåâñêèõ êîäîâ òîùèõ ìíîæåñòâ

C = codIcat = {κ = 〈T, f〉 ∈ BC :Bκ ∈ Icat}
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â ïðîñòðàíñòâå P(N<ω)× (N<ω)N
<ω

ïðèíàäëåæèò êëàññó Π1
1 ñîãëàñ�

íî ïðåäëîæåíèþ 6.4.2. Îäíàêî, ñ öåëüþ äàòü òàêîå èçëîæåíèå äî�
êàçàòåëüñòâà, êîòîðîå áóäåò íèæå ¾ðàáîòàòü¿ è â áîëåå îáùåì ñëó�
÷àå, ìû áóäåì èñõîäèòü â ïîñëåäóþùèõ âûêëàäêàõ òîëüêî èç òî�
ãî, ÷òî C ∈ Σ1

2 . Òîãäà, ïî òåîðåìå 5.6.1, íàéäåòñÿ Π1
1 -ìíîæåñòâî

P ⊆ BC× NN òàêîå ÷òî κ ∈ C ⇐⇒ ∃ y P (κ, y).
Íàïîìíèì, ÷òî f ξ[a] åñòü ξ-ûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà L[a] ∩ NN â

ñìûñëå ïîëíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ ≺a ìíîæåñòâà L[a]∩NN . Äàëåå, ôóíê�
öèè b 7→ T{b} è b 7→ f{b} (b ∈ NN , ñì. �4.6) íåïðåðûâíî îòîáðà�

æàþò NN íà ïðîñòðàíñòâà P(N<ω) è (N<ω)N
<ω

ñîîòâåòñòâåííî, à
ïîòîìó, îïðåäåëèâ H(b) = 〈T{(b)ëåâ},f{(b)ïðà}〉, ìû ïîëó÷èì íåïðå�

ðûâíîå îòîáðàæåíèå H : NN
íà−→ P(N<ω) × (N<ω)N

<ω

. (Íàïîìíèì,
÷òî (b)ëåâ(n) = b(2n) è (b)ïðà(n) = b(2n+ 1) äëÿ âñåõ n, ñì. �4.2.)

Äëÿ ξ < ω1 , åñëè f ξ[a] = z ∈ NN òàêîâî ÷òî 〈H((z)ëåâ), (z)ïðà〉 ∈
P � òîãäà H((z)ëåâ) ∈ C ⊆ BC, � òî îïðåäåëèì Aξ = BH((z)ëåâ) . Ïî�

íÿòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå Aξ � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî â NN ñ êîäîì
H((z)ëåâ) ∈ C . À èíà÷å (ò. å. åñëè 〈H((z)ëåâ), (z)ïðà〉 6∈ P ) ïîëàãàåì
Aξ = ∅. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ Aξ � òîùåå ìíîæåñòâî ïî îïðåäåëåíèþ.

Ïóñòü Wξ = Aξ r
⋃
η<ξ Aη . Ìû óòâåðæäàåì ÷òî ìíîæåñòâà

A = {〈T, x〉 : T ∈WFT ∧ x ∈ A|T |}, è

W = {〈T, x〉 : T ∈WFT ∧ x ∈W|T |}

ïðèíàäëåæàò êëàññó ∆1
2(a). Äëÿ ìíîæåñòâà A ýòî óòâåðæäåíèå ñëå�

äóåò èç òîãî ÷òî ñîîòíîøåíèå 〈T, x〉 ∈ A ýêâèâàëåíòíî ëþáîé èç
ñëåäóþùèõ äâóõ ôîðìóë:

T ∈WFT ∧ ∃ z
(
z = f |T |[a] ∧ 〈H((z)ëåâ), (z)ïðà〉 ∈ P ∧ x ∈ BH((z)ëåâ)

)
,

T ∈WFT ∧ ∀ z(
(z = f |T |[a] ∧ 〈H((z)ëåâ), (z)ïðà〉 ∈ P ) =⇒ x ∈ BH((z)ëåâ)

)
,

ãäå WFT ∈ Π1
1 ïî òåîðåìå 5.4.1, ðàâåíñòâî z = f |T |[a] âûðàæàåò

Π1
1 -îòíîøåíèå ïî òåîðåìå 8.6.2, P � ìíîæåñòâî êëàññà Π1

1 , à ôîð�
ìóëà x ∈ BH((z)ëåâ) òàêæå îïðåäåëÿåò Π

1
1 -îòíîøåíèå ñîãëàñíî òåîðå�

ìå 5.8.1. ×òî æå êàñàåòñÿ ìíîæåñòâà W, òî ñîîòíîøåíèå x ∈W|T | ïî
îïðåäåëåíèþ ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

x ∈ A|T | ∧ ∀ s (s ∈ T ∧ s 6= Λ =⇒ x 6∈ A|T �s|),

ïîñêîëüêó â íàøèõ óñëîâèÿõ ñîãëàñíî ëåììå 5.2.3 âûïîëíåíî ðàâåí�
ñòâî |T | = {|T �s| : s ∈ T r {Λ}} � à ïîòîìó ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç
ðåçóëüòàòà äëÿ ìíîæåñòâà A.
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Ìû çàêëþ÷àåì òåïåðü, ÷òî ìíîæåñòâî

Z =
⋃
η≤ξ<ω1

(Wη ×Wξ)

=
⋃
η≤ξ<ω1

{〈x, y〉 ∈ NN × NN : x ∈Wη ∧ y ∈Wξ}

òàêæå èìååò êëàññ Σ1
2(a), òàê êàê ñîîòíîøåíèå 〈x, y〉 ∈ Z ýêâèâà�

ëåíòíî ôîðìóëå

∃T, T ′ ∈WFT (|T | ≤ |T ′| ∧ 〈T, x〉 ∈W ∧ 〈T ′, y〉 ∈W ) ,

ãäå WFT è îòíîøåíèå |T | ≤ |T ′| ïðèíàäëåæàò Π1
1 ïî òåîðåìå 5.4.1.

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî Z íå èìååò ñâîéñòâà Áýðà â ïðî�
ñòðàíñòâå NN×NN. Â ñàìîì äåëå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Z � òîùåå ïî
òåîðåìå Óëàìà � Êóðàòîâñêîãî, ïîñêîëüêó êàæäîå ¾ãîðèçîíòàëüíîå¿
ñå÷åíèå Zy = {x : 〈x, y〉 ∈ Z} åñòü îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ìíî�
æåñòâ âèäà Wξ , ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ òîùèì ìíîæåñòâîì.

Ëåììà 10.6.1. Ïðîåêöèÿ

X = domZ = {x : ∃ y (〈x, y〉 ∈ Z)} =
⋃
ξ<ω1

Wξ =
⋃
ξ<ω1

Aξ

ìíîæåñòâà Z ñîâïàäàåò ñ äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà CohL[a].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ, êàæäîå Aξ � òîùåå áîðåëåâ�
ñêîå ìíîæåñòâî ñ êîäîì H((f ξ[a])ëåâ) ∈ BC ∩ L[a], îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî Aξ ∩CohL[a] = ∅. Îáðàòíî, äîïóñòèì, ÷òî κ ∈ BC ∩ L[a] è ìíî�
æåñòâî Bκ òîùåå, ò. å. κ ∈ C . Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî Bκ = Aξ
äëÿ íåêîòîðîãî îðäèíàëà ξ < ω1 . Ïî âûáîðó ìíîæåñòâà P ôîðìóëà
∃ y (〈κ, y〉 ∈ P ) èñòèííà â óíèâåðñóìå ìíîæåñòâ, è ÿâëÿåòñÿ Σ1

2 -ôîð�
ìóëîé ñ ïàðàìåòðîì κ ∈ L[a]. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå àáñîëþòíîñòè 5.9.1,
îíà èñòèííà è â L[a], ò. å. äðóãèìè ñëîâàìè íàéäåòñÿ y ∈ L[a] ∩ NN ,
äëÿ êîòîðîãî 〈κ, y〉 ∈ P . Ïî âûáîðó îòîáðàæåíèÿ H , ñóùåñòâóåò
äðóãàÿ òî÷êà z ∈ L[a] ∩ NN , äëÿ êîòîðîé 〈H((z)ëåâ), (z)ïðà〉 = 〈κ, y〉.
Íàêîíåö, íàéäåòñÿ òàêîé îðäèíàë ξ < ω1 , ÷òî z = f ξ[a]. Íî òîãäà ïî
îïðåäåëåíèþ èìååì Bκ = Aξ , ÷òî è òðåáîâàëîñü. (ëåììà)

Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî X � íå òîùåå ìíîæåñòâî. À êàæäîå ¾âåð-
òèêàëüíîå¿ ñå÷åíèå Zx = {y : 〈x, y〉 ∈ Z} , x ∈ X, îòëè÷àåòñÿ îò X
îïÿòü-òàêè íà ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ âèäà Wξ , ò. å. òîæå íå
ÿâëÿåòñÿ òîùèì ìíîæåñòâîì. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå Óëàìà � Êóðàòîâ�
ñêîãî, ñàìî Z íå ìîæåò áûòü òîùèì ìíîæåñòâîì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ñêàçàííîìó âûøå.

Ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî Σ1
2(a)-ìíîæåñòâî Z ⊆ (NN)2 íèêàê íå ìîæåò

èìåòü ñâîéñòâà Áýðà. Èñïîëüçóÿ ëþáîé ðåêóðñèâíûé ãîìåîìîðôèçì
(NN)2 íà−→ NN, ýòîò êîíòðïðèìåð ïåðåâîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâî NN .
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(v ′). Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî CohL[a] = ∅, òàê ÷òî äîïîëíè�
òåëüíîå ìíîæåñòâî X =

⋃
ξ<ω1

Wξ =
⋃
ξ<ω1

Aξ òîæäåñòâåííî NN , à
ïîòîìó Z ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà Z ′ =

⋃
ξ<η<ω1

(Wη×Wξ),

êîòîðîå ïðèíàäëåæèò Σ1
2(a) ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì ÷òî è Z. Ïîýòî�

ìó íàøå ìíîæåñòâî Z áåç ñâîéñòâà Áýðà èìååò òåïåðü êëàññ ∆1
2(a).

(ii ′) è (iv ′). Çäåñü ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùèì, òîëüêî
íóæíî ðàññìàòðèâàòü èäåàë Iλ âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ X ⊆ 2N ,
äëÿ êîòîðûõ λ(X) = 0, âìåñòî èäåàëà Icat , òåîðåìó Ôóáèíè âìåñòî
òåîðåìû Óëàìà � Êóðàòîâñêîãî, à äëÿ ïåðåíîñà êîíòðïðèìåðà â 2N

èñïîëüçîâàòü ëåììó 6.2.3 äëÿ ýôôåêòèâíîãî êëàññà Σ1
2(a). Âîîîáùå,

çäåñü ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà 2N (ïîñêîëüêó
ìåðà λ îïðåäåëåíà íà 2N), íàïðèìåð, îïðåäåëèòü Aξ = Bfξ[a] ∩ 2N

ïðè f ξ[a] ∈ BC, ñì. íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà (v ′). Ýòî, îäíàêî, íå
âíîñèò ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé â âûêëàäêè.

(èìïëèêàöèè =⇒ â óòâåðæäåíèÿõ (ii) � (v) òåîðåìû 10.2.1)

�10.7 Îáîáùåíèå íà ïðîèçâîëüíûé èäåàë

Î÷åâèäíîå ñõîäñòâî â òåîðåìå 10.2.2 ìåæäó óòâåðæäåíèÿìè (ii),
(iv) ñ îäíîé ñòîðîíû, è (iii), (v) ñ äðóãîé, ïðèâåëî ê ñëåäóþùåìó îá�
ùåìó ïîäõîäó ê òàêèì ýêâèâàëåíòíîñòÿì. Ïóñòü I � èäåàë â ñåìåé�
ñòâå âñåõ áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ NN. Íàçîâåì ìíîæåñòâî X ⊆ NN :

I -íóëåâûì, åñëè îíî íàêðûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì èç I � äëÿ áîðå�
ëåâñêèõ ìíîæåñòâ X ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî X ∈ I ,

I -ïîçèòèâíûì, åñëè îíî íå íàêðûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì èç I � äëÿ
áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ X ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî X 6∈ I ,

I -ïîëíûì, åñëè NN rX åñòü I -íóëåâîå ìíîæåñòâî.

I -èçìåðèìûì, åñëè íàéäåòñÿ áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî U òàêîå, ÷òî
ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü X4U åñòü I -íóëåâîå ìíîæåñòâî, è

Îïðåäåëåíèå 10.7.1. Íàçîâåì σ-ccc-èäåàëîì ëþáîé èäåàë I
áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ â NN, óäîâëåòâîðÿþùèé òàêèì óñëîâèÿì:

1◦. Èäåàë I çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ñ÷åòíûõ îáúåäèíåíèé (ñâîé�
ñòâî σ-àääèòèâíîñòè).

2◦. Êàæäàÿ I -àíòèöåïü, ò. å. ëþáîå ñåìåéñòâî A ïîïàðíî I -äèçú�
þíêòíûõ (ò. å. ïîïàðíûå ïåðåñå÷åíèÿ íå ðàâíûõ îäíî äðóãîìó
ìíîæåñòâ èç A äîëæíû ïðèíàäëåæàòü I ) áîðåëåâñêèõ I -ïî�
çèòèâíûõ ìíîæåñòâ, íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.2

2 σ-íàñûùåííîñòü, èëè óñëîâèå ñ÷åòíîñòè àíòèöåïåé, êðàòêî ÓÑÀ, â àí�
ãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå îáû÷íî îáîçíà÷àåìîå àááðåâèàòóðîé CCC.
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Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 6.3.1 îá
èçìåðèìîñòè è ñâîéñòâå Áýðà äëÿ êëàññîâ Σ1

1 è Π1
1 .

Òåîðåìà 10.7.2. Åñëè I � ïðîèçâîëüíûé σ-ccc-èäåàë áîðå�
ëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà NN , òî êàæäîå ìíîæåñòâî
X ⊆ NN êëàññà Σ1

1 èëè Π1
1 I -èçìåðèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî (óêàçàíèå). Òèïè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî èçìåðè�
ìîñòè è ñâîéñòâå Áýðà äëÿ êëàññîâ Σ1

1 è Π1
1 (ñì. íàïðèìåð òåîðåìó

5.3.1 â êíèãå [19]) ïðîõîäèò äëÿ ëþáîãî σ-ccc-èäåàëà áîðåëåâñêèõ
ïîäìíîæåñòâ NN áåç îñîáûõ èçìåíåíèé. Ìû îñòàâëÿåì ýòî ÷èòàòåëþ
â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ìû õîòèì äîáàâèòü ê ñâîéñòâàì 1◦, 2◦ åùå îäíî ñâîéñòâî, êî�
òîðîå, ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, âûðàæàåò èõ àáñîëþòíîñòü îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðîé òðàíçèòèâíîé ìîäåëè M àêñèîì ZFC. Ïî ïîíÿòíûì ïðè�
÷èíàì, àáñîëþòíîñòü ëåã÷å âûðàçèòü â òåðìèíàõ êîäîâ áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ, à íå ñàìèõ ìíîæåñòâ. Îòñþäà ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 10.7.3. Ïóñòü I � êàêàÿ-òî ñîâîêóïíîñòü áîðå�
ëåâñêèõ ìíîæåñòâ â NN (íàïðèìåð, σ-ccc-èäåàë), à M � òðàíçèòèâ�
íàÿ ìîäåëü ZFC. Ïîëîæèì codI = {κ ∈ BC :Bκ ∈ I } è

(I )M = {(Bκ )M : κ ∈M ∩ codI }

� ãäå, íàïîìíèì, (Bκ )M = Bκ ∩M � ò. å. ìíîæåñòâî Bκ , îïðåäå�
ëåííîå â M, ñì. ñëåäñòâèå 5.9.3.

Óïðàæíåíèå 10.7.4. Ïóñòü, â óñëîâèÿõ 10.7.3, κ ∈ M ∩ BC.
Äîêàæèòå, ÷òî (Bκ )M ∈ (I )M , åñëè è òîëüêî åñëè Bκ ∈ I .

Òåïåðü ôîðìóëèðóåì èñêîìîå òðåáîâàíèå àáñîëþòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 10.7.5. Ïóñòü M � òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü ZFC.
Íàçîâåì σ-ccc-èäåàë I M-àáñîëþòíûì, åñëè ìíîæåñòâî M∩codI
ïðèíàäëåæèò M, è â M èñòèííî, ÷òî ìíîæåñòâî (I )M (êîòîðîå
òîãäà òàêæå ïðèíàäëåæèò M) ÿâëÿåòñÿ σ-ccc-èäåàëîì.

Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ñâîåãî ðîäà M-êîïèÿ (I )M äàí�
íîãî èäåàëà I áûëà σ-ccc-èäåàëîì âíóòðè ìîäåëè (ìíîæåñòâà èëè
êëàññà) M. Òàêàÿ àáñîëþòíîñòü ÷ðåçâû÷àéíî âàæíà â õîäå íåêîòî�
ðûõ äîêàçàòåëüñòâ, ãäå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê áû ¾îäèí è òîò
æå¿ ñ òî÷êè çðåíèÿ åãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñìûñëà èäåàë áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ â ðàçíûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ óíèâåðñóìàõ. Ñòàâÿ
ñëîâà ¾îäèí è òîò æå¿ â êàâû÷êè, ìû èìååì â âèäó òî, ÷òî ôàê�
òè÷åñêè I è (I )M êàê ìíîæåñòâà ñîâåðøåííî íå îáÿçàòåëüíî ñîâ�
ïàäàþò, âî-ïåðâûõ ïîòîìó ÷òî ìíîæåñòâî M ∩ codI ìîæåò áûòü
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ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì âñåãî ìíîæåñòâà êîäîâ codI , à âî-âòî�
ðûõ, äàæå åñëè êîä κ ∈ BC ïðèíàäëåæèò M∩ codI , òî ìíîæåñòâî
(Bκ )M , ò. å. Bκ , îïðåäåëåííîå âíóòðè ìîäåëè M, íå îáÿçàòåëüíî
ñîâïàäàåò ñ Bκ â ñìûñëå óíèâåðñóìà âñåõ ìíîæåñòâ � ôàêòè÷åñêè,
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (Bκ )M = M ∩Bκ , ñì. ñëåäñòâèå 5.9.3.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñîîáùàåò íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, íî íàì çäåñü
íóæíî ââåñòè åùå îäíî âàæíîå ïîíÿòèå: îíî ïðîäîëæàåò êëàññèôè�
êàöèþ òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ íà ñîâîêóïíîñòè áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 10.7.6. Ïóñòü K � íåêîòîðûé êëàññ òî÷å÷íûõ
ìíîæåñòâ. Ñåìåéñòâî áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ X ⊆ Bor(NN) ÿâëÿåòñÿ
K-â-êîäàõ , åñëè ìíîæåñòâî êîäîâ codX ïðèíàäëåæèò K .

Ëåììà 10.7.7. Ïóñòü M � ëþáàÿ òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü ZFC.
Ê M-àáñîëþòíûì σ-ccc-èäåàëàì îòíîñÿòñÿ:

− èäåàë Icat âñåõ òîùèõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ X ⊆ NN ;

− èäåàë Iµ âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ X ⊆ NN µ-ìåðû 0 �

ïðè óñëîâèè, ÷òî µ � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà NN, êîä

Cod<(µ) = {〈s,m, n〉 ∈ N<ω × N× N : µ([s]) < m
n
}

êîòîðîé (ñì. îïðåäåëåíèå 6.2.2) ïðèíàäëåæèò ìîäåëè M ;

− â ÷àñòíîñòè, èäåàë Iλ âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ X ⊆ NN ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ λ(X) = 0.

Èäåàëû Icat è Iλ ÿâëÿþòñÿ Π1
1 -â-êîäàõ, à èäåàë Iµ � Π1

1 (p)-â-

êîäàõ ïðè óñëîâèè, ÷òî p ∈ NN è ìåðà µ ÿâëÿåòñÿ ∆1
1(p)-ìåðîé â

ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 6.2.2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ èäåàëà Icat , ìíîæåñòâî C = codIcat

ïðèíàäëåæèò Π1
1 ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 6.4.2, òàê ÷òî ìû èìååì

ñâîéñòâî Π1
1 -â-êîäàõ äëÿ Icat . Ïîýòîìó, ïî òåîðåìå àáñîëþòíîñòè

5.9.1, ìíîæåñòâî C ′ = C ∩M ïðèíàäëåæèò M è â M èñòèííî

C ′ = {κ ∈ BC :Bκ � òîùåå} è Icat = {Bκ : κ ∈ C ′} .

Îòñþäà ñëåäóåò M-àáñîëþòíîñòü èäåàëà Icat � â ñàìîì äåëå, ðàç
ñâîéñòâà 1◦, 2◦ äëÿ Icat ñóòü òåîðåìû ZFC, îíè âûïîëíåíû â M′ .

Èäåàëû Iλ , Iµ ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî, òîëüêî ñî ññûëêîé
íà 6.4.1 âìåñòî 6.4.2.
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�10.8 Èçìåðèìîñòü îòíîñèòåëüíî èäåàëà

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó I -èçìåðèìîñòè äëÿ
äàííîãî (íàïðèìåð, ïðîåêòèâíîãî) êëàññà K è äàííîãî σ-ccc-èäåà�
ëà I , âïîëíå àíàëîãè÷íàÿ ðàññìîòðåííûì âûøå ãèïîòåçàì äëÿ ñâîé�
ñòâà Áýðà è èçìåðèìîñòè è ñëóæàùàÿ îáîáùåíèåì ïîñëåäíèõ:

MesI (K) : âñå ìíîæåñòâà X ⊆ NN èç K I -èçìåðèìû.

Íàïðèìåð, ìû èìååì MesI (Σ1
1) ïî òåîðåìå 10.7.2 äëÿ ëþáîãî èäåàëà

ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà. Íèæå áóäåò äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà,
â êîòîðîé ìû îáîçíà÷àåì Σ1

2 [L[a]] =
⋃
a′∈L[a]∩NN Σ

1
2(a′) äëÿ ñîêðà�

ùåíèÿ, ò. å. ìíîæåñòâî êëàññà Σ1
2 [L[a]] � ýòî òàêîå, êîòîðîå ïðèíàä�

ëåæèò êëàññó Σ1
2(a′) äëÿ íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà a′ ∈ L[a] ∩ NN . Â

àíàëîãè÷íîì ñìûñëå ïîíèìàåòñÿ è êëàññ ∆1
2[L[a]].

Îïðåäåëåíèå 10.8.1. Ïóñòü M � òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü ZFC.
Òî÷êà x ∈ NN íàçûâàåòñÿ I -ñëó÷àéíîé íàä M, ñèìâîëè÷åñêè x ∈
RandI M, åñëè x 6∈ Bκ âñÿêèé ðàç, êîãäà κ ∈ BC ∩ codI .

Ïîíÿòíî, ÷òî êîýíîâñêèå òî÷êè � ýòî âñ¼ ðàâíî, ÷òî Icat-ñëó÷àé�
íûå, à òî÷êè λ-ñëó÷àéíûå â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 10.1.1 � ýòî òî æå
ñàìîå, ÷òî Iλ-ñëó÷àéíûå.

Òåîðåìà 10.8.2. Äîïóñòèì, ÷òî a ∈ NN è I ÿâëÿåòñÿ L[a]-
àáñîëþòíûì σ-ccc-èäåàëîì, ïðè÷åì Σ1

2 [L[a]]-â-êîäàõ. Òîãäà âûïîë�
íåíû òàêèå ýêâèâàëåíòíîñòè:

(à) MesI (Σ1
2 [L[a]]) ⇐⇒ RandI L[a] � I -ïîëíîå ìíîæåñòâî ;

(á) MesI (∆1
2[L[a]]) ⇐⇒ RandI L[a] ∩Bκ 6= ∅, êàêîâî áû íè áûëî

áîðåëåâñêîå I -ïîçèòèâíîå ìíîæåñòâî
Bκ ñ êîäîì κ ∈ L[a] ∩ BC.

Íåñêîëüêî ñëîâ î âçàèìîîòíîøåíèÿõ ýòîé òåîðåìû ñ òåîðåìîé
10.2.1 è ñëåäñòâèåì 10.2.2. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ýêâèâàëåíòíî�
ñòè (à) òîæäåñòâåííà ïðàâûì ÷àñòÿì ýêâèâàëåíòíîñòåé (ii), (iii) òåî�
ðåìû 10.2.1 ïðè, ñîîòâåòñòâåííî, I = Iλ è I = Icat . (Îáà èäåàëà
íàõîäÿòñÿ â îáëàñòè äåéñòâèÿ òåîðåìû 10.8.2 ñîãëàñíî ëåììå 10.7.7.)
Ïðàâàÿ ÷àñòü (á) âûãëÿäèò ñèëüíåå ïðàâûõ ÷àñòåé ýêâèâàëåíòíîñòåé
(iv), (v) òåîðåìû 10.2.1 (äëÿ èäåàëîâ Iλ ,Icat), íî íà ñàìîì äåëå ðàâ�
íîñèëüíà ïîñëåäíèì ñîãëàñíî òåîðåìå 10.5.3(ii),(i). Ëåâûå æå ÷àñòè
(à) è (á) íåñîìíåííî âêëþ÷àþò ëåâûå ÷àñòè, ñîîòâåòñòâåííî, óòâåð�
æäåíèé (ii), (iii) è (iv), (v) òåîðåìû 10.2.1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó èìïëèêàöèè =⇒ â ýêâèâàëåíòíîñòÿõ
(ii) � (v) òåîðåìû 10.2.1 óæå äîêàçàíû â �10.6, òåîðåìà 10.8.2 íå äàåò
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íè÷åãî íîâîãî â íàïðàâëåíèè =⇒ äëÿ èäåàëîâ Iλ , Icat . Å¼ îáëàñòü
äåéñòâèÿ, îäíàêî, ìíîãî øèðå, ïîñêîëüêó σ-ccc-èäåàëû, îáëàäàþ�
ùèå ñâîéñòâàìè, î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü â òåîðåìå, îòíþäü íå èñ÷åðïû�
âàþòñÿ äâóìÿ óêàçàííûìè èäåàëàìè. Äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèé
=⇒ òåîðåìû 10.8.2 äàåòñÿ íèæå â ýòîì ïàðàãðàôå.

Ïî òåì æå ïðè÷èíàì, èìïëèêàöèè íàïðàâëåíèÿ ⇐= â ýêâèâàëåíò�
íîñòÿõ òåîðåìû 10.8.2 äîñòàòî÷íû äëÿ âûâîäà èìïëèêàöèé ⇐= â ýê�
âèâàëåíòíîñòÿõ (ii) � (v) òåîðåìû 10.2.1. Èìïëèêàöèè ýòîãî íàïðàâ�
ëåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ â ãëàâå 11 ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âûíóæäåíèÿ.

Îòìåòèì íàêîíåö, ÷òî òåîðåìà 10.8.2 (äëÿ èäåàëîâ Iλ , Icat) âëå�
÷åò ñëåäñòâèå 10.2.2(II)�(V) ïî î÷åâèäíûì ñîîáðàæåíèÿì.

Äîêàçàòåëüñòâî (èìïëèêàöèè =⇒ â òåîðåìå 10.8.2). Ïðåäïîëà�
ãàåì, ÷òî I ÿâëÿåòñÿ σ-ccc-èäåàëîì, à ìíîæåñòâî C = codI ïðè�
íàäëåæèò êëàññó Σ1

2 [L[a]]. Èñêîìûé ðåçóëüòàò óäîáíî ïðåäñòàâèòü â
êîíòðàïîçèöèîííîé ôîðìå:

(À) RandI L[a] íå ÿâëÿåòñÿ I -ïîëíûì =⇒ ¬MesI (Σ1
2 [L[a]]) ;

(Á) RandI L[a] ∩Bκ = ∅ äëÿ íåêîòîðîãî
áîðåëåâñêîãî I -ïîçèòèâíîãî ìíîæå�
ñòâà Bκ ñ êîäîì κ ∈ L[a] ∩ BC

=⇒ ¬ MesI (∆1
2[L[a]]) .

Ïåðåä íà÷àëîì äîêàçàòåëüñòâà çàìåòèì, ÷òî ðàññóæäåíèå â �10.6
çäåñü íå ïðîõîäèò â åãî ïîñëåäíåé ÷àñòè, ãäå I -íåèçìåðèìîå ìíîæå�
ñòâî â NN èçâëåêàåòñÿ èç I 2-íåèçìåðèìîãî ìíîæåñòâà â NN × NN.
(Ïîä I 2 èìååòñÿ â âèäó ïðîèçâåäåíèå Ôóáèíè.) Äëÿ èäåàëîâ Iλ
è Icat âîçìîæíîñòü òàêîãî ïåðåõîäà îò NN × NN ê NN âûòåêàåò èç
ñïåöèàëüíûõ ñâîéñòâ ýòèõ èäåàëîâ, ò. å. òåîðåì Ôóáèíè è Óëàìà �
Êóðàòîâñêîãî, íî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî σ-ccc-èäåàëà I òàêîé ïåðåõîä
âðÿä ëè âîçìîæåí; âî âñÿêîì ñëó÷àå, ìû íå çíàåì íè îäíîé ïîäõîäÿ�
ùåé òåîðåìû, êîòîðàÿ áû îáîáùèëà íóæíûì îáðàçîì òåîðåìû Ôó�
áèíè è Óëàìà � Êóðàòîâñêîãî. Ê ñ÷àñòüþ, èìååòñÿ äðóãîå ðàññóæäå�
íèå, ïðîèçâîäÿùåå êîíòðïðèìåðû íåïîñðåäñòâåííî â áýðîâñêîì ïðî�
ñòðàíñòâå NN. Ðåçóëüòàò, ïðàâäà, ïîëó÷àåòñÿ íå ñòîëü òî÷íûì, êàê
êîíñòðóêöèÿ êîíòðïðèìåðà â �10.6. Èìåííî, äàæå åñëè codI åñòü
Σ1

2(a)-ìíîæåñòâî, òî êîíòðïðèìåðû ïîëó÷àþòñÿ âñ¼ ðàâíî â êëàññå
Σ1

2 [L[a]] à íå â áîëåå óçêîì êëàññå Σ1
2(a).

Ïåðåéäåì îäíàêî ê äåòàëÿì.

(À) Êîëü ñêîðî ìíîæåñòâî êîäîâ C = codI ⊆ BC ïðèíàäëåæèò
êëàññó Σ1

2 [L[a]], íàéäåòñÿ òàêîå Π1
1 [L[a]]-ìíîæåñòâî P ⊆ C×NN , ÷òî

κ ∈ C ⇐⇒ ∃ y P (κ, y).



200 Ãëàâà 10. Ðåçîëüâåíòû êëàññè÷åñêèõ ïðîáëåì: ÷àñòü 1

Èñõîäÿ èç ýòîãî ìíîæåñòâà P , îïðåäåëèì ìíîæåñòâà Aξ ∈ I , Wξ ,
A, è W êàê â �10.6 � îäíàêî òåïåðü, êîíå÷íî, A è W ñóòü ìíîæåñòâà
êëàññà ∆1

2[L[a]], à íå ïðîñòî ∆1
2(a), ïî âûáîðó P .

Åñëè ìíîæåñòâî L[a] ∩NN ñ÷åòíî, òî RandI L[a] åñòü ñ÷åòíîå ïå�
ðåñå÷åíèå I -ïîëíûõ ìíîæåñòâ, ò. å. ñàìî I -ïîëíîå ìíîæåñòâî, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ïîñûëêå äîêàçûâàåìîé èìïëèêàöèè (À). Òàêèì îáðà�
çîì, íà ñàìîì äåëå ìíîæåñòâî L[a]∩NN íåñ÷åòíî, äðóãèìè ñëîâàìè,

ω
L[a]
1 = ω1 . Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà ξ < ω1 = ω

L[a]
1 , íàéäåòñÿ

äåðåâî U ∈ L[a]∩NN , U ⊆ N<ω, òàêîå, ÷òî âñå îäíî÷ëåííûå ïîñëåäî�
âàòåëüíîñòè 〈k〉 , k ∈ N, ïðèíàäëåæàò U è {|〈k〉|U : k ∈ N} = ξ ∪ {ξ},
ïðè÷åì åñëè ξ ≥ ω òî |〈k〉|U 6= |〈k′〉|U ïðè k 6= k′ . Òàêîå äåðåâî U,
î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó |U | = ξ + 1 è êîäèðóåò ïåðåñ÷åò
âñåõ îðäèíàëîâ ≤ ξ , ïðè÷åì áåç ïîâòîðåíèé ïðè ξ ≥ ω . ×åðåç Uξ
îáîçíà÷èì ≺a-íàèìåíüøåå èç òàêèõ äåðåâüåâ U . Íàêîíåö, ïóñòü

Ξηk = {ξ < ω1 : |〈k〉|Uξ = η} , Yηk =
⋃
ξ∈Ξηk

Wξ , Yη =
⋃
k Yηk .

äëÿ η < ω1 , k ∈ N. Òîãäà Yη =
⋃
ξ≥ηWξ , â ÷àñòíîñòè, Y0 =

⋃
ξ<ω1

Wξ .

À ïîòîìó ìíîæåñòâî Y0 ðàâíî äîïîëíåíèþ NN r RandI L[a] ìíîæå�
ñòâà RandI L[a]. (Ýòî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ëåììå 10.6.1.) Çíà�
÷èò, â íàøèõ äîïóùåíèÿõ, Y0 íå åñòü I -íóëåâîå ìíîæåñòâî.

Ïðåäïîëîæèì (ñ öåëüþ âûâåñòè ïðîòèâîðå÷èå) ÷òî âñå ìíîæå�
ñòâà Yηk (òîãäà è âñå ìíîæåñòâà Yη ) I -èçìåðèìû.

Îäíàêî íè îäíî èç ìíîæåñòâ Yη íå ìîæåò áûòü I -íóëåâûì ìíî�
æåñòâîì, ïîñêîëüêó Y0rYη =

⋃
ζ≤ηWζ åñòü ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå I -

íóëåâûõ ìíîæåñòâ. (Èñïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî σ-àääèòèâíîñòè èäåàëà
I .) Ïîýòîìó (ñíîâà σ-àääèòèâíîñòü !) äëÿ êàæäîãî η < ω1 íàéäåòñÿ
÷èñëî kη òàêîå ÷òî ìíîæåñòâî Yη kη íå ÿâëÿåòñÿ I -íóëåâûì. Ñëåäî�
âàòåëüíî, íàéäåòñÿ k òàêîå ÷òî ìíîæåñòâî Ek = {η : kη = k} íåñ÷åò�
íî. Òîãäà Yηk � íå I -íóëåâîå ìíîæåñòâî äëÿ âñåõ η ∈ Ek . Äëÿ ïî�
ëó÷åíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ ñî ñâîéñòâîì 2◦ èäåàëà I îñòàåòñÿ çàìåòèòü,
÷òî Yηk ∩ Yη′ k = ∅ ïðè η′ 6= η . (Â ñàìîì äåëå, åñëè x ∈ Yηk ∩ Yη′ k
òî íàéäóòñÿ îðäèíàëû ξ 6= ξ′ òàêèå ÷òî η = |〈k〉|Uξ , η′ = |〈k〉|Uξ′ ,
x ∈Wξ ∩Wξ′ , ÷òî íåâîçìîæíî òàê êàê ìíîæåñòâà Wξ ïîïàðíî äèçú�
þíêòíû ïî îïðåäåëåíèþ.)

Èòàê, íå âñå ìíîæåñòâà Yηk ìîãóò áûòü I -èçìåðèìûìè. Îñòàåòñÿ
ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäîå Yηk ïðèíàäëåæèò êëàññó Σ1

2 [L[a]].

Óïðàæíåíèå 10.8.3. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 8.6.2, äîêàæèòå, ÷òî
ìíîæåñòâà B = {〈T,U|T |〉 : T ∈WFT} è

Ω = {〈S, T, k〉 : S, T ∈WFT ∧ |S| ∈ Ξ|T | k}

èìåþò êëàññ Σ1
2(a).
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Òåïåðü âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå η < ω1 è k è âûáåðåì äåðåâî T ∈
WFTη ∩ L[a]. Òîãäà ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó 10.8.3 ìíîæåñòâî

Σ = {S ∈WFT : 〈S, T, k〉 ∈ Ω}

èìååò êëàññ Σ1
2(a, T ). Ïîýòîìó ìíîæåñòâî

Yηk = {x : ∃S ∈ Σ (〈S, x〉 ∈W}

ïðèíàäëåæèò êëàññó Σ1
2 [L[a]] âìåñòå ñ W .

(Á) Ïóñòü κ ∈ BC∩L[a] , Bκ 6∈ I , è RandI L[a]∩Bκ = ∅. Ïîâòî�
ðèì êîíñòðóêöèþ èç äîêàçàòåëüñòâà (à), íà÷àâ å¼, îäíàêî, ñ îïðåäå�
ëåíèÿ Aξ = BH((z)ëåâ) ∩Bκ â ñëó÷àå êîãäà 〈H((z)ëåâ), (z)ïðà〉 ∈ P , à
èíà÷å Aξ = ∅. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì: Yηk ⊆ Bκ , è íå âñå ìíîæåñòâà
Yηk ÿâëÿþòñÿ I -èçìåðèìûìè. Ïðè ýòîì êàæäîå Yηk ïðèíàäëåæèò
êëàññó Σ1

2 [L[a]]. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü ÷òî êàæäîå Yηk ÿâëÿåòñÿ òàêæå
ìíîæåñòâîì êëàññà Π1

2 [L[a]]. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìû èìååì
Y0 = Bκ , à ïîòîìó êàæäîå èç ìíîæåñòâ Yη = Y0 r

⋃
ξ<ηWξ åñòü

áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî. Êðîìå òîãî, åñëè η ≥ ω , òî Yηk ∩ Yηk′ = ∅
ïðè k 6= k′ , ïîñêîëüêó, ïî ïîñòðîåíèþ, |〈k〉|Uξ 6= |〈k′〉|Uξ ïðè k 6= k′ , à
ìíîæåñòâà Wξ ïîïàðíî äèçúþíêòíû. Çíà÷èò, Yηk = Yη r

⋃
k′ 6=k Yηk′

åñòü Π1
2-ìíîæåñòâî. Áîëåå òî÷íûé àíàëèç, îñíîâàííûé íà ðåçóëüòà�

òàõ äëÿ ìíîæåñòâ Ω è W, ïîçâîëÿåò íàéòè, ÷òî Yηk ∈ Π1
2 [L[a]], òåì

æå ñïîñîáîì êàê è â ïîñëåäíåé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà (à). À çíà÷åíè�
ÿìè η < ω çäåñü ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

(èìïëèêàöèè =⇒ â òåîðåìå 10.8.2)

Èñòîðè÷åñêèå è áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ

Ïîíÿòèå êîýíîâñêèõ è ñëó÷àéíûõ òî÷åê, äàííîå â îïðåäåëåíèè 10.1.1,
ïðèíàäëåæèò Ñîëîâåþ [166]; âïðî÷åì, êîýíîâñêèå òî÷êè ñ äðóãèì, íî ýêâè�
âàëåíòíûì îïðåäåëåíèåì ââåäåíû Êîýíîì [73]. Ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäå�
ëåíèÿ êîýíîâñêèõ è ñëó÷àéíûõ òî÷åê ÷åðåç âûíóæäåíèå è ÷åðåç èçáåãàíèå
¾ìàëûõ¿ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ñ êîäàìè èç èñõîäíîé ìîäåëè (êàê â òåî�
ðåìå 10.4.2) áûëà óñòàíîâëåíà Ñîëîâååì [169]. Åùå î ñâÿçè êîýíîâñêèõ è
ñëó÷àéíûõ òî÷åê ñ ôîðñèíãîì ñì. íèæå â �11.2.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10.7.2 èñïîëüçóåò ìåòîä Ñåëèâàíîâñêîãî [160];
áîëåå ðàííèå îòäåëüíûå äîêàçàòåëüñòâà èçìåðèìîñòè ïî Ëåáåãó è ñâîéñòâà
Áýðà äëÿ Σ1

1-ìíîæåñòâ (íàïðèìåð, â [135]) îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà è íå
îáîáùàþòñÿ äî ðåçóëüòàòà 10.7.2.

O òåîðåìå 10.2.1 è ñëåäñòâèè 10.2.2.
Ýêâèâàëåíòíîñòü (I) ïðèâåäåíà â îáçîðå [143] ñî ññûëêîé íà Ìýíñôèë�

äà è Ñîëîâåÿ; äîêàçàòåëüñòâà îïóáëèêîâàíû ïîçæå â [140, 167]. Ðåçóëüòàò



202 Ãëàâà 10. Ðåçîëüâåíòû êëàññè÷åñêèõ ïðîáëåì: ÷àñòü 1

áûë íåçàâèñèìî ïîëó÷åí Ëþáåöêèì [4, 31, 34]. Åùå ðàíüøå Ëþáåöêèé [30]
äîêàçàë èìïëèêàöèþ =⇒.

Ýêâèâàëåíòíîñòåé (II), (III) â îáçîðå [143] íåò. Íàñêîëüêî íàì èçâåñò�
íî, ýêâèâàëåíòíîñòü (II) âïåðâûå áûëà ïðèâåäåíà Ëþáåöêèì â çàìåòêå
[31]. (Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî (II) è (III) ñîäåðæèòñÿ â ñòàòüå [33].) Îáå
ýòè ýêâèâàëåíòíîñòè íåðåäêî ñâÿçûâàþòñÿ ñ íåîïóáëèêîâàííûìè ðàáîòà�
ìè Ñîëîâåÿ 60-õ ãîäîâ � èíîãäà, êàê íàïðèìåð â [64, p. 457], äàåòñÿ ññûëêà
íà ñòàòüþ [167] ãäå, îäíàêî, ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ïðîñòî íåò, à èçìåðèìîñòü è
ñâîéñòâî Áýðà âîîáùå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

Ýêâèâàëåíòíîñòè (IV) è (V) ñëåäñòâèÿ 10.2.2 äîêàçàíû Ëþáåöêèì â
ðàáîòàõ [33, 35] (è âêëþ÷åíû â îáçîð [6]). Ýòè ðàáîòû, îäíàêî, íèêîãäà íå
ïåðåâîäèëèñü ñ ðóññêîãî, à ïîòîìó ðåçóëüòàòû îñòàëèñü íåèçâåñòíûìè äëÿ
çàïàäíûõ ñïåöèàëèñòîâ ïî òåîðèè ìíîæåñòâ. Äæþäàõ è Øåëàõ ïåðåäîêà�
çàëè èõ ãîðàçäî ïîçæå â [103].

Òåïåðü î áîëåå ðàííèõ ðåçóëüòàòàõ â ÷àñòè ñóùåñòâîâàíèÿ êîíòðïðè�
ìåðîâ. Ã¼äåëü îáúÿâèë â [83] ÷òî èç àêñèîìû êîíñòðóêòèâíîñòè V = L

(ò. å. ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì ÷òî âñå ìíîæåñòâà ïðèíàäëåæàò L) âûòåêàåò
ñóùåñòâîâàíèå íåèçìåðèìîãî ∆1

2-ìíîæåñòâà è íåñ÷åòíîãî Π1
1-ìíîæåñòâà

áåç ñîâåðøåííîãî ÿäðà. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû (ò. å. òåîðåìû 8.8.1
äëÿ L âìåñòî L[a]) âïåðâûå ïîÿâèëîñü â ñòàòüå Ï.Ñ. Íîâèêîâà [43].

Íîâèêîâñêèé êîíòðïðèìåð äëÿ ñîâåðøåííîãî ÿäðà âîñïðîèçâåäåí â äî�
êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 8.8.1 è ëåììå 8.8.3 ñ íåñóùåñòâåííûìè èçìåíåíèÿìè.
(Ñëåäóÿ [43], ìû äîëæíû áûëè áû îïðåäåëèòü, â �10.3, Ξ êàê ìíîæåñòâî
âñåõ ïàð 〈x, T 〉 òàêèõ ÷òî T ∈WFT è x ∈ {fξ[a] : ξ < |T |}. Êðîìå òîãî, Íî�
âèêîâ ðàññìàòðèâàåò ¾àáñîëþòíóþ¿ êîíñòðóêòèâíîñòü, ò. å. L âìåñòî L[a].
Íî ýòî íå ìåíÿåò ñóùåñòâà ðàññóæäåíèé.) Äàííûé â ðàáîòå [43] êîíòð�
ïðèìåð äëÿ ãèïîòåçû LM(∆1

2) (îïÿòü â ïðåäïîëîæåíèè V = L) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå: åñëè ôóíêöèÿ η : NN → NN èíäóöèðó�
åò êîíòðïðèìåð ê PK−(Π1

1), òî ìíîæåñòâî {〈x, y〉 : y <lex η(x)}, ãäå <lex

� ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê íà NN, ÿâëÿåòñÿ íåèçìåðèìûì ∆1
2-ìíîæå�

ñòâîì (ïðè óñëîâèè ÷òî ìåðà îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì ÷òî ëþáîé áýðîâñêèé
èíòåðâàë èìååò íåíóëåâóþ ìåðó).

Êîíñòðóêöèÿ êîíòðïðèìåðîâ äëÿ ìåðû è êàòåãîðèè â êëàññàõ ∆1
2 è

Σ1
2 , êàê â �10.6, èçâåñòíà èç ìíîãèõ èñòî÷íèêîâ (íàïðèìåð, êíèãà [64,

p. 453] èëè ñòàòüÿ [177]), è ÷àñòî äàåòñÿ ñî ññûëêîé íà íåîïóáëèêîâàííûå
ðàáîòû Ñîëîâåÿ 60-õ ãîäîâ � îäíàêî â ñòàòüÿõ [167, 166] ýòîé êîíñòðóêöèè
è ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íåò. Èäåÿ îáîáùåííîãî ïîäõîäà �10.7, â ÷àñòíîñòè, ìå�
òîä, èñïîëüçîâàííûé â �10.8, âçÿòà èç ñòàòüè Ëþáåöêîãî [35]. Ýòîò ïîäõîä
èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ â ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèÿõ � ñì., íàïðèìåð,
ìîíîãðàôèè Çàïëåòàëà [184, 185].

Ìû óâèäèì íèæå â �18.3 ÷òî èìåþòñÿ äðóãèå èäåàëû, îòëè÷íûå îò
èäåàëà òîùèõ ìíîæåñòâ è èäåàëîâ íóëåâîé ìåðû, à òàêæå èõ ïåðåñå÷åíèé,
ê êîòîðûì ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà òåîðåìà 10.8.2.
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Ðåçîëüâåíòû

êëàññè÷åñêèõ ïðîáëåì î

ñâîéñòâàõ ðåãóëÿðíîñòè:

÷àñòü 2

Â ãëàâå 10 ìû äîêàçàëè èìïëèêàöèè =⇒ â òåîðåìå 10.2.1 è â áîëåå
îáùåé òåîðåìå 10.8.2, è â ñëåäñòâèè 10.2.2. Ýòà ãëàâà èçëàãàåò äîêà�
çàòåëüñòâî èìïëèêàöèé îáðàòíîãî íàïðàâëåíèÿ ⇐= â ýòèõ òåîðåìàõ
è â ñëåäñòâèè � îíî çàâåðøàåòñÿ â �11.7.

Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò ôîðñèíã. Èìåþùèéñÿ îïûò ýëèìèíà�
öèè ôîðñèíãà èç äîêàçàòåëüñòâ óòâåðæäåíèé âðîäå òåîðåìû 10.2.1,
ò. å. ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðåì, íå ÿâëÿþùèõñÿ ðåçóëüòàòàìè î íåçàâè�
ñèìîñòè, âðÿä ëè ïîçâîëÿåò îæèäàòü çäåñü ïðîñòûõ è ñâîáîäíûõ îò
ôîðñèíãà äîêàçàòåëüñòâ. Îäíàêî, åñëè ãîâîðèòü òîëüêî îá èìïëè�
êàöèÿõ íà äèàãðàììå ñî ñòð. 135, èñõîäÿùèõ èç áëîêà PK(Π1

1), òî
ðîëü ôîðñèíãà ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê åäèíñòâåííîìó óòâåðæäåíèþ:

ðàâåíñòâî ω
L[a,x]
1 = ω

L[a]
1 âûïîëíåíî âñÿêèé ðàç, êîãäà a, x ∈ NN è

x ∈ Rand L[a] èëè x ∈ CohL[a] (òåîðåìà 11.3.3). Âïåðâûå ýòî áûëî
ïîêàçàíî â [35]. Áîëåå òîãî, ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî è ýòî óòâåðæäåíèå1

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ýëåìåíòàðíûìè ñðåäñòâàìè, òàê ÷òî â ðåçóëü�

1 Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, ñëó÷àéíîå ÷èñëî ìîæíî ïîíèìàòü êàê ¾ïóñòûøêó¿,
¾ôàíòîì¿, òàê êàê ñëó÷àéíîå ÷èñëî íå íåñ¼ò ñïåöèôè÷åñêîé èíôîðìàöèè, ïîýòî�
ìó åãî äîáàâëåíèå ê óíèâåðñóìó ìíîæåñòâ L íå ìîæåò ïîðîäèòü áèåêöèþ ωL1 è
ωL2 , êîòîðàÿ, êîíå÷íî, óæå ïðåäïîëàãàåò ñïåöèôè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ. Èññëåäî�
âàíèå ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ åù¼ æä¼ò ñâîåãî âðåìåíè.
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òàòå ñàìè èìïëèêàöèè áóäóò áóäóò äîêàçàíû òàêèìè ñðåäñòâàìè. Äî�
êàçàòåëüñòâî ýëåìåíòàðíûìè ñðåäñòâàìè êëàññè÷åñêèõ ãèïîòåç äå�
ñêðèïòèâíîé òåîðèè (êîãäà ýòî âîçìîæíî) ÿâëÿåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé
âàæíîé ïðîáëåìîé.
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�11.1 Åñëè êîíñòðóêòèâíûõ òî÷åê ìàëî òî Π1
1-

ìíîæåñòâà èìåþò ñîâåðøåííûå ÿäðà

Â ñîâðåìåííîé äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ èìååòñÿ îïðåäå�
ëåííûé òèï òåîðåì, êîòîðûå óòâåðæäàþò, ÷òî âñå òî÷êè ¾ìàëîãî¿ â
òîì èëè èíîì ñìûñëå ìíîæåñòâà X äîïóñêàþò ïîñòðîåíèå èëè îïè�
ñàíèå, ýôôåêòèâíîå îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ îïðåäåëåíèÿ ñàìîãî
ìíîæåñòâà X . Ê ýòîìó òèïó ðåçóëüòàòîâ ïðèíàäëåæèò è ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà: âñå òî÷êè ¾ìàëîãî¿ Σ1

2(a)-ìíîæåñòâà êîíñòðóêòèâíû îòíî�
ñèòåëüíî äàííîãî ïàðàìåòðà a.

Òåîðåìà 11.1.1. Åñëè a ∈ R è Σ1
2(a)-ìíîæåñòâî X ⊆ NN íå

ñîäåðæèò ñîâåðøåííûõ ïîäìíîæåñòâ, òî X ⊆ L[a].

Ïåðåä íà÷àëîì äîêàçàòåëüñòâà, îòìåòèì, ÷òî îòñþäà ïðîñòî ñëå�
äóåò èìïëèêàöèÿ ñïðàâà íàëåâî â òåîðåìå 10.2.1. Â ñàìîì äåëå, åñëè
êàæäîå ìíîæåñòâî âèäà L[a]∩NN , a ∈ NN, ñ÷åòíî, òî, ïî ýòîé òåîðå�
ìå, ëþáîå äàæå Σ1

2-ìíîæåñòâî áåç ñîâåðøåííîãî ÿäðà òàêæå ñ÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå óíèôîðìèçàöèè 5.6.1, ðåçóëüòàò
äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü äëÿ ìíîæåñòâ êëàññà Π1

1 (a) (ñì. îá ýòîì êîíåö
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8.8.1). Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå
Π1

1 (a)-ìíîæåñòâî C ⊆ NN . Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.1.1, èìååì C = C[F] =⋃
ξ<ω1

Cξ[F] äëÿ ïîäõîäÿùåé ðåãóëÿðíîé ñèñòåìû F = 〈Fs〉s∈N<ω
(ìíîæåñòâ Fs ⊆ NN) � êëàññà ∆0

1(a) â òîì ñìûñëå, ÷òî ìíîæåñòâî

PF = {〈s, x〉 : s ∈ N<ω ∧ x ∈ Fs}

ïðèíàäëåæèò ∆0
1(a). Ñîáñòâåííî, âñå ðàññóæäåíèÿ íèæå ïðîõîäÿò è

äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà F � ñèñòåìà äàæå êëàññà ∆1
1(a). Òðåáóåòñÿ ïðîâå�

ðèòü, ÷òî Cξ[F] ⊆ L[a], êàêîâ áû íè áûë îðäèíàë ξ .
Íàì áóäåò âàæíî, ÷òî êîíñòèòóàíòà Cξ = Cξ[F] íå áîëåå ÷åì

ñ÷åòíà. Â ñàìîì äåëå, îíà ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêèì ìíîæåñòâîì, ñëåäî�
âàòåëüíî, Σ1

1-ìíîæåñòâîì, è, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, íå èìååò ñîâåðøåí�
íîãî ÿäðà, òàê ÷òî ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç òåîðåìû 6.3.1.

Ñëó÷àé 1: ξ < ω
L[a]
1 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îðäèíàë ξ íå áîëåå ÷åì

ñ÷åòåí â L[a]. Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ â L[a] ëåììó 5.2.6, ìû íàõîäèì
äåðåâî T ∈ WFTξ ∩ L[a]. Óòâåðæäåíèå ¾ìíîæåñòâî Cξ[F] íå áîëåå
÷åì ñ÷åòíî¿ ìîæåò áûòü âûðàæåíî ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

∃ z ∀x
(
σ(T, x) =⇒ ∃n (x = (z)n) =⇒ π(T, x)

)︸ ︷︷ ︸
ψ(T,z)

,

ãäå σ = σF è π = πF ñóòü Σ1
1(a)-ôîðìóëà è Π1

1 (a)-ôîðìóëà äàâàåìûå
äëÿ ñèñòåìû F òåîðåìîé 5.4.3, à Π1

1 -ôîðìóëà ψ(T, z) âûðàæàåò òîò
ôàêò, ÷òî Cξ[F] = {(z)n : n ∈ N}. (Îïðåäåëåíèå (z)n ñì. â 4.2.1(iv).)
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Íî âûäåëåííàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, Σ1
2 -ôîðìóëîé ñ ïà�

ðàìåòðàìè a, T ∈ L[a], òàê ÷òî ïî òåîðåìå àáñîëþòíîñòè 5.9.1 îíà âåð�
íà è â L[a]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà z ∈ L[a]∩NN ,
÷òî ψ(T, z) èñòèííî â L[a]. Ñíîâà ïî àáñîëþòíîñòè, ïðåäëîæåíèå
ψ(T, z) èñòèííî è â óíèâåðñóìå âñåõ ìíîæåñòâ, à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî
Cξ[F] = {(z)n : n ∈ N} ⊆ L[a].

Ñëó÷àé 2: ωL[a]
1 ≤ ξ < ω1 . Çäåñü ìû ñîáèðàåìñÿ äîêàçàòü ïðî�

ñòî, ÷òî Cξ[F] = ∅. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: êîíñòèòóàíòà Cξ[F]
íåïóñòà. Êàê è âûøå (ñì. ñëó÷àé 1), åñëè T ∈WFTξ , òî ìíîæåñòâî
Cξ[F] ïðèíàäëåæèò L[a, T ] è ñ÷åòíî â L[a, T ], è ôàêòè÷åñêè ìû èìå�

åì Cξ[F] = {(z)n : n ∈ N} ⊆ L[a] äëÿ íåêîòîðîãî z ∈ L[a, T ] ∩ NN .
Ðàññìîòðèì ôîðñèíã C(ξ) = Coll(N, ξ) = ξ<ω äëÿ ¾ñêëåéêè¿ îð-

äèíàëà ξ , ñì. �9.7, ñîñòîÿùèé èç âñåõ êîðòåæåé îðäèíàëîâ < ξ . Íà�
ïîìíèì, ÷òî â êîíòåêñòå ôîðñèíãà, ýëåìåíòû ìíîæåñòâà C(ξ) íàçû�
âàþòñÿ ¾óñëîâèÿìè¿. Ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ p ≤ q (ò. å. ¾óñëîâèå¿ p
ñèëüíåå ÷åì ¾óñëîâèå¿ q) êîãäà q ⊆ p, ò. å. p ïðîäîëæàåò q êàê êîð�
òåæ. Ïî òåîðåìå 9.7.2, âñÿêîå C(ξ)-ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî G ⊆ C(ξ)

ïðîèçâîäèò ôóíêöèþ fG =
⋃
G : N

íà−→ ξ � ò. å. ãåíåðè÷åñêóþ êîýíîâ�
ñêóþ ñêëåéêó îðäèíàëà ξ , è ïðè ýòîì G = {fG � n : n ∈ N}.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 9.1.6, ìîæíî ðàññìîòðåòü C(ξ)× C(ξ)-ãå�
íåðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå V[G,G′] óíèâåðñóìà V, ïîðîæäåííîå ãåíå�
ðè÷åñêîé íàä V (ñëåäîâàòåëüíî, è íàä êëàññîì L[a]) ïàðîé ìíîæåñòâ
G1, G2 ⊆ C(ξ), â êîòîðîì, ïî ïðåäûäóùåìó, ñóùåñòâóþò äâå ñêëåè�
âàþùèå ôóíêöèè, f1 = fG1

=
⋃
G1 è f2 = fG2

=
⋃
G2 , èç N íà ξ .

Ñîîòâåòñòâåííî, ïî ëåììå 5.2.6, ñóùåñòâóþò è äåðåâüÿ

T1 ∈WFTξ ∩ L[G1] è T2 ∈WFTξ ∩ L[G2] .

Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó âûøå, âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

Cξ[F] ⊆ L[a,G1] ∩ L[a,G2] .

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà G1 , G2 îáðàçóþò ãåíåðè÷åñêóþ íàä L[a]
ïàðó, ìû èìååì Cξ[F] ⊆ L[a] ïî òåîðåìå 9.2.10(i). Ñëåäîâàòåëüíî,
íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ Cξ[F]∩ L[a], ïîñêîëüêó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîí�
ñòèòóàíòà Cξ[F] íåïóñòà. Íî â ýòîì ñëó÷àå äåðåâî

F x = {s ∈ N<ω : x ∈ Fs}

ïðèíàäëåæèò WFTξ . À ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ F x =
{s ∈ N<ω : 〈s, x〉 ∈ PF}, ãäå PF � ìíîæåñòâî êëàññà ∆0

1(a), òàê ÷òî
è äåðåâî F x èìååò êëàññ ∆0

1(a) � îòêóäà F x ∈ L[a] ñîãëàñíî ñëåä�
ñòâèþ 5.9.3(i). Ñîåäèíÿÿ îáà óòâåðæäåíèÿ, ìû èìååì íåðàâåíñòâî

ξ < ω
L[x]
1 ≤ ωL[a]

1 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ ω
L[a]
1 ≤ ξ .

(òåîðåìû 11.1.1 è 10.2.1(i))
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Çàìå÷àíèå 11.1.2. Àíàëèçèðóÿ òåîðåìó 11.1.1, ìû çàêëþ÷àì,
÷òî Σ1

2(a)-ìíîæåñòâî X ⊆ NN ñ X 6⊆ L[a] îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò
ñîâåðøåííîå ïîäìíîæåñòâî P ⊆ X. Îêàçûâàåòñÿ, ïîñëåäíåå ìîæíî
âûáðàòü ñ êîäîì èç L[a], äàæå â òîì ñìûñëå ÷òî íàéäåòñÿ ñîâåðøåí�
íîå äåðåâî T ∈ L[a] , T ⊆ N<ω , äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî

[T ] = {x ∈ NN : ∀m (x �m ∈ T}

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ [T ] ⊆ X. Äåéñòâèòåëüíî, èç ñîîáðàæå�
íèé, ñâÿçàííûõ ñ òåîðåìîé óíèôîðìèçàöèè 5.6.1, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
X åñòü Π1

1 (a)-ìíîæåñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå, ôîðìóëà

X ñîäåðæèò ñîâåðøåííîå ïîäìíîæåñòâî âèäà [T ]

ïðèâîäèòñÿ ê Σ1
2(a)-âèäó, ò. å. îíà àáñîëþòíà ïî òåîðåìå 5.9.1. Ñëå�

äîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêîå ñîâåðøåííîå äåðåâî T ∈ L[a] , T ⊆ N<ω ,
÷òî [T ] ⊆ X èñòèííî â L[a]. Íî ôîðìóëà [T ] ⊆ X òàêæå àáñîëþòíà,
÷òî è äàåò òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 11.1.1 âåäåò ê åùå îäíîìó ðåçóëüòàòó, ðàñêðûâàþùèé
ïðèðîäó âàðèàíòà PK−(Π1

1 (a)) ãèïîòåçû ñîâåðøåííîãî ÿäðà (�8.8).

Ñëåäñòâèå 11.1.3. Åñëè a ∈ NN, òî ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíò�
íîñòü : PK−(Π1

1 (a)) ⇐⇒ (NN 6⊆ L[a]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ ñëåâà íàïðàâî óñòàíîâëåíà â ëåì�
ìå 8.8.3. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîé èìïëèêàöèè äîïóñòèì, ÷òî
PK−(Π1

1 (a)) ëîæíî, ò. å. íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ η : NN → NN, ãðàôèê P
êîòîðîé åñòü Π1

1 (a)-ìíîæåñòâî áåç ñîâåðøåííîãî ÿäðà. Òîãäà P ⊆
L[a] ïî òåîðåìå 11.1.1, îòêóäà NN = domP ⊆ L[a].

Åùå îá îäíîé âåðñèè òåîðåìû î ñîâåðøåííîì ÿäðå, ñâÿçàííîé ñ
èíâàðèàíòíûìè Π1

1-ìíîæåñòâàìè, ñì. çàìåòêó [16].
Òåîðåìà 11.1.1 äîïóñêàåò äðóãèå èíòåðåñíûå âàðèàíòû è îáîáùå�

íèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ñëó÷àé 2 â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 11.1.1 ìîæíî
îôîðìèòü â âèäå îòäåëüíîãî ðåçóëüòàòà.

Ñëåäñòâèå 11.1.4. Åñëè a ∈ NN, F � ðåãóëÿðíàÿ ñèñòåìà êëàñ�

ñà ∆1
1(a), ω

L[a]
1 ≤ ξ < ω1 , è êîíñòèòóàíòà Cξ[F] íåïóñòà, òî îíà

è íåñ÷åòíà.

Ýòîò ðåçóëüòàò îñòàåòñÿ âåðíûì è äëÿ âíóòðåííèõ êîíñòèòóàíò
(ïðàêòè÷åñêè ñ òåì æå äîêàçàòåëüñòâîì), ðàâíî êàê è äëÿ ðåøåò òîãî
æå êëàññà. Èçâåñòíû è äðóãèå ïîõîæèå è áîëåå îáùèå ðåçóëüòàòû î
¾äàëüíèõ¿ êîíñòèòóàíòàõ. Íàïðèìåð, â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 11.1.4,
Cξ[F] äàæå íå ìîæåò áûòü ìíîæåñòâîì êëàññà Fσ . Âîîáùå, åñëè

ω
L[a]
α ≤ ξ < ω1 è Cξ[F] 6= ∅ òî Cξ[F] íå ìîæåò áûòü áîðåëåâñêèì

ìíîæåñòâîì óðîâíÿ α áîðåëåâñêîé èåðàðõèè, ñì. íèæå ãëàâó 16.
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�11.2 Ôîðñèíã â ñâÿçè ñ èäåàëîì ìíîæåñòâ

Ñ ýòîãî ïóíêòà íà÷èíàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèé ⇐= â òåî�
ðåìå 10.8.2. Íàø ïëàí òðåáóåò ñíà÷àëà äàòü õàðàêòåðèçàöèþ ñëó�
÷àéíûõ òî÷åê â òåðìèíàõ ôîðñèíãà, ïîäîáíóþ ýêâèâàëåíòíîñòÿì
(1)⇐⇒ (5) è (1′)⇐⇒ (5′) òåîðåìû 10.4.2. Ìû íà÷íåì ñ èçó÷åíèÿ òåõ
ôîðñèíãîâ, êîòîðûå íåêîòîðûì åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò èç
σ-ccc-èäåàëîâ. Íàïîìíèì, ÷òî ýòî ñåìåéñòâî èäåàëîâ â àëãåáðå áî�
ðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ, âî ìíîãîì ïîõîæèõ íà èäåàë ìíîæåñòâ ìåðû 0
è èäåàë òîùèõ ìíîæåñòâ, áûëî ââåäåíî â �10.7.

Îïðåäåëåíèå 11.2.1. Ïóñòü I � ïðîèçâîëüíûé σ-ccc-èäåàë â
ñìûñëå �10.7. Áîðåëåâñêèé ôîðñèíã, ïîðîæäåííûé èäåàëîì I , èëè
ôîðñèíã ïî ìîäóëþ I � ýòî ìíîæåñòâî

PI = {p ∈ BC :Bp 6∈ I }

âñåõ áîðåëåâñêèõ êîäîâ I -ïîçèòèâíûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ, ñ ïî�
ðÿäêîì: p ≤ q êîãäà Bp ⊆ Bq . Äðóãèìè ñëîâàìè, PI = BCr codI ,
ãäå, íàïîìíèì, codI = {p ∈ BC :Bp ∈ I }. 2

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò îñîáåííîñòè ãëàâíûõ îïðåäåëåíèé
èç �9.1 äëÿ ôîðñèíãîâ âèäà PI .

Ëåììà 11.2.2. Ïóñòü I � ïðîèçâîëüíûé σ-ccc-èäåàë.
¾Óñëîâèÿ¿ p, q ∈ PI ñîâìåñòèìû â PI � êðàòêî: I -ñîâìåñòè�

ìû, � åñëè è òîëüêî åñëè p ∧ q ∈ PI , èëè, ýêâèâàëåíòíî, p ∧ q ∈
codI , ò. å. ìíîæåñòâî Bp ∩Bq = Bp∧q íå ïðèíàäëåæèò I . 3

Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî D ⊆ PI ÿâëÿåòñÿ:

− ïðåäïëîòíûì â PI , åñëè äëÿ êàæäîãî p ∈ PI íàéäåòñÿ ¾óñ-
ëîâèå¿ q ∈ D , äëÿ êîòîðîãî p ∧ q ∈ PI ;

− ïëîòíûì â PI , åñëè äëÿ êàæäîãî p ∈ PI íàéäåòñÿ ¾óñëîâèå¿
q ∈ D , äëÿ êîòîðîãî Bq ⊆ Bp ;

− àíòèöåïüþ â PI (êðàòêî: I -àíòèöåïüþ), åñëè Bp ∩ Bq ∈ I
äëÿ ëþáîé ïàðû ¾óñëîâèé¿ p 6= q â D .

2 Ñ äàííûì îïðåäåëåíèåì, ôîðñèíã ñîñòîèò èç êîäîâ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ,
à íå ñàìèõ ýòèõ ìíîæåñòâ. Åñëè âçÿòü ñàìè áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà â êà÷åñòâå
¾óñëîâèé¿, êàê ýòî ÷àñòî äåëàåòñÿ, òî ôîðñèíã áóäåò îáëàäàòü áîëüøåé íàãëÿä�
íîñòüþ. Îäíàêî ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî
áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî Bκ çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì óíèâåðñóìå ïðîèçâîäèò�
ñÿ îïåðàöèÿ Bκ . Íàïðèìåð, åñëè M � òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü àêñèîì ZFC è
κ ∈M ∩ BC, òî ìíîæåñòâî Bκ , âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íî îò (Bκ )M (ò. å. îò ìíî�
æåñòâà Bp , îïðåäåëåííîãî â M); íà ñàìîì äåëå, (Bκ )M = Bκ ∩ M ñîãëàñíî
ñëåäñòâèþ 5.9.3(v). Â îáùåì, ðàáîòàòü ñ êîäàìè ïîëó÷àåòñÿ âñ¼ æå ïðîùå.

3 Îá îïåðàöèÿõ íàä êîäàìè p ∧ q è äð. ñì. ïðèìåð 5.7.5.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êîä κ = p ∧ q ∈ BC (ñì. ïðèìåð 5.7.5(5))
óäîâëåòâîðÿåò Bp∩Bq = Bκ . Òåïåðü, â íåòðèâèàëüíîì íàïðàâëåíèè,
åñëè Bκ 6∈ I , òî ïî îïðåäåëåíèþ κ ∈ PI , è, êîíå÷íî, κ ≤ p è κ ≤ q .
Îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ ëåììû ñòîëü æå ýëåìåíòàðíû.

Óïðàæíåíèå 11.2.3. Ïóñòü I � ïðîèçâîëüíûé σ-ccc-èäåàë,
{pn : n ∈ N} ⊆ PI , è ¾óñëîâèå¿ p ∈ PI ñîâìåñòíî ñ

∨
n pn â PI .

Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà p ñîâìåñòíî â PI õîòÿ áû ñ îäíèì pn .

Äîêàæåì åùå íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôîðñèíãîâ ýòîãî òèïà.

Ëåììà 11.2.4. Ïóñòü I � ïðîèçâîëüíûé σ-ccc-èäåàë. Òîãäà
ôîðñèíã PI óäîâëåòâîðÿåò ccc, ò. å. ëþáàÿ I -àíòèöåïü A ⊆ PI

íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíà. Êðîìå òîãî, åñëè ìíîæåñòâî D ⊆ PI ïðåä�
ïëîòíî â PI , òî ñóùåñòâóåò òàêîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî A ⊆ D ,
÷òî ìíîæåñòâî U =

⋃
p∈ABp ÿâëÿåòñÿ I -ïîëíûì � ò. å. åãî äî�

ïîëíåíèå NN r U ïðèíàäëåæèò I .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî ñ÷åòíîñòè àíòèöåïåé ccc äëÿ PI

ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 2◦ èç 10.7.1 èäåàëà I .
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ, çàìåòèì, ÷òî ìíîæå�

ñòâî D′ = {p′ ∈ PI : ∃p ∈ D (p′ ≤ p)} ïëîòíî (è äàæå îòêðûòî ïëîò�
íî) â PI . Âûáåðåì ìàêñèìàëüíóþ àíòèöåïü A′ ⊆ D′ . Ïî äîêàçàííî�
ìó, A′ ñ÷åòíà. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêîå ñ÷åòíîå æå ìíîæåñòâî
A ⊆ D , ÷òî êî âñÿêîìó p′ ∈ A′ ñóùåñòâóåò ¾óñëîâèå¿ p ∈ A, óäîâëå�
òâîðÿþùåå Bp′ ⊆ Bp . Ïîíÿòíî, ÷òî

⋃
p′∈A′ Bp′ ⊆

⋃
p∈ABp , òàê ÷òî

òåïåðü äîñòàòî÷íî äîêàçàòü I -ïîëíîòó ìíîæåñòâà U =
⋃
p∈A′ Bp .

Ïóñòü íàïðîòèâ, V = NNrU 6∈ I . Cîãëàñíî ñ÷åòíîñòè A′ , ìíîæå�
ñòâî V = Bp � áîðåëåâñêîå, ñ íåêîòîðûì êîäîì p ∈ BC, òàê ÷òî ïî
îïðåäåëåíèþ p ∈ PI . Ðàç D′ ïëîòíî, íàéäåòñÿ ¾óñëîâèå¿ q ∈ D , äëÿ
êîòîðîãî q ≤ p. Èç-çà ìàêñèìàëüíîñòè A′ , ¾óñëîâèå¿ q , ñëåäîâàòåëü�
íî, è áîëåå ñëàáîå ¾óñëîâèå¿ p, ñîâìåñòèìî â PI ñ íåêîòîðûì r ∈ A.
Ìû ïîëó÷àåì Bp ∩Br 6∈ I è 6= ∅. Íî Br ⊆ U , ïðîòèâîðå÷èå.

Îïðåäåëåíèå 11.2.5. Åñëè M � òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü àêñèîì
ZFC, à I � σ-ccc-èäåàë, òî ïóñòü PM

I = PI ∩M.

Â ðîëè ìîäåëè M ìîæåò âûñòóïàòü, êàê îáû÷íî, êëàññ âèäà L[X],
èëè ê ïðèìåðó ñ÷åòíàÿ òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü òåîðèè ZFC. Íåò îñî�
áûõ îñíîâàíèé îæèäàòü, ÷òî ôîðñèíã PI ïðèíàäëåæèò M, íî äëÿ
ðåëÿòèâèçîâàííîãî ôîðñèíãà PM

I ýòî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì.
Íàïîìíèì, ÷òî (I )M = {(Bκ )M : κ ∈M ∩ codI }.
Ëåììà 11.2.6. Ïóñòü M � òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü àêñèîì ZFC,

à I � ïðîèçâîëüíûé M-àáñîëþòíûé σ-ccc-èäåàë â ñìûñëå îïðåäå�
ëåíèÿ 10.7.5. Òîãäà ñàìî ìíîæåñòâî P′ = PM

I è ïîðÿäîê ≤ íà íåì,
à òàêæå ìíîæåñòâî I ′ = (I )M , ïðèíàäëåæàò M. Êðîìå òîãî,
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(i) â M èñòèííî: ¾I ′ åñòü σ-ccc-èäåàë, è P′ = PI ′¿;

(ii) ¾óñëîâèÿ¿ p, q ∈ P′ ñîâìåñòèìû â P′ = PM
I , åñëè è òîëüêî

åñëè îíè I -ñîâìåñòèìû, åñëè è òîëüêî åñëè p ∧ q 6∈ codI ;

(iii) ôîðñèíã P′ = PM
I óäîâëåòâîðÿåò ccc â M : ëþáàÿ I -àíòè�

öåïü A ∈M , A ⊆ P′ , íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíà â M ;

(iv) åñëè ìíîæåñòâî D ∈ M, D ⊆ P′ , ïðåäïëîòíî â P′ , òî íàé�
äåòñÿ ñ÷åòíîå â M ìíîæåñòâî A ∈ M , A ⊆ D , òàêîå ÷òî
ìíîæåñòâî U =

⋃
p∈ABp ÿâëÿåòñÿ I -ïîëíûì � ñëåäîâà�

òåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå, åñëè x ∈ RandI M, òî x ∈
⋃
p∈DBp .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, èìååì

PM
I = M ∩ PI = M ∩ (BCr codI ) = (M ∩ BC) r (M ∩ codI ) ,

ãäå M ∩ BC ∈ M ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5.9.3(iii), à M ∩ codI ∈ M
ñîãëàñíî M-àáñîëþòíîñòè èäåàëà I . Ïîýòîìó PM

I ∈ M. Ïî àíàëî�
ãè÷íûì ïðè÷èíàì, I ′ = (I )M ∈M è ìû èìååì (i).

Cîîòíîøåíèå Bp ⊆ Bq ðàâíîñèëüíî (Bp)
M ⊆ (Bq)

M ñîãëàñíî
ñëåäñòâèþ 5.9.3(vi), à ïîòîìó âûðàæàåìîå èì îòíîøåíèå ïîðÿäêà ≤
íà PM

I ñàìî ïðèíàäëåæèò ìîäåëè M.

(ii) Â íåòðèâèàëüíîì íàïðàâëåíèè, åñëè ¾óñëîâèÿ¿ p, q ∈ PM
I I -

ñîâìåñòèìû, òî r = p ∧ q ∈ PI è r ≤ p, r ≤ q ïî ëåììå 11.2.2. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, r ∈ M, ïîñêîëüêó êîíñòðóêöèÿ áîðåëåâñêîãî êîäà
r = p ∧ q , î÷åâèäíî, àáñîëþòíà äëÿ M. Çíà÷èò, r ∈ PM

I , òàê ÷òî
¾óñëîâèÿ¿ p, q ñîâìåñòèìû è â PM

I .

Óòâåðæäåíèÿ (iii), (iv) äîñòàòî÷íî ëåãêî ñëåäóþò èç ëåììû 11.2.4.
Íàïðèìåð, âûâåäåì íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíîå èç äâóõ óòâåðæäåíèå
(iv). Ðàññóæäàÿ â ìîäåëè M è èñïîëüçóÿ (i), ìû âèäèì, ÷òî ëåììà
11.2.4 ïðèìåíèìà ê ôîðñèíãó P′ = PI ′ , à ïîòîìó íàéäåòñÿ òàêîå
ñ÷åòíîå â M ìíîæåñòâî A ∈ M , A ⊆ D , ÷òî â M èñòèííî, ÷òî
¾îáúåäèíåíèå U ′ =

⋃
p∈ABp ÿâëÿåòñÿ I ′-ïîëíûì¿. Òðåáóåòñÿ äî�

êàçàòü, ÷òî, â óíèâåðñóìå âñåõ ìíîæåñòâ, ìíîæåñòâî U =
⋃
p∈ABp

ÿâëÿåòñÿ I -ïîëíûì. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì áîðåëåâñêèå êîäû κ =∨
A =

∨
p∈A p, è % = ¬κ . Ïîíÿòíî, ÷òî κ ∈ BC∩M, ïðè÷åì U ′ = Bκ

â M, òàê ÷òî â M èñòèííî, ÷òî ¾ìíîæåñòâî B% = NNrU ′ ïðèíàäëå�
æèò I ′¿ ïî âûáîðó A, è, ñëåäîâàòåëüíî, % ∈M ∩ codI . Íî òîãäà,
â óíèâåðñóìå, B% ∈ I , òàê ÷òî ìíîæåñòâî U = NN rB% I -ïîëíî,
÷òî è òðåáîâàëîñü. À äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ â
(iv) äîñòàòî÷íî âåðíóòüñÿ ê îïðåäåëåíèþ RandI M â 10.8.1.
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�11.3 Ñëó÷àéíûå òî÷êè: îáùèé ïîäõîä

Ôîðñèíãè âèäà PI äåëàþò âîçìîæíûì èíîé ïîäõîä ê I -ñëó÷àé�
íûì òî÷êàì, îñíîâàííûé íà ñëåäóþùåé òåîðåìå, ñîãëàñíî êîòîðîé
âñå ôîðñèíãè âèäà PM

I ¾ïðèñîåäèíÿþò ÷èñëî¿ â ñìûñëå �9.5.

Òåîðåìà 11.3.1. Ïóñòü M � òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü àêñèîì
ZFC, à I åñòü M-àáñîëþòíûé σ-ccc-èäåàë.

Åñëè ìíîæåñòâî G ⊆ PM
I ÿâëÿåòñÿ ãåíåðè÷åñêèì íàä M, òî

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà aG ∈ NN, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî�
âèþ κ ∈ G⇐⇒ aG ∈ Bκ äëÿ ëþáîãî êîäà κ ∈ BC ∩M.

Ñëåäîâàòåëüíî, {aG} =
⋃

κ∈GBκ è G � óëüòðàôèëüòð â àë�
ãåáðå âñåõ ìíîæåñòâ âèäà Bκ , κ ∈ BC ∩M, ò. å. äëÿ ëþáîãî êîäà
κ ∈ BC ∩M, ðîâíî îäèí èç êîäîâ κ , ¬κ ïðèíàäëåæèò G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì BG = {Bp : p ∈ G}; òàêèì îáðàçîì,
BG ñîñòîèò èç ñàìèõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ, à íå êîäîâ. Ïî îïðåäå�
ëåíèþ ãåíåðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà, ëþáûå X, Y ∈ BG ñîâìåñòíû, ò. å.
íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî Z ∈ BG , Z ⊆ X ∩ Y. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî

Dn = {p ∈ PM
I : ∃ s ∈ N<ω (lh s = n ∧Bp ⊆ [s])}

(ãäå, íàïîìíèì, [s] = {x ∈ NN : s ⊂ x}) � ïëîòíîå ìíîæåñòâî â PM
I

ïðè ëþáîì n. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü S = Nn � (ñ÷åòíîå) ìíîæåñòâî
âñåõ êîðòåæåé èç N<ω äëèíû ðîâíî n. Ïîíÿòíî, ÷òî

⋃
s∈S [s] = NN,

òàê ÷òî åñëè p ∈ PM
I , òî èç-çà ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè íàøåãî èäåàëà

íàéäåòñÿ òàêîé êîðòåæ s ∈ S , ÷òî Bp ∩ [s] 6∈ I . Íî êîä q = p ∧
κ[s] (ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ ïðèìåðà 5.7.5, (1) è (5)), î÷åâèäíî,
ïðèíàäëåæèò M, è Bq = Bp ∩ [s] 6∈ I . Çíà÷èò, q ∈ PM

I è q ≤ p.
Êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ Dn ïðèíàäëåæèò ìî�

äåëè M, ïîñêîëüêó ñîîòíîøåíèå Bp ⊆ [s] àáñîëþòíî äëÿ M (àíàëî�
ãè÷íî ñëåäñòâèþ 5.9.3(vi)). Çíà÷èò, ïî ãåíåðè÷íîñòè, äëÿ êàæäîãî n
íàéäåòñÿ (åäèíñòâåííûé áëàãîäàðÿ ñîâìåñòíîñòè ëþáûõ äâóõ ¾óñëî-
âèé¿ èç G) êîðòåæ sn ∈ N<ω , äëÿ êîòîðîãî lh s = n è ∃p ∈ G (Bp ⊆
[sn]). Ïðè ýòîì î÷åâèäíî sn ⊂ sn+1 , ∀n, òàê ÷òî ñóùåñòâóåò åäèí�
ñòâåííàÿ òî÷êà aG ∈ NN , óäîâëåòâîðÿþùàÿ aG � n = sn äëÿ êàæäîãî
n. Òåïåðü ìû óòâåðæäàåì, ÷òî

κ ∈ G ⇐⇒ aG ∈ Bκ ,

êàêîâ áû íè áûë áîðåëåâñêèé êîä κ = 〈T, f〉 ∈ BC ∩M. Ýòà ýêâèâà�
ëåíòíîñòü äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî ðàíãó |T | < ω1 äåðåâà T .

Áàçà èíäóêöèè: |T | = 0, ò. å. ïðîñòî T = {Λ}. Òîãäà Bκ =
Bκ (f(s)) = [t], ãäå t = f(s) ∈ N<ω . Ïóñòü n = lh t. Âñëåäñòâèå
ïîïàðíîé ñîâìåñòíîñòè ¾óñëîâèé¿ èç G, èìååì



212 Ãëàâà 11. Ðåçîëüâåíòû êëàññè÷åñêèõ ïðîáëåì: ÷àñòü 2

κ ∈ G ⇐⇒ sn = t = aG � n ⇐⇒ aG ∈ Bκ .

Èíäóêòèâíûé øàã: äîïóñòèì, ÷òî 0 < |T | < ω1 è ðåçóëüòàò óæå
ïîëó÷åí äëÿ âñåõ òàêèõ êîäîâ κ ′ = 〈T ′, f ′〉 ∈ BC, ÷òî |T ′| < |T |.
Òîãäà (ñì. ïðèìåð 5.7.5) Bκ = NN r

⋃
nBκn , ãäå âñå áîðåëåâñêèå

êîäû κn = 〈Tn, fn〉 óäîâëåòâîðÿþò |Tn| < |T |. Èç ñàìîãî ðàâåíñòâà
Bκ = NNr

⋃
nBκn è èç àääèòèâíîñòè èäåàëà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî

Dκ = {p ∈ PM
I :Bp ⊆ Bκ ∨ ∃n (Bp ⊆ Bκn)}

ïëîòíî â PM
I . Çíà÷èò, ïî ãåíåðè÷íîñòè, íàéäåòñÿ ¾óñëîâèå¿ p ∈ G ∩

Dκ . Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíà ýêâèâàëåíòíîñòü

κ ∈ G⇐⇒ ∀n (κn 6∈ G) , òàê ÷òî κ ∈ G⇐⇒ ∀n (πG 6∈ Bκn)

ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Íî ïðàâàÿ ÷àñòü âòîðîé ýêâèâà�
ëåíòíîñòè ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî aG ∈ Bκ .

Îïðåäåëåíèå 11.3.2. Òî÷êè NN âèäà aG , ïîëó÷åííûå óêàçàí�
íûì ñïîñîáîì èç PM

I -ãåíåðè÷åñêèõ ìíîæåñòâ G, íàçûâàþòñÿ PM
I -

ãåíåðè÷åñêèìè (íàä M).

Òåîðåìà 11.3.3. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 11.3.1, òî÷êè PM
I -ãåíåðè�

÷åñêèå íàä M � ýòî â òî÷íîñòè ýëåìåíòû ìíîæåñòâà RandI M.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè x ∈ RandI M, òî ω

M[x]
1 = ωM

1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãåíåðè÷åñêîå íàä M ìíîæåñòâî
G ⊆ PM

I . Åñëè κ ∈ BC è Bκ ∈ I òî κ 6∈ G, ñëåäîâàòåëüíî, aG 6∈
Bκ ïî òåîðåìå 11.3.1. Ïîýòîìó aG ∈ RandI M. Îáðàòíî, åñëè x ∈
RandI M, òî ìíîæåñòâî Gx = {κ ∈ BC ∩ L[a] : x ∈ Bκ} ÿâëÿåòñÿ
PM

I -ãåíåðè÷åñêèì íàä M ñîãëàñíî ëåììå 11.2.6(iv). (Ïðè ýòîì Gx ⊆
PM

I ñëåäóåò ïðÿìî èç âûáîðà òî÷êè x.)
Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ëåììû 11.2.6 (äàþ�

ùåé ñâîéñòâî ccc äëÿ ýòîãî ôîðñèíãà) è òåîðåìû 9.2.8.

Îïðåäåëåíèå 11.3.4. ×åðåç ||−−M
I îáîçíà÷àåòñÿ îòíîøåíèå âû�

íóæäåíèÿ ||−−M
PM

I
äëÿ ôîðñèíãà PM

I è èñõîäíîé ìîäåëè M.

�11.4 Äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû

Çäåñü ïðèâåäåíû òðè ëåììû î PM
I -ãåíåðè÷åñêèõ ðàñøèðåíèÿõ è î âû�

íóæäåíèè ||−−M
I , êîòîðûå ìîæíî ïðîïóñòèòü ïðè ïåðâîì ÷òåíèè.

Ïî òåîðåìå 9.3.2(ii), ôîðñèíã ñâÿçàí ñ èñòèííîñòüþ â ãåíåðè÷åñêèõ ðàñ�
øèðåíèÿõ. Â íàøåì ñëó÷àå, ôîðñèíã äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ ôîðìóë ñâÿçàí
ñ èñòèííîñòüþ òàêæå è â èñõîäíîé ìîäåëè; ýòîò äîïîëíèòåëüíûé àñïåêò
îáåñïå÷èâàåòñÿ òåîðåìîé àáñîëþòíîñòè.
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Ëåììà 11.4.1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 11.3.1, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ(x)
ÿâëÿåòñÿ Σ1

1 - èëè Π1
1 -ôîðìóëîé ñ ïàðàìåòðàìè èç M ∩ NN , à ϕ̆ ïîëó�

÷àåòñÿ èç ϕ çàìåíîé êàæäîãî ïàðàìåòðà z ∈ NN , âõîäÿùåãî â ϕ, åãî
êàíîíè÷åñêèì PM

I -èìåíåì z̆ . Ïóñòü òàêæå p ∈ PM
I .

Òîãäà ñîîòíîøåíèå p ||−−M
I ϕ̆(aG) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî, â M èñ�

òèííî, ÷òî ìíîæåñòâî X = {x ∈ Bp : ¬ ϕ(x)} (I )M-íóëåâîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I ′ = (I )M . Åñëè â M èñòèííî, ÷òî X ÿâëÿ�
åòñÿ I ′-íóëåâûì, òî âîçüìåì êîä κ ∈ BC∩M, äëÿ êîòîðîãî X ⊆ (Bκ )M ∈
I ′ � îòêóäà Bκ ∈ I ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó 10.7.4. Ïî âûáîðó ϕ (òàêæå
èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà 5.8.1), ñîîòíîøåíèå X ⊆ Bκ âûðàæàåòñÿ ôîðìó�
ëîé òèïà íå âûøå Π1

2 , ïîýòîìó ïî òåîðåìå àáñîëþòíîñòè 5.9.1, â ëþáîì
ãåíåðè÷åñêîì ðàñøèðåíèè ìîäåëè M (âîîáùå, â ëþáîì ðàñøèðåíèè, íå
äîáàâëÿþùåì íîâûõ îðäèíàëîâ), âûïîëíåíî: ∀x ∈ Bp (x 6∈ Bκ =⇒ ϕ(x)).
Íî ãåíåðè÷åñêàÿ òî÷êà aG ïî îïðåäåëåíèþ ïðèíàäëåæèò Bp , êàêîâî áû
íè áûëî ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî G ⊆ PM

I , ñîäåðæàùåå p.
Îáðàòíî, ïóñòü ìíîæåñòâî X íå ÿâëÿåòñÿ I ′-íóëåâûì â M. Ïî òåîðå�

ìå 10.7.2, íàéäåòñÿ êîä q ∈ BC∩M, äëÿ êîòîðîãî Bq 6∈ I è Bq ⊆ X â M.
Èìååì q ∈ PM

I è q ≤ p, è êðîìå òîãî ïðåäëîæåíèå

∀x (x ∈ Bq =⇒ ¬ ϕ(x)) (∗)

èñòèííî â M. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî q âûíóæäàåò ¬ ϕ̆(aG). Äëÿ äîêàçà�
òåëüñòâà, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî G ⊆ PM

I ,
ãåíåðè÷åñêîå íàä M è òàêîå, ÷òî ôîðìóëà ϕ̆(aG)[G] � ò. å. ôàêòè÷åñêè
ôîðìóëà ϕ(aG) � èñòèííà â M[G]. Îäíàêî aG ∈ Bq ïî òåîðåìå 11.3.1, òàê
÷òî ïðåäëîæåíèå (∗) ëîæíî â M[G], ÷òî, îäíàêî, ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå àá�
ñîëþòíîñòè 5.9.1. Èòàê, â ñàìîì äåëå q âûíóæäàåò ¬ϕ̆(aG). Íî òîãäà áîëåå
ñëàáîå ¾óñëîâèå¿ p íå ìîæåò âûíóæäàòü ϕ̆(aG), ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ëåììà 11.4.2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 11.3.1, ïóñòü Φ � çàìêíóòàÿ
ôîðìóëà ñ PM

I -èìåíàìè â ðîëè ïàðàìåòðîâ. Òîãäà íàéäåòñÿ êîä κ =
κ(Φ) ∈ BC ∩M, ìàêñèìàëüíûé äëÿ Φ â òîì ñìûñëå, ÷òî ëèáî κ = 0

è 1 ||−−M
I ¬ Φ, ëèáî κ = 1 ||−−M

I Φ, ëèáî íàêîíåö êîäû κ è (¬κ) îáà

ïðèíàäëåæàò PM
I , κ ||−−M

I Φ, è (¬κ) ||−−M
I ¬ Φ.

Â ýòîé ëåììå ôèãóðèðóþò îïåðàöèè íàä áîðåëåâñêèìè êîäàìè èç 5.7.5,
à òàêæå êîäû 0 = κ[Λ] (êîä ïóñòîãî ìíîæåñòâà, ñì. 5.7.5(1)) è 1 = ¬0
(êîä äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæåñòâà, ò. å. âñåãî ïðîñòðàíñòâà NN ). Âîîáùå,
ïî îïðåäåëåíèþ, êîä ¬κ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó B¬κ = NN rBκ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü íåòðèâèàëüíûé ñëó÷àé,
êîãäà ìíîæåñòâà F = {r ∈ PM

I : r ||−−M
I Φ} è F ′ = {r ∈ PM

I : r ||−−M
I ¬ Φ}

îáà íåïóñòû. Ïî òåîðåìå 9.3.2, F ∈M, à ïîòîìó ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ
àíòèöåïü A ∈M, A ⊆ F � ò. å. åñëè p 6= q ïðèíàäëåæàò A, òî Bp∩Bq ∈ I
(ñâîéñòâî àíòèöåïè), è êàæäîå óñëîâèå r ∈ F I -ñîâìåñòèìî õîòÿ áû ñ îä�
íèì p ∈ A (ò. å. p ∧ r ∈ PM

I ). Àíòèöåïü A íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíà â M; ïóñòü
A = {pn : n ∈ N} � ïðîèçâîëüíîå ïåðå÷èñëåíèå â M. Òîãäà êîä κ =

∨
n pn

(ïðèìåð 5.7.5) ïðèíàäëåæèò PM
I . Äîêàæåì, ÷òî κ � èñêîìûé êîä.
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Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ, òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî κ ∈ F è (¬κ) ∈ F ′ .
Åñëè κ 6∈ F , òî ïî òåîðåìå 9.3.2 íàéäåòñÿ óñëîâèå q ∈ F ′ , q ≤ κ .

Îäíàêî p ñîâìåñòèìî õîòÿ áû ñ îäíèì pn (ðåçóëüòàò 11.2.3); ò. å. r =
pn ∧ q ∈ PM

I . Òîãäà r ≤ pn è r ≤ q , ò. å. r ∈ F ∩ F ′ , ÷òî íåâîçìîæíî.
Îáðàòíî, åñëè (¬κ) 6∈ F ′ , òî íàéäåòñÿ óñëîâèå q ∈ F , q ≤ (¬κ). Îíî

ñîâìåñòèìî ñ êàêèì-òî pn ïî âûáîðó A, ò. å. r = q ∧ pn ∈ PM
I , r ∈ F ∩ F ′ ,

ñ àíàëîãè÷íûì ïðîòèâîðå÷èåì. (ëåììà)

Óòâåðæäåíèå ñëåäóþùåé ëåììû èíîãäà íàçûâàåòñÿ ¾ñâîéñòâîì áîðå�
ëåâñêîãî ÷òåíèÿ èìåí¿ äëÿ ôîðñèíãîâ ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà.

Ëåììà 11.4.3. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 11.3.1, åñëè ìíîæåñòâî G ⊆ PM
I

ÿâëÿåòñÿ PM
I -ãåíåðè÷åñêèì íàä M, è x ∈ NN ∩M[G], òî

(i) íàéäóòñÿ ïàðàìåòð z ∈ M ∩ NN è ∆1
1(z)-ôóíêöèÿ Hz : NN → NN ,

äëÿ êîòîðûõ x = Hz(aG) ;

(ii) íàéäåòñÿ òàêîé áîðåëåâñêèé êîä κ ∈M ∩ FC, ÷òî x = B2
κ (aG).

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå êàæäàÿ òî÷êà x ∈ NN èç
ðàñøèðåíèÿ M[G] ïîëó÷àåòñÿ äåéñòâèåì 1) ïîäõîäÿùåé ∆1

1-ôóíêöèè ñ ïà�
ðàìåòðîì èç èñõîäíîé ìîäåëè, è (÷òî ýêâèâàëåíòíî!) 2) ïîäõîäÿùåé áîðå�
ëåâñêîé ôóíêöèè B2

κ ñ êîäîì èç èñõîäíîé ìîäåëè, íà ãåíåðè÷åñêóþ òî÷êó
aG . Îïðåäåëåíèÿ FC (êîäû áîðåëåâñêèõ ôóíêöèé) è B2

κ ñì. �5.7Ã.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàåì (i). Ñîãëàñíî òåîðåìå 9.2.6, ñóùåñòâóåò
òàêîå PM

I -èìÿ t ∈M, ÷òî x = t[G] è ëþáîå ¾óñëîâèå¿ p ∈ PM
I âûíóæäàåò,

÷òî t[G] ∈ NN. Çàìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå ¾áûòü ìàêñèìàëüíûì êîäîì äëÿ
ôîðìóëû¿ (â ñìûñëå ëåììû 11.4.2) âûðàçèìî â M, òàê êàê â M âûðàçèìî
îòíîøåíèå ||−−M

I ïî òåîðåìå 9.3.2. Ïîýòîìó, ïî ëåììå 11.4.2, ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü w = 〈κkn〉k,n∈N ∈M êîäîâ κkn ∈ BC ∩M, ÷òî
êàæäûé êîä κkn ìàêñèìàëåí â ñìûñëå 11.4.2 äëÿ ôîðìóëû t[G](k) = n.
Ïðè ýòîì, ïî âûáîðó t, åñëè k ∈ N è n 6= n′ , òî êîäû κkn è κkn′ I -
íåñîâìåñòèìû, ò. å. κkn ∧ κkn′ ∈ codI , è êîä νk = ¬(

∨
n κkn) òàêæå

ïðèíàäëåæèò codI . Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà w′ = 〈%kn〉k,n∈N êîäîâ %kn =
κkn r (

∨
m<n κkm) ïðè n ≥ 1, è %k0 = κk0 ∨ νk , ïðèíàäëåæèò M, êàæäûé

êîä %kn âñ¼ åùå ìàêñèìàëåí â ñìûñëå 11.4.2 äëÿ ôîðìóëû t[G](k) = n �
ïîñêîëüêó èçúÿòèå èëè äîáàâëåíèå êîäîâ èç codI â êîíå÷íîì (èëè äàæå
ñ÷åòíîì) ÷èñëå íå âëèÿåò íà ýòî ñâîéñòâî, è êðîìå òîãî

(∗) B%kn ∩B%kn′ = ∅ ïðè n 6= n′ , è
⋃
nB%kn = NN äëÿ âñåõ k .

Äàëåå, êîëü ñêîðî ñèñòåìà êîäîâ w′ = 〈%kn〉k,n∈N ïðèíàäëåæèò M, ñó�
ùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà z ∈ M ∩ NN, ÷òî, äëÿ âñåõ k, n, âûïîëíåíî %kn =
〈T{(((z)k)n)0},f{(((z)k)n)1}〉. (Èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ îïðåäåëåíèé 4.6.1
è 4.2.1(iv).) Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü, äëÿ a ∈ NN, òî÷êó Hz(a) ∈ NN

ñîîòíîøåíèÿìè: Hz(a)(k) = n, êîãäà a ∈ B%kn .
Âîñïîëüçîâàâøèñü òåïåðü ôîðìóëàìè òåîðåìû 5.8.1, íå ñîñòàâëÿåò òðó�

äà ïîëó÷èòü òàêèå Σ1
1 -ôîðìóëó ϕ(z, a, k, n) è Π1

1 -ôîðìóëó ψ(z, a, k, n), îáå
ñ åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì z , ÷òî

ϕ(z, a, k, n)⇐⇒ ψ(z, a, k, n)⇐⇒ a ∈ B%kn
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äëÿ âñåõ k, n ∈ N è a ∈ NN. Ïîýòîìó Hz ÿâëÿåòñÿ ∆1
1(z)-ôóíêöèåé. Îñòà�

åòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî x = Hz(aG), ò. å. (1) x(k) = n⇐⇒ aG ∈ B%kn .
Ôèêñèðóåì k . Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî (2) íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî n, ÷òî

%kn ∈ G � è òîãäà aG ∈ B%kn ïî òåîðåìå 11.3.1, è x(k) = n ïî âûáîðó
t è %kn . Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó 9.1.2, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî
{%kn : n ∈ N} ïðåäïëîòíî â PM

I � à ýòî îïÿòü-òàêè ñëåäóåò èç (∗). Óòâåð�
æäåíèå (2) äîêàçàíî. Ýêâèâàëåíòíîñòü (1) ñëåäóåò èç äîêàçàííîãî (2).

Äëÿ âûâîäà (ii) èç (i) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäñòâèåì 5.9.5.4

�11.5 Äâà ïðèìåðà

Âçÿâ â êà÷åñòâå I èäåàë Icat òîùèõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ, èëè
èäåàë Iλ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ λ-ìåðû 0 ìû ïîëó÷àåì äâà ñïåöè�
àëüíûõ ôîðñèíãà, ñâÿçàííûõ ñî ñâîéñòâîì Áýðà è èçìåðèìîñòüþ:

ôîðñèíã Êîýíà : Pcoh = PIcat
= {p ∈ BC :Bp � íå òîùåå},

ñëó÷àéíûé ôîðñèíã : Pλ = PIλ
= {p ∈ BC : λ(Bp) > 0}.

Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè M � òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü, òî ïóñòü

PM
coh = Pcoh ∩M = PM

Icat
è PM

λ = Pλ ∩M = PM
Iλ

.

Íàïîìíèì, ÷òî λ � ìåðà, ââåäåííàÿ ïðèìåðîì 6.1.1.

Ñëåäñòâèå 11.5.1 (èç òåîðåìû 11.3.3). Ïóñòü M � òðàíçèòèâ�
íàÿ ìîäåëü òåîðèè ZFC. Òîãäà âûïîëíåíû ðàâåíñòâà:

CohM = {âñå PM
coh-ãåíåðè÷åñêèå íàä M òî÷êè};

RandM = {âñå PM
λ -ãåíåðè÷åñêèå íàä M òî÷êè}.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïðèñîåäèíèòü åùå äâà ïóíêòà ê ýêâè�
âàëåíòíîñòÿì òåîðåìû 10.4.2, à èìåííî,

(6) òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ PM
coh-ãåíåðè÷åñêîé íàä M â ñìûñëå îïðåäå�

ëåíèÿ 11.3.2;

(6′) òî÷êà x � PM
λ -ãåíåðè÷åñêàÿ íàä M â òîì æå ñìûñëå.

4 Áîëåå ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (ii) ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåä�
ñòâåííîé êîíñòðóêöèåé êîäà κ èç êîäîâ %n , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (∗).
Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèÿ Hz êàê ìíîæåñòâî ïàð òîæäåñòâåííà ïåðåñå÷åíèþ⋂
k,n Ykn ìíîæåñòâ Ykn = {〈a, b〉 : a ∈ B%kn =⇒ b(k) = n}. Ïî êàæäîìó êîäó

%kn ñòðîèì êîä %′kn ∈ BC, äëÿ êîòîðîãî B2
%′
kn

= Ykn , à çàòåì ïðèìåíÿåì ê

ýòèì êîäàì îïåðàöèþ
∧

ïðèìåðà 5.7.5, ïðåäâàðèòåëüíî ïðèâåäÿ ïàðó èíäåêñîâ
ê îäíîìó èíäåêñó. Ýòîò âàðèàíò îñòàâëÿåòñÿ êàê óïðàæíåíèå äëÿ ÷èòàòåëÿ.
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Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè PM
coh-ãåíåðè÷åñêèå íàä ìîäåëüþ M � ýòî

òî æå ñàìîå, ÷òî òî÷êè ãåíåðè÷åñêèå ïî Êîýíó íàä M, à òî÷êè PM
λ -

ãåíåðè÷åñêèå íàä ìîäåëüþ M � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî òî÷êè ñëó÷àé�
íûå ïî Ñîëîâåþ íàä M. Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî îáà âàðèàíòà
ôîðñèíãà Êîýíà, ò. å. C è PM

coh , ýêâèâàëåíòíû â òîì ñìûñëå, ÷òî îíè
ïîðîæäàþò îäíè è òå æå ãåíåðè÷åñêèå òî÷êè íàä äàííîé ìîäåëüþ M
è îäíè è òå æå ðàñøèðåíèÿ ýòîé ìîäåëè. Îáà âàðèàíòà ñëó÷àéíîãî
ôîðñèíãà, ò. å. (R)M è PM

λ , ýêâèâàëåíòíû â òîì æå ñìûñëå ïî òåîðå�
ìå 9.2.9(i): ôîðñèíã (R)M ôàêòè÷åñêè îáðàçóåò ïëîòíîå ïîäìíîæå�
ñòâî â PM

λ � èáî êàæäîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé λ-
ìåðû ñîäåðæèò çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé λ-ìåðû.5

Cîãëàñíî ñëåäóþùåé òåîðåìå, êîýíîâñêèå è ñëó÷àéíûå òî÷êè â ñàìîì
äåëå îáðàçóþò äâà ðàçëè÷íûõ òèïà, è áîëåå òîãî, â êîýíîâñêèõ ðàñøèðå�
íèÿõ íåò ñëó÷àéíûõ òî÷åê, è íàîáîðîò.

Òåîðåìà 11.5.2. Ïóñòü M � òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü àêñèîì ZFC.

(i) Åñëè ìíîæåñòâî G ⊆ PM
λ ÿâëÿåòñÿ PM

λ -ãåíåðè÷åñêèì íàä M, òî
â M[G] èñòèííî, ÷òî CohM = ∅.

(ii) Îáðàòíî, åñëè ìíîæåñòâî G ⊆ PM
coh ÿâëÿåòñÿ PM

coh-ãåíåðè÷åñêèì
íàä M, òî â M[G] èñòèííî, ÷òî RandM = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïóñòü íàïðîòèâ, x ∈ M[G] ∩ CohM. Ñîãëàñíî
ëåììå 11.4.3(ii), íàéäåòñÿ òàêîé êîä κ ∈ FC ∩M, ÷òî x = B2

κ (aG). Ìíî�
æåñòâî R = {% ∈ BC ∩M :B% � òîùåå} ïðèíàäëåæèò M ïî òåîðåìå àá�
ñîëþòíîñòè 5.9.1, ïîñêîëüêó îòíîøåíèå ¾áûòü êîäîì òîùåãî ìíîæåñòâà¿
âûðàæàåòñÿ Π1

1 -ôîðìóëîé ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 6.4.2. Êðîìå òîãî, ìû
èìååì x 6∈

⋃
%∈X B% ïî âûáîðó x. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 9.3.2(ii),(xi), ñó�

ùåñòâóåò ¾óñëîâèå¿ p ∈ G, âûíóæäàþùåå, â ñìûñëå îòíîøåíèÿ ||−−M
PM
coh

,

ïðåäëîæåíèå ¾B2
κ̆ (aG) 6∈ B%̆¿ äëÿ êàæäîãî êîäà % ∈ X .

Òåïåðü, ðàññóæäàÿ â M, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X = Bp è ôóíêöèþ
f = B2

κ : NN → NN. Èìååì λ(X) > 0, òàê êàê p ∈ G ⊆ PM
λ . Ïî ëåììå 6.1.4,

íàéäåòñÿ òàêîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî Y = Bq ⊆ X , ãäå q ∈ BC ∩M, ÷òî
âñ¼ åùå λ(Y ) > 0 � òàê ÷òî q ∈ PM

λ è q ≤ p â PM
λ , íî îáðàç Z = {f(y) :

y ∈ Y } ÿâëÿåòñÿ òîùèì ìíîæåñòâîì. Ôèêñèðóåì òàêîé êîä % ∈ BC ∩M,
÷òî Z ⊆ B% è B% � òîùåå ìíîæåñòâî.

Òîãäà % ∈ R, à çíà÷èò, q âûíóæäàåò ¾B2
κ̆ (aG) 6∈ B%̆¿. Íî îòíîøåíèå

¾. . . ¿ âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé ∀y (〈aG, y〉 ∈ B2
κ̆ =⇒ y 6∈ B%̆), êîòîðàÿ ïðè�

âîäèòñÿ ê Π1
1 -âèäó ïðè ïîìîùè ôîðìóë òåîðåìû 5.8.1. Ìû çàêëþ÷àåì,

ïî ëåììå 11.4.1, ÷òî, â M, ìíîæåñòâî Y ′ = {y ∈ Y :B2
κ (y) ∈ B%} óäîâëå�

òâîðÿåò íåðàâåíñòâó λ(Y ′) = 0 � â ÷àñòíîñòè, Y r Y ′ 6= ∅. Åñëè òåïåðü
y ∈ Y r Y ′ , òî ñ îäíîé ñòîðîíû f(y) = B2

% (y) ∈ Z ⊆ B% ïî âûáîðó Y , à

5 Îòìåòèì, ÷òî ôîðñèíãè D è Rε èç �9.6 òàêæå ñâÿçàíû ñ îïðåäåëåííûìè
σ-ccc-èäåàëàìè I . Äëÿ D ïîäõîäèò èäåàë òîùèõ ìíîæåñòâ â ñìûñëå îïðåäå�
ëåííîé íå ïîëüñêîé òîïîëîãèè � îá ýòîì ñì. íèæå �18.3. Îòíîñèòåëüíî Rε (ýòî
äîâîëüíî ñëîæíûé ðåçóëüòàò!) ñì. êíèãó [64, 3.4.B].
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ñ äðóãîé ñòîðîíû f(y) 6∈ B% , òàê êàê y 6∈ Y ′. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Óòâåðæäåíèå (ii) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, íî ñî ññûëêîé íà ñîîòâåò�
ñòâåííî âòîðóþ ÷àñòü ëåììû 6.1.4.

�11.6 Âçàèìíî ãåíåðè÷åñêèå òî÷êè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû äîïîëíèòåëüíûå ðåçóëüòàòû î ïàðàõ âçà�
èìíî êîýíîâñêèõ è âçàèìíî ñëó÷àéíûõ òî÷êàõ. Îíè íå èñïîëüçóþòñÿ â
äîêàçàòåëüñòâå ãëàâíûõ ðåçóëüòàòîâ î ñâîéñòâàõ ðåãóëÿðíîñòè (òåîðåìû
10.8.2 è 10.2.1 è ñëåäñòâèå 10.2.2), íî áóäóò ÷àñòè÷íî èñïîëüçîâàíû â ãëàâå
14, è êðîìå òîãî èíòåðåñíû ñàìè ïî ñåáå, è âàæíû, ïîñêîëüêó ââîäÿò íåêî�
òîðûå òåõíè÷åñêèå ìåòîäû, òèïè÷íûå äëÿ ýòîé îáëàñòè òåîðèè ìíîæåñòâ.

Ïðèìåð 11.6.1 (ïàðà âçàèìíî êîýíîâñêèõ òî÷åê). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ìíîæåñòâî G ⊆ C×C ÿâëÿåòñÿ (C×C)-ãåíåðè÷åñêèì íàä òðàíçèòèâíîé
ìîäåëüþ M. Ïî òåîðåìå 9.2.10, ìû èìååì G = G0×G1 , ãäå êàæäîå ìíîæå�
ñòâî Gi ⊆ C ÿâëÿåòñÿ C-ãåíåðè÷åñêèì íàä M, è äàæå íàä áîëåå øèðîêîé
ìîäåëüþ M[G1−i]. Òîãäà êàæäàÿ èç àññîöèèðîâàííûõ òî÷åê ai = aGi (ñì.
�9.4) ÿâëÿåòñÿ ãåíåðè÷åñêîé ïî Êîýíó íàä M[a1−i] ïî òåîðåìå 9.4.2. Ìû
èìååì, òàêèì îáðàçîì, ïàðó òî÷åê âçàèìíî ãåíåðè÷åñêèõ ïî Êîýíó.

Êàê ïîëó÷èòü òàêóþ æå ïàðó âçàèìíî ñëó÷àéíûõ òî÷åê? Ïðÿìîå ïîâòî�
ðåíèå êîíñòðóêöèè ïðèìåðà 11.6.1 ñî ñëó÷àéíûì ôîðñèíãîì (R)M = R∩M
âìåñòî C íå äàñò òðåáóåìîãî ðåçóëüòàòà, ïîñêîëüêó êàæäîå èç ìíîæåñòâ
Gi (i = 0, 1) îêàæåòñÿ òîëüêî (R)M-ãåíåðè÷åñêèì, à íå (R)M[G1−i]-ãåíåðè�
÷åñêèì íàä M[G1−i], ò. å. ìû ïîëó÷èì ïàðó òî÷åê ñëó÷àéíûõ ïî Ñîëîâåþ
íàä M, íî íå îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà.

Îòëè÷èå ìåðû îò êàòåãîðèè çäåñü ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî âìåñòî äå�
êàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ ôîðñèíãîâ áåðåòñÿ áîëåå ñëîæíàÿ êîíñòðóêöèÿ.

Ïðèìåð 11.6.2 (ïàðà âçàèìíî ñëó÷àéíûõ òî÷åê). Ìû áóäåì îðèåíòè�
ðîâàòüñÿ íà ñëó÷àéíûé ôîðñèíã â âàðèàíòå Pλ èç �11.5. Íàïîìíèì, ÷òî
îòîáðàæåíèå H(x) = 〈(x)ëåâ, (x)ïðà〉 (ñì. �5.7Ã) ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèç�
ìîì NN

íà−→ (NN)2 . Êîäèðîâêà âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ â (NN)2 äàåòñÿ
(îïÿòü ñì. �5.7Ã) îïðåäåëåíèåì B2

κ = {H(x) : x ∈ Bκ} .
Äàëåå, íà ïðîñòðàíñòâå (NN)2 ââîäèòñÿ áîðåëåâñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìå�

ðà λ2, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ýêçåìïëÿðîâ ìåðû λ ïðèìåðà
6.1.1 � è òà æå ñàìàÿ ìåðà λ2, î÷åâèäíî, ïîëó÷èòñÿ, åñëè ìû ïåðåíåñåì
â (NN)2 ìåðó λ ïðè ïîìîùè ãîìåîìîðôèçìà H . Ïîíÿòíî, ÷òî ìåðà λ2

ñêîíöåíòðèðîâàíà íà (2N)2 , ò. å. λ2((NN)2 r (2N)2) = 0. Èäåàë Iλ2 âñåõ
òàêèõ áîðåëåâñêèõ X ⊆ (NN)2 , ÷òî λ2(X) = 0, åñòü L-àáñîëþòíûé σ-ccc-
èäåàë â áîðåëåâñêîé àëãåáðå ïðîñòðàíñòâà (NN)2 ïî ëåììå 10.7.7.

Îïðåäåëåíèå 11.6.3. Çàäàäèìñÿ òðàíçèòèâíîé ìîäåëüþ M àêñèîì
ZFC è PM

λ -ãåíåðè÷åñêèì íàä M ìíîæåñòâîì G ⊆ PM
λ , ãäå, íàïîìíèì,

PM
λ = Pλ ∩M è Pλ = {p ∈ BC : λ(Bp) > 0} = BC r Iλ . Äëÿ óìåíüøåíèÿ
ãðîìîçäêîñòè, îòíîøåíèå âûíóæäåíèÿ ||−−M

PM
λ

îáîçíà÷èì ÷åðåç ||−−M
λ .
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Ñîãëàñíî òåîðåìå 11.3.1, òî÷êà 〈(aG)ëåâ, (aG)ïðà〉 ∈ (2N)2 óäîâëåòâî�
ðÿåò óñëîâèþ κ ∈ G ⇐⇒ 〈(aG)ëåâ, (aG)ïðà〉 ∈ B2

κ äëÿ ëþáîãî êîäà κ ∈
BC ∩M. È àíàëîãè÷íî ñëåäñòâèþ 11.5.1, ýòà òî÷êà λ2-ñëó÷àéíà íàä M â
òîì ñìûñëå, ÷òî 〈(aG)ëåâ, (aG)ïðà〉 6∈ B2

κ âñÿêèé ðàç, êîãäà κ ∈ BC ∩M è
λ2(B2

κ ) = 0 (èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, λ(Bκ ) = 0).

Ëåììà 11.6.4. Â óñëîâèÿõ îïðåäåëåíèÿ 11.6.3, êàæäàÿ èç äâóõ òî÷åê
(aG)ëåâ , (aG)ïðà λ-ñëó÷àéíà íàä M, ïðè÷åì àññîöèèðîâàííûå PM

λ -ãåíåðè�
÷åñêèå íàä M (ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 11.5.1) ìíîæåñòâà

G(aG)ëåâ = {q ∈ PM
λ : (aG)ëåâ ∈ Bq} , G(aG)ïðà = {q ∈ PM

λ : (aG)ïðà ∈ Bq}

òîæäåñòâåííû ìíîæåñòâàì

(G)ëåâ = {q ∈ PM
λ : ∃p ∈ G (B2

p ⊆ Bq × NN} ,
(G)ïðà = {q ∈ PM

λ : ∃p ∈ G (B2
p ⊆ NN ×Bq} .

ñîîòâåòñòâåííî, òàê ÷òî ïîñëåäíèå ÿâëÿþòñÿ PM
λ -ãåíåðè÷åñêèì íàä M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëó÷àéíîñòè (aG)ëåâ , ïóñòü % ∈
BC ∩M è λ(B%) = 0. Ìíîæåñòâî B% × NN � áîðåëåâñêîå, òî÷íåå, êëàññà
∆1

1(q), òàê ÷òî ñëåäñòâèå 5.9.5 ïðèíîñèò íàì êîä κ ∈ BC, äëÿ êîòîðîãî
B2

κ = B%×NN. Îäíàêî λ2(B2
κ ) = 0 ïî âûáîðó êîäà %. Ïîýòîìó, êîëü ñêîðî

òî÷êà 〈(aG)ëåâ, (aG)ïðà〉 λ2-ñëó÷àéíà íàä M, îíà íå ïðèíàäëåæèò B2
κ , è

ïîýòîìó (aG)ëåâ 6∈ B% , ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Äîêàçûâàåì ðàâåíñòâî G(aG)ëåâ = (G)ëåâ . Åñëè q ∈ (G)ëåâ , òî íàéäåòñÿ

p ∈ G, äëÿ êîòîðîãî B2
p ⊆ Bq × NN. Íî 〈(aG)ëåâ, (aG)ïðà〉 ∈ B2

p , îòêóäà
(aG)ëåâ ∈ Bq è q ∈ G(aG)ëåâ . Îáðàòíî, äîïóñòèì, ÷òî q ∈ G(aG)ëåâ , ò. å.
q ∈ PM

λ è (aG)ëåâ ∈ Bq . Êàê è âûøå, èìååòñÿ òàêîé êîä p ∈ BC ∩M, ÷òî
B2
p = Bq × NN. Òîãäà òî÷êà 〈(aG)ëåâ, (aG)ïðà〉 ïðèíàäëåæèò B2

p , îòêóäà
p ∈ G, è ïî îïðåäåëåíèþ q ∈ (G)ëåâ . (ëåììà)

Íàì, îäíàêî, íóæåí ñëåäóþùèé áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò:

Ëåììà 11.6.5. Â óñëîâèÿõ 11.6.3, òî÷êà (aG)ïðà λ-ñëó÷àéíà íàä ìî�
äåëüþ M[(aG)ëåâ], à òî÷êà (aG)ëåâ λ-ñëó÷àéíà íàä M[(aG)ïðà].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ ïîëíóþ ñèììåòðèþ, äîêàçûâàåì òîëüêî
ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïî îïðåäåëåíèþ, íàéäåòñÿ
òàêîé êîä κ̃ = 〈T̃ , f̃〉 ∈ M[(aG)ëåâ] ∩ BC, ÷òî (aG)ïðà ∈ Bκ̃ è λ(Bκ̃ ) = 0.
Çäåñü äåðåâî T̃ ⊆ N<ω è ôóíêöèÿ f̃ : N<ω → N<ω ïðèíàäëåæàò M[(aG)ëåâ]
âìåñòå ñ κ̃ , à ïîòîìó íàéäóòñÿ òàêèå òî÷êè b, c ∈ M[(aG)ëåâ] ∩ NN, ÷òî, â
îáîçíà÷åíèÿõ îïðåäåëåíèÿ 4.6.1 âûïîëíåíî T̃ = T{b} è f̃ = f{c} .

Ñîãëàñíî ëåììå 11.4.3, íàéäóòñÿ ïàðàìåòð z ∈ M ∩ NN è ïàðà ∆1
1(z)-

ôóíêöèé, ñêàæåì, Bz , Cz : NN → NN , äëÿ êîòîðûõ b = Bz((aG)ëåâ) è
c = Cz((aG)ëåâ). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 9.3.2(ii), ñóùåñòâóåò ¾óñëî-
âèå¿ p ∈ G, âûíóæäàþùåå, â ñìûñëå îòíîøåíèÿ ||−−M

PM
λ
, ïðåäëîæåíèå:

¾ïàðà κ = 〈T{Bz̆((aG)ëåâ)},f{Cz̆((aG)ëåâ)}〉 ïðèíàäëåæèò BC, λ(Bκ ) = 0,
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è (aG)ïðà ∈ Bκ ¿. Íî ýòî ïðåäëîæåíèå ìîæíî ôîðìàëüíî ïåðåïèñàòü êàê
Φ(z̆, (aG)ëåâ, (aG)ïðà), ãäå Φ(z, a, a′) åñòü ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

∀κ
(
κ = 〈T{Bz(a)},f{Cz(a)}〉 =⇒

=⇒ κ ∈ BC ∧ λ(Bκ ) = 0 ∧ a′ ∈ Bκ
) }Φ(z, a, a′) .

Ôîðìóëà ñëåâà îò èìïëèêàöèè â ñêîáêàõ � àðèôìåòè÷åñêàÿ, à âñå òðè
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíà ñïðàâà îò èìïëèêàöèè âûðàæàþòñÿ Π1

1 -ôîðìóëàìè
òåîðåìû 5.8.1 è ñëåäñòâèÿ 6.4.1. Ñëåäîâàòåëüíî, Φ ÿâëÿåòñÿ Π1

1 -ôîðìóëîé.
Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ëåììå 11.4.1 è ïî âûáîðó p, â M èñòèííî, ÷òî

¾ìíîæåñòâî P = {〈a, a′〉 ∈ B2
p : Φ(z, a, a′)} óäîâëåòâîðÿåò ðà�

âåíñòâó λ2(B2
p rP ) = 0, îòêóäà ñëåäóåò λ2(P ) = λ2(B2

p ) > 0¿.

Òåïåðü, ðàññóæäàÿ â M, ðàññìîòðèì óêàçàííîå ìíîæåñòâî P. Îíî èìååò
êëàññ Π1

1 , ò. å., òî÷íåå ãîâîðÿ, Π
1
1 (z) ïî âûøåñêàçàííîìó. Ïî îïðåäåëåíèþ,

åñëè 〈a, a′〉 ∈ P , òî κ(a) = 〈T{Bz(a)},f{Cz(a)}〉 � êîä èç BC, λ(Bκ(a)) =
0, è a′ ∈ Bκ(a) . Ïîýòîìó ñå÷åíèå (P )a = {b : 〈a, b〉 ∈ P} òîæäåñòâåííî
ìíîæåñòâó Bκ(a) � â ÷àñòíîñòè, λ((P )a) = 0. Ïî òåîðåìå Ôóáèíè, òîãäà
λ2(P ) = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó λ2(P ) > 0. (ëåììà)

Èòàê, ìû èìååì ïàðó âçàèìíî ñëó÷àéíûõ òî÷åê. (ïðèìåð 11.6.2)

Ëåììà 11.6.6 (îáðàùåíèå ëåììû 11.6.5). Åñëè M � òðàíçèòèâíàÿ
ìîäåëü àêñèîì ZFC, òî÷êà a ∈ NN λ-ñëó÷àéíà íàä M, à òî÷êà b ∈
NN λ-ñëó÷àéíà íàä M[a], òî òî÷êà 〈a, b〉 λ2-ñëó÷àéíà íàä M (â ñìûñëå
îïðåäåëåíèÿ ïåðåä ëåììîé 11.6.4).

Äîêàçàòåëüñòâî (ýñêèç). Ïî òåîðåìå 10.4.2(2′), áåðåì òî÷êó c ∈ NN∩
M, äëÿ êîòîðîé ìíîæåñòâî U = G�[c] óäîâëåòâîðÿåò λ(U) = 0, è äîêàçû�
âàåì, ÷òî 〈a, b〉 6∈ P = H[U ] = {H(x) = 〈(x)ëåâ, (x)ïðà〉 : x ∈ U}.

Êîëü ñêîðî λ2(P ) = λ(U) = 0, ïî òåîðåìå Ôóáèíè ìíîæåñòâî X âñåõ
òî÷åê x ∈ NN, äëÿ êîòîðûé ñå÷åíèå (P )x = {y : 〈x, y〉 ∈ P} èìååò ìåðó
λ((P )x) > 0, óäîâëåòâîðÿåò λ(X) = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîëü ñêîðî P
åñòü Gδ ñ êîäîì c, ìîæíî ïðîâåðèòü (ïðèäåòñÿ ïîâîçèòüñÿ!), ÷òî X �
ìíîæåñòâî êëàññà ∆1

1(c). Ïîýòîìó X = Bκ äëÿ ïîäõîäÿùåãî êîäà κ ∈
BC ∩M ïî ñëåäñòâèþ 5.9.5. Ñëåäîâàòåëüíî, a 6∈ X ïî ñëó÷àéíîñòè.

Íî òîãäà b ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó (P )a λ-ìåðû 0 è, î÷åâèäíî, êëàññà
∆1

1(c, a) � ò. å. áîðåëåâñêîìó ìíîæåñòó ñ êîäîì èç M[a] îïÿòü ïî ñëåäñòâèþ
5.9.5. Èìååì ïðîòèâîðå÷èå ñî ñëó÷àéíîñòüþ b íàä M[a].

Ïðîáëåìà 11.6.7. Ïîñòðîèòü ïàðó âçàèìíî ñàêñîâñêèõ òî÷åê a, b ∈
NN íàä äàííîé ìîäåëüþ, ò. å. b äîëæíî áûòü ñàêñîâñêèì íàä M[a], è íà�
îáîðîò. (Ñì. îïðåäåëåíèå â êîíöå �9.6.) Ýòà êàæóùàÿñÿ ïðîñòîé çàäà÷à
îòêðûòà ñ 1960õ ãîäîâ.

�11.7 Åñëè íåñëó÷àéíûõ òî÷åê ìàëî, òî ìíîæå�

ñòâà âòîðîãî óðîâíÿ èçìåðèìû

Çäåñü ìû äîêàçûâàåì èìïëèêàöèè ⇐= â òåîðåìå 10.8.2, òåì ñà�
ìûì, è â ýêâèâàëåíòíîñòÿõ (ii)�(v) òåîðåìû 10.2.1 è (II)�(V) ñëåä�
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ñòâèÿ 10.2.2 (ñì. çàìå÷àíèå ïîñëå òåîðåìû 10.8.2) Óêàçàííûå ðåçóëü�
òàòû îñíîâàíû íà ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè:

Ëåììà 11.7.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a ∈ NN è I ÿâëÿåòñÿ L[a]-
àáñîëþòíûì σ-ccc-èäåàëîì. Êî âñÿêîìó Σ1

2(L[a])-ìíîæåñòâó X ⊆
NN íàéäåòñÿ áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî K ⊆ NN ñ êîäîì èç L[a] òà�
êîå, ÷òî X ∩ RandI L[a] = K ∩ RandI L[a], à ìíîæåñòâî K r X
ÿâëÿåòñÿ I -íóëåâûì.

Òàêèì îáðàçîì, êî âñÿêîìó ìíîæåñòâó X èç Σ1
2(L[a]) ñóùåñòâó�

åò áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî K ñ êîäîì èç BC ∩ L[a], ñîäåðæàùåå â
òî÷íîñòè òå æå òî÷êè èç RandI L[a], ÷òî è X , è âêëþ÷åííîå â X ñ
òî÷íîñòüþ äî I -íóëåâîãî ìíîæåñòâà.

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç Σ1
2(L[a]) îáîçíà÷åíî îáúåäèíåíèå âñåõ êëà-

ññîâ Σ1
2(p) , p ∈ L[a], ò. å. ðå÷ü èäåò î âñåõ ìíîæåñòâàõ, îïðåäåëèìûõ

Σ1
2 -ôîðìóëàìè ñ ïàðàìåòðàìè èç NN ∩ L[a]. Òàê æå ïîíèìàåòñÿ è

îáîçíà÷åíèå Π1
2 (L[a]), è, êàê îáû÷íî, ∆1

2(L[a]) = Σ1
2(L[a])∩Π1

2 (L[a]).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X = {x ∈ NN : Γ(x, z)}, ãäå z ∈ L[a] ∩
NN , Γ åñòü Σ1

2 -ôîðìóëà ∃ y ϑ(x, z, y), à ϑ � ôîðìóëà òèïà Π1
1 . Ñî�

ãëàñíî òåîðåìàì 5.9.1 è 8.6.2(i), ìû èìååì

x ∈ X ⇐⇒ â L[x, a] èñòèííî Γ(x, z) ⇐⇒ ∃ ξ < ω
L[a,x]
1 (x ∈ Xξ), (1)

ãäå Xξ = {x : ϑ(x, z,f ξ[x ã])}, à x ã ∈ NN îáîçíà÷àåò ¾ñøèâêó¿ òî÷åê
x è a, ò. å. (x ã)(2k) = x(k) è (x ã)(2k+ 1) = a(k) äëÿ âñåõ k . Ðàâåí�

ñòâî ω
L[a,x]
1 = ω

L[a]
1 òåîðåìû 11.3.3 ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü

ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ áîëüøîãî ìíîæåñòâà òî÷åê x:

äëÿ âñåõ x ∈ RandI L[a] : x ∈ X ⇐⇒ ∃ ξ < ω
L[a]
1 (x ∈ Xξ) . (2)

Òåïåðü îáîçíà÷èì ÷åðåç γ(T, x, a, z) ôîðìóëó

∀ y
(
ϕ(T, x ã, y) =⇒ ϑ(x, z, y)

)
,

ãäå ϕ åñòü Σ1
1 -ôîðìóëà äàâàåìàÿ òåîðåìîé 8.6.2(ii); òàêèì îáðàçîì,

ìû èìååì Xξ = {x : γ(T, x, a, z)} âñÿêèé ðàç êîãäà T ∈WFTξ .
Ïîëîæèì X ′ξ = Xξ ∩ L[a].
Ðàññóæäàåì âíóòðè êëàññà L[a].
Îïðåäåëèì C ′ = L[a] ∩ codI è I ′ = (I )L[a] . Ïî òåîðåìå àá�

ñîëþòíîñòè 5.9.1, èìååì X ′ξ = {x : γ(T, x, a, z)} (â L[a]) âñÿêèé ðàç,
êîãäà ξ < ω1 è T ∈ WFTξ ∩ L[a]. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå X ′ξ � ìíî�

æåñòâà êëàññà Π1
1 . Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 10.7.2, êàæäîå ìíîæåñòâî X

′
ξ

ÿâëÿåòñÿ I ′-èçìåðèìûì, ò. å. îòëè÷àåòñÿ îò íåêîòîðîãî áîðåëåâñêî�
ãî ìíîæåñòâà íà ìíîæåñòâî èç I ′ . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóþò êîäû
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κξ ∈ BC è dξ ∈ C ′ , äëÿ êîòîðûõ X ′ξ4Bκξ ⊆ Bdξ , äðóãèìè ñëîâàìè,
âûïîëíåíî äâîéíîå ñîîòíîøåíèå Bκξ rBdξ ⊆ X ′ξ ⊆ Bκξ ∪Bdξ .

Îäíàêî èäåàë I ′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2◦ â L[a] (ñîãëàñíî ñâîé�
ñòâó àáñîëþòíîñòè èäåàëà I ). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé

îðäèíàë ϑ < ω
L[a]
1 , ÷òî Bκξ r (

⋃
η<ϑBκη ) ∈ I ′ äëÿ âñåõ ξ ≥ ϑ.

Ðàññóæäàåì â óíèâåðñóìå âñåõ ìíîæåñòâ.

Ïîëîæèì Kξ = Bκξ è Dξ = Bdξ . Òîãäà Dξ ∈ I . Êðîìå òîãî, ïðè�
ìåíÿÿ òåîðåìó àáñîëþòíîñòè 5.9.1 ê ñîîòâåòñòâóþùèì ôîðìóëàì,

èìååì Xξ 4Kξ ⊆ Dξ äëÿ âñåõ ξ < ω
L[a]
1 , à òàêæå Kξ rK ∈ I äëÿ

âñåõ ξ ≥ ϑ, ãäå K =
⋃
η<ϑKη � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî ñ êîäîì èç

L[a]. Ïî îïðåäåëåíèþ RandI L[a], ïîëó÷èì

RandI L[a] ∩Xξ = RandI L[a] ∩Kξ

äëÿ âñåõ ξ < ω
L[a]
1 , è RandI L[a]∩Kξ ⊆ K ïðè ϑ ≤ ξ < ω

L[a]
1 . Òåïåðü

ðàâåíñòâî (X 4K) ∩RandI L[a] = ∅ ñëåäóåò èç (2), à

K rX ⊆
⋃
η<ϑ(Kη rXη) ⊆

⋃
η<ϑDη ,

òàê ÷òî K � èñêîìîå ìíîæåñòâî.

Òåïåðü ìû èìååì âñ¼ íåîáõîäèìîå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èìïëèêà�
öèé ⇐= òåîðåìû 10.8.2. Äëÿ óäîáñòâà ïîñëåäóþùèõ ññûëîê, ýòîò
ðåçóëüòàò ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå îòäåëüíîãî ñëåäñòâèÿ:

Ñëåäñòâèå 11.7.2. Â óñëîâèÿõ ëåììû 11.7.1:

(à) åñëè ìíîæåñòâî RandI L[a] I -ïîëíî, òî âñå ìíîæåñòâà
X ⊆ NN êëàññà Σ1

2(L[a]) I -èçìåðèìû;

(á) åñëè RandI L[a] ∩ Bc 6= ∅ äëÿ êàæäîãî áîðåëåâñêîãî Bc 6∈ I
ñ êîäîì èç L[a], òî âñå ìíîæåñòâà X ⊆ NN êëàññà ∆1

2(L[a])
I -èçìåðèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Ñîãëàñíî ëåììå 11.7.1, íàéäåòñÿ áîðåëåâ�
ñêîå ìíîæåñòâî K òàêîå ÷òî X ∩RandI L[a] = K ∩RandI L[a]. Åñëè
RandI L[a] ÿâëÿåòñÿ I -ïîëíûì òî ìíîæåñòâî X I -èçìåðèìî èáî
òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêîå K.

(á) Ðàññìîòðèì ïàðó âçÿèìíî äîïîëíèòåëüíûõ Σ1
2(a)-ìíîæåñòâ

X,Y ⊆ NN. Ñîãëàñíî ëåììå 11.7.1, ñóùåñòâóåò ïàðà áîðåëåâñêèõ ìíî�
æåñòâ U, V ⊆ NN , ñ êîäàìè èç L[a], òàêèõ ÷òî

X ∩RandI L[a] = U ∩RandI L[a] , è

Y ∩RandI L[a] = V ∩RandI L[a] ,
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à ìíîæåñòâà U r X è V r Y ÿâëÿþòñÿ I -íóëåâûìè. Îñòàåòñÿ ïî�
êàçàòü ÷òî äîïîëíåíèå W = NN r (U ∪ V ) ìíîæåñòâà U ∪ V åñòü
I -íóëåâîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü íàïðîòèâ, W 6∈ I . Ïîíÿòíî, ÷òî W
� òàêæå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî ñ êîäîì èç L[a]. Ñëåäîâàòåëüíî, â
íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ RandI L[a] ∩W . Êîëü
ñêîðî ìíîæåñòâà X,Y âçàèìíî äîïîëíèòåëüíû, òî÷êà x îáÿçàòåëüíî
ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç íèõ, ñêàæåì, ìíîæåñòâó X . Òîãäà x ∈ U ïî
âûáîðó U , ïðîòèâîðå÷èå. (ñëåäñòâèå)

(Òåîðåìû 10.8.2 è 10.2.1, ñëåäñòâèå 10.2.2)

Ëåììà 11.7.1, åñëè îñòàâèòü â ñòîðîíå çàêëþ÷åííîå â íåé òðåáî�
âàíèå, ÷òîáû KrX áûëî I -íóëåâûì ìíîæåñòâîì, äîïóñêàåò ñëåäó�
þùåå äàëåêî èäóùåå îáîáùåíèå.

Òåîðåìà 11.7.3. Â óñëîâèÿõ ëåììû 11.7.1, êî âñÿêîé ∈-ôîðìó-
ëå ϕ(x) ñ ïàðàìåòðàìè èç L[a] íàéäåòñÿ òàêîé áîðåëåâñêèé êîä
κ ∈ BC ∩ L[a], ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü

ϕ(x) èñòèííî â L[a, x] ⇐⇒ x ∈ Bκ

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ RandI L[a]. Ïîýòîìó, â òåõ æå
óñëîâèÿõ, åñëè ìíîæåñòâî RandI L[a] I -ïîëíî, òî ìíîæåñòâî

X = {x ∈ NN : ϕ(x) èñòèííî â L[a, x]}

I -èçìåðèìî.

Äðóãèìè ñëîâàìè, âî-ïåðâûõ, ëþáîå ìíîæåñòâî âèäà

X = {x ∈ NN : ϕ(x) èñòèííî â L[a, x]}

(ãäå ôîðìóëà ϕ èìååò ïàðàìåòðû òîëüêî èç L[a]) ñîâïàäàåò, ñ òî÷�
íîñòüþ äî òî÷åê íå ïðèíàäëåæàùèõ RandI L[a], ñ êàêèì-òî áîðåëåâ�
ñêèì ìíîæåñòâîì ñ êîäîì èç L[a], è âî-âòîðûõ, åñëè ïðè ýòîì ìíî�
æåñòâî RandI L[a] I -ïîëíî, òî X I -èçìåðèìî. Ýòî ïðèìåíèìî, íà�
ïðèìåð, äëÿ ìíîæåñòâ X êëàññà Σ1

2(a) èëè Π1
2 (a), òàê êàê òîãäà (ïî

òåîðåìå àáñîëþòíîñòè 5.9.1) ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû àáñîëþòíû
äëÿ L[a]. Î äðóãèõ ïðèëîæåíèÿõ ýòîé òåîðåìû áóäåò ñêàçàíî íèæå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷èòàåì ÷òî ϕ åñòü ϕ(z, x), ñ åäèíñòâåííûì
ïàðàìåòðîì z ∈ L[a]. (Ñþäà ëåãêî ñâîäèòñÿ ñëó÷àé ìíîãèõ ïàðàìåò�

ðîâ.) Îòíîøåíèå P
L[a]
I -âûíóæäåíèÿ íàä L[a] îáîçíà÷èì ÷åðåç ||−−.

Ïî òåîðåìå 9.3.2(iv), ìíîæåñòâî

D = {p ∈ PL[a]
I : p ||−− ϕ(z̆, aG) èëè p ||−− ¬ ϕ(z̆, aG)}
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ïëîòíî â P
L[a]
I è ïðèíàäëåæèò L[a]. Ñîãëàñíî ëåììå 11.2.6(iv), íàé�

äåòñÿ òàêîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî{pn : n ∈ N} ∈ L[a] óñëîâèé pn ∈ D ,
÷òî îáúåäèíåíèå

⋃
nBpn åñòü I -ïîëíîå ìíîæåñòâî. Ïîëîæèì

u = {n : pn ||−− ϕ(z̆, aG)} è v = Nr u = {n : pn ||−− ¬ ϕ(z̆, aG)} .

Òîãäà (ñì. ïðèìåð 5.7.5) ñóùåñòâóþò áîðåëåâñêèå êîäû κ =
∨
n∈u pn

è κ ′ =
∨
n∈v pn â BC ∩ L[a], äëÿ êîòîðûõ

Bκ =
⋃
n∈uBpn è Bκ ′ = NN rBκ =

⋃
n∈vBpn .

Ïîêàæåì, ÷òî κ � èñêîìûé êîä.
Ïóñòü x ∈ RandI L[a]. Òîãäà x ∈ Bκ ∪Bκ ′ . Åñëè x ∈ Bκ òî ìû

èìååì x ∈ Bpn äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ u. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî
òåîðåìå 11.3.3, èìååì x = aG äëÿ íåêîòîðîãî ãåíåðè÷åñêîãî íàä L[a]

ìíîæåñòâà G ⊆ P
L[a]
I � òîãäà G = Gx = {p ∈ PL[a]

I : x ∈ Bp}. Çíà÷èò
pn ∈ G = Gx , îòêóäà ïî îïðåäåëåíèþ ôîðñèíãà ñëåäóåò, ÷òî ôîðìó�
ëà ϕ(z̆[G], aG), ò. å. ôàêòè÷åñêè ôîðìóëà ϕ(z, x), èñòèííà â ìîäåëè
L[a,G] = L[a, x]. Åñëè x 6∈ Bκ òî òî÷íî òàê æå x ∈ Bκ ′ è ôîðìóëà
ϕ(z, x) ëîæíà â L[a, x].

Èñòîðè÷åñêèå è áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ

Òåîðåìà 11.1.1 ïðèíàäëåæèò Ëþáåöêîìó [32] è Ñîëîâåþ [167], à çàìå�
÷àíèå 11.1.2 � Ìýíñôèëäó [140].

Ññûëêè ïî òåîðåìàì 10.2.1 è 10.8.2 (è ñëåäñòâèþ 10.2.2), äîêàçàòåëü�
ñòâî êîòîðûõ íà÷àòî â ãëàâå 10 è çàêîí÷åíî â �11.1, �11.7, ïðèâåäåíû â
èñòîðè÷åñêèõ è áèáëèîãðàôè÷åñêèõ çàìå÷àíèÿõ ê ãëàâå 10.

Äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà I � èäåàë âñåõ ìíîæåñòâ ìåðû 0 ëèáî èäåàë âñåõ
òîùèõ ìíîæåñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðñèíãè PI áûëè ââåäåíû Ñîëîâååì
[166], âìåñòå ñ êîíöåïöèåé ñëó÷àéíûõ è êîýíîâñêèõ òî÷åê è îñíîâíûìè
êîíñòðóêöèÿìè èç �11.2�11.7, òàêèìè, êàê, íàïðèìåð, òåîðåìà 11.7.3. Î
ðàâíîñèëüíîñòè äâóõ îïðåäåëåíèé ôîðñèíãà Êîýíà (�11.5) ñì., íàïðèìåð,
â [166], îäíàêî òàì èñïîëüçîâàíû íåñêîëüêî èíûå ðàññóæäåíèÿ.
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Ãëàâà 12

Êîìáèíàòîðèêà

ôèíàëüíîãî

äîìèíèðîâàíèÿ

Ãëàâíîé çàäà÷åé ýòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 12.4.1
î òîì, ÷òî ãèïîòåçà LM(Σ1

2) âëå÷åò BP(Σ1
2), òàê ÷òî åñëè âñå Σ1

2-ìíî�
æåñòâà èçìåðèìû, òî âñå îíè èìåþò è ñâîéñòâî Áýðà. Ýòîò ðåçóëüòàò
îòìå÷åí îäíîé èç èìïëèêàöèé íà äèàãðàììå ñî ñòð. 135.

Ñóòü è òåõíè÷åñêàÿ ¾ïîäêëàäêà¿ ýòîãî íåîæèäàííîãî ðåçóëüòàòà
ñîâñåì íå â òîì, ÷òî èçìåðèìîñòü âîîáùå âëå÷åò ñâîéñòâî Áýðà â
ñêîëüêî-íèáóäü øèðîêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ � ýòî êàê ðàç íå òàê � à
â òîì, ÷òî ýòè äâà ñâîéñòâà, èìåííî äëÿ ìíîæåñòâ êëàññà Σ1

2 , ñâÿçà�
íû ñî ñâîéñòâàìè íåêîòîðûõ îòíîøåíèé ÷àñòè÷íîãî ïðåäïîðÿäêà èç
ãðóïïû ôèíàëüíûõ1 îòíîøåíèé. Ñþäà îòíîñÿòñÿ îòíîøåíèÿ ìåæäó
áåñêîíå÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè òîãî èëè èíîãî âèäà, õàðàêòå�
ðèçóåìûå òåì, ÷òî íåêîòîðîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïî÷òè âñåõ2

÷ëåíîâ çàäàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 12.4.1 òàêæå îïèðàåòñÿ è íà èäåè, ñâÿ�

çàííûå ñ òåîðåìîé 10.2.1.
Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû è ìåòîäû, êîòîðûå èçëàãàþòñÿ â ýòîé

ãëàâå, íàõîäÿò ïðèìåíåíèå ê èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ ðåãóëÿðíîñòè â
íåêîòîðûõ ñëîæíûõ ãåíåðè÷åñêèõ ìîäåëÿõ, î ÷åì ñì. â ãëàâå 14.

1 Èëè ýâåíòóàëüíûõ, îò eventual.
2 Íèæå ¾ïî÷òè âñå¿ îçíà÷àåò: âñå êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà.
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�12.1 Ôèíàëüíûå îòíîøåíèÿ

Ïóñòü f , g � ôóíêöèè ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ dom f = dom g =
N, ò. å. áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëå�
äóþùèå ôèíàëüíûå îòíîøåíèÿ.

f ≤∗ g îçíà÷àåò, ÷òî f(n) ≤ g(n) äëÿ ïî÷òè âñåõ n ∈ N; 3

f <∗ g îçíà÷àåò, ÷òî f(n) < g(n) äëÿ ïî÷òè âñåõ n ∈ N;
f ⊆∗ g îçíà÷àåò, ÷òî f(n) ⊆ g(n) äëÿ ïî÷òè âñåõ n ∈ N;
f ∈∗ g îçíà÷àåò, ÷òî f(n) ∈ g(n) äëÿ ïî÷òè âñåõ n ∈ N.

Èç íèõ, îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò îòíîøåíèå ôèíàëüíîãî äîìè�
íèðîâàíèÿ 4 ≤∗ íà ìíîæåñòâàõ âðîäå NN èëè RN . Äëÿ íåãî, ââîäèòñÿ
ñëåäóþùåå êëþ÷åâîå îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîñòè.

Îïðåäåëåíèå 12.1.1. Ïóñòü X ⊆ Y ⊆ NN. Ìíîæåñòâî X íàçû�
âàåòñÿ ôèíàëüíî îãðàíè÷åííûì â Y , åñëè íàéäåòñÿ y ∈ Y òàêîå, ÷òî
x ≤∗ y äëÿ âñåõ x ∈ X .

Ëåììà 12.1.2. Ëþáîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî X ⊆ NN ôèíàëüíî
îãðàíè÷åíî â NN .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X = {fn : n ∈ N}. Ïîëîæèì f(k) =
supn≤k fn(k). Ïîíÿòíî, ÷òî fn ≤∗ f äëÿ âñåõ n.

Äëÿ îáû÷íîãî äîìèíèðîâàíèÿ, ò. å. îòíîøåíèÿ f ≤ g êîãäà f(n) ≤
g(n) äëÿ âñåõ n, òàêàÿ ëåììà, êîíå÷íî, íå èìååò ìåñòà.

Ìû ïîêàæåì íèæå, êàê ãèïîòåçà BP(Σ1
2) (êîòîðàÿ, íàïîìíèì,

ãîâîðèò, ÷òî âñå Σ1
2-ìíîæåñòâà èìåþò ñâîéñòâî Áýðà) ñâÿçàíà ñ ôè�

íàëüíîé îãðàíè÷åííîñòüþ ìíîæåñòâ âèäà L[a]∩NN â NN, à ãèïîòåçà
LM(Σ1

2) (âñå Σ1
2-ìíîæåñòâà èçìåðèìû) ñâÿçàíà ñî ñâîéñòâàìè ôè�

íàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè íà ñëåäóþùèõ äâóõ ìíîæåñòâàõ:

− ìíîæåñòâî `1 = {x ∈ Q+
N :
∑
n∈N x(n) <∞}, ãäå, êàê îáû÷íî,

Q+ = {q ∈ Q : q ≥ 0} � ïîëîæèòåëüíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà;

− ñîâîêóïíîñòü S âñåõ ôóíêöèé ϕ, îïðåäåëåííûõ íà N, ïðèíè�
ìàþùèõ êîíå÷íûå ìíîæåñòâà (ëþáîãî âèäà) â êà÷åñòâå ñâîèõ

çíà÷åíèé, è óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó
∑
n

#ϕ(n)
(n+1)2 <∞.5

Ôóíêöèè èç S ìîæíî íàçûâàòü ìåäëåííûìè (ò. å. ðàñòóùèìè äîñòà�

òî÷íî ìåäëåííî ÷òîáû íå íàðóøèòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
∑
n

1
(n+1)2 ).

3 Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè f , g ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â êàêîì-òî
ôèêñèðîâàííîì óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå, íàïðèìåð, N èëè R.

4 Â àíãëîÿçû÷íûõ ðàáîòàõ, ¾eventual domination¿.
5 Êàê îáû÷íî, #u îáîçíà÷àåò ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà u.
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Ëåììà 12.1.3. Åñëè ϕ ∈ S , òî
∑
n

1
#ϕ(n)

= +∞, ò. å. ôóíê�

öèÿ g(n) = 1
#ϕ(n)

íå ïðèíàäëåæèò `1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì U = {n : #ϕ(n) ≥ n+1}. Òîãäà∑
n∈U

1
n+1

≤
∑
n∈U

#ϕ(n)
(n+1)2 < ∞ ,

ñëåäîâàòåëüíî,
∑
n 6∈U

1
n+1

=∞. Îòñþäà è
∑
n 6∈U

1
#ϕ(n)

=∞.

Íèæå â ýòîé ãëàâå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ õîðîøî
èçâåñòíóþ èç àíàëèçà è òåîðèè ìåðû ëåììó Áîðåëÿ � Êàíòåëëè, çà
äîêàçàòåëüñòâîì êîòîðîé ìû îòñûëàåì ê ñîîòâåòñòâóþùèì ââîäíûì
êóðñàì ïî ýòèì äèñöèïëèíàì.

Íàïîìíèì, ÷òî lim supn∈NAn =
⋂
n

⋃
m≥nAm � âåðõíèé ïðåäåë

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ An , êîòîðûé ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê,
ïðèíàäëåæàùèõ áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó ìíîæåñòâ An .

Ëåììà 12.1.4 (ëåììà Áîðåëÿ � Êàíòåëëè). Ïóñòü µ � âåðîÿò�
íîñòíàÿ ìåðà íà ïîëüñêîì ïðîñòðàíñòâå X, è A = lim supn∈NAn ,
ãäå âñå ìíîæåñòâà An ⊆ X µ-èçìåðèìû. Òîãäà

(i) åñëè
∑
n µ(An) < +∞ òî µ(A) = 0 ;

(ii) åñëè âñå ìíîæåñòâà An ñîâìåñòíî íåçàâèñèìû â ñìûñëå ìåðû
µ è ðÿä

∑∞
n=1 µ(An) ðàñõîäèòñÿ, òî µ(A) = 1.

Ñîâìåñòíàÿ íåçàâèñèìîñòü îçíà÷àåò çäåñü, ÷òî äëÿ ëþáîãî êî�
íå÷íîãî íàáîðà ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ ni ∈ N âûïîëíåíî ðà�
âåíñòâî µ(An1 ∩ · · · ∩Anj ) =

∏j
i=1 µ(Ani).

Óïðàæíåíèå 12.1.5. Äîêàæèòå ñëåäóþùèé àíàëîã 12.1.2: ëþ�
áîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî X ⊆ `1 ôèíàëüíî îãðàíè÷åíî â `1 .

�12.2 Ôèíàëüíîå äîìèíèðîâàíèå è ìåðà

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Áàðòîøèíñêîãî [63] ñâÿçûâàåò ïðîáëåìó èç�
ìåðèìîñòè Σ1

1-ìíîæåñòâ ñ ãèïîòåçàìè ôèíàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè
ìíîæåñòâ âèäà L[a] ∩ NN è L[a] ∩ `1 , ãäå a ∈ NN , ïðè ïîìîùè ïîñëå�
äîâàòåëüíîñòåé èç S è, ñîîòâåòñòâåííî, èç `1 .

Òåîðåìà 12.2.1. Ãèïîòåçà LM(Σ1
2) îá èçìåðèìîñòè âñåõ Σ1

2-
ìíîæåñòâ ðàâíîñèëüíà ëþáîìó èç ñëåäóþùèõ äâóõ óòâåðæäåíèé:

(i) ∀a ∈ NN ∃ϕ ∈ S (x ∈∗ ϕ äëÿ âñåõ x ∈ L[a] ∩ NN) ;

(ii) ∀a ∈ NN (ìíîæåñòâî L[a] ∩ `1 ôèíàëüíî îãðàíè÷åíî â `1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàçûâàåì òåîðåìó ïî ñõåìå

LM(Σ1
2) =⇒ (i) =⇒ (ii) =⇒ LM(Σ1

2).

×àñòü 1: èìïëèêàöèÿ LM(Σ1
2) =⇒ (i). Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæå�

íèå 〈i, j〉 7→ ddi, jee (ñì. îïðåäåëåíèå 4.2.1) ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíîé áè�
åêöèåé èç N2 íà N. Ôèêñèðóåì òî÷êó a ∈ NN . Íàøà çàäà÷à íà ýòîì
ýòàïå äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ
ϕ ∈ S , ÷òî x ∈∗ ϕ äëÿ âñåõ x ∈ L[a] ∩ NN .

Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó µ íà 2N, çàäàííóþ òåì, ÷òî
êàæäîå ìíîæåñòâî Aij = {b ∈ 2N : b(ddi, jee) = 1} óäîâëåòâîðÿåò ðà�
âåíñòâó µ(Aij) = (i+1)−2, è ýòè ìíîæåñòâà ñîâìåñòíî íåçàâèñèìû â

ñìûñëå ìåðû µ. Åñëè x ∈ NN , òî ïóñòü Gx = lim supi→∞Ai,x(i) =⋂
i

⋃
j≥iAi,x(i) . Òîãäà ìû èìååì µ(Gx) = 0 ïî ëåììå Áîðåëÿ � Êàí�

òåëëè 12.1.4(i), òàê êàê
∑
i µ(Ai,x(i)) =

∑
i(i+1)−2 <∞.

Èç ïðåäïîëîæåíèÿ LM(Σ1
2) ñëåäóåò, ïî òåîðåìå 10.2.1, ÷òî ìíîæå�

ñòâî Rand L[a] âñåõ òî÷åê, ñëó÷àéíûõ íàä L[a], óäîâëåòâîðÿåò íåðà�
âåíñòâó λ(Rand L[a]) = 1. Îòñþäà, óæå äëÿ ìåðû µ, ïîëó÷àåì ðà�
âåíñòâî µ(RandµL[a]) = 1, ñîãëàñíî òåîðåìå 10.5.3(iii). Çíà÷èò, íàé�
äåòñÿ çàìêíóòîå ìíîæåñòâî B ⊆ RandµL[a] ïîëîæèòåëüíîé µ-ìåðû.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè x ∈ L[a] ∩ NN , òî Gx � áîðåëåâñêîå (äàæå Gδ)
ìíîæåñòâî ñ êîäîì èç L[a], ïðè÷åì µ(Gx) = 0, ñì. âûøå. Ïîýòîìó
RandµL[a]∩Gx = ∅, à çíà÷èò è B ∩Gx = ∅, äëÿ âñåõ x ∈ L[a]∩NN .

Ïîíÿòíî, ÷òî T = {b �m : b ∈ B ∧m ∈ N} ⊆ 2<ω � ñîâåðøåííîå
äåðåâî, ïðè÷åì B = [[T ]] = {b ∈ 2N : ∀m (b � m ∈ T )}, è ìîæíî íå
îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ïðåäïîëàãàòü ÷òî íåðàâåíñòâî µ([s] ∩ B) > 0
âûïîëíåíî äëÿ âñåõ êîðòåæåé s ∈ T , ãäå, íàïîìíèì, åñëè s ∈ 2<ω òî
[s] = {b ∈ 2N : s ⊂ b} � ¾êàíòîðîâ èíòåðâàë¿ â 2N .

Óòâåðæäàåòñÿ ÷òî ìíîæåñòâî ϕs(i) = {j :B∩ [s]∩Aij = ∅} êîíå÷�
íî ïðè s ∈ T è i ∈ N. Â ñàìîì äåëå, åñëè j ∈ fs(i) òî B∩[s] ⊆ 2NrAij ,
ïîýòîìó, êîëü ñêîðî ìíîæåñòâà Aij , i ∈ ϕs(i), íåçàâèñèìû â ñìûñ�

ëå ìåðû è èìåþò êàæäîå îäíó è òó æå ìåðó 1
(i+1)2 , ìû èìåëè áû

µ(B ∩ [s]) = 0 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìíîæåñòâî ϕs(i) áåñêîíå÷íî.
Òåïåðü ìû óòâåðæäàåì, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ ϕs ÿâëÿåòñÿ ìåä�

ëåííûì îòîáðàæåíèåì, ò. å.
∑
i

#ϕs(i)
(i+1)2 <∞. Â ñàìîì äåëå,

∑
i

#ϕs(i)
(i+1)2 =

∑
i∈N, j∈ϕs(i)

1
(i+1)2 =

∑
i∈N, j∈ϕs(i) µ(Aij) .

Ïîýòîìó åñëè
∑
i

#ϕs(i)
(i+1)2 =∞ òî ñîãëàñíî ëåììå Áîðåëÿ � Êàíòåëëè

12.1.4(ii) ìû ïîëó÷àåì µ(lim supi∈N , j∈ϕs(i)Aij) = 1, íî ñ äðóãîé ñòî�
ðîíû ìíîæåñòâî B ∩ [s] ïîëîæèòåëüíîé ìåðû íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ Aij
ïðè j ∈ ϕs(i), è ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, ϕs ∈ S äëÿ âñåõ s.
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Äàëåå, óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò îäíà òàêàÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈
S , ÷òî ϕs ⊆∗ ϕ, êàêîâ áû íè áûë êîðòåæ s ∈ T . Ïðåæäå âñåãî,
ïðè ëþáîì k, ôóíêöèÿ ϕk(i) =

⋃
s∈T, lh s≤k ϕs(i) � ìåäëåííàÿ, êàê

êîíå÷íàÿ ñóììà ìåäëåííûõ ôóíêöèé ϕs . Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò âîç�
ðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë m0 < m1 < m2 < · · · òàêàÿ
÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∑
i>mk

#ϕk(i)
(i+1)2 ≤ 1

(k+1)2 . Îñòàåòñÿ îïðå�

äåëèòü ϕ(i) = ϕk(i) ïðè mk ≤ i < mk+1 .
Ïîêàæåì ÷òî ϕ � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷�

êó x ∈ L[a] ∩ NN . Òîãäà B ∩Gx = ∅ (ñì. âûøå).

Ëåììà 12.2.2. Íàéäóòñÿ êîðòåæ s ∈ T è ÷èñëî j , äëÿ êîòî�
ðûõ B ∩ [s] ∩ (

⋃
i≥j Ai,x(i)) = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî (ëåììà). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. ïóñòü
B ∩ [s] ∩ (

⋃
i≥j Ai,x(i)) 6= ∅ äëÿ âñåõ s ∈ T è j ∈ N. Ìû ïîñòðîèì ïî�

ñëåäîâàòåëüíîñòü êîðòåæåé s0 ⊂ s1 ⊂ s2 ⊂ . . . èç T è íàòóðàëüíûõ
÷èñåë i0 < i1 < i2 < . . . , äëÿ êîòîðûõ

(∗) [sn] ⊆ Ain,x(in) è B ∩ [sn] ∩Ain,x(in) 6= ∅ äëÿ âñåõ n.

Åñëè ýòî âûïîëíåíî, òî òî÷êà b =
⋃
n sn ∈ 2N ïðèíàäëåæèò ìíîæå�

ñòâó B∩
⋂
nAin,x(in) ⊆ B∩Gx , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó B∩Gx =

∅. Èòàê, îñòàåòñÿ âûïîëíèòü óêàçàííîå ïîñòðîåíèå.
Äëÿ íà÷àëà ïîñòðîåíèÿ, çàìåòèì, ÷òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ ïðîòèâ�

íîãî, ïðè s = Λ, íàéäåòñÿ èíäåêñ i0 , äëÿ êîòîðîãî B ∩Ai0,x(i0) 6= ∅.
Îäíàêî ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâî Ain+1,x(in+1) îòêðûòî-çàìêíóòî.
Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ êîðòåæ s0 ∈ 2<ω òàêîé, ÷òî [s0] ⊆ Ai0,x(i0) ,
è âñ¼ åùå B ∩ [s0] ∩Ai0,x(i0) 6= ∅.

Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî êîðòåæ sn ∈ T è èíäåêñ in óæå ïîñòðîå�
íû, òàê ÷òî óñëîâèå (∗) âûïîëíåíî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ïðîòèâíîãî,
íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ in+1 > in , ÷òî B ∩ [sn]∩Ain+1,x(in+1) 6= ∅. Íî
ìíîæåñòâî Ain+1,x(in+1) ñàìî îòêðûòî-çàìêíóòî. Ñëåäîâàòåëüíî, íàé�
äåòñÿ êîðòåæ sn+1 ∈ 2<ω òàêîé, ÷òî sn ⊂ sn+1 , [sn+1] ⊆ Ain+1,x(in+1) ,
è B ∩ [sn+1] ∩Ain+1,x(in+1) 6= ∅, ÷òî è òðåáîâàëîñü. (ëåììà)

Íî åñëè s è j òàêîâû, êàê â ëåììå, òî ïî îïðåäåëåíèþ x(i) ∈ ϕs(i)
äëÿ âñåõ i ≥ j , òàê ÷òî x ∈∗ ϕs ⊆∗ ϕ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

×àñòü 2: èìïëèêàöèÿ (i) =⇒ (ii). Îïÿòü ôèêñèðóåì òî÷êó a ∈ NN .
Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ h ∈ `1 , óäîâëåòâîðÿþùóþ íåðàâåíñòâó
x ≤∗ h äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ L[a] ∩ `1 .

Äëÿ íà÷àëà, âûáåðåì ôóíêöèþ ϕ ∈ S , ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ
ñðåäè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ u ⊆ N, â ñîãëàñèè ñ ïðåäïîëîæåíèåì (i),
òàê ÷òî x ∈∗ ϕ äëÿ âñåõ x ∈ L[a] ∩ NN . Ïîëîæèì y(n) = supϕ(n) ,
∀n � òîãäà y ∈ NN è x ≤∗ y äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ L[a] ∩ NN . Ýòèì,
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îäíàêî, çàäà÷à íå ðåøåíà: â ñàìîì äåëå, ïîñòðîåíèåì íèêàê íå ãà�
ðàíòèðîâàíî, ÷òî y ∈ `1 .

Ïóñòü òåïåðü f ∈ L[a]∩`1 . Ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà yf ∈ L[a]∩NN ,
÷òî

∑
i≥yf (n) f(i) ≤ 2−n äëÿ âñåõ n. Ïðè ýòîì yf ≤∗ y ïî âûáîðó y .

Äàëåå, åñëè f ∈ L[a] ∩ `1 è n ∈ N òî îïðåäåëèì êîðòåæ

f ′(n) = f � [y(n), y(n+1)) = 〈f(y(n)), f(y(n) + 1), . . . , f(y(n+1)− 1)〉

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ò. å. ïîëó÷àåòñÿ ôóíêöèÿ f ′ ∈ L[a, y], f ′ : N→
Q<ω+ . Ïðèìåíÿÿ ïðåäïîëîæåíèå (i) íàä ìîäåëüþ L[a, y], ìû íàõîäèì
òàêóþ ôóíêöèþ ψ ∈ S , ÷òî f ′ ∈∗ ψ äëÿ ëþáîé f ∈ L[a] ∩ `1 .

Òîãäà
∑
n

#ψ(n)
(n+1)2 < ∞, òàê ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî #ψ(n) ≤ n2

äëÿ âñåõ n. Óäàëèì èç êàæäîãî çíà÷åíèÿ ψ(n) � à ýòî êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî � âñå òå åãî ýëåìåíòû, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ êîðòåæà�
ìè âèäà s : [y(n), y(n+1)) → Q+ , óäîâëåòâîðÿþùèìè íåðàâåíñòâó∑
y(n)≤i<y(n+1) s(i) ≤ 2−n , è ïóñòü χ(n) ⊆ ψ(n) � ïîëó÷åííîå ìåíü�

øåå ìíîæåñòâî; âñ¼ åùå #χ(n) ≤ n2 äëÿ âñåõ n.

Ëåììà 12.2.3. Åñëè f ∈ L[a] ∩ `1 , òî f ′ ∈∗ χ.

Äîêàçàòåëüñòâî (ëåììà). Ìû èìååì yf ≤∗ y , òàê ÷òî yf (n) ≤
y(n) äëÿ ïî÷òè âñåõ n, è ïîòîìó

∑
i≥y(n) f(i) ≤ 2−n äëÿ ïî÷òè âñåõ n,

è òåì áîëåå
∑
y(n)≤i<y(n+1) f(i) ≤ 2−n äëÿ ïî÷òè âñåõ n. À ñ äðóãîé

ñòîðîíû, f ′ ∈∗ ψ , ò. å. f ′(n) = f � [y(n), y(n+1)) ∈ ψ(n) äëÿ ïî÷òè
âñåõ n. Îòñþäà è ñëåäóåò èñêîìûé ðåçóëüòàò. (ëåììà)

Ïðîäîëæàÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû (÷àñòü 2), ïîëîæèì h(i) =
sups∈χ(n) s(i) ïðè y(n) ≤ i < y(n+1). Â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ,∑

i h(i) ≤
∑
n

∑
s∈χ(n)

∑
y(n)≤i<y(n+1) s(i) ≤

∑
n n

2 2−n <∞,

òàê ÷òî h ∈ `1. Ìû óòâåðæäàåì òåïåðü, ÷òî f ≤∗ h äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè f ∈ L[a] ∩ `1 . Â ñàìîì äåëå, ïðåæäå âñåãî, f ′ ∈∗ χ ïî
ëåììå, òàê ÷òî f � [y(n), y(n+1)) ∈ χ(n) äëÿ ïî÷òè âñåõ n � à òîãäà,
î÷åâèäíî, f(i) ≤ h(i) äëÿ ïî÷òè âñåõ n è âñåõ i èç èíòåðâàëà y(n) ≤
i < y(n+1), îòêóäà f ≤∗ h.

×àñòü 3: èìïëèêàöèÿ (ii) =⇒ LM(Σ1
2). Çäåñü ñíà÷àëà äîêàçûâà�

åòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà, èìåþùàÿ äåëî ñ òîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé λ
íà 2N , êîòîðàÿ îïðåäåëåíà â ïðèìåðå 6.1.1.

Ëåììà 12.2.4. Åñëè X ⊆ 2N , λ(X) = 0, è εn ∈ R , εn > 0 äëÿ
âñåõ n ∈ N, òî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòêðûòî-çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ Cn ⊆ 2N òàêàÿ ÷òî λ(Cn) < εn è X ⊆ lim supn Cn .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, íàéäåòñÿ ñèñòåìà êàíòîðîâûõ
èíòåðâàëîâ Ikl ⊆ 2N , äëÿ êîòîðîé X ⊆

⋂
k

⋃
l Ikl è

∑
l λ(Ikl) <

ε02−k−1 äëÿ âñåõ k . Ïåðåíóìåðóåì èíòåðâàëû: ïóñòü {Jn : n ∈ N} =
{Ikl : k, l ∈ N}. Òîãäà

∑
n λ(Jn) < ε0 è X ⊆ lim supn Jn.

Òåïåðü ïîëîæèì, äëÿ ëþáîãî n, kn = min{k :
∑
m≥k λ(Jm) ≤ εn}

è Cn =
⋂
kn≤k<kn+1

Jk � ýòî äîêàçûâàåò ëåììó. (ëåììà)

Ïðèñòóïàÿ ê äîêàçàòåëüñòâó èìïëèêàöèè (ii) =⇒ LM(Σ1
2) â òåî�

ðåìå, ìû âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå a ∈ NN è äîêàæåì ÷òî âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî λ(Rand L[a]) = 1 � ýòîãî äîñòàòî÷íî ïî òåîðåìå 10.2.1.
Â êàæäîì êëàññå âèäà L[a] , a ∈ NN, âåðíà êîíòèíóóì-ãèïîòåçà (ñì.
�8.4), à ïîòîìó èìååòñÿ ïåðå÷èñëåíèå â âèäå {Xξ : ξ < ω1} âñåõ áîðå�
ëåâñêèõ ìíîæåñòâ X ⊆ 2N λ-ìåðû 0, èìåþùèõ êîäû â L[a]. Íàì æå
òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî λ(

⋃
ξXξ) = 0.

Íàïîìíèì, ÷òî, âñëåäñòâèå êîìïàêòíîñòè, êàæäîå îòêðûòî-çàìê-
íóòîå ìíîæåñòâî C ⊆ 2N ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì îáúåäèíåíèåì êàíòî�
ðîâûõ èíòåðâàëîâ [s] = {a ∈ 2N : s ⊂ a} , s ∈ 2<ω. Ïîýòîìó ÷èñ�
ëî âñåõ îòêðûòî-çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ C ⊆ 2N ñ÷åòíî. Ôèêñèðóåì
ïåðå÷èñëåíèå {Cn : n ∈ N} âñåõ îòêðûòî-çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ
2N , êîòîðîå î÷åâèäíûì îáðàçîì âîçíèêàåò èç íåêîòîðîãî ðåêóðñèâ�
íîãî ïåðå÷èñëåíèÿ êîðòåæåé èç 2<ω. Èñïîëüçóÿ ëåììó 12.2.4 â L[a],
ìû íàõîäèì, êî âñÿêîìó ξ < ω1 , òàêóþ òî÷êó xξ ∈ L[a] ∩ NN , ÷òî
Xξ ⊆ lim supn Cxξ(n) è λ(Cxξ(n)) < 2−n äëÿ âñåõ n. Ïîëîæèì fξ(k) =
λ(Ck) â ñëó÷àå êîãäà k ∈ ranxξ = {xξ(n) : n ∈ N}, à èíà÷å fξ(k) = 0.
Òîãäà âñå fξ ïðèíàäëåæàò `1 ∩L[a], òàê ÷òî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ (ii),
íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ `1 , ÷òî fξ ≤∗ f äëÿ ëþáîãî èíäåêñà ξ .

Ïîëîæèì K = {k : f(k) ≥ λ(Ck)}, è ïóñòü x ∈ NN îñóùåñòâëÿåò
ïåðå÷èñëåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà K â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî

∑
n λ(Cx(n)) =

∑
k∈K λ(Ck) ≤

∑
k f(k) < ∞ (ïîñêîëü�

êó f ∈ `1), îòêóäà, ïî ëåììå Áîðåëÿ � Êàíòåëëè 12.1.4, ñëåäóåò, ÷òî
ìíîæåñòâî X = lim supn Cx(n) óäîâëåòâîðÿåò λ(X) = 0.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî Xξ ⊆ X ïðè ëþáîì ξ < ω1 . Ïóñòü
z ∈ Xξ . Òîãäà ìíîæåñòâî Kξ = {k ∈ ranxξ : z ∈ Ck} áåñêîíå÷íî,
ïðè÷åì λ(Ck) = fξ(k) ≤ f(k) äëÿ ïî÷òè âñåõ k ∈ Kξ, òàê ÷òî, ïî
îïðåäåëåíèþ K, ìíîæåñòâî {k ∈ K : z ∈ Ck} áåñêîíå÷íî. Îòñþäà
ñëåäóåò z ∈ X, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

(òåîðåìà 12.2.1)

�12.3 Ôèíàëüíîå äîìèíèðîâàíèå è êàòåãîðèÿ

Èç íåñêîëüêèõ èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñâîéñòâà BP(Σ1
2), àíà�

ëîãè÷íûõ òåîðåìå 12.2.1 (ñì. îáçîð â [64, 2.2 è 2.4]), äëÿ íàñ íàèáîëåå
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ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [64, 9.3.3], ñîåäèíÿþùàÿ â ñåáå íåñêîëü�
êî îòäåëüíûõ áîëåå ðàííèõ ðåçóëüòàòîâ.

Òåîðåìà 12.3.1. Ïðåäïîëîæèì BP(∆1
2). Òîãäà áîëåå ñèëüíàÿ

ãèïîòåçà BP(Σ1
2) ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî âèäà

L[a] ∩ NN , a ∈ NN, ôèíàëüíî îãðàíè÷åíî â NN.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×àñòü 1. Äîïóñòèì ÷òî âûïîëíåíà ãèïîòåçà
BP(Σ1

2), è ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó a ∈ NN. Ñîãëàñíî òåîðå�
ìå 10.2.1, ìíîæåñòâî CohL[a] âñåõ òî÷åê, êîýíîâñêèõ íàä L[a], ÿâëÿ�
åòñÿ êîòîùèì â ïðîñòðàíñòâå NN . Åñëè f ∈ NN , òî ïîëîæèì

f ′(k) = 1 + max
i≤k

f(i) äëÿ âñåõ k , è Φ(f) = {x ∈ NN : x ≤∗ f ′}.

Óïðàæíåíèå 12.3.2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè y ∈ NN òî ìíîæåñòâî
{x ∈ NN : x ≤∗ y} � áîðåëåâñêîå, äàæå êëàññà ∆1

1(y), è òîùåå.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Φ(f) � òîùåå ïðè ëþáîì f . Áîëåå
òîãî, åñëè f ∈ L[a]∩NN , òî Φ(f) � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî ñ êîäîì èç
L[a] ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5.9.5, òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïî îïðåäåëåíèþ
Φ(f) ∩ CohL[a] = ∅. Îäíàêî ïî ïðåäïîëîæåíèþ ìíîæåñòâî CohL[a]
ÿâëÿåòñÿ êîòîùèì. Çíà÷èò, íàéäåòñÿ Fσ-ìíîæåñòâî Z =

⋃
n Zn ⊆ NN

òàêîå ÷òî êàæäîå Zn � çàìêíóòîå è íèãäå íå ïëîòíîå ìíîæåñòâî, è
Φ(f) ⊆ Z äëÿ âñåõ f ∈ L[a] ∩ NN.

Èñïîëüçóÿ ýòî ìíîæåñòâî Z , ìû îïðåäåëèì, èíäóêöèåé ïî n, ÷èñ�
ëî kn ∈ N è êîðòåæ sn ∈ N<ω ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïîëîæèì k0 = 0.
Äîïóñòèì, ÷òî çíà÷åíèå kn óæå îïðåäåëåíî. Êîëü ñêîðî ìíîæå�

ñòâà Zj íèãäå íå ïëîòíû, íàéäåòñÿ òàêîé êîðòåæ s ∈ N<ω , ÷òî ìû
èìååì [t∧s] ∩ Zj = ∅ âñÿêèé ðàç êîãäà j ≤ n, à êîðòåæ t ∈ N<ω

óäîâëåòâîðÿåò lh t = kn è ran t ⊆ [0, kn). (Çäåñü [t∧s] = {x ∈ NN :
t∧s ⊂ x} � óæå, åñòåñòâåííî, áýðîâñêèé èíòåðâàë â NN .) Âîçüìåì â
êà÷åñòâå sn îäèí èç òàêèõ êîðòåæåé s ∈ N<ω, è îïðåäåëèì

kn+1 = kn + 1 + lh sn + max sn , ãäå max sn = max
i<lh sn

sn(i) ,

÷åì è çàêàí÷èâàåòñÿ èíäóêòèâíûé øàã îïðåäåëåíèÿ sn è kn .
Òåïåðü, åñëè n ∈ N, òî ïîëîæèì h(n) = max sn , è äîêàæåì, ÷òî

íåðàâåíñòâî f ≤∗ h âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé òî÷êè f ∈ L[a] ∩ NN .
Ïóñòü íàïðîòèâ, f ∈ L[a] ∩ NN , íî N = {n : f(n) > h(n)} � áåñ�

êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü N = {nj : j ∈ N} � ïåðå÷èñëåíèå ìíîæå�

ñòâà N â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Îïðåäåëèì òî÷êó z ∈ NN ðàâåíñòâîì

z = u0
∧sn0

∧u1
∧sn1

∧ . . . ∧uj
∧snj . . . ,
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ãäå uj � êîðòåæ èç knj − knj−1 − lh snj−1 íóëåé (èëè ïðîñòî èç kn0

íóëåé ïðè j = 0), òàê ÷òî ïåðåä êàæäûì áëîêîì snj âñåãäà ñòîèò
êîðòåæ â òî÷íîñòè èç knj íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Îòñþäà ñëåäóåò, ïî
îïðåäåëåíèþ sn , ÷òî ïðè ëþáîì j êîðòåæ σj = u0

∧sn0
∧ . . . ∧uj

∧snj
óäîâëåòâîðÿåò [σn] ∩ Zn = ∅, è ïîýòîìó òî÷êà z íå ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó Z =

⋃
n Zn .

Ïî âûáîðó Z , äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ îñòàåòñÿ äîêàçàòü,
÷òî z ∈ Φ(f), äðóãèìè ñëîâàìè, z ≤∗ f ′ . Ïî ïîñòðîåíèþ, êàæäîå
çíà÷åíèå z(m) åñòü ëèáî 0 ëèáî ÷èñëî âèäà sni(`), ãäå ` < lh sni è
m = kni + `, òàê ÷òî kni ≤ m < kni + lh sni . Âî âòîðîì ñëó÷àå, ìû
èìååì

z(m) ≤ max sni = h(ni) < f(ni)︸ ︷︷ ︸
òàê êàê ni ∈ N

≤ f ′(m) ,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

×àñòü 2. Îáðàòíî, äîïóñòèì ÷òî âûïîëíåíà ãèïîòåçà BP(∆1
2), è

êàæäîå ìíîæåñòâî âèäà L[a] ∩ NN , a ∈ NN, ôèíàëüíî îãðàíè÷åíî
â NN. Ôèêñèðóåì a ∈ NN , è äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî CohL[a] �
êîòîùåå; ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ LM(Σ1

2) ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 10.2.2.

Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî, îïÿòü ñîãëàñíî 10.2.2, CohL[a] 6= ∅;
ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó b ∈ CohL[a]. Ïóñòü C � ìíîæåñòâî
âñåõ òàêèõ òî÷åê c ∈ L[a]∩NN , ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå çàìêíóòîå ìíî�
æåñòâî F[c] = NNr

⋃
c(n)=1[c] (ñì. �5.7À) íèãäå íå ïëîòíî â NN . Òîãäà

b 6∈
⋃
c∈C F[c] ïî òåîðåìå 10.4.2.

Äàëåå, ìíîæåñòâî X âñåõ òàêèõ òî÷åê x ∈ NN , ÷òî x(n) = b(n)
äëÿ ïî÷òè âñåõ n, ñ÷åòíî; ïóñòü X = {xn : n ∈ N} � ïåðå÷èñëåíèå åãî
ýëåìåíòîâ â L[a, b]. Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî X ∩ F[c] = ∅
äëÿ ëþáîãî c ∈ C . ×åðåç hc(n) îáîçíà÷èì íàèìåíüøåå òàêîå ÷èñëî k ,
÷òî áýðîâñêèé èíòåðâàë [xn � k] íå ïåðåñåêàåò çàìêíóòîå ìíîæåñòâî
F[c]. Òàêèì îáðàçîì, hc ∈ L[a, b] ∩ NN .

Îäíàêî â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìíîæåñòâî L[a, b]∩NN ôèíàëü�
íî îãðàíè÷åíî, ò. å. íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà z ∈ NN , ÷òî hc ≤∗ z äëÿ
êàæäîé òî÷êè c ∈ C . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîå Gδ-ìíîæåñòâî
G =

⋂
m

⋃
n≥m[xn � z(n)] íå ïåðåñåêàåò F[c] ïðè c ∈ C , ñëåäîâàòåëü�

íî, âêëþ÷åíî â CohL[a] ïî òåîðåìå 10.4.2.

�12.4 Èçìåðèìîñòü âëå÷åò ñâîéñòâî Áýðà äëÿ

Σ1
2-ìíîæåñòâ

Çäåñü äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � ãëàâíûé ðåçóëüòàò ýòîé
ãëàâû, îòìå÷åííûé îäíîé èç ñòðåëîê-èìïëèêàöèé íà äèàãðàììå ñî
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ñòð. 135. Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðåçóëüòàòà ëåæàò ïðåäøå�
ñòâóþùèå òåîðåìû 12.2.1 è 12.3.1.

Òåîðåìà 12.4.1 (Ðàéçîíüå è Ñòåðí [155]). Ãèïîòåçà LM(Σ1
2)

âëå÷åò BP(Σ1
2), ò. å. åñëè âñå Σ1

2-ìíîæåñòâà èçìåðèìû òî âñå
îíè èìåþò è ñâîéñòâî Áýðà.

Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå â ãëàâå 14, îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ íå
èìååò ìåñòà, ò. å. ãèïîòåçà BP(Σ1

2) íå âëå÷åò LM(Σ1
2). Ýòî ÿâëÿåòñÿ

íàãëÿäíûì íàðóøåíèåì òîé äóàëüíîñòè ñâîéñòâ ìåðû è êàòåãîðèè,
êîòîðàÿ ïðîñëåæèâàåòñÿ âî ìíîãèõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ. Â òî æå âðåìÿ
òåîðåìó âðÿä ëè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñâÿçü ìåæäó ìåðîé âî�
îáùå è êàòåãîðèåé âîîáùå � â ñàìîì äåëå, îíà íå âåðíà, íàïðèìåð,
äëÿ êëàññîâ ∆1

2 è ∆1
3 (ñì. íèæå), òàê ÷òî íà ñàìîì äåëå ðå÷ü èäåò î

ñâîéñòâå, âåñüìà ñïåöèôè÷åñêîì èìåííî äëÿ êëàññà Σ1
2 , òåõíè÷åñêîé

îñíîâîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñâÿçü ñî ñâîéñòâàìè ôèíàëüíîãî äîìèíè�
ðîâàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëàãàÿ LM(Σ1
2), ôèêñèðóåì ïðîèçâîëü�

íóþ òî÷êó a ∈ NN . Òîãäà, ïî òåîðåìå 10.2.1, ìû èìååì λ(Rand L[a]) =
1, à òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî CohL[a] ÿâëÿåòñÿ êîòîùèì ìíîæåñòâîì
� äðóãèìè ñëîâàìè, ÷òî îáúåäèíåíèå âñåõ íèãäå íå ïëîòíûõ çàìêíó�
òûõ ïîäìíîæåñòâ NN ñ êîäîì èç L[a] � òîùåå ìíîæåñòâî. Â ñèëó
òîãî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî 2N ñîäåðæèò ïëîòíîå Gδ-ìíîæåñòâî

U = {x ∈ 2N : ìíîæåñòâî {n : x(n) 6= 0} áåñêîíå÷íî} ,

ãîìåîìîðôíîå ïðîñòðàíñòâó NN, ýòî óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî äîêà�
çàòü äëÿ ïðîñòðàíñòâà 2N âìåñòî NN. Ïîëîæèì

C = {c ∈ L[a] ∩ NN : F[c] ⊆ 2N ∧ F[c] íèãäå íå ïëîòíî} .

Ëåììà 12.4.2. Ìíîæåñòâî C ïðèíàäëåæèò êëàññó L[a].

Äîêàçàòåëüñòâî (íàáðîñîê). Äîêàæèòå, ÷òî ñîîòíîøåíèå, îïðå�
äåëÿþùåå C , âûðàæàåòñÿ ïîäõîäÿùåé àðèôìåòè÷åñêîé ôîðìóëîé �
êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, àáñîëþòíà äëÿ L[a]. (ëåììà)

Ñîãëàñíî òåîðåìå 10.4.2, äëÿ âûâîäà òåîðåìû 12.4.1 äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî îáúåäèíåíèå

⋃
c∈C F[c] åñòü òîùåå ìíîæåñòâî â 2N . Íà

ñàìîì äåëå ìû ïîñòðîèì òàêîå ïëîòíîå Gδ-ìíîæåñòâî â ïðîñòðàí�
ñòâå 2N , êîòîðîå äèçúþíêòíî ñ êàæäûì ìíîæåñòâîì âèäà F[c], ãäå
c ∈ C � ÷åãî äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû. Íî äëÿ ýòîãî
åù¼ ïðèäåòñÿ ïîðàáîòàòü.

Ïðåæäå âñåãî, åñëè n ∈ N, òî â ýòîì ïàðàãðàôå 2n áóäåò îáîçíà�
÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ äèàäè÷åñêèõ (ò. å. ñ ÷ëåíàìè 0 è 1) êîðòåæåé
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äëèíû ðîâíî n. (Ïóòàíèöû ñ àðèôìåòè÷åñêîé ñòåïåíüþ íå áóäåò.)
Åñëè m,n ∈ N è σ ∈ 2m , òî ïîëîæèì

Xσ(n) =
⋃
s∈2n [s∧σ] = {z ∈ 2N : ∀ i < m (z(n+ i) = σ(i))}.

Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè c ∈ C è n ∈ N, òî âñëåäñòâèå çàìêíóòîñòè ìíîæå�
ñòâà F[c] è êîíå÷íîñòè 2n íàéäåòñÿ òàêîé êîðòåæ σ ∈ 2<ω , ÷òî, êàêîâ
áû íè áûë êîðòåæ s ∈ 2n , ìíîæåñòâî [s∧σ] = {a ∈ 2N : s∧σ ⊂ a} íå
èìååò îáùèõ òî÷åê ñ F[c] � äðóãèìè ñëîâàìè, Xσ(n) ∩ F[c] = ∅.
(Äëÿ êîðòåæåé èç N<ω òàêîå ïîñòðîåíèå íå ïðîøëî áû !) Îáîçíà÷èì
÷åðåç σnc òàêîé êîðòåæ σ íàèìåíüøåé âîçìîæíîé äëèíû, à ñðåäè
êîðòåæåé èìåííî ýòîé äëèíû � ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ñàìûé ¾ëåâûé¿,
à ÷åðåç kc(n) � åãî äëèíó lhσnc , òàê ÷òî kc ∈ NN . Òàêèì îáðàçîì,
ïî ïîñòðîåíèþ, ìíîæåñòâî Xσnc

(n) âñ¼ åùå íå ïåðåñåêàåò F[c].
Ñîãëàñíî òåîðåìå 12.2.1, íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈ S òàêàÿ, ÷òî

x ∈∗ ϕ (ò. å. x(n) ∈ ϕ(n) äëÿ ïî÷òè âñåõ n), êàêîâà áû íè áûëà òî÷êà
x ∈ L[a]∩NN . Åñëè c ∈ C , òî ïî îïðåäåëåíèþ c ∈ L[a], à òîãäà è kc ∈
L[a], òàê ÷òî kc ∈∗ ϕ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ ϕ(i) ôóíêöèè
ϕ � ýòî êîíå÷íûå ìíîæåñòâà u ⊆ N. Íî â ýòîì ñëó÷àå, ôóíêöèÿ
g ∈ NN , îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì g(i) = 1 + maxi′≤i maxϕ(i′), äëÿ
âñåõ i, òàêæå óäîâëåòâîðÿåò kc ≤∗ g äëÿ âñåõ c ∈ C .

Çàìåòèì, ÷òî g : N → N � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ. Ïîëîæèì
e0 = 0, è äàëåå, èíäóêöèåé ïî `, e`+1 = g(e`). Îïðåäåëèì d(`) =
e`+1 − e` . Ïóñòü òåïåðü c ∈ C . Äëÿ âñÿêîãî çíà÷åíèÿ `, åñëè e`+1 ≥
kc(e`) (à ýòî áóäåò äëÿ ïî÷òè âñåõ `, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ g ýâåíòóàëü�
íî äîìèíèðóåò ôóíêöèþ kc) òî ïî îïðåäåëåíèþ kc íàéäåòñÿ òàêîé
êîðòåæ τ ∈ 2d(`) (ò. å. äëèíû lh τ = d(`)), ÷òî ìíîæåñòâî Xτ (e`)
íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ F[c]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç τc(`) ëåêñèêîãðàôè�
÷åñêè ñàìûé ¾ëåâûé¿ â 2d(`) êîðòåæ τ ñ òàêèì ñâîéñòâîì. Åñëè æå
e`+1 < kC(e`) (à ýòî âûïîëíåíî äëÿ êîíå÷íî ìíîãèõ `), òî ïóñòü, äëÿ
îïðåäåëåííîñòè, τc(`) ∈ 2d(`) ñîñòîèò èç îäíèõ íóëåé. Òàêèì îáðàçîì,
ìû èìååì ôóíêöèþ τc : N→ 2<ω , è τc(`) ∈ 2d(`) äëÿ âñåõ `.

Ëåììà 12.4.3. Ïóñòü c ∈ C . Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ ` ∈ N âû�
ïîëíåíî ðàâåíñòâî Xτc(`)(e`) ∩ F[c] = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî (ëåììà). Óêàçàííîå óòâåðæäåíèå ïî îïðåäåëå�
íèþ âûïîëíåíî äëÿ âñåõ òàêèõ `, ÷òî e`+1 ≥ kc(e`). (ëåììà)

Ëåììà 12.4.4. Íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ h : ω → 2<ω , ÷òî, äëÿ
ëþáîãî c ∈ C , ìíîæåñòâî {` : τc(`) = h(`)} áåñêîíå÷íî.

Ïðèíÿâ ýòó ëåììó (à åå äîêàçàòåëüñòâî âûíåñåíî â îòäåëüíûé
ïàðàãðàô), ìû çàêîí÷èì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 12.4.1. Ðàññìîòðèì
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ôóíêöèþ h, äàâàåìóþ ëåììîé. Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèé τc ,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî h(`) ∈ 2d(`) ïðè ëþáîì `. Ðàññìîòðèì òî÷êó

z = h(0)∧h(1)∧h(2)∧ · · · ∈ 2N .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z = {zn : n ∈ N} ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ òî÷åê z′ ∈
2N , ÷òî z′(k) = z(k) äëÿ ïî÷òè âñåõ k . Åñëè òåïåðü c ∈ C , òî ïî
âûáîðó h äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ ` èñòèííî z ∈ Xτc(`)(d(`)), è òåì
ñàìûì, êàêîâî áû íè áûëî n, äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ ` èñòèííî zn ∈
Xτc(`)(d(`)). Îòñþäà zn 6∈ F[c] ïî ëåììå 12.4.3, è ïîòîìó íàéäåòñÿ
÷èñëî j òàêîå ÷òî [zn � j]∩F[c] = ∅. Ïóñòü, äëÿ c ∈ C è n ∈ N, jc(n)
îáîçíà÷àåò íàèìåíüøåå èç òàêèõ ÷èñåë j .

Åñëè c ∈ C , òî jc ∈ L[a, z]. Ïîýòîìó, êàê è âûøå, íàéäåòñÿ âîç�
ðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ r ∈ NN, äîìèíèðóþùàÿ êàæäóþ jc , c ∈ C , ò. å.
jc ≤∗ r. Ïîëîæèì Un = [zn � r(n)].

Èç ïëîòíîñòè ñàìîãî ìíîæåñòâà Z ñëåäóåò, ÷òî Gδ-ìíîæåñòâî
U = lim supn Zn òàêæå ïëîòíî â 2N , è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ êî�
òîùèì. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî U∩F[c] = ∅ äëÿ ëþáîãî c ∈ C . Â ñàìîì
äåëå, ïóñòü y ∈ U . Ìíîæåñòâî N = {n : y � r(n) = zn � r(n)} áåñêî�
íå÷íî ïî îïðåäåëåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî âûáîðó r , áåñêîíå÷íî è
ìíîæåñòâî Nc = {n : y � jc(n) = zn � jc(n)}. Â ÷àñòíîñòè, Nc 6= ∅.
Áåðåì ëþáîå n ∈ Nc � òîãäà ñðàçó y � jc(n) = zn � jc(n), îòêóäà ïî
îïðåäåëåíèþ jc(n) ñëåäóåò y 6∈ F[c], ÷òî è òðåáîâàëîñü.

(òåîðåìà 12.4.1)

�12.5 Äîêàçàòåëüñòâî êëþ÷åâîé ëåììû

Ýòîò ïàðàãðàô ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 12.4.4. Âñå îáî�
çíà÷åíèÿ �12.4 ñîõðàíÿþòñÿ.

Ïî òåîðåìå 12.2.1, íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ η ∈ S , äëÿ êîòîðîé τc ∈∗ η
âñÿêèé ðàç êîãäà c ∈ C . Ìîæíî ñ÷èòàòü ÷òî η(`) ⊆ 2d(`) , ò. å. η(`)
ñîñòîèò èç äèàäè÷åñêèõ êîðòåæåé äëèíû ðîâíî d(`), ãäå, íàïîìíèì,
d(`) = e`+1 − e` ïðè ëþáîì `.

Ñíàáäèì ïðîñòðàíñòâî Ω =
∏
`∈ω η(`) ìåðîé µ, êîòîðàÿ ÿâëÿ�

åòñÿ ïðîèçâåäåíèåì îäíîðîäíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà (êîíå÷íûõ)
ìíîæåñòâàõ η(`). Ïîëîæèì Aσ` = {w ∈ Ω : w(`) = σ} äëÿ ` ∈ N è
σ ∈ η(`). Ýòè ìíîæåñòâà, î÷åâèäíî, íåçàâèñèìû â ñìûñëå ìåðû µ.

Êðîìå òîãî, åñëè v ∈ Ω, òî
∑
` µ(A

v(`)
` ) =

∑
`

1
#η(`)

= ∞ (ïî ëåììå

12.1.3), îòêóäà ëåììà Áîðåëÿ � Êàíòåëëè 12.1.4 ïîçâîëÿåò çàêëþ�

÷èòü, ÷òî ìíîæåñòâî Yv = lim sup`∈NA
v(`)
l èìååò µ-ìåðó 1.

Òåïåðü âîçüìåì òàêóþ òî÷êó a1 ∈ NN ÷òî êàê a (ñì. íà÷àëî
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû) òàê è η ïðèíàäëåæàò êëàññó L[a1]. Òîãäà
τc ∈ L[a1] äëÿ ëþáîãî c ∈ C .
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Ñóáëåììà 1. Ïåðåñå÷åíèå
⋂
v∈Ω∩L[a1] Yv íåïóñòî.

Äîêàçàòåëüñòâî (ñóáëåììà). Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî

(1) Rand L[a1] 6= ∅, òåì ñàìûì, è RandµL[a1] 6= ∅ (ñì. òåîðåìó
10.5.3(iii)), òàê ÷òî íàéäåòñÿ òî÷êà h ∈ Ω èç RandµL[a1], è

(2) åñëè v ∈ Ω∩L[a1], òî ìíîæåñòâî Yv , èìååò ïîëíóþ ìåðó è êëàññ
∆1

1(a1, v) � îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî h ∈ Yv ïî òåîðåìå 10.4.2(4′).

Äåëî, îäíàêî, â òîì, ÷òî òåîðåìà 10.5.3 è äàæå ñàìî îïðåäåëåíèå
10.1.1 ôîðìàëüíî íåïðèìåíèìû â äàííîì êîíòåêñòå, òàê êàê ðàññìàò�
ðèâàåìûå ìíîæåñòâà íå ðàñïîëîæåíû â NN è ìåðà µ íå ÿâëÿåòñÿ
ìåðîé íà NN. Òî÷íåå ãîâîðÿ, íàøà îñíîâíàÿ îáëàñòü, ò. å. ìíîæåñòâî

Ω = {x ∈ (N<ω)N : x(`) ∈ η(`) äëÿ âñåõ ` ∈ N}

ðàñïîëîæåíî â ïðîñòðàíñòâå (N<ω)N.
Â òî æå âðåìÿ, îòîáðàæåíèå n 7→ sn (ò. å. áèåêöèÿ N na N<ω , ñì.

îïðåäåëåíèå 4.2.1) èíäóöèðóåò áèåêöèþ (è ãîìåîìîðôèçì) H(a) =
γ{a} èç N

N íà (N<ω)N (ñì. îïðåäåëåíèå 4.6.1), òàê ÷òî åñëè a ∈ NN ,
òî v = H(a) ∈ (N<ω)N óäîâëåòâîðÿåò v(k) = sa(k) äëÿ âñåõ k .

Òåïåðü ïîëîæèì η′(`) = {k : sk ∈ η(`)} äëÿ êàæäîãî `, òàê ÷òî
η′(`) ⊆ N êîíå÷íî, è îòîáðàæåíèå η′ : N→Pfin(N) ïðèíàäëåæèò S
âìåñòå ñ η . Íà ñîîòâåòñòâóþùåì ìíîæåñòâå

Ω′ = {a ∈ NN :H(a) ∈ Ω} =
∏
`∈N η

′(`) = {a ∈ NN : ∀ ` (a(`) ∈ η′(`))}

ìû ðàññìàòðèâàåì âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó µ′ , ðàâíóþ ïðîèçâåäåíèþ îä�
íîðîäíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà ìíîæåñòâàõ η′(`), òàê ÷òî µ′(X) =
µ(H[X]) äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî X ⊆ Ω′ .

Äîïîëíèì ìåðó µ′ äî âåðîÿòíîñòíîé ìåðû íà NN ÷åðåç µ′(NN r
Ω′) = 0. Ïî îïðåäåëåíèþ êîä Cod<(µ′) ýòîé ìåðû ïðèíàäëåæèò êëàñ�
ñó L[η] ⊆ L[a1], òàê ÷òî òåîðåìà 10.5.3(iii) óæå ïðèìåíèìà êàê â (1),
ïðèíîñÿ íàì òî÷êó h′ ∈ Ω′ èç Randµ′ L[a1] è, ñîîòâåòñòâåííî, h =
H(h′) ∈ Ω. Îäíàêî åñëè v ∈ Ω ∩ L[a1], òî ìíîæåñòâî Y ′v = H−1[Yv] ⊆
Ω′ èìååò µ′-ìåðó 1. Êðîìå òîãî, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî Y ′v ∈ ∆1

1(η, v),
ò. å. Y ′v ∈ ∆1

1(p) äëÿ ïîäõîäÿùåãî ïàðàìåòðà p ∈ L[a1] ∩ NN . Îòñþäà
ñëåäóåò h′ ∈ Y ′v ïî òåîðåìå 10.4.2(4′), è òîãäà h ∈ Yv . (ñóáëåììà)

Òåïåðü ëþáàÿ ôóíêöèÿ h ∈
⋂
v∈Ω∩L[a1] Yv äîêàçûâàåò ëåììó. Â

ñàìîì äåëå, ïóñòü c ∈ C . Îïðåäåëèì v ∈ Ω òàê, ÷òî v(`) = τc(`)
ïðè τc(`) ∈ η(`) � à ýòî áóäåò äëÿ ïî÷òè âñåõ ` ïî âûáîðó η , è
v(`) ∈ η(`) ïðîèçâîëüíî äëÿ îñòàâøåãîñÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé
`. Òîãäà v ∈ Ω ∩ L[a1] (ïîñêîëüêó c ∈ C ∈ L[a1], òàê ÷òî è τc ∈ L[a1],
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à v îòëè÷àåòñÿ îò τc ëèøü êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷åíèé), è ïîòîìó
h ∈ Yv . Çíà÷èò, ìíîæåñòâî {` : h(`) = v(`)} áåñêîíå÷íî � òàê ÷òî è
ìíîæåñòâî {` : h(`) = τc(`)} áåñêîíå÷íî.

(ëåììà 12.4.4)

Èñòîðè÷åñêèå è áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ

Îòíîøåíèå ôèíàëüíîãî äîìèíèðîâàíèÿ ≤∗ âîñõîäèò ê ñòàðûì ðàáî�
òàì Äþáóà-Ðàéìîíà 70õ ãîäîâ XIX â., ãäå ïîäîáíûå åìó îòíîøåíèÿ èñ�
ïîëüçîâàëèñü êàê èíñòðóìåíò èçó÷åíèÿ ñðàâíèòåëüíîé ñêîðîñòè âîçðàñ�
òàíèÿ ôóíêöèé âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà. Ñì. îá ýòîì â îáçîðå [13]. Â
÷àñòíîñòè, Äþáóà-Ðàéìîí âïåðâûå äàë äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ î ìà�
æîðèðîâàíèè ñ÷åòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïîäîáíîãî ëåììå 12.1.2, õîòÿ
è äëÿ íåñêîëüêî èíîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà.

Õàóñäîðô ïðåäïðèíÿë ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå îòíîøåíèé, ïîäîá�
íûõ ≤∗ (îí èõ íàçûâàë ôèíàëüíûìè) â ñåðèè ñòàòåé, îïóáëèêîâàííûõ
â 1900õ ãîäàõ, â ÷àñòíîñòè, â [87],6 ãäå âïåðâûå ïîÿâèëàñü åãî çíàìåíèòàÿ
òåîðåìà î (ω1, ω1)-ùåëè, ïåðâîíà÷àëüíî äëÿ äðóãîãî, íî áëèçêîãî ê ≤∗
÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ýòîãî òèïà. Òåîðåìà áûëà ïåðåäîêàçàíà Õàóñäîðôîì
óæå èìåííî äëÿ ≤∗ â ðàáîòå [89], îòêóäà îíà, ñîáñòâåííî, è ñòàëà øèðîêî
èçâåñòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé îáùåñòâåííîñòè, ïîñêîëüêó ñòàòüÿ [87] ñ î÷å�
âèäíîñòüþ îïåðåäèëà ñâî¼ âðåìÿ, è, êðîìå òîãî, ïîÿâèëàñü â äîñòàòî÷íî
ïðîâèíöèàëüíîì æóðíàëå. Òàì æå â [87] âïåðâûå ðàññìîòðåíû âîïðîñû ìà�
æîðèðîâàíèÿ ìíîæåñòâ â îáëàñòÿõ îòäåëüíî ñõîäÿùèõñÿ è ðàñõîäÿùèõñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé � êàê, íàïðèìåð, â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 12.2.1.

Î òåîðåìå 12.2.1 ñì. òàêæå êíèãó [64, ðàçäåë 2.3].
Íà÷èíàÿ ñ 60õ ãîäîâ, îòíîøåíèå ≤∗ (è áëèçêèå îòíîøåíèÿ âðîäå ïî�

÷òè äèçúþíêòíîñòè ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë) ñòàëè ïðåäìåòîì ìíî�
ãî÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé, ñì., íàïðèìåð, îáçîðû [13, 41, 76, 159]. Îäèí
èç ïîñëåäíèõ çàñëóæèâàþùèõ âíèìàíèÿ ðåçóëüòàòîâ îïóáëèêîâàí â çà�
ìåòêå [109]. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â òåîðèè ZF, äàæå ñî (ñ÷åòíîé) àêñèîìîé
âûáîðà DC (ñì. �2.2), íåâîçìîæíî äîêàçàòü, ÷òî êàêîé-ëèáî èç ÷àñòè÷íûõ
ïðåäïîðÿäêîâ èç äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà, âêëþ÷àþùåãî è ≤∗ , èìååò
ìàêñèìàëüíóþ öåïü!

6 Àíãëèéñêèå ïåðåâîäû ýòèõ çàìå÷àòåëüíûõ ðàííèõ ðàáîò Õàóñäîðôà ñ îáñòî�
ÿòåëüíûìè êîììåíòàðèÿìè ñì. â êíèãå [90].



Ãëàâà 13

Àáñîëþòíî

íåðàçðåøèìûå

êëàññè÷åñêèå ïðîáëåìû

Â ýòîé ãëàâå ìû âîçâðàùàåìñÿ ê âîïðîñó î ñòàòóñå, ïî îòíîøåíèþ
ê àêñèîìàì òåîðèè ZFC, òåõ ãëàâíûõ ïðîáëåì î ñâîéñòâàõ ðåãóëÿð�
íîñòè ïðîåêòèâíûõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå áûëè ââåäåíû â ãëàâå 7. Ìû
óæå äîêàçàëè óòâåðæäåíèå (i) ãëàâíîé òåîðåìû 7.2.1 î ñòàòóñå ýòèõ
ïðîáëåì: ýòî � òåîðåìà 8.8.1. Çäåñü ìû äîêàæåì óòâåðæäåíèå (ii)
òåîðåìû 7.2.1, à òàêæå è áîëåå ñèëüíîå å¼ óòâåðæäåíèå (iii), ñîãëàñíî
êîòîðîìó ãèïîòåçà î òîì, ÷òî êàæäîå ïðîåêòèâíîå ìíîæåñòâî èìååò
âñå òðè ðàññìàòðèâàåìûõ ñâîéñòâà ðåãóëÿðíîñòè, íå ïðîòèâîðå÷èò
àêñèîìàì ZFC.

Âòîðîé ãëàâíûé ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû ñîñòîèò â òîì, ÷òî äàæå
ïðåäïîëîæèâ ñóùåñòâîâàíèå êîíòðïðèìåðîâ, ìû íå ñìîæåì âûâåñòè
èõ ¾ýôôåêòèâíîå¿ ñóùåñòâîâàíèå, äàæå ïðè òîì, î÷åâèäíî, íàèáî�
ëåå ñëàáîì ïîíèìàíèè ýôôåêòèâíîñòè, êîòîðîå îçíà÷àåò ∈-îïðåäåëè�
ìîñòü ñ îðäèíàëàìè â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ. Íàïðèìåð, èç ñóùåñòâî�
âàíèÿ íåèçìåðèìîãî Σ1

2-ìíîæåñòâà íå ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå íåèç�
ìåðèìîãî ìíîæåñòâà â ñîîòâåòñòâóþùåì ýôôåêòèâíîì êëàññå Σ1

2 , â
ëþáîì êëàññå Σ1

n , è äàæå â êëàññå OD âñåõ îðäèíàëüíî îïðåäåëè�
ìûõ ìíîæåñòâ, ò. å. â íàèáîëåå øèðîêîì èç âñåõ êëàññîâ ýôôåêòèâíî
îïðåäåëèìûõ îáúåêòîâ.
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�13.1 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è êîììåíòàðèè

Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ãëàâû áóäåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, â êî�
òîðîé ZFCI îáîçíà÷àåò òåîðèþ ZFC + ¾ñóùåñòâóåò ñòðîãî íåäîñòè�
æèìûé êàðäèíàë¿. Î íåäîñòèæèìûõ êàðäèíàëàõ ñì. âûøå â �2.7.

Òåîðåìà 13.1.1. Åñëè òåîðèÿ ZFCI íåïðîòèâîðå÷èâà òî òåî�
ðèè ZFC íå ïðîòèâîðå÷èò ãèïîòåçà

PK(ROD) ∧ BP(ROD) ∧ LM(ROD)

î òîì, ÷òî âñå ìíîæåñòâà èç ROD (â ïîëüñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ)
èìåþò êàæäîå èç òðåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñâîéñòâ ðåãóëÿðíîñòè.

Íàïîìíèì, ÷òî êëàññ ROD âñåõ âåùåñòâåííî-îðäèíàëüíî îïðåäå�
ëèìûõ ìíîæåñòâ (ñì. �3.5) âêëþ÷àåò âñå ïðîåêòèâíûå ìíîæåñòâà.

Ñëåäñòâèå 13.1.2 (= ÷àñòè (ii) è (iii) òåîðåìû 7.2.1). Äîïóñòèì,
÷òî òåîðèÿ ZFCI íåïðîòèâîðå÷èâà. Òîãäà

(i) ïðåäëîæåíèå î òîì, ÷òî âñå ïðîåêòèâíûå ìíîæåñòâà èìå�
þò ñâîéñòâî ñîâåðøåííîãî ÿäðà, ñâîéñòâî Áýðà, è èçìåðèìû â
ñìûñëå ëþáîé áîðåëåâñêîé σ-êîíå÷íîé ìåðû, íå ïðîòèâîðå÷èò
ZFC, à ïîòîìó, âñëåäñòâèå òåîðåìû 8.8.1, ýòî ïðåäëîæåíèå
íåðàçðåøèìî â ZFC.

(ii) ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû 8.8.1, ïðåäëîæåíèÿ

PK(Π1
1) , LM(∆1

2) , BP(∆1
2) , LM(Σ1

2) , BP(Σ1
2)

(ñì. äèàãðàììó ñî ñòð. 135) òàêæå íåïðîòèâîðå÷èâû è íåðàç�
ðåøèìû â ZFC.

Ìû óïîìèíàëè ïîñëå ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû 7.2.1, ÷òî äëÿ äîêà�
çàòåëüñòâà å¼ óòâåðæäåíèé (ii) è (iii) ïðèäåòñÿ äîïóñòèòü íåïðîòèâî�
ðå÷èâîñòü áîëåå ñèëüíîé òåîðèè ZFCI ñ íåäîñòèæèìûì êàðäèíàëîì.
Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì áîëåå ïîäðîáíî.

Èç ëåììû 8.5.2 ñëåäóåò, ÷òî åñëè ãèïîòåçà ∀a ∈ NN (ω
L[a]
1 < ω1) íå

ïðîòèâîðå÷èò àêñèîìàì ZFC, òî ñóùåñòâîâàíèå ñòðîãî íåäîñòèæè�
ìîãî êàðäèíàëà òàêæå íåïðîòèâîðå÷èâî. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî
ñëåäñòâèþ 10.2.2(I), áåç èñïîëüçîâàíèå íåäîñòèæèìûõ êàðäèíàëîâ
ñîâåðøåííî íåâîçìîæíî îáîéòèñü â äîêàçàòåëüñòâå íåïðîòèâîðå÷è�
âîñòè ñâîéñòâà ñîâåðøåííîãî ÿäðà äàæå äëÿ Π1

1-ìíîæåñòâ.
Âîïðîñ î ðîëè íåäîñòèæèìîãî êàðäèíàëà äëÿ ïðîáëåì ìåðû è

êàòåãîðèè îêàçàëñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíûì. Îòâåò ðàçëè÷àåòñÿ
äëÿ ìåðû è êàòåãîðèè, è äàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé Øåëàõà [161] è
Ðàéçîíüå [154], äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ñëèøêîì ñëîæíî ÷òîáû åãî
ìîæíî áûëî çäåñü ïðèâåñòè.



� 13.1. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è êîììåíòàðèè 241

Òåîðåìà 13.1.3. Èç íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè ZFC ñëåäóåò
íåïðîòèâîðå÷èâîñòü òåîðèé ZFC + BP(Σ1

∞) (ñâîéñòâî Áýðà äëÿ
âñåõ ïðîåêòèâíûõ ìíîæåñòâ) è äàæå ZFC + BP(ROD) (ñâîéñòâî
Áýðà äëÿ âñåõ ROD ìíîæåñòâ).

Îäíàêî ëþáîå èç äâóõ ïðåäïîëîæåíèé LM(Σ1
3), LM(Σ1

2)∧BP(Σ1
3)

âëå÷åò ÷òî ℵ1 � íåäîñòèæèìûé êàðäèíàë â L, è â L[a] äëÿ êàæäãî
a ∈ NN, è òåì ñàìûì âëå÷åò PK(Π1

1) ïî òåîðåìå 10.2.1(i).

Òåì ñàìûì, àêñèîìà íåäîñòèæèìîãî êàðäèíàëà íåîáõîäèìà äëÿ
ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû èçìåðèìîñòè äëÿ ïðîåêòèâíûõ
(äàæå Σ1

3) ìíîæåñòâ, íî áåç íåå ìîæíî îáîéòèñü äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî
ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ñâîéñòâà Áýðà. Âïðî÷åì, êàê ïîêàçàë Ñòåðí [178],
íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ãèïîòåçû LM(OD) èçìåðèìîñòè âñåõ îðäèíàëü�
íî îïðåäåëèìûõ òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ (áåç òî÷åê a ∈ NN â ðîëè ïàðà�
ìåòðîâ îïðåäåëåíèé !) óæå íå òðåáóåò íåäîñòèæèìîãî êàðäèíàëà.

Çàìå÷àíèå 13.1.4. Íåäîñòèæèìûé êàðäèíàë òàêæå íå òðåáó�
åòñÿ äëÿ âûâîäà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ãèïîòåç LM(Σ1

2) è BP(Σ1
2) â

ñëåäñòâèè 13.1.2(ii) (â îòëè÷èå îò PK(Π1
1)). Îá ýòîì ñì. îòäåëüíîå

äîêàçàòåëüñòâî â ãëàâå 14, íå ÷åðåç òåîðåìó 13.1.1.

Âîîáùå, íåäîñòèæèìûå êàðäèíàëû îòíîñÿòñÿ ê òèïó áîëüøèõ
êàðäèíàëîâ, èçó÷åíèå êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò âàæíûé ðàçäåë ñîâðåìåí�
íîé òåîðèè ìíîæåñòâ. Ìû íà ýòîì íå ìîæåì îñòàíàâëèâàòüñÿ, íî
ñîøëåìñÿ íà êíèãè [49] è [100], ãäå äàåòñÿ äîñòàòî÷íàÿ èíôîðìàöèÿ
î ðàçíûõ òèïàõ áîëüøèõ êàðäèíàëîâ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � âòîðîé ñóùåñòâåííûé ðåçóëüòàò â ýòîé
ãëàâå. Îíà îòíîñèòñÿ ê òàêîé ôîðìå ïðîáëåìû î ñâîéñòâàõ ðåãóëÿð�
íîñòè òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ:

ìîæíî ëè íàçâàòü êîíòðïðèìåðû1 ê ñâîéñòâàìè ðåãóëÿð�
íîñòè, ïðè óñëîâèè ÷òî òàêèå êîíòðïðèìåðû ñóùåñòâóþò.

Òåîðåìà 13.1.5 äàåò îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ.
Îíà óòâåðæäàåò, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ êîíòðïðèìåðîâ äëÿ ñâîéñòâ
ðåãóëÿðíîñòè (ïðè÷åì êîíòðïðèìåðîâ, çàäàííûõ â ìàêñèìàëüíî ñè-
ëüíîé ôîðìå, òàê êàê ãèïîòåçà PK âûïîëíåíà äëÿ Σ1

1 , à ãèïîòåçû
LM è BP âûïîëíåíû äëÿ êëàññîâ Σ1

1 è Π1
1) íå ñëåäóåò ñóùåñòâîâà�

íèå ýôôåêòèâíûõ êîíòðïðèìåðîâ, äàæå ïðè òîì, î÷åâèäíî, íàèáîëåå
ñëàáîì ïîíèìàíèè ýôôåêòèâíîñòè, êîòîðîå ñâÿçàíî ñî ñâîéñòâîì îð�
äèíàëüíîé îïðåäåëèìîñòè.

1 Î äèñêóññèÿõ â ðàííåé òåîðèè ìíîæåñòâ â ñâÿçè ñ ¾íàçûâàåìûìè¿ ïðèìå�
ðàìè, â ïðîòèâîâåñ ¾÷èñòûì¿ äîêàçàòåëüñòâàì ñóùåñòâîâàíèÿ, ñì. ëèòåðàòóðó,
óïîìÿíóòóþ â áèáëèîãðàôè÷åñêèõ çàìå÷àíèÿõ â êîíöå ãëàâû 2.
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Òåîðåìà 13.1.5. Íè îäíà èç ñëåäóþùèõ èìïëèêàöèé

(I) ¬ PK(Π1
1) =⇒ ¬ PK(OD) ;

(II) ¬ BP(∆1
2) =⇒ ¬ BP(OD) ;

(III) ¬ LM(∆1
2) =⇒ ¬ LM(OD) ;

íå âûâîäèìà èç àêñèîì ZFC.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 13.1.5 è 13.1.1, ñëåäóþùèå íèæå â ýòîé
ãëàâå, èñïîëüçóþò ôîðñèíã è âêëþ÷àþò àíàëèç òðåõ ðàçëè÷íûõ ìîäå�
ëåé ZFC, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ðàñøèðåíèåì êëàññà L ïîñðåäñòâîì:

1) îäíîé ãåíåðè÷åñêîé ñêëåèâàþùåé ôóíêöèè ω
íà−→ ωL1 � ýòèì

áóäåò äîêàçàíà òåîðåìà 13.1.5 â ÷àñòÿõ (II) è (III);

2) ñîâîêóïíîñòè èç ãåíåðè÷åñêèõ ñêëåèâàþùèõ ôóíêöèé ω
íà−→ ωL1

â ÷èñëå ℵL2 � ýòèì áóäåò äîêàçàíà òåîðåìà 13.1.5 â ÷àñòè (I);

3) ñêëåéêè äî ñòðîãî íåäîñòèæèìîãî êàðäèíàëà � òàê äîêàçûâà�
åòñÿ òåîðåìà 13.1.1.

Âûêëàäêè áóäóò, âïðî÷åì, èìåòü ìíîãî îáùèõ ìîìåíòîâ. Çäåñü ÷è�
òàòåëþ ñëåäóåò îñâåæèòü â ïàìÿòè ìàòåðèàë �9.7.

�13.2 Îäíà ñêëåèâàþùàÿ ôóíêöèÿ

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 13.1.5 â ÷àñòÿõ (II) è (III), âîçüìåì
êëàññ L âñåõ êîíñòðóêòèâíûõ ìíîæåñòâ â êà÷åñòâå èñõîäíîé ìîäå�
ëè è ôîðñèíã C(ωL1 ) = Coll(N, ωL1 ), ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ¾ñêëåéêè¿
îðäèíàëà (L-êàðäèíàëà) ωL1 . Ìíîæåñòâî C(ωL1 ) ñîñòîèò èç âñåõ êîð�
òåæåé (ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé äëèíû) èç îðäèíàëîâ ξ < ωL1 , è óïî�
ðÿäî÷èâàåòñÿ îáðàòíî ïðîäîëæåíèþ, ñì. îïðåäåëåíèå 9.7.1.

Ëþáîå C(ωL1 )-ãåíåðè÷åñêîå ìíîæåñòâî G ⊆ C(ωL1 ) ïðîèçâîäèò ãå�
íåðè÷åñêóþ ñêëåéêó îðäèíàëà ωL1 ñî ñ÷åòíûì îðäèíàëîì ω . Òî÷íåå
ãîâîðÿ, fG =

⋃
G ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé èç íàòóðàëüíîãî ðÿäà N íà ωL1 ,

òàê ÷òî ýòîò êàðäèíàë â êëàññå L ñòàíîâèòñÿ ñ÷åòíûì îðäèíàëîì (íå
êàðäèíàëîì) â êëàññå L[G].

Â òî æå âðåìÿ G = {fG � n : n ∈ N} ∈ L[fG].
Òåïåðü äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ âëå÷åò óòâåð�

æäåíèÿ (II) è (III) òåîðåìû 13.1.5, ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî ïðåäëîæå�
íèþ 9.1.6, ìû ìîæåì íåïðîòèâîðå÷èâî ïðåäïîëàãàòü ñóùåñòâîâàíèå
C(ωL1 )-ãåíåðè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé êîíñòðóêòèâíîãî óíèâåðñóìà L.

Òåîðåìà 13.2.1. Ïóñòü G ⊆ C(ωL1 ) åñòü C(ωL1 )-ãåíåðè÷åñêîå
íàä L ìíîæåñòâî. Òîãäà â L[G] âûïîëíåíû ãèïîòåçû BP(OD) è
LM(OD), íî íå èìååò ìåñòà íè LM(∆1

2) íè BP(∆1
2).
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Äîêàçàòåëüñòâî. ¾Îòðèöàòåëüíàÿ¿ ÷àñòü òåîðåìû íå ïðåäñòàâ�
ëÿåò çàòðóäíåíèé. Â ñèëó òîãî ÷òî ôóíêöèÿ fG ∈ L[G] îòîáðàæàåò ω

íà ωL1 , ìû èìååì ωL1 < ω
L[G]
1 . Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òî÷êó a ∈ NN

òàêóþ ÷òî L[a] = L[fG] = L[G]: â ñàìîì äåëå, äîñòàòî÷íî âçÿòü òà�
êóþ òî÷êó a ∈ NN , êîòîðàÿ ýôôåêòèâíî êîäèðóåò ìíîæåñòâî {〈n, k〉 :
f(n) < f(k)}, ãäå f = fG . Íàðóøåíèå ãèïîòåç BP(∆1

2) è LM(∆1
2) â

L[G] ñëåäóåò òåïåðü èç òåîðåìû 8.8.1.
Äîêàçàòåëüñòâî ¾ïîëîæèòåëüíîé¿ ÷àñòè òåîðåìû 13.2.1 áàçèðóåò�

ñÿ íà ñëåäóþùèõ äâóõ ëåììàõ. Âî âòîðîé èç íèõ Λ (ïóñòîé êîðòåæ)
� ñàìûé ñëàáûé ýëåìåíò ôîðñèíãà C(ωL1 ), à ÷åðåç z̆i îáîçíà÷åíû
êàíîíè÷åñêèå C(ωL1 )-èìåíà ìíîæåñòâ zi â L[x], òàê ÷òî z̆i[G] = zi .

Îïðåäåëåíèå 13.2.2. Íàçîâåì ¾ñëàáûì¿ ëþáîå ìíîæåñòâî Y ,

äëÿ êîòîðîãî ω
L[Y ]
1 = ωL1 .

Íàïðèìåð, ëþáîå ìíîæåñòâî Y ∈ L � ¾ñëàáîå¿, íî ñàìî ìíîæå�

ñòâî G � íå ¾ñëàáîå¿, òàê êàê ωL1 < ω
L[G]
1 .

Ëåììà 13.2.3. Ïóñòü G ⊆ C(ωL1 ) åñòü C(ωL1 )-ãåíåðè÷åñêîå íàä
L ìíîæåñòâî, à òî÷êà x ∈ L[G] ∩ NN ÿâëÿåòñÿ ¾ñëàáîé¿. Òîãäà
êëàññ L[G] ÿâëÿåòñÿ C(ωL1 )-ãåíåðè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì êëàññà L[x] .

Ëåììà 13.2.4. Ïóñòü w � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, à ìíî�
æåñòâî G ⊆ C(ωL1 ) ÿâëÿåòñÿ C(ωL1 )-ãåíåðè÷åñêèì íàä L[w]. Òîãäà

(A) åñëè ϕ(v1, . . . , vn) åñòü ∈-ôîðìóëà, à z1, . . . , zn ∈ L[w] � ïðî�
èçâîëüíûå ìíîæåñòâà, òî ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü:

ϕ(z1, . . . , zn) èñòèííî â L[w,G] ⇐⇒ Λ ||−−L[w]

C(ωL1 )
ϕ(z̆1, . . . , z̆n) .

(B) åñëè X ∈ L[w,G] , X ⊆ L[w], è X ∈ OD(L[w]) â L[w,G], òî
X ∈ L[w].2

Ñìûñë ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû 13.2.4 ñîñòîèò â òîì, ÷òî èñ�
òèííîñòü â L[w,G] ëþáîé ôîðìóëû ϕ ñ ïàðàìåòðàìè èç L[w] îïðå�
äåëÿåòñÿ 1) ÷åðåç îòíîøåíèå C(ωL1 )-ôîðñèíãà c L[w] êàê èñõîäíîé
ìîäåëüþ, ò. å. âíóòðè L[w], ïðè÷åì 2) ñ ôèêñèðîâàííûì ¾óñëîâèåì¿
Λ, ò. å. ôàêòè÷åñêè íåçàâèñèìî îò âûáîðà ãåíåðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà.
Ýòèì èñòèííîñòü âíóòðè L[w,G] ïðèâîäèòñÿ ê èñòèííîñòè âíóòðè
L[w], ÷òî è ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ìîìåíòîì.

Ïðèíÿâ ýòè ëåììû (à îíè áóäåò äîêàçàíà íèæå â îòäåëüíîì ïà�
ðàãðàôå), ìû îáðàòèìñÿ ê ¾ïîëîæèòåëüíîé¿ ÷àñòè òåîðåìû 13.2.1.

2 Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç OD(P ) îáîçíà÷àåòñÿ êëàññ âñåõ ìíîæåñòâ, îïðåäåëè�
ìûõ ôîðìóëàìè, â êîòîðûõ, êðîìå îðäèíàëîâ, ýëåìåíòû ìíîæåñòâà èëè êëàññà
P òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ðîëè ïàðàìåòðîâ îïðåäåëèìîñòè, ñì. �3.5.
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Ñîãëàñíî ëåììå 10.7.7, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî, â L[G], ëþáîå OD-
ìíîæåñòâî X ⊆ NN I -èçìåðèìî, êàêîâ áû íè áûë L-àáñîëþòíûé
σ-ccc-èäåàë I . Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî L ∩ NN ñ÷¼òíî â L[G] (ïî�

ñêîëüêó ωL1 < ω
L[G]
1 ), ïîýòîìó ìíîæåñòâî RandI L ÿâëÿåòñÿ I -ïîë�

íûì. Òåïåðü ðàññìîòðèì ëþáîå OD-ìíîæåñòâî X ⊆ NN. Òàêèì îá�
ðàçîì, X = {x ∈ NN : ϕ(x, α1, . . . , αn)} â L[G], ãäå α1, . . . , αn � îð�

äèíàëû. Îáîçíà÷èì ôîðìóëó Λ ||−−L[x]

C(ωL1 )
ϕ(x̆, ᾰ1, . . . , ᾰn) ÷åðåç ψ(x).

Îäíàêî ëþáàÿ òî÷êà x ∈ RandI L ÿâëÿåòñÿ ¾ñëàáîé¿ ñîãëàñíî òåî�
ðåìå 11.3.3, à ïîòîìó äëÿ íåå â L[G] âûïîëíåíà ýêâèâàëåíòíîñòü:

x ∈ X ⇐⇒ ψ(x) ⇐⇒ â L[x] èñòèííî ψ(x) ,

ïî ëåììàì 13.2.3 è 13.2.4(A). (Ôîðìóëà âûíóæäåíèÿ íàä L[x] âûðà�
æàåòñÿ â L[x] ñîãëàñíî òåîðåìå 9.3.2 � îòêóäà ñëåäóåò âòîðàÿ ýêâè�
âàëåíòíîñòü â âûäåëåííîé ôîðìóëå.) Òåïåðü I -èçìåðèìîñòü ìíîæå�
ñòâà X ñëåäóåò èç òåîðåìû 11.7.3.

(òåîðåìû 13.2.1, 13.1.5(II),(III) � ïî ìîäóëþ ëåìì 13.2.3, 13.2.4)

Çàìå÷àíèå 13.2.5. Äàííîå äîêàçàòåëüñòâî BP(OD) è LM(OD)
â L[G] ëåãêî ïðåâðàùàåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåç BP(OD(L[a]))
è LM(OD(L[a])) äëÿ ëþáîé ¾ñëàáîé¿ òî÷êè a ∈ L[G] ∩ NN .

�13.3 Äîêàçàòåëüñòâî êëþ÷åâûõ ëåìì

Ïî àíàëîãèè ñ �5.2, íåïóñòîå ìíîæåñòâî T ⊆ (Ord)<ω (ò. å. ñî�
ñòîÿùåå èç êîðòåæåé îðäèíàëîâ) íàçûâàåòñÿ äåðåâîì, åñëè t ∈ T
âûïîëíåíî âñÿêèé ðàç êîãäà s ∈ T , t ∈ N<ω , t ⊂ s. Â ýòîì ñëó÷àå,

(1) ìíîæåñòâî D ⊆ T ïëîòíî â T , åñëè äëÿ ëþáîãî êîðòåæà t ∈ T
ñóùåñòâóåò êîðòåæ s ∈ D , óäîâëåòâîðÿþùèé t ⊆ s.

Íèæå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ôàêò.

Ëåììà 13.3.1. Åñëè κ > ω � ðåãóëÿðíûé êàðäèíàë, è T ⊆
(Ord)<ω � äåðåâî, è ìíîæåñòâî Ts = {t ∈ T : s ⊂ t} èìååò ìîù�
íîñòü ðîâíî κ ïðè ëþáîì s ∈ T , òî T ñîäåðæèò ïëîòíîå ïîäìíî�
æåñòâî D ⊆ T , ïîðÿäêîâî èçîìîðôíî äåðåâó κ<ω .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòðîèì èçîìîðôèçì h : κ<ω → T íà íåêî�
òîðîå ïëîòíîå D ⊆ T , îïðåäåëÿÿ çíà÷åíèÿ h(s) ∈ T äëÿ s ∈ κ<ω

èíäóêöèåé ïî äëèíå lh s êîðòåæà s. Äëÿ íà÷àëà, ïóñòü h(Λ) = Λ.
Äîïóñòèì, ÷òî çíà÷åíèå t = h(s) ∈ T óæå îïðåäåëåíî. Ïî óñëîâèþ,
íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî n > lh t, ÷òî Ts(n) = {u ∈ Ts : lhu = n} � ìíî�
æåñòâî ìîùíîñòè κ. Ïóñòü Ts(n) = {uξ : ξ < κ} � ïåðå÷èñëåíèå áåç
ïîâòîðåíèé. Ïîëîæèì h(s∧ξ) = uξ äëÿ âñåõ ξ < κ. (ëåììà 13.3.1)



� 13.3. Äîêàçàòåëüñòâî êëþ÷åâûõ ëåìì 245

Äîêàçàòåëüñòâî (ëåììà 13.2.3). Íàïîìíèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåò�
ñÿ ôîðñèíã C(ωL1 ) = Coll(N, ωL1 ) = (ωL1 )<ω ñ ïîðÿäêîì, îáðàòíûì
ïðîäîëæåíèþ êîðòåæåé, ò. å. p ≤ q , êîãäà q ⊆ p (êîðòåæ q ïðîäîë�
æàåòñÿ êîðòåæåì p). Òåì ñàìûì, ïëîòíîñòü ìíîæåñòâ D ⊆ C(ωL1 )
ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå (1) âûøå, à ¾óñëîâèÿ¿ p, q ∈ C(ωL1 ) íåñîâìåñò�
íû â C(ωL1 ), åñëè è òîëüêî åñëè íåò òàêîãî r ∈ C(ωL1 ), ÷òî p ⊆ r è
q ⊆ r � è ýòî â äàííîì ñëó÷àå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî íè îäíî èç
ñîîòíîøåíèé p ⊆ q , q ⊆ p íå èìååò ìåñòà.

Ôèêñèðóåì ìíîæåñòâî G ⊆ C(ωL1 ), C(ωL1 )-ãåíåðè÷åñêîå íàä L, è

òî÷êó x ∈ NN ∩ L[G] � ¾ñëàáóþ¿ â òîì ñìûñëå, ÷òî ω
L[x]
1 = ωL1 .

Çàôèêñèðóåì òàêîå C(ωL1 )-èìÿ t ∈ L, ÷òî x = t[G]. Èäåÿ ñîñòîèò,
íåôîðìàëüíî, â ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâà Σ ⊆ C(ωL1 ) âñåõ òàêèõ ¾óñëî-
âèé¿, êîòîðûå íå âûíóæäàþò î t íè÷åãî, ïðîòèâîðå÷àùåãî ôàêòè÷å�
ñêèì ñâîéñòâàì äàííîé òî÷êè x. Äëÿ ýòîãî, èíäóêöèåé ïî ξ < Ord

îïðåäåëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ Aξ ⊆ C(ωL1 ) òàê:

A0 = {p ∈ C(ωL1 ) : ∀k ∀γ < ωL1 (åñëè p ||−−LC(ωL1 ) t(k̆) = γ̆, òî

x(k) = γ)},

Aξ+1 = {p ∈ Aξ : êàêîâî áû íè áûëî ïëîòíîå â C(ωL1 ) ìíîæåñòâî
D ∈ L, D ⊆ C(ωL1 ), ñóùåñòâóåò òàêîå

¾óñëîâèå¿ q ∈ Aξ ∩D, ÷òî p ⊆ q },

Aϑ =
⋂
ξ<ϑAξ � äëÿ ïðåäåëüíûõ îðäèíàëîâ ϑ .

Èç ïîñòðîåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ Aξ
óáûâàåò ñ ðîñòîì îðäèíàëà ξ . Ïîýòîìó íàéäåòñÿ îðäèíàë ζ òàêîé
÷òî Aζ = Aζ+1 = Aη äëÿ âñåõ η > ζ . Ýòî ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî Σ =
Aζ è ÿâëÿåòñÿ òåì, ÷òî íàì íóæíî. Åãî íàèáîëåå âàæíûå ñâîéñòâà
ñóììèðîâàíû â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè.

Ïðåäëîæåíèå 13.3.2. Σ ∈ L[x], è êðîìå òîãî:

(i) åñëè ìíîæåñòâî D ∈ L , D ⊆ C(ωL1 ) ïëîòíî â C(ωL1 ), òî ïåðå�
ñå÷åíèå D ∩ Σ ïëîòíî â Σ ;

(ii) Σ � äåðåâî â C(ωL1 ) áåç êîíöåâûõ âåðøèí;

(iii) G ⊆ Σ ;

(iv) åñëè ìíîæåñòâî G′ ⊆ Σ ÿâëÿåòñÿ C(ωL1 )-ãåíåðè÷åñêèì íàä L,
òî t[G′] = t[G] = x ;

(v) åñëè ìíîæåñòâî G′ ⊆ Σ ÿâëÿåòñÿ Σ-ãåíåðè÷åñêèì íàä L[x],
òî îíî ÿâëÿåòñÿ C(ωL1 )-ãåíåðè÷åñêèì è íàä L, è x ∈ L[G′] ;

(vi) îáðàòíî, G ÿâëÿåòñÿ Σ-ãåíåðè÷åñêèì íàä L[x] ìíîæåñòâîì;
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(vii) åñëè p ∈ Σ, òî ìíîæåñòâî {q ∈ Σ : p ⊆ q} íåñ÷åòíî â L[x].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî C(ωL1 ) ïðèíàäëåæèò L, à îòíîøå�

íèå ôîðñèíãà ||−−LC(ωL1 ) îïðåäåëèìî â L ñîãëàñíî òåîðåìå 9.3.2. Ïîýòî�

ìó A0 ∈ L[x], è ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ Aξ àáñî�
ëþòíî äëÿ L[x]. Òåïåðü äîêàçûâàåì äîïîëíèòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

(i) Ýòî âûòåêàåò èç òîãî ÷òî Σ = Aζ = Aζ+1 .

(ii) Áûòü äåðåâîì îçíà÷àåò ïðîñòî, ÷òî åñëè p ∈ Σ, q ∈ C(ωL1 ), è
q ⊂ p (ò. å. p < q ïî îïðåäåëåíèþ ïîðÿäêà â C(ωL1 )), òî q ∈ Σ. Âû�
âîä ýòîãî ñâîéñòâà äëÿ êàæäîãî Aξ èíäóêöèåé ïî ξ íå ïðåäñòàâëÿåò
çàòðóäíåíèé. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îòñóòñòâèÿ êîíöåâûõ ýëåìåíòîâ,
ïóñòü p ∈ Σ è n = lh p (äëèíà êîðòåæà p ∈ C(ωL1 ) = (ωL1 )<ω ). Ìíî�
æåñòâî D = {q ∈ C(ωL1 ) : lh q > n}, î÷åâèäíî, ïëîòíî â C(ωL1 ), òàê
÷òî D∩Σ ïëîòíî â Σ ïî äîêàçàííîìó (i). Çíà÷èò, íàéäåòñÿ q ∈ D∩Σ,
äëÿ êîòîðîãî p ⊆ q . Íî lh q > n = lh p, è ïîýòîìó íà ñàìîì äåëå
p ⊂ q ñòðîãî, ò. å. p � íå êîíöåâîé ýëåìåíò äåðåâà Σ.

(iii) Ñîîòíîøåíèå G ⊆ Aξ âûâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ξ èç ãåíåðè÷�
íîñòè G. Èìåííî, äëÿ âûâîäà G ⊆ A0 , ïóñòü íàïðîòèâ, p ∈ Gr A0 .
Ïî îïðåäåëåíèþ, íàéäóòñÿ ÷èñëî k è îðäèíàë γ < ωL1 , äëÿ êîòîðûõ

p ||−−LC(ωL1 ) t(k̆) = γ̆ , íî x(k) 6= γ . Íî èç ïåðâîãî, ïî îïðåäåëåíèþ âû�

íóæäåíèÿ, ñëåäóåò t[G](k̆[G] = γ̆[G]), ò. å. x(k) = γ ïî âûáîðó èìåí

t, k̆, γ̆ , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âòîðîìó. Èòàê, G ⊆ A0 .
Ïðåäåëüíûé èíäóêòèâíûé øàã ýëåìåíòàðåí.
×òîáû ïðîâåñòè íåïðåäåëüíûé èíäóêòèâíûé øàã ξ → ξ + 1, ñíî�

âà ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: G ⊆ Aξ , íî G 6⊆ Aξ+1 , ò. å., ñêàæåì,
p ∈ GrAξ+1 . Ïî îïðåäåëåíèþ, íàéäåòñÿ òàêîå ïëîòíîå â C(ωL1 ) ìíî�
æåñòâî D ∈ L , D ⊆ C(ωL1 ), äëÿ êîòîðîãî íåò ¾óñëîâèé¿ q ∈ Aξ ∩D ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ p ⊆ q . Íî èç ïëîòíîñòè D ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî

D′ = {q ∈ D : p ⊆ q ∨ q, p íåñîâìåñòíû â C(ωL1 )}

òàêæå ïëîòíî â C(ωL1 ) è ïðèíàäëåæèò L, òàê ÷òî, ïî ãåíåðè÷íîñòè,
íàéäåòñÿ ¾óñëîâèå¿ q ∈ D′∩G. Îäíàêî p, q íå ìîãóò áûòü íåñîâìåñò�
íûìè, òàê êàê ïðèíàäëåæàò ãåíåðè÷åñêîìó ìíîæåñòâó G. Çíà÷èò,
q ∈ D è p ⊆ q , à òàêæå q ∈ G ⊆ Aξ , è ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå.

(iv) Âîîáùå, ëåãêî âèäåòü ÷òî ýòî âåðíî äàæå ïðè G′ ⊆ A0 .

(v) Ãåíåðè÷íîñòü G′ ñëåäóåò èç (i), à x ∈ L[G′] èç (iv).

(vi) Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî íàèáîëåå âàæíîãî óòâåðæäåíèÿ,
ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ñîãëàñíî òåîðåìå 9.3.2, ñóùåñòâóåò òàêîå
¾óñëîâèå¿ p ∈ G, ÷òî ëþáîå C(ωL1 )-ãåíåðè÷åñêîå íàä L ìíîæåñòâî
G′ ⊆ C(ωL1 ), ñîäåðæàùåå p, íå áóäåò Σ-ãåíåðè÷åñêèì íàä L[x]. (Çà�
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ìå÷àíèå: èç (iv) ñëåäóåò, ÷òî t[G′] = x, à ïîòîìó ìíîæåñòâî Σ, ïî�
ñòðîåííîå â L[G′], ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì Σ, ïîñòðîåííûì â L[G].)
Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå Σ-ãåíåðè÷åñêîå íàä L[x] ìíîæå�
ñòâî G′ ⊆ C(ωL1 ) ñîäåðæàùåå p (ïðåäëîæåíèå 9.1.6). Èç äîêàçàííîãî
(v) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî G′ òàêæå ÿâëÿåòñÿ C(ωL1 )-ãåíåðè÷åñêèì
íàä L, ÷òî âåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

(vii) Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ìíîæåñòâî Σp = {q ∈ Σ : p ⊆ q}
ñ÷åòíî â L[x]. Çíà÷èò, Σp , êàê ôîðñèíã, ñîõðàíÿåò êàðäèíàëû ïî òåî�
ðåìå 9.2.8, à ïîòîìó, âçÿâ ëþáîå Σ-ãåíåðè÷åñêîå íàä L[x] ìíîæåñòâî

G′ ⊆ Σ, ñîäåðæàùåå p, ìû ïîëó÷èì ω
L[x,G′]
1 = ω

L[x]
1 = ωL1 ïî òåîðåìå

9.2.9(iii),(iv). Îäíàêî, ñîãëàñíî óæå äîêàçàííîìó(v), â ýòîì ñëó÷àå
ìíîæåñòâî G′ áóäåò òàêæå è C(ωL1 )-ãåíåðè÷åñêèì íàä L, ÷òî âëå÷åò
ñ÷åòíîñòü îðäèíàëà ωL1 â L[G′], äàâàÿ ïðîòèâîðå÷èå.

(ïðåäëîæåíèå)

Èòàê, L[G] = L[x][G] ÿâëÿåòñÿ Σ-ãåíåðè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì êëàñ�
ñà L[x]. Îäíàêî èç (vii) ïðåäëîæåíèÿ 13.3.2 ïî ëåììå 13.3.1 (ïðèìåíÿ�
åìîé â L[x] ïðè κ = ω1) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Σ ñîäåðæèò ïëîòíîå
ïîäìíîæåñòâî Σ′ ∈ L[x], ïîðÿäêîâî èçîìîðôíîå ìíîæåñòâó C(ωL1 )
â L[x]. Ýòî îçíà÷àåò, ïî òåîðåìå 9.2.9(i),(v), ÷òî Σ-ãåíåðè÷åñêèå è
C(ωL1 )-ãåíåðè÷åñêèå ðàñøèðåíèÿ êëàññà L[x] ñóòü îäíî è òî æå.

(ëåììà 13.2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî (ëåììà 13.2.4). (A) Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå.
Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 9.3.2(vi) è óæå äîêàçàííîé ëåììå 13.2.3, èìå�
þòñÿ òàêèå ¾óñëîâèÿ¿ p, p′ ∈ C(ωL1 ), ÷òî

p ||−−L[w]

C(ωL1 )
ϕ(z̆1, . . . , z̆n) , íî p′ ||−−L[w]

C(ωL1 )
¬ ϕ(z̆1, . . . , z̆n).

Ìîæíî ñ÷èòàòü ÷òî êîðòåæè p, p′ èìåþò ðàâíóþ äëèíó lh p = lh p′ =
m ∈ N � èíà÷å äîïîëíÿåì áîëåå êîðîòêèé íóëÿìè äî íóæíîé äëèíû.
×åðåç C(ωL1 )p îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ¾óñëîâèé¿ q ∈ C(ωL1 ),
÷òî p ⊆ q . Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì C(ωL1 )p′ . Òåïåðü, åñëè q ∈ C(ωL1 )p
òî îïðåäåëèì ¾óñëîâèå¿ q′ = h(q) ∈ C(ωL1 )q òàê ÷òî lh q′ = lh q ,
q′(k) = p′(k) ïðè k < m è q′(k) = q(k) ïðè m ≤ k < lh q . Ïîíÿò�
íî ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå h ïðèíàäëåæèò L è ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîâûì
èçîìîðôèçìîì èç C(ωL1 )p íà C(ωL1 )p′ .

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå C(ωL1 )-ãåíåðè÷åñêîå íàä L[w]
ìíîæåñòâî G, ñîäåðæàùåå p. Òîãäà

1) ìíîæåñòâî Gp = G∩C(ωL1 )p ÿâëÿåòñÿ C(ωL1 )p-ãåíåðè÷åñêèì íàä
L[w] ïî òåîðåìå 9.2.9(iii),

2) ìíîæåñòâî G′p′ = {h(q) : q ∈ Gp} ⊆ C(ωL1 )p′ ÿâëÿåòñÿ C(ωL1 )p′ -
ãåíåðè÷åñêèì íàä L[w] ïî òåîðåìå 9.2.9(v),
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3) è, íàêîíåö, ìíîæåñòâî

G′ = {r ∈ C(ωL1 ) : ∃ q′ ∈ G′p′ (r ⊆ q′)} = G′p′ ∪ {r ∈ C(ωL1 ) : r ⊆ p′}

ÿâëÿåòñÿ C(ωL1 )-ãåíåðè÷åñêèì íàä L[w] ïî òåîðåìå 9.2.9(iv), ïðè�
÷åì ïî ïîñòðîåíèþ p′ ∈ G′ .

Îòñþäà ïî âûáîðó ¾óñëîâèé¿ p, p′ ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà ϕ(z1, . . . , zn)
èñòèííà â ìîäåëè L[w,G], íî ëîæíà â ìîäåëè L[w,G′]. Íî L[w,G] =
L[w,Gp] = L[w,G′p′ ] = L[w,G′] (îïÿòü ïî òåîðåìå 9.2.9), ïðîòèâîðå�
÷èå.

(B) Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû 13.2.4, ïðåä�
ïîëîæèì ÷òî X = {x ∈ L : ϕ(x, z1, . . . , zn)} â L[w,G], ãäå z1, . . . , zn �
ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà èç L[w]. Òîãäà, ïî óæå äîêàçàííîìó,

x ∈ X ⇐⇒ Λ ||−−L[w]

C(ωL1 )
ϕ(x̆, z̆1, . . . , z̆n) .

Îäíàêî îòíîøåíèå ||−−L[w]

C(ωL1 )
âûðàçèìî â L[w] ïî òåîðåìå 9.3.2.

(ëåììà 13.2.4)

�13.4 Ñêëåèâàþùèå ôóíêöèè â ÷èñëå ℵ2

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 13.1.5 â å¼ ÷àñòè (I), ñíîâà âîçüìåì
êëàññ L â êà÷åñòâå èñõîäíîé ìîäåëè, è ïðîèçâåäåíèå ℵ2 ýêçåìïëÿðîâ
ôîðñèíãà C(ωL1 ) = Coll(N, ωL1 ), ñ êîíå÷íîé áàçîé.

Îïðåäåëåíèå 13.4.1. Ìíîæåñòâî P ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ ôóíê�
öèé p, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ dom p ⊆ ωL2 êîíå÷íà, è p(ξ) ∈ C(ωL1 )
äëÿ âñåõ ξ ∈ dom p. Ïîðÿäîê íà P îïðåäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðà�
çîì: p ≤ q (ò. å. p ñèëüíåå ÷åì q) êîãäà dom q ⊆ dom p è q(ξ) ⊆ p(ξ)
â C(ωL1 ) äëÿ âñåõ ξ ∈ dom q . Òàêèì îáðàçîì, ïóñòàÿ ôóíêöèÿ Λ � ýòî
íàèáîëüøèé (è ñàìûé ñëàáûé) ýëåìåíò P. Ïîëîæèì

P<ϑ = {p ∈ P : dom p ⊆ ϑ} , P≥ϑ = {p ∈ P : dom p ⊆ ωL2 r ϑ} ,

à òàêæå P≤ϑ = P<ϑ+1 è P>ϑ = P≥ϑ+1 , äëÿ êàæäîãî ϑ < ωL2 , è
âîîáùå Pu = {p ∈ P : dom p ⊆ u} äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà u ⊆ ωL2 .

Óïðàæíåíèå 13.4.2. Äîêàæèòå, ÷òî P ∈ L.

Ëåììà 13.4.3. Ëþáàÿ àíòèöåïü A ⊆ P , A ∈ L èìååò ìîù�
íîñòü íå áîëåå ÷åì ωL1 â L.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäàåì â L. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A �
ìàêñèìàëüíàÿ àíòèöåïü. Ïîëîæèì ξ0 = 0. Åñëè ξn < ωL2 îïðåäåëå�
íî, òî ìíîæåñòâî P<ξn èìååò, î÷åâèäíî, ìîùíîñòü ≤ ωL1 , à ïîòîìó,
âñëåäñòâèå ìàêñèìàëüíîñòè A, íàéäåòñÿ îðäèíàë ξ , ξn < ξ < ωL2 ,
òàêîé ÷òî êî âñÿêîìó p ∈ P<ξn ñóùåñòâóåò ¾óñëîâèå¿ q ∈ A ∩ P<ξ ,
ñîâìåñòèìîå ñ p â P. Íàèìåíüøèé èç òàêèõ îðäèíàëîâ ξ îáîçíà÷èì
÷åðåç ξn+1 . Òîãäà ϑ = supn ξn < ωL2 . Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü ÷òî A ⊆ P<ϑ .
Ïóñòü íàïðîòèâ, r ∈ ArP<ϑ . Òîãäà p = r � (ϑ ∩ dom p) ïðèíàäëåæèò
P<ϑ , òàê ÷òî p ∈ P<ξn äëÿ íåêîòîðîãî n, è òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ
íàéäåòñÿ ¾óñëîâèå¿ q ∈ A ∩ P<ϑ ñîâìåñòèìîå ñ p. Â ýòîé ñèòóàöèè
¾óñëîâèå¿ q ñîâìåñòèìî è ñ r ïîñêîëüêó ïî ïîñòðîåíèþ ìû èìååì
dom q ∩ dom r = dom p ∩ dom r . Îäíàêî ¾óñëîâèÿ¿ q , r ïðèíàäëåæàò A
è çàâåäîìî q 6= r òàê êàê r 6∈ P<ϑ � ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà âëå÷åò òåîðåìó 13.1.5(I).

Òåîðåìà 13.4.4 (ñð. ñ òåîðåìîé 13.2.1). Ïóñòü ìíîæåñòâî G ⊆
P ÿâëÿåòñÿ P-ãåíåðè÷åñêèì íàä L. Òîãäà â L[G] èìååò ìåñòî ãè�
ïîòåçà PK(OD), íî íå âûïîëíÿåòñÿ PK(Π1

1).

Äîêàçàòåëüñòâî (êîíåö äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñì. â �13.5).
Ñíà÷àëà íåñêîëüêî ñëîâ î ñòðóêòóðå ãåíåðè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ L[G].

Åñëè ϑ < ωL2 , òî ïîëîæèì G<ϑ = G ∩P<ϑ , è àíàëîãè÷íî îïðåäå�
ëèì G≤ϑ , G>ϑ , G≥ϑ . Ïîíÿòíî, ÷òî ôîðñèíã P ìîæíî îòîæäåñòâèòü
ñ ïðîèçâåäåíèåì P≤ϑ ×P>ϑ , îòêóäà ñëåäóåò, ïî òåîðåìå 9.2.10, ÷òî
ìíîæåñòâà G≤ϑ , G>ϑ ÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, P≤ϑ- è P>ϑ-ãåíå�
ðè÷åñêèì íàä L, è òî æå äëÿ G≥ϑ , G<ϑ .

Ïî àíàëîãè÷íûì ñîîáðàæåíèÿì (îòîæäåñòâëåíèå P ñ ïðîèçâåäå�
íèåì C(ωL1 )×P6=ξ , ãäå P 6=ξ = {p ∈ P : ξ 6∈ dom p}), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî
åñëè ξ < ωL2 , òî ìíîæåñòâî Gξ = {p(ξ) : p ∈ G ∧ ξ ∈ dom p} ÿâëÿåòñÿ
C(ωL1 )-ãåíåðè÷åñêèì íàä L, è, ñëåäîâàòåëüíî, fGξ =

⋃
Gξ ÿâëÿåòñÿ

ãåíåðè÷åñêîé ñêëåèâàþùåé ôóíêöèåé N
íà−→ ωL1 , ñì. �9.7.

¾Îòðèöàòåëüíàÿ¿ ÷àñòü òåîðåìû íåñëîæíà. Èç ëåììû 13.4.3 ñëå�

äóåò ω
L[G]
1 ≤ ωL2 ïî òåîðåìå 9.2.8. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáàÿ èç ôóíê�

öèé fGξ îòîáðàæàåò ω íà ωL1 , òàê ÷òî ωL1 < ω
L[G]
1 . Îòñþäà ñëåäóåò

ω
L[G]
1 = ωL2 . Áîëåå òîãî, íàéäåòñÿ òî÷êà a ∈ L[G] ∩ NN , äëÿ êîòîðîé

ω
L[a]
1 = ω

L[G]
1 = ωL2 (ñì. ðàññóæäåíèå â ñàìîì íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà

òåîðåìû 13.2.1), òàê ÷òî ìíîæåñòâî L[a]∩NN íåñ÷åòíî â L[G], è äëÿ
âûâîäà ¬ PK(Π1

1) â L[G] îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå 10.2.2(I).
¾Ïîëîæèòåëüíàÿ¿ æå ÷àñòü òåîðåìû 13.4.4, ò. å. ïðîâåðêà ãèïîòå�

çû PK(OD) â L[G], áîëåå ãðîìîçäêà, è îïèðàåòñÿ íà ðÿä ëåìì, êîòî�
ðûå ìû äîêàæåì ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì ñàìîé ãèïîòåçû PK(OD) â
�13.5.
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Ëåììà 13.4.5. Åñëè x ∈ L[G] ∩ NN , òî ñóùåñòâóåò òàêîé îð�
äèíàë ϑ < ωL2 , ÷òî x ∈ L[G<ϑ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 9.2.6 íàéäåòñÿ P-èìÿ t ∈ L òàêîå
÷òî x = t[G], è t[G′] ∈ NN äëÿ ëþáîãî P-ãåíåðè÷åñêîãî ìíîæåñòâà
G′ � òàê ÷òî êàæäîå ¾óñëîâèå¿ p ∈ P âûíóæäàåò t ∈ NN. Ïîëîæèì

Fnk = {p ∈ P : p ||−−LP (t(n̆) = k̆)}

äëÿ âñåõ n, k , è âûáåðåì, ìàêñèìàëüíóþ àíòèöåïü Ank ⊆ Fnk â êàæ�
äîì Fnk . Ýòîò âûáîð ìîæíî îñóùåñòâèòü â L, òàê êàê P ∈ L, à
îòíîøåíèå ||−−LP âûðàçèìî â L ïî òåîðåìå 9.3.2. Òîãäà èíäåêñèðîâàí�
íîå ìíîæåñòâî 〈Ank〉n,k∈N âûáðàííûõ àíòèöåïåé ïðèíàäëåæèò L.
Îòñþäà, ïî ëåììå 13.4.3, ìû âûâîäèì ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî îðäèíà�
ëà ϑ < ωL2 , ÷òî Ank ⊆ P<ϑ äëÿ âñåõ n, k . Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî

x(n) = k ⇐⇒ G ∩Ank 6= ∅ ⇐⇒ G<ϑ ∩Ank 6= ∅ , (∗)

� îòêóäà è ñëåäóåò x ∈ L[G<ϑ].

Èìïëèêàöèÿ ⇐= ñïðàâåäëèâà ïî îïðåäåëåíèþ âûíóæäåíèÿ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîé èìïëèêàöèè, ïóñòü x(n) = k . Çà�
ìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Dn =

⋃
mAnm ïðèíàäëåæèò L è ïðåäïëîò�

íî â P. (Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäïëîòíîñòè, ïóñòü p ∈ P. Òîãäà

p ||−−LP ¾t ∈ NN¿ ïî âûáîðó t, â ÷àñòíîñòè, p ||−−LP ¾∃m (t(n̆) = m)¿.
Ïî òåîðåìå 9.3.2(vii) íàéäóòñÿ áîëåå ñèëüíîå ¾óñëîâèå¿ r ≤ p è ÷èñ�

ëî m, äëÿ êîòîðûõ r ||−−LP ¾t(n̆) = m̆¿. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî r ∈ Fnm .
Íî òîãäà r ñîâìåñòèìî ñ êàêèì-òî q ∈ Anm � îòêóäà q ∈ Dn , ò. å.
íàéäåòñÿ ¾óñëîâèå¿ r′ , óäîâëåòâîðÿþùåå r′ ≤ r è r′ ≤ q .)

Èç ïðåäïëîòíîñòè ñëåäóåò G∩Dn 6= ∅ (ñì. ðåçóëüòàò 9.1.2). Ïóñòü
q ∈ G∩Dn , ò. å. q ∈ Anm äëÿ íåêîòîðîãî m. Òîãäà q ∈ Fnm , òàê ÷òî
q ||−−LP ¾t(n̆) = m̆¿, è x(n) = m ïî òåîðåìå 9.3.2(ii). Îäíàêî íà ñàìîì
äåëå x(n) = k , îòêóäà m = k è q ∈ G ∩Ank , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ëåììà 13.4.6 (ñð. ñ ëåììîé 13.2.3). Ïóñòü G ⊆ P åñòü P-
ãåíåðè÷åñêîå íàä L ìíîæåñòâî, è x ∈ L[G] ∩ NN . Òîãäà êëàññ L[G]
åñòü P-ãåíåðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå êëàññà L[x].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ëåììó 13.4.5, ìû íàõîäèì îðäèíàë
ϑ < ωL2 òàêîé ÷òî x ∈ L[G<ϑ]. Ìîæíî ïðåäïîëàãàòü ÷òî ϑ ≥ ωL1 . Ìû
ðàçîáüåì ðàñøèðåíèå L[x] äî L[G] íà íåñêîëüêî øàãîâ.

1◦. Ñóùåñòâóåò C(ωL1 )-ãåíåðè÷åñêîå íàä L ìíîæåñòâî F ⊆ C(ωL1 ),
äëÿ êîòîðîãî L[G<ϑ] = L[F ].
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Ñ÷èòàÿ, äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî ϑ = ωL1 (îáùèé ñëó÷àé â 1◦ ñâîäèòñÿ ê ýòî�

ìó ïðè ïîìîùè ëþáîé áèåêöèè b : ωL1
íà−→ ϑ â L è òåîðåìû 9.2.9(v)),

ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî P′ âñåõ ¾óñëîâèé¿ p ∈ P<ωL1
òàêèõ ÷òî ëèáî

p = Λ ëèáî dom p = {0} ∪ {p(0)(k) : k < lh p(0)} è lh p(ξ) = lh p(0)
äëÿ êàæäîãî ξ ∈ dom p. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü ÷òî P′ ∈ L, P′ ïëîòíî
â P<ωL1

, è P′ ïîðÿäêîâî èçîìîðôíî ìíîæåñòâó C(ωL1 ) = Coll(N, ωL1 )

â L. (Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîå èç ýòèõ äâóõ ×Ó ìíîæåñòâ åñòü äåðåâî
âûñîòû ω ñ ωL1 -âåòâëåíèÿìè â ñìûñëå ïîðÿäêà ñîâïàäàþùåãî ñ ⊆,
ò. å. îáðàòíîãî ïîðÿäêó ≤. Íî ëþáûå äâà òàêèõ äåðåâà ïîðÿäêîâî
èçîìîðôíû â ñèëó î÷åâèäíîé êîíñòðóêöèè èçîìîðôèçìà.) Îñòàåòñÿ
ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó 9.2.9(i),(v).

2◦. Íàéäåòñÿ äåðåâî Σ ⊆ C(ωL1 ) , Σ ∈ L[x] áåç êîíöåâûõ âåðøèí,
òàêîå, ÷òî F ⊆ Σ è F ÿâëÿåòñÿ Σ-ãåíåðè÷åñêèì íàä L[x].

Ýòî ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 13.2.3 â �13.3.

3◦. Êëàññ L[G≤ϑ] ÿâëÿåòñÿ C(ωL1 )-ãåíåðè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì êëàñ�
ñà L[G<ϑ] = L[F ], à òîãäà, ïî òåîðåìå 9.2.10(ii), è Σ× C(ωL1 )-
ãåíåðè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì êëàññà L[x].

Â ñàìîì äåëå, ×Ó ìíîæåñòâî P≤ϑ ïîðÿäêîâî èçîìîðôíî ïðîèçâåäå�
íèþ P<ϑ × C(ωL1 ), òàê ÷òî ðåçóëüòàò äàåòñÿ òåîðåìîé 9.2.9(v).

4◦. Êëàññ L[G≤ϑ] ÿâëÿåòñÿ C(ωL1 )-ãåíåðè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì L[x].

Â ñàìîì äåëå, ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì, ÷òî è âûøå (òåîðåìà 9.2.9(i),
(v)), äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî, â L[x], ìíîæåñòâî Σ × C(ωL1 ) èìååò
ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî D , ïîðÿäêîâî èçîìîðôíîå C(ωL1 ). Îäíàêî

D = {〈p, q〉 ∈ Σ× C(ωL1 ) : lh p = lh q}

� èìåííî òàêîå ïîäìíîæåñòâî. Åãî ïëîòíîñòü â Σ×C(ωL1 ) î÷åâèäíà:
ïîñêîëüêó äåðåâüÿ Σ è ñàìî C(ωL1 ) íå èìåþò êîíöåâûõ âåðøèí, äëÿ
ëþáîé ïàðû 〈p, q〉 ∈ Σ× C(ωL1 ) íàéäåòñÿ òàêàÿ ïàðà 〈p′, q′〉 ∈ D , ÷òî
p ⊆ p′ è q ⊆ q′ . Äàëåå, êàê C(ωL1 ) òàê è D ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé, â
L[x], äåðåâüÿ âûñîòû ω ñ ω1-âåòâëåíèÿìè � êîòîðûå âñå, î÷åâèäíî,
ïîðÿäêîâî èçîìîðôíû îäíî äðóãîìó.

5◦. Êëàññ L[G≤ϑ] ÿâëÿåòñÿ P≤ϑ-ãåíåðè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì L[x].

Ýòî ñëåäóåò èç 4◦ ïðè ïîìîùè òîãî æå ðàññóæäåíèÿ, êîòîðîå èñïîëü�
çîâàíî â âûâîäå 1◦.

Òåïåðü, ïî òåîðåìå 9.2.10, êîëü ñêîðî ×Ó ìíîæåñòâî P èçîìîðô�
íî ïðîèçâåäåíèþ P≤ϑ×P>ϑ , êëàññ L[G] ÿâëÿåòñÿ P>ϑ-ãåíåðè÷åñêèì
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ðàñøèðåíèåì êëàññà L[G≤ϑ], à ïîòîìó è P≤ϑ ×P>ϑ-ãåíåðè÷åñêèì
ðàñøèðåíèåì êëàññà L[x] ïî 5◦. Îñòàåòñÿ çàìåíèòü çäåñü ìíîæåñòâî
P≤ωL1 ×P>ωL1

îáðàòíî íà P.

Ëåììà 13.4.7 (ñð. ñ ëåììîé 13.2.4). Ïóñòü w � ïðîèçâîëüíîå
ìíîæåñòâî, à ìíîæåñòâî G ⊆ P ÿâëÿåòñÿ P-ãåíåðè÷åñêèì íàä
L[w]. Òîãäà, åñëè ϕ(v1, . . . , vn) åñòü ∈-ôîðìóëà, à z1, . . . , zn ∈ L[w],
òî ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü:

ϕ(z1, . . . , zn) èñòèííî â L[w,G] ⇐⇒ Λ ||−−L[w]
P ϕ(z̆1, . . . , z̆n) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäàÿ êàê â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 13.2.4,
ñî ññûëêîé íà óæå äîêàçàííóþ ëåììó 13.4.6, âïîëíå äîñòàòî÷íî óáå�
äèòüñÿ, äëÿ ëþáûõ ¾óñëîâèé¿ p, q ∈ P, ÷òî, â óïðîùàþùåì ïðåäïî�
ëîæåíèè dom p = dom q = u ⊆ ωL2 è lh p(ξ) = lh q(ξ) äëÿ âñåõ ξ ∈ u,
ìíîæåñòâà P≤p = {p′ ∈ P : p′ ≤ p} è P≤q ïîðÿäêîâî èçîìîðôíû â
L. Ïîñòðîåíèå èñêîìîãî èçîìîðôèçìà íå ñîñòàâëÿåò òðóäà.

�13.5 Ñâîéñòâî ñîâåðøåííîãî ÿäðà

Ïðîäîëæàÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 13.4.4, ìû äîêàæåì, ïðè ïî�
ìîùè ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, ÷òî â P-ãåíåðè÷åñêîé
ìîäåëè L[G] âûïîëíåíî PK(OD), ò. å. êàæäîå íåñ÷åòíîå OD ìíîæå�
ñòâî X ⊆ NN èìååò ñîâåðøåííîå ïîäìíîæåñòâî.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî X ∈ L[G] , X ⊆ NN, ÿâëÿþ�
ùååñÿ OD ìíîæåñòâîì â L[G]. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî X = {x : ϕ(x)} â
L[G], ãäå, äëÿ ïðîñòîòû, ϕ � âîîáùå áåñïàðàìåòðè÷åñêàÿ ôîðìóëà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ(x) ôîðìóëó ¾Λ ||−−L[x]
P ϕ(x̆)¿; òîãäà, ïî ëåììå

13.4.7, ìû èìååì ∀x (ϕ(x)⇐⇒ ψ(x)) â L[G], òàê ÷òî X = {x : ψ(x)}.
Åñëè X ⊆ L òî ìíîæåñòâî X íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî â L[G], ïî�

ñêîëüêó îðäèíàë ωL1 ñ÷¼òåí â L[G]. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ïðåäïîëàãàÿ
X 6⊆ L, ÷òî X èìååò ñîâåðøåííîå ïîäìíîæåñòâî â L[G].

Ðàç X 6⊆ L, íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ X r L. Òîãäà x ∈ L[G<ϑ] äëÿ
íåêîòîðîãî ϑ < ωL2 , ïî ëåììå 13.4.5. Êàê ìû âèäåëè â äîêàçàòåëüñòâå
ëåììû 13.4.6 âûøå, P<ϑ-ãåíåðè÷åñêèå è C(ωL1 )-ãåíåðè÷åñêèå ðàñøè�
ðåíèÿ êëàññà L � ýòî îäíî è òî æå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ
òàêîå C(ωL1 )-ãåíåðè÷åñêîå íàä L ìíîæåñòâî F0 ⊆ C(ωL1 ) , F0 ∈ L[G],
÷òî x ∈ L[F0]. Ôèêñèðóåì èìÿ t ∈ L, äëÿ êîòîðîãî x = t[F0].

Ïî òåîðåìå 9.3.2(ii), íàéäåòñÿ ¾óñëîâèå¿ p0 ∈ F0 , âûíóæäàþùåå
ψ(t) ∧ t 6∈ L. Áóäåì, äëÿ êðàòêîñòè, ñ÷èòàòü, ÷òî p0 = Λ, ò. å.

Λ ||−−LC(ωL1 ) ψ(t) ∧ t 6∈ L ; (†)

îáùèé ñëó÷àé òðåáóåò ëèøü ïðîñòûõ è î÷åâèäíûõ ïîïðàâîê. Â ýòîì
ïðåäïîëîæåíèè, ñïðàâåäëèâà:
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Ëåììà 13.5.1. Åñëè ìíîæåñòâî F ⊆ C(ωL1 ) , F ∈ L[G] ÿâëÿåò�
ñÿ C(ωL1 )-ãåíåðè÷åñêèì íàä L òî t[F ] ∈ X .

Èäåÿ íèæåñëåäóþùåãî ïîñòðîåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäå�
ëèòü, â L[G], íå÷òî òèïà ¾ñîâåðøåííîãî ìíîæåñòâà¿ ãåíåðè÷åñêèõ
ïîäìíîæåñòâ C(ωL1 ), íà êîòîðîì îòîáðàæåíèå F 7→ t[F ], ñîïîñòàâ�
ëÿþùåå êàæäîìó ãåíåðè÷åñêîìó ìíîæåñòâó F ñîîòâåòñòâóþùóþ èí�
òåðïðåòàöèþ t[F ] äëÿ t, áóäåò íåïðåðûâíûì è âçàèìíî îäíîçíà÷íûì.

Äëÿ p, q ∈ C(ωL1 ) îïðåäåëèì p ⊥ q êîãäà íàéäóòñÿ ÷èñëà n è

k 6= ` òàêèå ÷òî p ||−−LC(ωL1 ) t(n̆) = k̆ è q ||−−LC(ωL1 ) t(n̆) = ˘̀. Òàêèì

îáðàçîì, ñìûñë p ⊥ q ñîñòîèò â òîì, ÷òî ¾óñëîâèÿ¿ p, q íå òîëüêî
ïðîòèâîðå÷èâû, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èå äåòåêòèðóåòñÿ íà âûíóæäåíèè
ôîðìóë âèäà t(n̆) = k̆ äëÿ äàííîãî t. Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ:

Ëåììà 13.5.2. Åñëè p, q ∈ C(ωL1 ) òî íàéäóòñÿ ¾óñëîâèÿ¿ p′ ≤ p
è q′ ≤ q (ò. å. áîëåå ñèëüíûå) òàêèå ÷òî p′ ⊥ q′ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, èíà÷å íèêàêèå äâà ¾óñëîâèÿ¿
p′ , p′′ ≤ p íå ìîãóò âûíóæäàòü ýëåìåíòàðíî íåñîâìåñòèìûõ ñâîéñòâ
t, ò. å., íàïðèìåð, p′ ||−−LC(ωL1 ) t(n̆) = k̆ è p′′ ||−−LC(ωL1 ) t(n̆) = ˘̀ äëÿ

êàêèõ-ëèáî n è k 6= `. Îòñþäà ñëåäóåò ÷òî p ¾ðåøàåò¿ âñå çíà÷å�
íèÿ t � äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî n íàéäåòñÿ ÷èñëî kn òàêîå
÷òî p ||−−LC(ωL1 ) t(n̆) = k̆n . Íî òîãäà ¾óñëîâèå¿ p âûíóæäàåò t = ă, ãäå

a(n) = kn , ∀n, òàê ÷òî a ∈ L ïîñêîëüêó îòíîøåíèå ôîðñèíãà ||−−LC(ωL1 )

âûðàçèìî â èñõîäíîé ìîäåëè L. Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ïðåä�
ïîëîæåíèåì ÷òî Λ ||−− t 6∈ L, äîêàçûâàþùåìó ëåììó. (ëåììà)

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé ôîðñèíã Π, ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé
π òàêèõ, ÷òî domπ � ìíîæåñòâî âèäà 2<m = {s ∈ 2<ω : lh s < m}
(ìíîæåñòâî âñåõ äèàäè÷åñêèõ êîðòåæåé äëèíû < m), ãäå m ∈ N

áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç m = âûñπ (âûñîòà π), à ranπ ⊆ ωL1 .
Óïîðÿäî÷èì Π îáðàòíî âêëþ÷åíèþ: π ≤ ρ (π ñèëüíåå ÷åì ρ) êî�
ãäà dom ρ ⊆ domπ (òîãäà î÷åâèäíî âûñ ρ ≤ âûñπ) è ρ = π � dom ρ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ôóíêöèÿ π ïðîäîëæàëà ôóíê�
öèþ ρ. ßñíî, ÷òî ∅ (ò. å. ïóñòàÿ ôóíêöèÿ, òî æå ÷òî è Λ) ÿâëÿåòñÿ
ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì Π â ýòîì ñìûñëå.

Ôîðñèíã Π ìîæíî íàçâàòü ðàçâåòâëåííîé ñòåïåíüþ ñêëåèâàþùå�
ãî êîýíîâñêîãî ôîðñèíãà C(ωL1 ). Â ñàìîì äåëå, åñëè π ∈ Π , m =
âûñπ, s ∈ 2<m , òî ìîæíî îïðåäåëèòü π/s ∈ C(ωL1 ), òàê ÷òî ìû ïîëó�
÷èì dom (π/s) = 1 + lh s è (π/s)(k) = π(s � k) , ∀k ≤ lh s. Íàïðèìåð,
åñëè s = 〈i, j〉 òî dom (π/s) = 3, (π/s)(0) = π(Λ) , (π/s)(1) = π(〈i〉) ,
(π/s)(2) = π(s).

Â òî æå âðåìÿ, Π ∈ L è, ïîäîáíî íåêîòîðûì ôîðñèíãàì âûøå, Π
� äåðåâî âûñîòû ω ñ ωL1 -âåòâëåíèÿìè (â ñìûñëå ïîðÿäêà, ñîâïàäàþ�
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ùåãî ñ ⊆, ò. å. îáðàòíîãî ≤), òàê ÷òî ìíîæåñòâà Π è C(ωL1 ) ïîðÿäêîâî
èçîìîðôíû â L. Îòñþäà, ïî òåîðåìå 9.2.9(v), ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 13.5.3. Π-ãåíåðè÷åñêèå è C(ωL1 )-ãåíåðè÷åñêèå ðàñøè�
ðåíèÿ � ýòî îäíî è òî æå.

Ìû óòâåðæäàåì ÷òî åñëè D ⊆ C(ωL1 ) � ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî, è
k ∈ N, òî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ïëîòíû óæå â Π:

∆D = {π ∈ Π : ∀ s ∈ n2 (π/s ∈ D), ãäå n = âûñπ−1} ;

∆k = {π ∈ Π : k ≤ n = âûñπ−1 ∧
∧ ∀ s, s′ ∈ n2 (s � k 6= s′ � k =⇒ π/s ⊥ π/s′)} .

(Çäåñü n2 = {s ∈ 2<ω : n = lh s}, äèàäè÷åñêèå êîðòåæè äëèíû n.)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïëîòíîñòè ∆D , ïóñòü ρ ∈ Π è âûñ ρ = m+1 ≥
1. Â ñèëó ïëîòíîñòè D êî âñÿêîìó σ ∈ m2 íàéäåòñÿ ¾óñëîâèå¿ pσ ∈ D
òàêîå ÷òî pσ ≤ ρ/σ â C(ωL1 ), ò. å. ρ/σ ⊆ pσ . Êîëü ñêîðî ìíîæåñòâî
m2 êîíå÷íî, ìîæíî íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî âñå pσ
èìåþò îäíó è òó æå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ dom pσ = n+1 > m. Òåïåðü
íå ñîñòàâëÿåò òðóäà îïðåäåëèòü ¾óñëîâèå¿ π ∈ Π òàê ÷òîáû âûñπ =
n+1 è π/s = ps�m ∈ D äëÿ ëþáîãî s ∈ n2, òàê ÷òî π ∈ ∆D .

Äëÿ ïðîâåðêè ïëîòíîñòè ∆k , ïóñòü ρ ∈ Π è âûñ ρ = m+1 ≥ 1.
Ìîæíî ñ÷èòàòü ÷òî m ≥ k . Èñïîëüçóÿ ëåììó 13.5.2, ïîäáèðàåì pσ ∈
C(ωL1 ) êî âñÿêîìó σ ∈ m2 òàê ÷òî áóäåò pσ ⊥ pσ′ ïðè σ 6= σ′ . Îïÿòü
ìîæíî ñ÷èòàòü ÷òî dom pσ = n+1, ãäå n > m, äëÿ âñåõ σ ∈ m2.
Íàéäåòñÿ ¾óñëîâèå¿ π ∈ Π òàêîå ÷òî âûñπ = n+1 è π/s = ps�m äëÿ
âñåõ s ∈ n2. Åñëè s, s′ ∈ n2 è s � k 6= s′ � k òî òåì áîëåå s �m 6= s′ �m,
òàê ÷òî π/s = ps�m ⊥ ps′�m = π/s′ . Èòàê, π ∈ ∆k .

Â îáîèõ ðàññóæäåíèÿõ ρ ⊆ π , ÷òî è äîêàçûâàåò ïëîòíîñòü.

Äàëåå, êëàññ L[G] ñîäåðæèò C(ωL1 )-ãåíåðè÷åñêèå íàä L ìíîæå�
ñòâà, íàïðèìåð, ëþáîå èç ìíîæåñòâ Gξ = {p(ξ) : p ∈ G ∧ ξ ∈ dom p},
ãäå ξ < ωL2 . Çíà÷èò, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 13.5.3, â L[G] ñóùåñòâóåò è
Π-ãåíåðè÷åñêîå íàä L ìíîæåñòâî Γ ⊆ Π; òîãäà γ =

⋃
Γ � îòîáðà�

æåíèå 2<ω → ωL1 . Ïîëîæèì Γ/a = {π/(a � n) : π ∈ Γ∧n < âûñπ} äëÿ
êàæäîãî a ∈ 2N ; òîãäà Γ/a ⊆ C(ωL1 ). Óòâåðæäàåòñÿ ÷òî ñëåäóþùèå
ïðåäëîæåíèÿ èñòèííû â L[G]:

(à) åñëè a ∈ 2N òî ìíîæåñòâî Γ/a C(ωL1 )-ãåíåðè÷åñêîå íàä L;

(á) åñëè a 6= b ∈ 2N òî t[Γ/a] 6= t[Γ/b];

(â) îòîáðàæåíèå a 7→ t[Γ/a] � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ 2N → NN ;

(ã) t[Γ/a] ∈ X ïðè ëþáîì a ∈ 2N .
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ (à), ïðåäïîëîæèì ÷òî ìíîæå�
ñòâî D ∈ L , D ⊆ C(ωL1 ) ïëîòíî â C(ωL1 ). Òîãäà ∆D ïëîòíî â Π,
ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ n ∈ N òàêîå ÷òî π = γ � 2<n+1 ∈ ∆D . Ïî�
ëîæèì s = a � n. Òîãäà π/s ∈ D ïî îïðåäåëåíèþ ∆D . Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ëåãêî âèäåòü ÷òî π/s ∈ Γ/a.

(á) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, íî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîæåñòâ ∆k .
(â) Ïðåäïîëîæèì ÷òî a ∈ 2N è t[Γ/a](m) = k . Ñîãëàñíî (à) íàé�

äåòñÿ ¾óñëîâèå¿ p ∈ Γ/a âûíóæäàþùåå t(m̆) = k̆ . Ïî ïîñòðîåíèþ t
èìååò âèä π/(a � n), ãäå π ∈ Γ è n < âûñπ . Òåì ñàìûì, p ∈ Γ/b è,
ñëåäîâàòåëüíî, t[Γ/b](m) = k , âñÿêèé ðàç êîãäà b ∈ 2N è b �n = a �n.

(ã) ñëåäóåò èç (à) è ëåììû 13.5.1.
Ñîåäèíÿÿ âìåñòå (á), (â), (ã), ìû ïîëó÷àåì, â L[G], ñîâåðøåííîå

ïîäìíîæåñòâî {t[Γ/a] : a ∈ 2N} ìíîæåñòâà X , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

(òåîðåìà 13.4.4)

(òåîðåìà 13.1.5 � ÷àñòü (I) è òåîðåìà â öåëîì)

Çàìå÷àíèå 13.5.4. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåî�
ðåìû 13.2.1, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â P-ãåíåðè÷åñêîé ìîäåëè L[G] âû�
ïîëíåíû óòâåðæäåíèÿ LM(OD) è BP(OD).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìåòîäû, î êîòîðûõ ïîéäåò ðå÷ü â ãëàâå 14,
äàþò ¬ LM(∆1

2) è ¬ BP(Σ1
2), íî BP(∆1

2), ïî òîé ïðè÷èíå ÷òî, äëÿ

ëþáîãî a ∈ L[G] ∩ NN ñ ω
L[a]
1 = ωL2 , â L[G] èñòèííî, ÷òî ìíîæå�

ñòâî CohL[a] íåïóñòî íî íå ÿâëÿåòñÿ êîòîùèì, è â òî æå âðåìÿ
Rand L[a] = ∅. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äàæå êîíúþíêöèÿ òðåõ ãèïîòåç
PK(OD) , LM(OD) , BP(OD) ñîâìåñòèìà ñ êîíúþíêöèåé îòðèöàíèé
¬ PK(Π1

1) ∧ ¬ LM(∆1
2) ∧ ¬ BP(Σ1

2).

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çäåñü îòðèöàòåëüíàÿ ãèïîòåçà ¬ BP(Σ1
2)

ìîæåò áûòü óñèëåíà äî ¬ BP(∆1
2) (= ñóùåñòâóåò ∆1

2-ìíîæåñòâî, íå
èìåþùåå ñâîéñòâà Áýðà).

Îäíàêî íàèáîëåå èíòåðåñíûé âîïðîñ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: âû�
ïîëíÿåòñÿ ëè ãèïîòåçà PK(OD) â ïðîñòîé C(ωL1 )-ãåíåðè÷åñêîé ìîäå�
ëè, ðàññìîòðåííîé âûøå â �13.2 ? Âîîáùå, ñîâìåñòèìî ëè PK(OD) ñ
ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî NN ⊆ L[a] äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ NN ?

�13.6 Ìîäåëü Ñîëîâåÿ

Çäåñü ìû äîêàçûâàåì òåîðåìó 13.1.1. Ôîðñèíã, êîòîðûé áóäåò
èñïîëüçîâàí â äîêàçàòåëüñòâå, ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ¾ñêëåèâàþ-
ùèõ¿ ôîðñèíãîâ âèäà Coll(N, ξ), îäíàêî, â îòëè÷èå îò ôîðñèíãà P
èç �13.4, ãäå âñå ñîìíîæèòåëè èìåëè îäíî è òî æå çíà÷åíèå ξ = ωL2 ,
â ýòîì íîâîì âàðèàíòå ξ áóäåò ìåíÿòüñÿ îò 0 äî íåêîòîðîãî ñòðîãî
íåäîñòèæèìîãî êàðäèíàëà.
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Îïðåäåëåíèå 13.6.1. Ôèêñèðóåì êàðäèíàë Ω, ñòðîãî íåäîñòè�
æèìûé â êëàññå L êîíñòðóêòèâíûõ ìíîæåñòâ.

Ìíîæåñòâî P ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ ôóíêöèé p, ÷òî îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ dom p ⊆ Ω êîíå÷íà, è, äëÿ êàæäîãî ξ ∈ dom p, p(ξ) ∈
Coll(N, ξ), ò. å. p(ξ) � êîðòåæ èç îðäèíàëîâ η < ξ . Óïîðÿäî÷èì P
àíàëîãè÷íî P âûøå, à èìåííî, p 6 q (p � áîëåå ñèëüíîå ¾óñëîâèå¿)
êîãäà dom q ⊆ dom p è p(ξ) ≤ q(ξ) â Coll(N, ξ) (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
q(ξ) = p(ξ)�lh q(ξ)) äëÿ âñåõ ξ ∈ dom p. Êàê è âûøå, ïóñòàÿ ôóíêöèÿ
Λ � ýòî íàèáîëüøåå (è ñàìîå ñëàáîå) ¾óñëîâèå¿ â P .

Êàê ñàìî P òàê è ýòîò ïîðÿäîê ïðèíàäëåæàò L. Ïîëîæèì

P<ϑ = {p ∈P : dom p ⊆ ϑ} , P≥ϑ = {p ∈P : dom p ⊆ Ω r ϑ} ,

à òàêæå P≤ϑ = P<ϑ+1 è P>ϑ = P≥ϑ+1 , äëÿ êàæäîãî ϑ < Ω, è
âîîáùå Pu = {p ∈P : dom p ⊆ u} äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà u ⊆ Ω.

Ëåììà 13.6.2. Ëþáàÿ àíòèöåïü A ⊆ P , A ∈ L èìååò ìîù�
íîñòü < Ω â L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäàåì â L. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A �
ìàêñèìàëüíàÿ àíòèöåïü. Ïîëîæèì ξ0 = ω . Åñëè ξn < Ω îïðåäåëåíî
òî ìíîæåñòâî P<ξn èìååò, î÷åâèäíî, ìîùíîñòü < Ω, à ïîòîìó, âñëåä�
ñòâèå íåäîñòèæèìîñòè Ω è ìàêñèìàëüíîñòè A, íàéäåòñÿ îðäèíàë ξ ,
ξn < ξ < Ω, òàêîé ÷òî êî âñÿêîìó p ∈ P<ξn ñóùåñòâóåò ¾óñëîâèå¿
q ∈ A∩P<ξ ñîâìåñòèìîå ñ p â P . Íàèìåíüøèé èç òàêèõ îðäèíàëîâ
ξ îáîçíà÷èì ÷åðåç ξn+1 . Ïîëîæèì ϑ = supn ξn; ñíîâà ϑ < Ω èç-çà
íåäîñòèæèìîñòè Ω. Ìû èìååì A ⊆P<ϑ (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû
13.4.3), îòêóäà è âûòåêàåò èñêîìûé ðåçóëüòàò, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî
P<ϑ èìååò ìîùíîñòü cardϑ < Ω.

Òåîðåìà 13.1.1 âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà:

Òåîðåìà 13.6.3. Åñëè ìíîæåñòâî G ⊆P ÿâëÿåòñÿ P-ãåíåðè�
÷åñêèì íàä L, òî â ãåíåðè÷åñêîì ðàñøèðåíèè L[G ] âûïîëíåíû âñå
òðè ãèïîòåçû ðåãóëÿðíîñòè: PK(ROD) , LM(ROD) , BP(ROD).

Çàìå÷àíèå 13.6.4. Ãåíåðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå âèäà L[G ] êàê â
òåîðåìå 13.6.3 íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ Ñîëîâåÿ (íàä èñõîäíîé ìîäåëüþ
� êëàññîì êîíñòðóêòèâíûõ ìíîæåñòâ L). Âîîáùå, åñëè çàäàíà êàêàÿ�
òî òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü M òåîðèè ZFC ñî ñòðîãî íåäîñòèæèìûì
êàðäèíàëîì Ω ∈ M (ò. å. â M èñòèííî, ÷òî Ω � ñòðîãî íåäîñòèæè�
ìûé êàðäèíàë), òî â M ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî P, ñëåäóÿ
îïðåäåëåíèþ 13.6.1, è òîãäà ëþáîå P-ãåíåðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ìî�
äåëè M íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ Ñîëîâåÿ (íàä èñõîäíîé ìîäåëüþ M).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ëþáîì ñëó÷àå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè Ñîëîâåÿ
òðåáóåòñÿ (ñòðîãî) íåäîñòèæèìûé êàðäèíàë.
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Äîêàçàòåëüñòâî (òåîðåìà). Ïîëîæèì G<ϑ = G ∩P<ϑ , è àíà�
ëîãè÷íî G≥ϑ , G≤ϑ , G>ϑ . Íà÷íåì ñ íåñêîëüêèõ âñïîìîãàòåëüíûõ ðå�
çóëüòàòîâ, ñîáðàííûõ â ñëåäóþùåé ëåììå. Ñîãëàñíî ïåðâîìó èç íèõ,
êàðäèíàë Ω, áûâøèé ñòðîãî íåäîñòèæèìûì â L, ñòàíîâèòñÿ ïåðâûì
íåñ÷åòíûì êàðäèíàëîì â L[G ] áëàãîäàðÿ ãåíåðè÷åñêîé ñêëåéêå!

Ëåììà 13.6.5. (i) Âûïîëíÿåòñÿ ω
L[G ]
1 = Ω ;

(ii) åñëè x ∈ L[G ] ∩ NN òî íàéäåòñÿ îðäèíàë ϑ < Ω òàêîé ÷òî

x ∈ L[G<ϑ] � è òîãäà ìû èìååì ω
L[x]
1 < Ω = ω

L[G ]
1 , òàê ÷òî

ìíîæåñòâî L[a] ∩ NN ñ÷åòíî â L[G] ;

(iii) åñëè x ∈ L[G ] ∩ NN òî Ω îñòàåòñÿ íåäîñòèæèìûì êàðäèíà�

ëîì â L[x], è ìû èìååì ω
L[x]
ρ < Ω äëÿ âñåõ ρ < Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Íåðàâåíñòâî ω
L[G ]
1 ≤ Ω âûòåêàåò èç ëåììû

13.6.2 è òåîðåìû 9.2.8. Îáðàòíî, åñëè ξ < Ω, òî ìíîæåñòâî Gξ =
{p(ξ) : p ∈ G } ÿâëÿåòñÿ Coll(N, ξ)-ãåíåðè÷åñêèì íàä L (ïî òåîðåìå
9.2.10(i)), òàê ÷òî fξ[G ] =

⋃
Gξ � ôóíêöèÿ èç N íà ξ , îòêóäà ñëåäóåò,

÷òî ξ < ω
L[G ]
1 . Ðàç ξ < Ω ïðîèçâîëüíî, ìû èìååì Ω ≤ ωL[G ]

1 .
(ii) Ñóùåñòâîâàíèå ϑ äîêàçûâàåòñÿ êàê è â ëåììå 13.4.5. Äàëåå,

îòîáðàæåíèå 〈p, q〉 7→ p∪q � ýòî ïîðÿäêîâûé èçîìîðôèçì ìåæäó ×Ó
ìíîæåñòâàìè P<ϑ×P≥ϑ è P , îòêóäà, ïî òåîðåìå 9.2.10(i), ñëåäóåò,
÷òî ìíîæåñòâî G<ϑ ÿâëÿåòñÿ P<ϑ-ãåíåðè÷åñêèì íàä L. Ïîñêîëüêó
cardP<ϑ < Ω â L, íàéäåòñÿ κ < Ω òàêîå ÷òî â L èñòèííî: κ �

ðåãóëÿðíûé êàðäèíàë è cardP<ϑ < κ. Òîãäà ω
L[x]
1 ≤ ω

L[G<ϑ]
1 ≤ κ <

Ω ïî òåîðåìå 9.2.8, òàê ÷òî ω
L[x]
1 < Ω = ω

L[G ]
1 .

(iii) ñëåäóåò èç (ii) ïî ëåììå 8.5.2.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ñîäåðæèò êëþ÷åâîé òåõíè÷åñêèé ôàêò.

Ëåììà 13.6.6 (ñð. ñ 13.4.6, 13.2.3). Ïóñòü G ⊆ P åñòü P-
ãåíåðè÷åñêîå íàä L ìíîæåñòâî, è a ∈ L[G ] ∩ NN . Òîãäà êëàññ L[G ]
åñòü P-ãåíåðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå êëàññà L[a].

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûêëàäêè àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâó ëåììû
13.4.6, ïîýòîìó ìû ëèøü íàìåòèì îáùóþ ñõåìó è óêàæåì èìåþùè�
åñÿ ðàçëè÷èÿ. Ëåììà 13.6.5(ii) ïðèíîñèò òàêîé îðäèíàë ϑ < Ω, ÷òî
a ∈ L[G<ϑ]. Ìîæíî ñ÷èòàòü ÷òî ϑ = κ+1, ãäå κ < Ω � êàðäèíàë â L,
òàê ÷òî a ∈ L[G≤κ]. Ìíîæåñòâî P ′ âñåõ òàêèõ ¾óñëîâèé¿ p ∈ P≤κ ,
÷òî κ ∈ dom p, dom p r {κ} = ran p(κ), è lh p(η) = lh p(κ) äëÿ âñåõ
η ∈ dom p, � ïëîòíî â P≤κ è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåðåâî ñ κ-âåòâëå�
íèÿìè (òàê êàê κ � êàðäèíàë). Ïîýòîìó P ′ ïîðÿäêîâî èçîìîðôíî
ìíîæåñòâó C(κ) = Coll(N, κ) = κ<ω â L. Îòñþäà ñëåäóåò, ïî òåîðåìå
9.2.9(v), ÷òî L[G≤κ] = L[F ], ãäå ìíîæåñòâî F ⊆ C(κ) ÿâëÿåòñÿ C(κ)-
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ãåíåðè÷åñêèì íàä L. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 13.2.3, íàé�
äåòñÿ äåðåâî Σ ⊆ C(κ) , Σ ∈ L[x], óäîâëåòâîðÿþùåå òàêèì óñëîâèÿì:

1) åñëè p ∈ Σ, òî ìíîæåñòâî Σp = {q ∈ Σ : q 6 p} èìååò ìîùíîñòü
ðîâíî κ â L[a] � ñð. ñ óñëîâèåì (vii) ïðåäëîæåíèÿ 13.3.2;

2) F ⊆ Σ è F ÿâëÿåòñÿ Σ-ãåíåðè÷åñêèì ìíîæåñòâîì íàä L[a].

Äàëåå íóæíî ñëåäîâàòü äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 13.4.6, èñïîëüçóÿ òîò
äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûé ôàêò, ÷òî ìíîæåñòâî C(κ) ïîðÿäêîâî èçî�
ìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ Σ × C(κ), âñëåäñòâèå ÷åãî êëàññ L[G≤κ] ÿâ�
ëÿåòñÿ C(κ)-ãåíåðè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì êëàññà L[a].

Ëåììà 13.6.7 (ñð. ñ 13.2.4, 13.4.7). Ïóñòü w � ïðîèçâîëüíîå
ìíîæåñòâî, à G ⊆P ÿâëÿåòñÿ P-ãåíåðè÷åñêèì íàä L[w]. Òîãäà

(A) åñëè ϕ(v1, . . . , vn) åñòü ∈-ôîðìóëà, è z1, . . . , zn ∈ L[w], òî âû�
ïîëíåíà ýêâèâàëåíòíîñòü:

ϕ(z1, . . . , zn) èñòèííî â L[w,G ] ⇐⇒ Λ ||−−L[w]
P ϕ(z̆1, . . . , z̆n) ;

(B) åñëè ìíîæåñòâî X ∈ L[w,G ] , X ⊆ L[w] ïðèíàäëåæèò êëàññó
OD(L[w]) â L[w,G ], òî X ∈ L[w] ;

(C) â ÷àñòíîñòè, åñëè òî÷êà x ∈ L[w,G ]∩NN ïðèíàäëåæèò êëàñ�
ñó OD(L[w]) â L[w,G ], òî x ∈ L[w].

Ïóñòü, äîïîëíèòåëüíî ê ïðåäûäóùåìó, G ′ ⊆P åñòü åùå îäíî ìíî�
æåñòâî, P-ãåíåðè÷åñêîå íàä L[w]. Òîãäà

(D) åñëè ϕ åñòü çàìêíóòàÿ ∈-ôîðìóëà ñ ïàðàìåòðàìè èç L[a],
òî âûïîëíåíà ýêâèâàëåíòíîñòü:

ϕ èñòèííà â L[w,G ] ⇐⇒ ϕ èñòèííà â L[w,G ′].

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòíîñèòåëüíî óòâåðæäåíèÿ (A) ëåììû ñì. äî�
êàçàòåëüñòâî ëåììû 13.4.7. Âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå îá îäíî�
ðîäíîñòè ôîðñèíãà P ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ¾óñëîâèé¿ p,
q ∈P , åñëè dom p = dom q = u ⊆ Ω è lh p(ξ) = lh q(ξ) äëÿ âñåõ ξ ∈ u,
ìíîæåñòâà P6p = {p′ ∈P : p′ 6 p} è P6q ïîðÿäêîâî èçîìîðôíû â
L. Ïîñòðîåíèå èñêîìîãî èçîìîðôèçìà äîñòàòî÷íî ýëåìåíòàðíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (B), ïóñòü, ê ïðèìåðó, X = {x : ϕ(w, x)} â

L[w,G ]. Òîãäà èç (A) ñëåäóåò, ÷òî X = {x ∈ L[w] : Λ ||−−L[w]
P ϕ(w̆, x̆)}.

Íî âûíóæäåíèå íàä L[w] âûðàçèìî â L[w] ñîãëàñíî òåîðåìå 9.3.2.
Âûâîä (D) òàêæå îñíîâàí íà (A). Èìåííî, ïóñòü ϕ åñòü ôîðìóëà

ϕ(z1, . . . , zn), ãäå z1, . . . , zn ∈ L[w]. Òîãäà îáà óòâåðæäåíèÿ îá èñ�

òèííîñòè â (D) ðàâíîñèëüíû òîìó, ÷òî Λ ||−−L[a]
P ϕ(z̆1, . . . , z̆n), à ýòî

óòâåðæäåíèå çàâèñèò òîëüêî îò L[w].
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Ñîáñòâåííî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 13.6.3 íà÷íåì ñ ïðîâåðêè èç�
ìåðèìîñòè è ñâîéñòâà Áýðà â L[G ]. Ðàññìîòðèì, ðàññóæäàÿ â L[G ],
ïðîèçâîëüíûé L-àáñîëþòíûé σ-ccc-èäåàë I áîðåëåâñêèõ ïîäìíî�
æåñòâ NN è ROD-ìíîæåñòâî X ⊆ NN .

Ìíîæåñòâî X ïðèíàäëåæèò OD(a) (ò. å. îïðåäåëèìî ôîðìóëîé,
â êîòîðîé â ðîëè ïàðàìåòðîâ ôèãóðèðóþò îðäèíàëû è ñàìà òî÷êà a)
â L[G ], äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ L[G ]∩NN . Òîãäà L[G ] ÿâëÿåòñÿ P-ãåíåðè�
÷åñêèì ðàñøèðåíèåì êëàññà L[a] ïî ëåììå 13.6.6, ò. å. íàéäåòñÿ òàêîå
P-ãåíåðè÷åñêîå íàä L[a] ìíîæåñòâî G ′ ⊆P, ÷òî L[G ] = L[w,G ′].

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî X I -èçìåðèìî.
Èòàê, ïóñòü X = {x : ϕ(a, x)} â L[G ], ãäå ϕ ñîäåðæèò ëèøü a

è îðäèíàëû â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ. Ñ÷èòàÿ, äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî íà
ñàìîì äåëå a � åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð ôîðìóëû ϕ (îáùèé ñëó÷àé
âïîëíå àíàëîãè÷åí), ìû èìååì X = {x : ψ(a, x)} ïî ëåììå 13.6.7(A),
ãäå ψ(a, x) åñòü ôîðìóëà ¾Λ ||−−L[a,x]

P ϕ(ă, x̆)¿. Èç ëåììû 13.6.5(ii)

(ñ÷åòíîñòü L[a]∩NN) ñëåäóåò ÷òî ìíîæåñòâî RandI L[a] I -ïîëíî. Â
ýòîé ñèòóàöèè I -èçìåðèìîñòü X â L[G ] äàåòñÿ òåîðåìîé 11.7.3.

Òåïåðü î ñâîéñòâå ñîâåðøåííîãî ÿäðà. Ðàññìîòðèì, â L[G ], ROD-
ìíîæåñòâî X = {x : ϕ(a, x)} = {x : ψ(a, x)} ⊆ NN, ãäå òî÷êà a è ôîð�
ìóëû ϕ, ψ òàêîâû, êàê óêàçàíî âûøå. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî X íåñ÷åòíî
â L[G ]. Òîãäà X 6⊆ L[a]. Ôèêñèðóåì òî÷êó x ∈ X r L[a]. Ñîãëàñíî
ëåììå 13.6.5(ii), a, x ∈ L[G<ϑ] äëÿ êàêîãî-òî îðäèíàëà ϑ < Ω. Ïðè
ýòîì L[G≤ϑ] åñòü C(ϑ)-ãåíåðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå êëàññà L[a], ñì. äî�
êàçàòåëüñòâî ëåììû 13.6.6, ò. å. íàéäåòñÿ òàêîå C(ϑ)-ãåíåðè÷åñêîå
íàä L[a] ìíîæåñòâî F0 ⊆ C(ϑ), ÷òî L[G≤ϑ] = L[a][F0]. Ïðè ýòîì
x ∈ L[a, F0] r L[a]. Äàëüíåéøèé õîä ðàññóæäåíèé ïîâòîðÿåò âûêëàä�
êè �13.5, ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî êëàññ L[a] âñþäó çàìåíÿåò L.

(òåîðåìû 13.6.3 è 13.1.1)

Íà ñàìîì äåëå, â îòíîøåíèè ñâîéñòâà ñîâåðøåííîãî ÿäðà â ìî�
äåëè Ñîëîâåÿ, àðãóìåíò â êîíöå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïðèíîñèò
áîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 13.6.8. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 13.6.3, ïóñòü a ∈
NN∩L[G ], è ìíîæåñòâî X ∈ L[G ] , X ⊆ NN ïðèíàäëåæèò OD(L[a])
â L[G ]. Åñëè X 6⊆ L[a], òî X ñîäåðæèò ñîâåðøåííîå ïîäìíîæå�
ñòâî. Îáðàòíî, åñëè X íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, òî X ⊆ L[a].

Óïðàæíåíèå 13.6.9. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 13.6.3, äîêàæèòå, ÷òî
â L[G ] íåò ROD Ω-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê
NN. Óêàçàíèå. Ïóñòü a ∈ NN ∩ L[G ], à s = 〈xα〉α<Ω ∈ L[G ] åñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê xα ∈ NN, è s ∈ OD({a}) â L[G ]. Òîãäà
xα ∈ L[a] , ∀α, ïî ëåììå 13.6.7(C). Âîñïîëüçóéòåñü ëåììîé 13.6.5.
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�13.7 Âòîðàÿ ìîäåëü Ñîëîâåÿ

Âìåñòå ñ ìîäåëüþ Ñîëîâåÿ L[G ] òåîðåìû 13.6.3 ÷àñòî ðàññìàòðè�
âàåòñÿ è âòîðàÿ ìîäåëü Ñîëîâåÿ (HROD)L[G ] , ò. å. ìíîæåñòâî âñåõ íà�
ñëåäñòâåííî âåùåñòâåííî-îðäèíàëüíî îïðåäåëèìûõ ìíîæåñòâ â L[G ].
Ýòà ìîäåëü ñîäåðæèò òå æå òî÷êè NN, ÷òî è ñàìà L[G ], è óäîâëåòâî�
ðÿåò àêñèîìàì ZF + DC ïî òåîðåìå 3.5.2. Ïðè ýòîì êàæäîå ìíîæå�
ñòâî X ⊆ NN èç (HROD)L[G ] ïðèíàäëåæèò ROD â L[G ], à ïîòîìó
èìååò âñå òðè ñâîéñòâà ðåãóëÿðíîñòè.

Ñëåäñòâèå 13.7.1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 13.6.3, âî âòîðîé ìî�
äåëè Ñîëîâåÿ (HROD)L[G ] èñòèííî, ÷òî âñå âîîáùå ìíîæåñòâà
X ⊆ NN èçìåðèìû ïî Ëåáåãó, èìåþò ñâîéñòâî Áýðà, è ñâîéñòâî
ñîâåðøåííîãî ÿäðà.

Ðåçóëüòàòû 13.6.8 è 13.6.9 òàêæå èìåþò ñîîòâåòñòâóþùèå àíàëî�
ãè âî âòîðîé ìîäåëè Ñîëîâåÿ. Íàïðèìåð, â (HROD)L[G ] èñòèííî, ÷òî
íåò íè îäíîé ω1-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîïàðíî ðàçíè÷íûõ òî÷åê N

N, à
çíà÷èò, ìîùíîñòíîå íåðàâåíñòâî ℵ1 ≤ c â ìîäåëè (HROD)L[G ] íå èìå�
åò ìåñòà. Ýòè ìû åùå ðàç óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïîëíàÿ àêñèîìà âûáîðà
AC (êîòîðàÿ âëå÷åò ℵ1 ≤ c) íå âåðíà â (HROD)L[G ] .

Ìû âåðíåìñÿ ê ìîäåëÿì Ñîëîâåÿ â ãëàâàõ 17 è 18.

Èñòîðè÷åñêèå è áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ

Òåîðåìà 13.1.1 è ñëåäñòâèå 13.1.2 èç íåå ïðèíàäëåæàò Ñîëîâåþ [166]
(íåñêîëüêî îòëè÷àþùèåñÿ â äåòàëÿõ äîêàçàòåëüñòâà íà ðóññêîì ÿçûêå
ìîæíî íàéòè â êíèãå [99] è ñòàòüå [6]). Ìîäåëü L[G ], ÿâëÿþùàÿñÿ ïðåä�
ìåòîì òåîðåìû 13.6.3, õîòÿ è íàçûâàåòñÿ îáû÷íî ìîäåëüþ Ñîëîâåÿ (áëà�
ãîäàðÿ íàèáîëåå âàæíîìó åå ïðèìåíåíèþ â ðàáîòå [166]), íî ïåðâàÿ ïóá�
ëèêàöèÿ î íåé ïðèíàäëåæèò Ëåâè [126]. Ôîðñèíã P îïðåäåëåíèÿ 13.6.1
ïðèíÿòî íàçûâàòü ôîðñèíãîì Ëåâè � Ñîëîâåÿ, èëè ôîðñèíãîì Ñîëîâåÿ �
íå ïóòàòü ñî ¾ñëó÷àéíûì¿ ôîðñèíãîì ïî Ñîëîâåþ èç �9.5.

×àñòü (ii) ñëåäñòâèÿ 13.1.2 � î íåðàçðåøèìîñòè êëàññè÷åñêèõ ïðîáëåì
èç äèàãðàììû íà ñòð. 135 íåçàâèñèìî ïîëó÷åíà Ëþáåöêèì [4, 33]. Òåîðåìà
13.1.5 â ÷àñòè (II) ïðèâåäåíà â [31, 33, 35]. Òåîðåìà 13.1.5 â ÷àñòè (III)
âïîëíå àíàëîãè÷íà. Äîêàçàòåëüñòâî â ÷àñòè (I) äàíî íàìè â [14], à áîëåå
ñëàáûé ðåçóëüòàò, î òîì, ÷òî â ZFC èç ¬ PK(Π1

1) íå ñëåäóåò ñóùåñòâî�
âàíèå OD ðåøåòà, îïðåäåëÿþùåãî íåñ÷åòíîå Π1

1-ìíîæåñòâî áåç ñîâåðøåí�
íûõ ïîäìíîæåñòâ, ïðèâåäåí Ëþáåöêèì â ñòàòüÿõ [4, 34] (äîêàçàòåëüñòâî
äàíî â ðàáîòå [33]).

Êëþ÷åâûå ëåììû 13.6.6, 13.6.7 äîêàçàíû Ñîëîâååì â ñòàòüå [166]; ëåì�
ìû 13.2.3 (ñ ïðåäëîæåíèåì 13.3.2), 13.2.4, 13.4.6, 13.4.7 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
âàðèàöèè íà òå æå òåìû ñ àíàëîãè÷íûìè äîêàçàòåëüñòâàìè.



Ãëàâà 14

Íåîáðàòèìîñòü

èìïëèêàöèé

Cíîâà âåðíåìñÿ ê íàøåé äèàãðàììå íà ñòð. 135.
ßâëÿåòñÿ ëè ïîëíîé êàðòèíà ïðåäñòàâëåííûõ íà íåé ñâÿçåé ìåæ�

äó ïÿòüþ ðàññìîòðåííûìè òàì ïðåäëîæåíèÿìè ? Ýòî � ñëîæíûé
âîïðîñ, íî, ïî êðàéíåé ìåðå, åãî ìîæíî óòî÷íèòü, â ïåðâîì ïðèáëè�
æåíèè, ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîé èç ïÿòè ãèïîòåç ñ äèàãðàì�
ìû, âûÿñíèòü, ñëåäóåò ëè îíà èç êîíúþíêöèè òåõ ãèïîòåç ñ äèàãðàì�
ìû, êîòîðûå åå íå ìàæîðèðóþò, à òàêæå � äëÿ åäèíñòâåííîé ïàðû
íåñðàâíèìûõ ãèïîòåç LM(∆1

2) , BP(Σ1
2) � ñëåäóåò ëè èõ äèçúþíêöèÿ

èç íèæåëåæàùåé ãèïîòåçû BP(∆1
2). Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê øåñòè èì�

ïëèêàöèÿì íèæåñëåäóþùåé òåîðåìû 14.1.1, è ãëàâíûì ñîäåðæàíèåì
ýòîé ãëàâû áóäåò äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî íè îäíà èç ýòèõ øåñòè
èìïëèêàöèé íå ìîæåò áûòü äîêàçàíà. Ýòî ãîâîðèò î ïîëíîòå íàøåé
äèàãðàììû: ê íåé, ïî êðàéíåé ìåðå, íåëüçÿ äîáàâèòü íèêàêèõ íîâûõ
ñòðåëîê, èçîáðàæàþùèõ äîêàçóåìûå ñâÿçè.
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�14.1 Ãëàâíàÿ òåîðåìà

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ãëàâû.

Òåîðåìà 14.1.1. Â òåîðèè ZFC íå âûâîäèòñÿ íè îäíà èç
ñëåäóþùèõ èìïëèêàöèé: 1

(I) BP(∆1
2) =⇒ LM(∆1

2) ∨ BP(Σ1
2) ;

(II) LM(∆1
2) =⇒ BP(∆1

2).

(III) BP(Σ1
2) =⇒ LM(∆1

2) ;

(IV) BP(∆1
2) ∧ LM(∆1

2) =⇒ BP(Σ1
2) ;

(V) BP(Σ1
2) ∧ LM(∆1

2) =⇒ LM(Σ1
2) ;

(VI) LM(Σ1
2) =⇒ PK(Π1

1) ;

Äîêàçàòåëüñòâà âñåõ øåñòè ÷àñòåé ýòîé òåîðåìû ïðîâîäÿòñÿ ïî
îáùåé ñõåìå: èìåííî, ìû äîêàçûâàåì, ÷òî â îïðåäåëåííîì ãåíåðè�
÷åñêîì ðàñøèðåíèè êîíñòðóêòèâíîãî óíèâåðñóìà L òà èëè èíàÿ èì�
ïëèêàöèÿ èç øåñòè óêàçàííûõ ëîæíà � ò. å. åå ïîñûëêà âûïîëíåíà, à
çàêëþ÷åíèå � íåò. Â ýòîì èññëåäîâàíèè ìîäåëåé, âî âñåõ øåñòè ïóíê�
òàõ, äëÿ ïðèâåäåíèÿ ãèïîòåç èçìåðèìîñòè, ñâîéñòâà Áýðà, è ñâîéñòâà
ñîâåðøåííîãî ÿäðà ê áîëåå óäîáíîìó âèäó, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
ðåçóëüòàòû ñëåäñòâèÿ 10.2.2, à â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ èìïëèêàöèé
(III), (IV), (V) (ãäå èñïîëüçóåòñÿ èòåðèðîâàííûé ôîðñèíã) � òàêæå
è òåîðåìàìè 12.2.1 è 12.3.1 î ôèíàëüíîì äîìèíèðîâàíèè.

Ôîðñèíãè, ó÷àñòâóþùèå â ïîñòðîåíèè ýòèõ ðàñøèðåíèé, áóäóò
ïðîèçâåäåíèÿìè è èòåðàöèÿìè ÷åòûðåõ ýëåìåíòàðíûõ ôîðñèíãîâ,
ðàññìîòðåííûõ â ãë. 9, à èìåííî, ôîðñèíãà Êîýíà C = N<ω, äî�
ìèíèðóþùåãî ôîðñèíãà D, ñëó÷àéíîãî ôîðñèíãà R, è ε-ñëó÷àéíîãî
ôîðñèíãà Rε , â îïðåäåëåííûõ ñî÷åòàíèÿõ.

�14.2 BP(∆1
2) 6=⇒ LM(∆1

2) ∨BP(Σ1
2)

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 10.2.2 è òåîðåìà 12.3.1, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
íåâûâîäèìîñòè èìïëèêàöèè (I) òåîðåìû 14.1.1 äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü
ìîäåëü, â êîòîðîé âåðíî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå:

∀a ∈ NN
(
CohL[a] 6= ∅

)
∧ Rand L = ∅ ∧

∧ ìíîæåñòâî L[a] ∩ NN ôèíàëüíî îãðàíè÷åíî â NN.

}
(?1)

1 Èìïëèêàöèè ïðèâåäåíû â ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ îò áîëåå ñëàáîãî ê áîëåå ñèëü�
íîìó êîíöó äèàãðàììû íà ñòð. 135. Äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþò â òîì æå ïîðÿäêå,
òîëüêî ïóíêò (VI) ñëåäóåò ïîñëå (II) ïî íåêîòîðûì ïðè÷èíàì.



� 14.2. BP(∆1
2) 6=⇒ LM(∆1

2) ∨ BP(Σ1
2) 263

Îò÷àñòè ñëåäóÿ êîíñòðóêöèè èç �13.4, ìû âîçüìåì ã¼äåëåâ êëàññ
L â ðîëè èñõîäíîé ìîäåëè, è ïðîèçâåäåíèå ℵ1 ýêçåìïëÿðîâ êîýíîâ�
ñêîãî ôîðñèíãà C, ñ êîíå÷íîé áàçîé, â ðîëè ôîðñèíãà.

Îïðåäåëåíèå 14.2.1. Ìíîæåñòâî P ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ ôóíê�
öèé p, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ dom p ⊆ ωL1 êîíå÷íà, è p(ξ) ∈ C äëÿ
âñåõ ξ ∈ dom p. Ïîðÿäîê íà P îïðåäåëÿåòñÿ òàê, ÷òî p ≤ q (p ñèëüíåå
÷åì q), êîãäà dom q ⊆ dom p è q(ξ) ⊆ p(ξ) â C äëÿ âñåõ ξ ∈ dom q . Ïó�
ñòàÿ ôóíêöèÿ Λ � ýòî ñàìûé ñëàáûé ýëåìåíò ôîðñèíãà P. Ïîëîæèì

P<ϑ = {p ∈ P : dom p ⊆ ϑ} , P≥ϑ = {p ∈ P : dom p ⊆ ωL2 r ϑ} ,

à òàêæå P≤ϑ = P<ϑ+1 è P>ϑ = P≥ϑ+1 , äëÿ êàæäîãî ϑ < ωL1 , äàëåå,
P 6=ξ = {p ∈ P : ξ 6∈ dom p} äëÿ âñåõ ξ < ωL1 , è âîîáùå Pu = {p ∈ P :
dom p ⊆ u} äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà u ⊆ ωL1 .

Óïðàæíåíèå 14.2.2. Äîêàæèòå, ÷òî P ∈ L, è åñëè ϑ < ωL1 , òî
ìíîæåñòâî P<ϑ òàêæå ïðèíàäëåæèò L è ñ÷åòíî â L.

Ëåììà 14.2.3. Ôîðñèíã P óäîâëåòâîðÿåò ccc â L : ëþáàÿ àí�
òèöåïü A ⊆ P, A ∈ L, íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíà â L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 13.4.3.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà âëå÷åò íóæíûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 14.2.4. Ïóñòü ìíîæåñòâî G ⊆ P ÿâëÿåòñÿ P-ãåíå-
ðè÷åñêèì íàä L. Òîãäà â L[G] èìååò ìåñòî (?1), ò. å. Rand L = ∅,
CohL � íå êîòîùåå ìíîæåñòâî, è CohL[a] 6= ∅ äëÿ âñåõ a ∈ NN .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóÿ äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 13.4.4, ââî�
äèì ñëåäóþùèå ýëåìåíòû ãåíåðè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ L[G] êëàññà L:

(1) G<ϑ = G ∩ P<ϑ äëÿ êàæäîãî ϑ < ωL1 � ýòî P<ϑ-ãåíåðè÷åñêîå
íàä L ìíîæåñòâî ïî òåîðåìå î ïðîèçâåäåíèè ôîðñèíãîâ;

(2) G≤ϑ , G>ϑ , G≥ϑ , G6=ξ � àíàëîãè÷íî;

(3) Gξ = {p(ξ) : p ∈ G ∧ ξ ∈ dom p} äëÿ êàæäîãî îðäèíàëà ξ < ωL1
� ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ C-ãåíåðè÷åñêèì íàä L è äàæå íàä
L[G6=ξ], è, ñëåäîâàòåëüíî aξ = aGξ =

⋃
Gξ ∈ L[Gξ] ÿâëÿåòñÿ

òî÷êîé NN ïî òåîðåìå 9.4.2, è ñâåðõ òîãî aξ ∈ CohL, è äàæå
aξ ∈ CohL[G6=ξ] ñîãëàñíî òåîðåìå 10.4.2.

2

2 Íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî òàêîå ðàñøèðåíèå L[G] òîæäåñòâåííî L[〈aξ〉ξ<ωL1 ],

è ïîýòîìó L[G] ïðèíÿòî õàðàêòåðèçîâàòü êàê ðàñøèðåíèå èñõîäíîé ìîäåëè L

ïîñðåäñòâîì ïðèñîåäèíåíèÿ ℵ1 âçÿèìíî ãåíåðè÷åñêèõ ïî Êîýíó ÷èñåë.
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×àñòü 1 : äîêàçûâàåì, ÷òî, â L[G], åñëè a ∈ NN, òî CohL[a] 6= ∅.
Àíàëîãè÷íî ëåììå 13.4.5, íàéäåòñÿ òàêîé îðäèíàë ϑ < ωL1 , ÷òî a ∈
L[G<ϑ]. Òîãäà aξ ∈ CohL[G6=ξ] ñîãëàñíî (3), à ïîòîìó aξ ∈ CohL[G<ξ]
è aξ ∈ CohL[a], òàê êàê L[a] ⊆ L[G<ξ] ⊆ L[G6=ξ].

×àñòü 2 : äîêàçûâàåì, ÷òî Rand L = ∅ â L[G]. Ýòî áóäåò íåñêîëü�
êî ñëîæíåå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ NN ∩ L[G]; òðåáó�
åòñÿ äîêàçàòü, ÷òî x 6∈ Rand L. Êàê è âûøå, íàéäåòñÿ òàêîé îðäèíàë
ϑ < ωL1 , ÷òî x ∈ L[G<ϑ]. Ïî òåîðåìå 9.2.6 íàéäåòñÿ òàêîå P<ϑ-èìÿ
t ∈ L, ÷òî x = t[G]. À êîëü ñêîðî x = t[G] ∈ NN, ïî òåîðåìå 9.3.2(ii)
íàéäåòñÿ òàêîå ¾óñëîâèå¿ p0 ∈ G<ϑ , ÷òî p0 ||−−P<ϑL (t ∈ NN).

Ðàññóæäàÿ â L, çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî P = {p ∈ P<ϑ : p ≤ p0}
ñ÷åòíî ñîãëàñíî 14.2.2; ïóñòü P = {qn : n ∈ N}. ×åðåç Tn îáîçíà÷èì
ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ äåðåâüåâ T ⊆ 2<ω, áåç ⊆-ìàêñèìàëüíûõ ýëå�
ìåíòîâ, ÷òî ¾óñëîâèå¿ qn P<ϑ-âûíóæäàåò t ∈ [T ]. Åñëè n ∈ N, òî
ìíîæåñòâà [T ] , T ∈ Tn îáðàçóþò öåíòðèðîâàííóþ ñèñòåìó çàìêíó�
òûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà 2N � ò. å. ëþáîå èõ êîíå÷íîå ñåìåé�
ñòâî èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Áëàãîäàðÿ êîìïàêòíîñòè, íàéäåò�
ñÿ òî÷êà xn ∈

⋂
T∈Tn

[T ]. Ìîæíî ïîäîáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äå�
ðåâüåâ Tk ⊆ 2<ω òàê ÷òî ìíîæåñòâà [Tk] ïîïàðíî äèçúþíêòíû, íå
ïåðåñåêàþò X = {xn : n ∈ N}, è

∑
k λ([Tk]) = 1.

Òåïåðü, óæå ðàññóæäàÿ â L[G], ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî x íå ïðè�
íàäëåæèò Fσ-ìíîæåñòâó

⋃
k[Tk] ïîëíîé λ-ìåðû � ñëåäîâàòåëüíî,

x íå ïðèíàäëåæèò Rand L ïî òåîðåìå 10.4.2. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü íà�
ïðîòèâ, x ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó [Tk]. Ýòî âûíóæäàåòñÿ êàêèì�
íèáóäü ¾óñëîâèåì¿ p ∈ G<ϑ , ïðè÷åì, ðàç è p0 ïðèíàäëåæèò G<ϑ ,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p ≤ p0 , ò. å. p = qn ∈ P äëÿ íåêîòîðîãî n, è,
ñîîòâåòñòâåííî, Tk ∈ Tn . Îòñþäà ïî ïîñòðîåíèþ âûòåêàåò xn ∈ [Tk]
� à ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó äåðåâüåâ Tk .

×àñòü 3 : äîêàçûâàåì, ÷òî ìíîæåñòâî NN∩L ôèíàëüíî íåîãðàíè�
÷åíî â NN â ìîäåëè L[G]. Çäåñü òàêæå ïðèäåòñÿ íåìíîãî ïîâîçèòüñÿ.
Ïóñòü x ∈ NN ∩L[G]; òðåáóåòñÿ íàéòè òî÷êó a ∈ NN ∩L, äëÿ êîòîðîé
a 6≤∗ x. Êàê è âûøå, íàéäóòñÿ òàêèå îðäèíàë ϑ < ωL1 , P<ϑ-èìÿ t ∈ L,
è ¾óñëîâèå¿ p0 ∈ G<ϑ , ÷òî x ∈ L[G<ϑ], x = t[G], è p0 ||−−P<ϑL (t ∈ NN).

Åñëè p ∈ G<ϑ , p ≤ p0 , òî îïðåäåëèì fp ∈ NN òàê:

fp(n) = min
q∈G<ϑ, q≤p

{m ∈ N : q ||−−P<ϑL (t(n̆) = m̆)} , òàê

Ïî âûáîðó p0 , çíà÷åíèå fp(n) îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ n, îòêóäà â ñà�

ìîì äåëå fp ∈ NN . Êðîìå òîãî, ðàç âûíóæäåíèå âûðàçèìî â èñõîäíîé
ìîäåëè L, îòîáðàæåíèå p 7→ fp ïðèíàäëåæèò L. À ïîñêîëüêó ìíîæå�

ñòâî P<ϑ ñ÷åòíî â L ïî âûáîðó ϑ, íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà a ∈ NN ∩ L,
÷òî fp <

∗ a äëÿ âñåõ p ∈ P<ϑ . Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî a 6≤∗ x.
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Â ñàìîì äåëå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî n0 è
òàêîå ¾óñëîâèå¿ p ∈ G<ϑ , ÷òî p ≤ p0 è p ||−−P<ϑL (ă(n̆) ≤ t(n̆)) äëÿ
âñåõ n ≥ n0 . Îäíàêî fp <

∗ a ïî âûáîðó a. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ ÷èñëî
n ≥ n0 , äëÿ êîòîðîãî m = fp(n) < a(n). Ïî îïðåäåëåíèþ fp , ñóùå�

ñòâóåò òàêîå ¾óñëîâèå¿ q ∈ P<ϑ , ÷òî q ≤ p è q ||−−P<ϑL (t(n̆) = m̆)).
Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó p è íåðàâåíñòâó m = fp(n) < a(n).

(òåîðåìû 14.2.4 è 14.1.1(I))

Èìååòñÿ àëüòåðíàòèâíîå ðàññóæäåíèå äëÿ ÷àñòè 3 äîêàçàòåëü�
ñòâà: èìåííî, ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî Σ1

2 -ìíîæåñòâî N
N∩L

íå èìååò ñâîéñòâà Áýðà â ìîäåëè L[G] òåîðåìû 14.2.4. Âî-ïåðâûõ,
ñâîéñòâî Áýðà � åñëè îíî åñòü � îïðåäåëÿåòñÿ íàëè÷èåì îïðåäåëåí�
íîé òî÷êè x ∈ NN∩L[G], êîäèðóþùåé íåêîòîðîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî
è íåêîòîðîå òîùå Fσ-ìíîæåñòâî. Îäíàêî êàæäàÿ òî÷êà x ∈ NN∩L[G]
ïðèíàäëåæèò êëàññó L[G<ϑ] äëÿ ïîäõîäÿùåãî îðäèíàëà ϑ < ωL1 . Äà�
ëåå, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ϑ < ω1 ôîðñèíã P<ϑ èìååò ïëîòíîå ïîä�
ìíîæåñòâî, èçîìîðôíîå ôîðñèíãó Êîýíà C = N<ω. Ïîýòîìó, ïî òåî�
ðåìå 9.2.9, P<ϑ-ãåíåðè÷åñêèå ðàñøèðåíèÿ êëàññà L òîæäåñòâåííû
ïðîñòûì C-ãåíåðè÷åñêèì, ò. å. êîýíîâñêèì ðàñøèðåíèÿì. Îñòàåòñÿ
ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî NN ∩ L íå èìååò ñâîéñòâà Áýðà â C-ãå�
íåðè÷åñêèõ ðàñøèðåíèÿõ ìîäåëè L. Ýòî äîâîëüíî ñëîæíàÿ çàäà÷à,
ðåøåíèå êîòîðîé èçëîæåíî íà ðóññêîì ÿçûêå â íàøåé ðàáîòå [15].

�14.3 LM(∆1
2) 6=⇒ BP(∆1

2)

Â ýòîì ïàðàãðàôå óñòàíàâëèâàåòñÿ íåâûâîäèìîñòü èìïëèêàöèè
(II) òåîðåìû 14.1.1. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 10.2.2, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü
ìîäåëü, â êîòîðîé âûïîëíåíî ïðåäëîæåíèå

∀a ∈ NN (Rand L[a] 6= ∅) ∧ CohL = ∅. (?2)

Çàäà÷à ýòà âûãëÿäèò êàê äâîéñòâåííàÿ ê òîé, êîòîðàÿ áûëà ðåøåíà â
�14.2 � åñëè îòâëå÷üñÿ îò òðåáîâàíèÿ ëîæíîñòè ãèïîòåçû BP(Σ1

2) â
ìîäåëè èç �14.2. Ïîýòîìó íàïðàøèâàåòñÿ èäåÿ èñïîëüçîâàòü ãåíåðè�
÷åñêîå ðàñøèðåíèå, äâîéñòâåííîå ïî îòíîøåíèþ ê ðàññìîòðåííîìó â
�14.2 � â òîì ñìûñëå, ÷òî â ðîëè áàçîâîãî ôîðñèíãà âçÿòü íå êîýíîâ�
ñêèé ôîðñèíã à ñëó÷àéíûé ôîðñèíã, â âàðèàíòå Pλ , è, ñîîòâåòñòâåí�
íî, ïðèñîåäèíèòü ê èñõîäíîé ìîäåëè L ñîâîêóïíîñòü èç ℵL1 âçÿèìíî
ñëó÷àéíûõ òî÷åê (ñì. ñíîñêó íà ñòð. 263). Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, ýòî ìû
è ñäåëàåì. Îäíàêî, èç-çà îñîáåííîñòåé ñëó÷àéíîãî ôîðñèíãà, ïðîñòîå
ïðîèçâåäåíèå ñ êîíå÷íîé ïîääåðæêîé, êàê â îïðåäåëåíèè 14.2.1, ïðè�
äåòñÿ çàìåíèòü áîëåå ñëîæíîé êîíñòðóêöèåé, îñíîâàííîé íà òîé æå
èäåå, ÷òî è ôîðñèíã ïðèìåðà 11.6.2.
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14.3À Ôîðñèíã

Íàì ïðèäåòñÿ îáîáùèòü íåêîòîðûå êëþ÷åâûå ïîíÿòèÿ â ñâÿçè
ñî ñëó÷àéíûì ôîðñèíãîì íà áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ áýðîâñêîãî
ïðîñòðàíñòâà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâà âèäà (NN)u, ãäå u �
íåïóñòîå (âîçìîæíî, äàæå íåñ÷åòíîå) ìíîæåñòâî. Íà êàæäîì (NN)u

îïðåäåëÿåòñÿ ìåðà λu , ðàâíàÿ ïðîèçâåäåíèþ u ýêçåìïëÿðîâ ìåðû λ
ïðèìåðà 6.1.1. Ïîíÿòíî, ÷òî ìåðà λu ñêîíöåíòðèðîâàíà íà ïîäïðî�
ñòðàíñòâå (2N)u ⊆ (NN)u .

Åñëè ìíîæåñòâî u íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, òî ñóùåñòâóþò áèåêöèè
b : N

íà−→ N× u, è êàæäàÿ òàêàÿ áèåêöèÿ èíäóöèðóåò ãîìåîìîðôèçì
Hb : NN

íà−→ (NN)u , îïðåäåëåííûé òàê, ÷òî åñëè x ∈ NN è y = Hb(x),
òî y(ξ)(n) = x(b−1(n, ξ)) äëÿ âñåõ ξ ∈ u è n. Ýòîò ãîìåîìîðôèçì,
î÷åâèäíî, ïåðåâîäèò ìåðó λ â λu .

Äëÿ íàñ â îñîáåííîñòè áóäåò âàæíî ïðîñòðàíñòâî (NN)ω1 , (ãäå
ω1 = {ξ ∈ Ord : ξ < ω1} � íàèìåíüøèé íåñ÷åòíûé îðäèíàë) ñ ìåðîé
λω1 , ðàâíîé ïðîèçâåäåíèþ ω1 ýêçåìïëÿðîâ ìåðû λ, è ñêîíöåíòðèðî�
âàííîé íà ïîäïðîñòðàíñòâå (2N)ω1 ⊆ (NN)ω1 .

Îïðåäåëåíèå 14.3.1. Ïóñòü u ⊆ v ⊆ ω1 è X ⊆ (NN)v . Ïîëîæèì

X � u = {x � u : x ∈ X} è X �λ u = {y ∈ (NN)u : λvru((X)y) > 0}

(ïðîåêöèÿ è λ-ïðîåêöèÿ), ãäå (X)y = {z ∈ (NN)vru : y ∪ z ∈ X} (ñå�
÷åíèå)3 äëÿ y ∈ X � u. Åñëè Y ⊆ (NN)u , òî îïðåäåëÿåòñÿ îáðàòíàÿ
ïðîåêöèÿ Y ⇑ v = {x ∈ (NN)v : x � u ∈ Y }.

Ëåììà 14.3.2. (i) Ïóñòü u ⊆ v ⊆ ω1 � ïàðà íå áîëåå ÷åì ñ÷åò�
íûõ ìíîæåñòâ, à X ⊆ (NN)v è Y ⊆ (NN)u � áîðåëåâñêèå ìíîæå�
ñòâà. Òîãäà ìíîæåñòâà Y ⇑ v è X �λ u (íî íå îáÿçàòåëüíî ìíîæå�
ñòâî X � u !) � áîðåëåâñêèå, è λv(Y ⇑ v) = λu(Y ).

(ii) Äîïóñòèì, ÷òî λv(X) > 0. Òîãäà λu(X �λ u) > 0, è åñëè
äîïîëíèòåëüíî λu(Y ) > 0, òî ïðè Y ⊆ (X �λ u) áóäåò λv(X ∩
(Y ⇑ v)) > 0, à ïðè Y ∩ (X �λ u) = ∅ áóäåò λv(X ∩ (Y ⇑ v)) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìåðà λv íà (NN)v òîæäåñòâåííà ïðîèçâåäå�
íèþ ìåð λu è λvru . Ïîñëå ýòîãî çàìå÷àíèÿ, áîðåëåâîñòü ìíîæåñòâà
X �λ u äàåòñÿ ðåçóëüòàòîì 6.4.3, à îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ ëåãêî ñëå�
äóþò ïî òåîðåìå Ôóáèíè.

Îñîáóþ êàòåãîðèþ ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå (NN)ω1 ñîñòàâëÿþò
ìíîæåñòâà ñ÷åòíîé áàçû.

3 Åñëè y ∈ (NN)u è z ∈ (NN)vru òî y ∪ z ∈ (NN)v .
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Îïðåäåëåíèå 14.3.3. Ñ×Ò = Pctbl(ω1) åñòü ìíîæåñòâî âñåõ íå
áîëåå ÷åì ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ â ω1 .

Ïóñòü u ∈ Ñ×Ò è X ⊆ (NN)u � áîðåëåâñêîå (îòêðûòîå, çàìêíó�
òîå) ìíîæåñòâî â (NN)u . Òîãäà ìíîæåñòâî X ⇑ ω1 ⊆ (NN)ω1 íàçûâà�
åòñÿ áîðåëåâñêèì (îòêðûòûì, çàìêíóòûì ñîîòâåòñòâåííî) ìíîæå�
ñòâîì ñ÷åòíîé áàçû, èëè, êðàòêî, ÑÁ ìíîæåñòâîì, â (NN)ω1 .

Íå âñå äàæå îòêðûòûå ìíîæåñòâà â (NN)ω1 èìåþò ñ÷åòíóþ áàçó,
îäíàêî âñå áîðåëåâñêèå CÁ ìíîæåñòâà ëþáîé äàííîé áàçû ξ < ω1 îá�
ðàçóþò σ-àëãåáðó, ôàêòè÷åñêè òîæäåñòâåííóþ (ïî ìîäóëþ îïåðàöèè
⇑) àëãåáðå âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ â (NN)ξ .

Áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâ (NN)ξ , ξ < ω1 è áîðåëåâñêèå
CÁ ìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà (NN)ω1 äîïóñêàþò êîäèðîâêó, ñëåäóþ�
ùóþ îïðåäåëåíèþ èç �5.7Ã.

Îïðåäåëåíèå 14.3.4. Ïóñòü ∅ 6= u ∈ Ñ×Ò. Ìíîæåñòâî N × u
ñ÷åòíî â L, à ïîòîìó íàéäåòñÿ áèåêöèÿ b ∈ L , b : N

íà−→ N× u.
×åðåç bu îáîçíà÷èì îäíó èç òàêèõ b.4 Áèåêöèÿ bu èíäóöèðóåò ãî�
ìåîìîðôèçì Hu = Hbu : NN

íà−→ (NN)u , ñì. âûøå. Åñëè κ ∈ BC
(áîðåëåâñêèé êîä), òî ïóñòü Bu

κ = Hu[Bκ ] (= {Hu(x) : x ∈ Bκ}).

Ïîíÿòíî, ÷òî ìíîæåñòâà âèäà Bu
κ , κ ∈ BC, � ýòî â òî÷íîñòè

âñå áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà â (NN)u , à ìíîæåñòâà âèäà Bu
κ ⇑ ω1 ,

u ∈ Ñ×Ò è κ ∈ BC, � ýòî âñå áîðåëåâñêèå CÁ ìíîæåñòâà â (NN)ω1 .
À òåïåðü ñëåäóåò êëþ÷åâîå îïðåäåëåíèå.
Íàïîìíèì, ÷òî Pλ = {p ∈ BC : λ(Bp) > 0}.

Îïðåäåëåíèå 14.3.5. Ïîëîæèì Π = Ñ×Ò× Pλ .
Êàæäîå ¾óñëîâèå¿ 〈u, p〉 ∈ Π (ãäå u ∈ Ñ×Ò è p ∈ Pλ) ñëåäóåò

¾âèçóàëèçèðîâàòü¿ êàê CÁ ìíîæåñòâî Bu
p ⇑ ω1 .

Ïîðÿäîê íà Π ââîäèòñÿ òàê: 〈u, p〉 ≤ 〈v, q〉 (ò. å. ¾óñëîâèå¿ 〈u, p〉
ñèëüíåå), åñëè Bu

p ⇑ (u ∪ v) ⊆ Bv
q ⇑ (u ∪ v). Ýòî, ðàçóìååòñÿ, ýêâèâà�

ëåíòíî òîìó, ÷òî Bu
p ⇑ ω1 ⊆ Bv

q ⇑ ω1 .

Ëåììà 14.3.6. Ìíîæåñòâî Π ñ óêàçàííûì ïîðÿäêîì óäîâëå�
òâîðÿåò óñëîâèþ ñ÷åòíîñòè àíòèöåïåé ccc.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî åñëè ¾óñëîâèÿ¿ 〈u, p〉, 〈v, q〉
â Π íåñîâìåñòíû, òî λω1((Bu

p ⇑ ω1) ∩ (Bv
q ⇑ ω1)) = 0 � îòñþäà ñðà�

çó ñëåäóåò ccc. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì w = u ∪ v . Ïî ëåììå 14.3.2(i),
ìíîæåñòâà Bu

p ⇑ w è Bv
q ⇑ w � áîðåëåâñêèå è ïîëîæèòåëüíîé λw-

ìåðû, òàê ÷òî íàéäóòñÿ êîäû p′, q′ ∈ Pλ , äëÿ êîòîðûõ Bw
p′ = Bu

p ⇑ w
è Bw

q′ = Bv
q ⇑ w . Ðàññìîòðèì êîä r = p′ ∧ q′ (ïðèìåð 5.7.5) � äëÿ

4 Âûáîð bu áóäåò óòî÷íåí íèæå, ñì. îïðåäåëåíèå 14.3.8.
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íåãî Br = Bp′ ∩ Bq′ è, ñîîòâåòñòâåííî, Bw
r = Bw

p′ ∩ B
w
q′ . Ñëåäî�

âàòåëüíî, åñëè r ∈ Pλ , òî 〈w, r〉 ∈ Π è 〈w, r〉 ≤ 〈w, p′〉 ≤ 〈u, p〉,
〈w, r〉 ≤ 〈w, q′〉 ≤ 〈v, q〉 � ò. å. ¾óñëîâèÿ¿ 〈u, p〉, 〈v, q〉 ñîâìåñòíû â Π,
ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, íà ñàìîì äåëå, r 6∈ Pλ , ò. å. λ(Br) = 0, îòêóäà
ñ î÷åâèäíîñòüþ λω1((Bu

p ⇑ ω1) ∩ (Bv
q ⇑ ω1)) = λw((Bw

p′ ) ∩ (Bw
q′ )) =

λw(Bw
r ) = λ(Br) = 0.

Ëåììà 14.3.7. Åñëè u ∈ Ñ×Ò è ìíîæåñòâî D ⊆ Pλ ïðåäïëîò�
íî â Pλ , òî ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî ïëîòíî â Π :

D′ = {〈v, p〉 ∈ Π : u ⊆ v ∧ ∃ q ∈ D (Bv
p � u ⊆ B

u
q )} .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 〈u0, p0〉 ∈ Π. Ïîëîæèì v = u0 ∪ u è
ðàññìîòðèì òàêèå êîäû p1 , q ∈ Pλ , ÷òî Bv

p1
= Bu0

p0
⇑ v è Bu

q = Bv
p1
�λu

(ëåììà 14.3.2). Âñëåäñòâèå ïðåäïëîòíîñòè D èìåþòñÿ êîäû r ∈ D è
% ∈ Pλ , äëÿ êîòîðûõ B% ⊆ Br ∩Bq è, ñëåäîâàòåëüíî, Bu

% ⊆ B
u
r ∩B

u
q .

Áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî Q = Bv
p ∩ (Bu

% ⇑ v) èìååò ïîëîæèòåëüíóþ
λv-ìåðó ïî ëåììå 14.3.2(ii). Ïîýòîìó, âçÿâ ëþáîé êîä p ∈ BC, äëÿ
êîòîðîãî Bv

p = Q, ìû ïîëó÷èì λ(Bp) > 0, òàê ÷òî p ∈ Pλ è 〈v, p〉 ∈
Π. Îäíàêî ïî ïîñòðîåíèþ 〈v, p〉 ≤ 〈u, r〉 è 〈v, p〉 ≤ 〈u0, p0〉.

14.3Á Ðåëÿòèâèçàöèÿ ê L

Ìû ñîáèðàåìñÿ èñïîëüçîâàòü Π-ãåíåðè÷åñêèå ðàñøèðåíèÿ êîí�
ñòðóêòèâíîãî óíèâåðñóìà L äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåâûâîäèìîñòè èì�
ïëèêàöèè (II) òåîðåìû 14.1.1. Ïðåæäå âñåãî, íóæíî îòíåñòè îïðåäå�
ëåíèå Π ê L. Íà ýòî íàïðàâëåíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå. Íàïîìíèì,
÷òî ωL1 � ïåðâûé íåñ÷åòíûé êàðäèíàë â êëàññå L, è PLλ = Pλ ∩ L.

Îïðåäåëåíèå 14.3.8. Ñ×ÒL åñòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ ìíî�
æåñòâ u ∈ L, ÷òî u ⊆ ωL1 è u íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî â L.

Åñëè u ∈ Ñ×ÒL è κ ∈ BC, òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Bu
κ ⊆

(NN)u (îïðåäåëåíèå 14.3.4) ìû áåðåì â ðîëè bu òó áèåêöèþ b : N
íà−→

N×u, b ∈ L, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé èç èõ âñåõ â ñìûñëå ã¼äå�
ëåâà ïîëíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ <ã�åä êëàññà L. Áèåêöèÿ bu èíäóöèðóåò

ãîìåîìîðôèçì Hu = Hbu : NN
íà−→ (NN)u , ñì. íà÷àëî �14.3.

ΠL åñòü ìíîæåñòâî Π, îïðåäåëåííîå â L, ò. å. ΠL = Ñ×ÒL × PLλ
ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ ïàð 〈u, p〉, ÷òî u ∈ Ñ×ÒL è p ∈ PLλ .

Åñëè a ∈ NN, òî òî÷íî òàê æå îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî Ñ×ÒL[a] ,
áèåêöèÿ bu : N

íà−→ N× u, bu ∈ L[a] (ïðè ïîìîùè ïîðÿäêà <ã�åä
a ) äëÿ

êàæäîãî u ∈ Ñ×ÒL[a] , ìíîæåñòâà âèäà Bu
κ ⊆ (NN)u , u ∈ Ñ×ÒL[a] è

κ ∈ BC, è ìíîæåñòâî ΠL[a] = Ñ×ÒL[a]×PL[a]
λ , ãäå P

L[a]
λ = Pλ∩L[a].
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Ñëåäóþùàÿ ëåììà îá àáñîëþòíîñòè â ñâÿçè ñ êîäèðîâêîé 14.3.4
ðîäñòâåííà ñëåäñòâèþ 5.9.3(v),(vi) è íåêîòîðûì äðóãèì ïîäîáíûì
óòâåðæäåíèÿì îá àáñîëþòíîñòè âûøå.

Ëåììà 14.3.9. Ïóñòü u, v ∈ Ñ×ÒL è κ, % ∈ BC ∩ L. Òîãäà ìíî�
æåñòâî (Bu

κ )L (ò. å. Bu
κ , îïðåäåëåííîå â L ñîãëàñíî 14.3.8) ðàâíî

Bu
κ ∩ L. Êðîìå òîãî, ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ àáñîëþòíû äëÿ L :

(i) Bu
κ ⇑ (u ∪ v) ⊆ Bv

% ⇑ (u ∪ v) (ò. å. ïîðÿäîê îïðåäåëåíèÿ 14.3.4);

(ii) Bu
κ ∩B

v
% = ∅ ;

(iii) Bu
κ ⇑ v = Bv

% � ïðè óñëîâèè, ÷òî u ⊆ v ;

(iv) Bu
κ = Bv

% �
λ u � ïðè óñëîâèè, ÷òî u ⊆ v .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âûâîäà ðàâåíñòâà (Bu
κ )L = Bu

κ ∩L âñïîì�
íèì, ÷òî 1) (Bκ )L = Bκ ∩ L ñîãëàñíî 5.9.3(v) è 2) Bu

κ åñòü áèåêòèâ�
íûé Hu-îáðàç ìíîæåñòâà Bκ , à ôóíêöèÿ Hu ïî îïðåäåëåíèþ ñîõðà�
íÿåò â îáå ñòîðîíû ïðèíàäëåæíîñòü ê L ïðè óñëîâèè, ÷òî áèåêöèÿ
bu ïðèíàäëåæèò L � ÷òî èìååò ìåñòî ïî îïðåäåëåíèþ 14.3.8.

(i) Ïóñòü w = u ∪ v . Áèåêöèè bu , bv , bw ïî îïðåäåëåíèþ ïðèíàä�
ëåæàò L. Ñëåäîâàòåëüíî, è ôóíêöèè fu(n) = b−1

w (bu(n)), fv(n) =
b−1
w (bv(n)) (ò. å. fu , fv � òî÷êè NN) ïðèíàäëåæàò L. Èìååòñÿ è òî÷êà
g ∈ NN ∩ L, äëÿ êîòîðîé fu = (f)0 è fv = (f)1 , ò. å. fu , fv ðåêóðñèâ�
íû îòíîñèòåëüíî f . Íî òîãäà (íåïðåðûâíûå) îòîáðàæåíèÿ Fu(x) =
H−1
u (Hw(x)�u) è Fv(x) = H−1

v (Hw(x)�v) (èç NN â NN) ïðèíàäëåæàò
∆1

1(f). Ýòî ïîçâîëÿåò íàì âûðàçèòü ñîîòíîøåíèå Bu
κ ⇑ w ⊆ B

v
% ⇑ w

Π1
1 -ôîðìóëîé ∀x (Fu(x) ∈ Bκ =⇒ Fv(x) ∈ B%), è ñîñëàòüñÿ íà òåî�

ðåìó àáñîëþòíîñòè 5.9.1.
Äàëåå, ðàâåíñòâî Bκ ∩B% = ∅ àáñîëþòíî äëÿ L ñîãëàñíî ñëåä�

ñòâèþ 5.9.3(vi). Îòñþäà ñëåäóåò è àáñîëþòíîñòü (ii).
Óòâåðæäåíèå (iii) åñòü ïðîñòîå ñëåäñòâèå (i). Íåñêîëüêî áîëåå

ñëîæíîå äîêàçàòåëüñòâî (iv) ìû îñòàâëÿåì êàê óïðàæíåíèå; èñïîëü�
çóéòå ñîåäèíÿþùèå ôóíêöèè Fu è Fv è ðåçóëüòàòû èç �6.4.

14.3Â Ãåíåðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå

Âîçâðàùàÿñü ê ìíîæåñòâó ΠL , ìû ðàññìîòðèì åãî êàê ôîðñèíã
â L. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ãåíåðè÷åñêèå ìíîæåñòâà G ⊆ ΠL è ñîîò�
âåòñòâóþùèå ãåíåðè÷åñêèå ðàñøèðåíèÿ óíèâåðñóìà L. Ìû èñïîëüçó�
åì òàêîå ðàñøèðåíèå äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íåâûâîäèìîñòè
èìïëèêàöèè (II) òåîðåìû 14.1.1.

Òåîðåìà 14.3.10. Ïóñòü ìíîæåñòâî G ⊆ ΠL ÿâëÿåòñÿ ΠL-
ãåíåðè÷åñêèì íàä L. Òîãäà â L[G] èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (?2),
ò. å. CohL = ∅, à Rand L[a] 6= ∅ äëÿ âñåõ a ∈ NN . Ñâåðõ òîãî,
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(i) êàðäèíàëû L è L[G] ñîâïàäàþò;

(ii) ïåðåñå÷åíèå
⋂
〈u,p〉∈G(Bu

p ⇑ ωL1 ) ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ òî÷�

êó a = aG ∈ (NN)ω
L

1 , ïðè÷åì âûïîëíåíî L[G] = L[aG] ;

(iii) åñëè u ∈ Ñ×ÒL, òî òî÷êà aG � u ∈ (NN)u λu-ñëó÷àéíà íàä L

â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè κ ∈ BC ∩ L è λ(Bκ ) = 0 (èëè, ÷òî
ýêâèâàëåíòíî, λu(Bu

κ ) = 0), òî aG � u 6∈ Bu
κ ;

(iv) åñëè x ∈ NN ∩ L[G], òî íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî u ∈ Ñ×ÒL , äëÿ
êîòîðîãî x ∈ L[aG � u] ;

(v) åñëè ξ < ωL1 , òî òî÷êà aG(ξ) ∈ NN λ-ñëó÷àéíà íàä L[aG � ξ] â
îáû÷íîì ñìûñëå, ò. å. ïðèíàäëåæèò Rand (aG � ξ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðñèíã ΠL óäîâëåòâîðÿåò ccc â L ñîãëàñíî
ëåììå 14.3.6, îòêóäà ïî òåîðåìå 9.2.8 ñëåäóåò (i). Óòâåðæäåíèå (ii)
àíàëîãè÷íî îäíîìó èç óòâåðæäåíèé òåîðåìû 11.3.1, è äîêàçûâàåòñÿ
ïðèìåðíî òåì æå ñïîñîáîì � ìû îñòàâëÿåì åãî êàê óïðàæíåíèå.

(iii) Ïóñòü κ ∈ BC∩L è λ(Bκ ) = 0. Ðàññóæäàåì â L. Ïî âûáîðó
κ , ìíîæåñòâî D âñåõ ¾óñëîâèé¿ q ∈ Pλ , äëÿ êîòîðûõ Bq ∩Bκ = ∅,
î÷åâèäíî, ïëîòíî â Pλ . Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 14.3.7, ìíîæåñòâî

D′ = {〈v, p〉 ∈ Π : u ⊆ v ∧ ∃ q ∈ D (Bv
p � u ⊆ B

u
q )}

ïëîòíî â Π. Êîíåö ðàññóæäåíèÿ â L.
Ïî ãåíåðè÷íîñòè, íàéäåòñÿ ¾óñëîâèå¿ 〈v, p〉 ∈ D′ ∩G. Òîãäà u ⊆

v è ìû èìååì Bv
p � u ⊆ Bu

q äëÿ ïîäõîäÿùåãî ¾óñëîâèÿ¿ 〈u, q〉 ∈
D . Òîãäà aG � u ∈ Bu

q (êîëü ñêîðî ïî îïðåäåëåíèþ aG � u ∈ Bu
q ).

Íàêîíåö, âñïîìíèì, ÷òî Bq ∩Bκ = ∅ â L ïî îïðåäåëåíèþ. Îòñþäà
Bq ∩Bκ = ∅ è â óíèâåðñóìå ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5.9.3(vi), à çíà÷èò,
è Bu

q ∩B
u
κ = ∅. Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò aG � u 6∈ Bu

κ .

(iv) ×åðåç ||−− îáîçíà÷èì îòíîøåíèå ΠL-âûíóæäåíèÿ ||−−LΠL íàä
L. Ïî òåîðåìå 9.2.6 íàéäåòñÿ òàêîå ΠL-èìÿ t ∈ L, ÷òî x = t[G], è
ïðè ýòîì t[G′] ∈ NN äëÿ ëþáîãî âîîáùå ΠL-ãåíåðè÷åñêîãî íàä L

ìíîæåñòâî G ⊆ ΠL � òàê ÷òî ΠL ||−− t ∈ NN. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ìíîæåñòâ Dkn = {〈u, p〉 ∈ ΠL : 〈u, p〉 ||−− x̆(k̆) = n̆} ïðèíàäëåæèò L,
âìåñòå ñ ìíîæåñòâàìè Dk =

⋃
nDkn , ïðè÷åì êàæäîå èç ïîñëåäíèõ

ïëîòíî â ΠL ïî âûáîðó t. Âûáåðåì, ðàññóæäàÿ â L, ìàêñèìàëüíóþ
àíòèöåïü Ak ⊆ Dk â êàæäîì Dk . Èç ïëîòíîñòè Dk ñëåäóåò, ÷òî
êàæäàÿ Ak åñòü ìàêñèìàëüíàÿ àíòèöåïü è â ñàìîì ΠL . À ïî ëåììå
14.3.6 êàæäàÿ Ak ñ÷åòíà â L, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî u0 =⋃
k{u : ∃p (〈u, p〉 ∈ Ak)} ñ÷åòíî â L è ïðèíàäëåæèò Ñ×ÒL.
Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî x ∈ L[aG � u0]. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

x(k) = n ⇐⇒ ∃〈u, p〉 ∈ Ak ∩Dkn (aG � u ∈ Bu
p ) . (∗)
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Ñïðàâà íàëåâî. Ïóñòü 〈u, p〉 ∈ Ak ∩ Dkn è aG � u ∈ Bu
p ; òîãäà

u ⊆ u0 . Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ¾óñëîâèå¿ 〈u, p〉 ïðèíàäëåæèò G.
Ìíîæåñòâî D = {r ∈ PLλ :Br ⊆ Bp ∨ Br ∩ Bp = ∅}, î÷åâèäíî,

ïðåäïëîòíî â PLλ è ïðèíàäëåæèò L ñîãëàñíî àáñîëþòíîñòè ñîîòíî�
øåíèé Br ⊆ Bp , Br ∩Bp = ∅ (ñëåäñòâèå 5.9.3(vi)). Ñîãëàñíî ëåììå
14.3.7, íàéäåòñÿ ¾óñëîâèå¿ 〈u, r〉 ∈ G, äëÿ êîòîðîãî r ∈ D . Òîãäà
aG � u ∈ Bu

r . Íî òàêæå aG � u ∈ B
u
p . Ïîýòîìó B

u
r ∩B

u
p 6= ∅, îòêó�

äà Br ∩ Bp 6= ∅, à çíà÷èò, Br ⊆ Bp è Bu
r ⊆ B

u
p . Íî 〈u, r〉 ∈ G �

ñëåäîâàòåëüíî, è 〈u, p〉 ∈ G, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëåâà íàïðàâî. Ïóñòü x(k) = n. Íî Ak � ìàêñèìàëüíàÿ àíòèöåïü
è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïëîòíîå ìíîæåñòâî, à ïîòîìó íàéäåòñÿ ¾óñëî-
âèå¿ 〈u, p〉 ∈ G ∩ Ak . Òîãäà 〈u, p〉 ∈ Dkn′ äëÿ íåêîòîðîãî n′ , îòêóäà
x(k) = n′ . Çíà÷èò, n′ = n. Ïðè ýòîì aG �u ∈ Bu

p , òàê êàê 〈u, p〉 ∈ G.

(v) Ïóñòü u = ξ∪{ξ}. Ïî ïðåäûäóùåìó, òî÷êà x = aG �u ∈ (NN)u

ÿâëÿåòñÿ λu-ñëó÷àéíîé íàä L â ñìûñëå (iii). Ïðåäñòàâèì x êàê ïàðó
x = 〈x � ξ,x(ξ)〉 ∈ (NN)ξ ×NN. Ïîâòîðèâ â ýòîé ñèòóàöèè äîêàçàòåëü�
ñòâî ëåììû 11.6.5 ñ äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè è î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿ�
ìè (óïðàæíåíèå äëÿ ÷èòàòåëÿ), ìû ïîëó÷èì èñêîìûé ðåçóëüòàò.

Äîêàçàâ âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû, ïåðåéäåì ê åå
ãëàâíîé ÷àñòè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî CohL = ∅ â L[G], ðàñ�
ñìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ NN ∩ L[G]. Ñîãëàñíî (iv), èìååò�
ñÿ òàêîå ìíîæåñòâî u ∈ Ñ×ÒL , ÷òî x ∈ L[aG � u]. Ïðè ýòîì òî÷êà
aG � u ∈ (NN)u λu-ñëó÷àéíà íàä L â ñìûñëå (iii), ò. å. aG � u 6∈ Bu

κ
âñÿêèé ðàç, êîãäà κ ∈ BC ∩ L è λ(Bκ ) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
òî÷êà a = H−1

u (aG � u) ∈ NN λ-ñëó÷àéíà íàä L â îáû÷íîì ñìûñëå,
ò. å. a 6∈ Bκ âñÿêèé ðàç, êîãäà κ ∈ BC∩L è λ(Bκ ) = 0. Êðîìå òîãî,
L[a] = L[aG � u] � èç äîñòàòî÷íîé ýôôåêòèâíîñòè îïðåäåëåíèÿ Hu .
Çíà÷èò, x ∈ L[a]. Îòñþäà x 6∈ CohL ïî òåîðåìå 11.5.2(i).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Rand a 6= ∅ â L[G] äëÿ âñåõ òî÷åê a, ïóñòü
a ∈ NN ∩ L[G]. Ñíîâà ñîãëàñíî (iv), èìååòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî u ∈
Ñ×ÒL , ÷òî a ∈ L[aG � u]. Ïóñòü ξ = supu; òîãäà u ⊆ ξ < ωL1 è
a ∈ L[aG � ξ]. Ñâåðõ òîãî, òî÷êà y = aG(ξ) λ-ñëó÷àéíà íàä L[aG � ξ]
ñîãëàñíî (v). Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñëó÷àéíà è íàä L[a].

(òåîðåìû 14.3.10 è 14.1.1(II))

�14.4 Î ñóììàõ íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ

Çäåñü îáñóæäàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ ìîäåëåé òèïà ìîäåëè èç �14.3Â, è
íåêîòîðûõ äðóãèõ, ê âîïðîñó î ïðåäñòàâëåíèè ïðîñòðàíñòâà NN â âèäå
îáúåäèíåíèÿ íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ â ÷èñëå ìåíåå, ÷åì êîíòèíóóì.

Ïî îïðåäåëåíèþ, åñëè, ê ïðèìåðó, CohL = ∅, òî, ïî òåîðåìå 10.4.2(2)
êàæäàÿ òî÷êà x ∈ NN ïðèíàäëåæèò êàêîìó-òî çàìêíóòîìó íèãäå íå ïëîò�
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íîìó ìíîæåñòâó ñ êîäîì èç L. ×èñëî òàêèõ ìíîæåñòâ, î÷åâèäíî, ðàâíî ℵL1 .
Ïîýòîìó ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî CohL = ∅∧ℵL1 = ℵ1 < c =
2ℵ0 (ìîùíîñòü êîíòèíóóìà), ïðîñòðàíñòâî NN ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäè�
íåíèå ℵ1 < c çàìêíóòûõ íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîé ìîäåëè, íóæíî íåñêîëüêî èçìåíèòü ìîäåëü L[G]
òåîðåìû 14.3.10, à èìåííî, â ïîñòðîåíèè ôîðñèíãà ΠL çàìåíèòü ωL1 íà ωL2 .
Òî÷íåå ãîâîðÿ, ïðîèçâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå èçìåíåíèÿ:

1) ω1 ìåíÿåòñÿ íà ω2 âî âñåõ îïðåäåëåíèÿõ èç �14.3À, â ÷àñòíîñòè,
â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà Ñ×Ò, êîòîðîå òåïåðü ñîñòîèò èç âñåõ íå
áîëåå ÷åì ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ â ω2 ;

2) ωL1 ìåíÿåòñÿ íà ωL2 â îïðåäåëåíèè 14.3.8, â ÷àñòíîñòè, â îïðåäåëåíèè
ìíîæåñòâà Ñ×ÒL , êîòîðîå òåïåðü ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ ìíîæåñòâ
u ∈ L, ÷òî u ⊆ ωL2 è u íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî â L;

3) ýòî ïðèâîäèò ê èçìåíåííûì ôîðñèíãàì Π, ΠL , ΠL[a] ;

4) òåîðåìà 14.3.10 îñòàåòñÿ â ñèëå � ñ òåì æå èçìåíåíèåì ωL1 íà ωL2 .

Â ýòîé ñèòóàöèè, äëÿ ωL2 -âàðèàíòà ôîðñèíãà ΠL èìååò ìåñòî:

Òåîðåìà 14.4.1. Ïóñòü ìíîæåñòâî G ⊆ ΠL ÿâëÿåòñÿ ΠL-ãåíåðè-
÷åñêèì íàä L. Òîãäà â L[G] èñòèííî : CohL = ∅ è ℵL1 = ℵ1 < c = ℵ2 = ℵL2 ,
òàê ÷òî ïðîñòðàíñòâî NN ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå çàìêíóòûõ
íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ â ÷èñëå ℵ1 < c.5

Äîêàçàòåëüñòâî (ýñêèç). Ñîãëàñíî òåîðåìå 14.3.10(i) â ωL2 -âàðèàíòå,
êàðäèíàëû ìîäåëåé L è L[G] � îäíè è òå æå, äðóãèìè ñëîâàìè, â L[G]
èñòèííî ℵξ = ℵLξ äëÿ âñåõ ξ , à ñîîòíîøåíèå CohL = ∅ â L[G] äîêàçûâàåòñÿ
òåì æå ðàññóæäåíèåì. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî c = ℵL2 â L[G].

Âî-ïåðâûõ, äîêàçûâàåì, ÷òî c ≥ ℵL2 â L[G]. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
aG(ξ) 6= aG(η) äëÿ ëþáîé ïàðû îðäèíàëîâ ξ < η < ωL2 . Íî ýòî ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî D âñåõ òàêèõ ¾óñëîâèé¿ 〈u, p〉 ∈ ΠL , ÷òî ξ, η ∈ u è,
äëÿ íåêîòîðîé òðîéêè ÷èñåë n è i 6= j èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

∀x ∈ Bu
p (x(ξ)(n) = i ∧ x(η)(n) = j)

� ïðèíàäëåæèò L è ïëîòíî â ΠL . À ýòî óòâåðæäåíèå ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî Ñ×ÒL èìååò, î÷åâèäíî, ìîùíîñòü ℵL2 â L

è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîùíîñòü ℵ2 â L[G], à êàæäîå ìíîæåñòâî âèäà L[u]∩NN ,
u ∈ Ñ×ÒL , èìååò ìîùíîñòü ℵ1 = ℵL1 â L[G]. Â òî æå âðåìÿ, åñëè x ∈
L[G]∩NN , òî x ∈ L[u]∩NN äëÿ êàêîãî-òî u ïî òåîðåìå 14.3.10(iv). Îòñþäà
è ñëåäóåò, ÷òî c ≤ ℵL2 â L[G].

Ñóùåñòâóþò ëè ìîäåëè òåîðèè ìíîæåñòâ, â êîòîðûõ c > ℵ1 ñòðîãî,
íî íàîáîðîò, NN íå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ â
÷èñëå ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì ìîùíîñòü êîíòèíóóìà c? Çäåñü ïîëîæèòåëüíûé

5 Áîëåå àêêóðàòíûé àíàëèç Ñòåðíà [172] ïîêàçàë, ÷òî, áîëåå òîãî, ïðîñòðàí�
ñòâî NN äîïóñêàåò ðàçáèåíèå íà ℵ1 íåïóñòûõ ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ çàìêíóòûõ
íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ â ýòîé ìîäåëè L[G].
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îòâåò ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè ìîäåëåé, ãäå âåðíà àêñèîìà Ìàðòèíà
MA. Èìåííî, à) ñóùåñòâóåò ìîäåëü òåîðèè ìíîæåñòâ ZFC+MA, â êîòîðîé
âåðíî, ÷òî c = ℵ2 > ℵ1 � ñì. [49, òåîðåìà 6.6 ãë. 4], è á) èç MA ñëåäóåò,
÷òî NN íå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ â ÷èñëå < c,
ñì. [49, òåîðåìà 2 ãë. 6], è áîëåå òîãî ëþáîå îáúåäèíåíèå íèãäå íå ïëîòíûõ
ìíîæåñòâ â ÷èñëå < c � òîùåå ìíîæåñòâî (ò. å. ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
ñ÷åòíîãî ÷èñëà íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ), ñì. òàì æå òåîðåìà 14.

Îäíàêî áîëåå ïîó÷èòåëüíà äðóãàÿ ìîäåëü � èìåííî, âàðèàíò ìîäåëè
�14.2, ïîëó÷åííûé ïðèñîåäèíåíèåì ê L íå ℵ1 à ℵ2 ãåíåðè÷åñêèõ ïî Êîýíó
òî÷åê. Òî÷íåå ãîâîðÿ, îïðåäåëèì ôîðñèíã P, ñëåäóÿ îïðåäåëåíèþ 14.2.1,
íî ñ ωL2 âìåñòî ωL1 � ò. å. òåïåðü P ñîñòîèò èç òàêèõ ôóíêöèé p, ÷òî
dom p ⊆ ωL2 êîíå÷íî, è p(ξ) ∈ C äëÿ âñåõ ξ ∈ dom p.

Òåîðåìà 14.4.2. Ïóñòü ìíîæåñòâî G ⊆ ΠL ÿâëÿåòñÿ P-ãåíåðè-
÷åñêèì íàä L. Òîãäà â L[G] èñòèííî : ℵL1 = ℵ1 < c = ℵ2 = ℵL2 , è NN íå
åñòü îáúåäèíåíèå çàìêíóòûõ íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ â ÷èñëå ℵ1 .

Äîêàçàòåëüñòâî (ýñêèç). Îïóñêàÿ òå ìîìåíòû, êîòîðûå àíàëîãè÷íû
÷àñòÿì äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì 14.2.4 è 14.4.1 (â îòíîøåíèè êàðäèíàëüíûé
ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ), ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ïîñëåäíåì óòâåðæäåíèè. Äî�
ïóñòèì, ÷òî, â L[G], NN =

⋃
ξ<ωL1

Xξ , ãäå êàæäîå Xξ íèãäå íå ïëîòíî.

Ìíîæåñòâà Xξ ìîæíî ñ÷èòàòü çàìêíóòûìè, à òîãäà Xξ = F[cξ] â îáîçíà�
÷åíèÿõ îïðåäåëåíèÿ 5.7.1, ãäå cξ ∈ L[G] ∩ NN . Òîãäà cξ ∈ L[G<κ(ξ)] ∩ NN ,
ãäå κ(ξ) < ωL2 . Ïîíÿòíî, ÷òî κ = supξ<ωL1

κ(ξ) < ωL2 , è ïðè ýòîì êàæäûé

êîä cξ ïðèíàäëåæèò L[G<κ]∩NN . Îäíàêî òî÷êà aG(κ) ∈ NN ÿâëÿåòñÿ ãåíå�
ðè÷åñêîé ïî Êîýíó íàä L[G<κ] � ñì. (3) â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 14.2.4.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî aG(κ) 6∈ Xξ äëÿ âñåõ ξ < ωL1 , ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäñòâèå 14.4.3. Ïðåäëîæåíèå î òîì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî NN ÿâ�
ëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì çàìêíóòûõ íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ â ÷èñëå
ℵ1 , íåðàçðåøèìî â òåîðèè ZFC + c > ℵ1 .

Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî ñ ïðåäëîæåíèåì î ðàçáèåíèè NN íà ℵ1 ìíî�
æåñòâ λ-ìåðû 0 � íî â îáðàòíîì ñìûñëå, ò. å. â ìîäåëè òåîðåìû 14.4.1 îíî
ëîæíî, à â ìîäåëè òåîðåìû 14.4.2 èñòèííî. Åùå î ðàçáèåíèÿõ êîíòèíóóìà
íà íåñ÷åòíîå ÷èñëî íåïóñòûõ ìíîæåñòâ è ïîõîæèõ âîïðîñàõ ñì. â �17.1.

�14.5 LM(Σ1
2) 6=⇒ PK(Π1

1)

Çäåñü ìû äîêàçûâàåì òåîðåìó 14.1.1 â îòíîøåíèè íåâûâîäèìîñòè
èìïëèêàöèè (VI). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 10.2.2, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü
ìîäåëü, â êîòîðîé âûïîëíåíî ïðåäëîæåíèå

ω1 = ωL1 ∧ ∀a ∈ N
N (λ(Rand L[a]) = 1). (?6)

Â ïðèíöèïå, ýòî � ñàìàÿ ïðîñòàÿ ÷àñòü òåîðåìû. Ìîæíî âîñ�
ïîëüçîâàòüñÿ äîñòàòî÷íî ñòàíäàðòíîé ìîäåëüþ � îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç
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L[X] � ãäå âûïîëíåíà àêñèîìà Ìàðòèíà MAℵ1 äëÿ ñåìåéñòâ ìîùíî�

ñòè ℵ1, è äîïîëíèòåëüíî ω
L[X]
1 = ωL1 . (Ñì. [49, ãë. 5, � 6], [142], èëè [99,

ðàçä. 22] î ïîñòðîåíèè òàêîé ìîäåëè.) Èç ðàâåíñòâà ω
L[X]
1 = ωL1 ñëå�

äóåò ¬PK(Π1
1) â L[X] ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 10.2.2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

èçâåñòíî, ÷òî MAℵ1 âëå÷åò àääèòèâíîñòü èäåàëà ìíîæåñòâ ìåðû 0
îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèé â ÷èñëå ℵ1 (ñì. [142] èëè [99, òåîðåìà 50]),
îòêóäà ñëåäóåò LM(Σ1

2) ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5.3.6.

Òåïåðü ïðèâåäåì áîëåå ïðÿìîå (õîòÿ è áîëåå äëèííîå) ðàññóæäå�
íèå, êîòîðîå, â îòëè÷èå îò ïîñòðîåíèÿ íà îñíîâå MAℵ1 , äàåò ìîäåëü,
â êîòîðîé âåðíà êîíòèíóóì-ãèïîòåçà 2ℵ0 = ℵ1.

Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî áîëåå ýëåìåíòàðíóþ çàäà÷ó:
åñëè M � òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü ZFC � íàïðèìåð, êëàññ âèäà L[a] ,
a ∈ NN � òî êàê ïîñòðîèòü å¼ ãåíåðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå M[G], â

êîòîðîì èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ λ(RandM) = 1 è ωM
1 = ω

M[G]
1 ?

Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðè ïîìîùè ε-ñëó÷àéíîãî ôîðñèíãà Rε èç �9.6,
ãäå, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ìû ïîëàãàåì ε = 1

2 .

Ëåììà 14.5.1. Ïóñòü ìíîæåñòâî G ÿâëÿåòñÿ (Rε)
M-ãåíåðè�

÷åñêèì íàä M. Òîãäà ωM
1 = ω

M[G]
1 è λ(RandM) = 1 â M[G].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîíÿòíî, ÷òî [G] = {[[T ]] : T ∈ G} � öåíòðèðî�
âàííàÿ ñèñòåìà çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà 2N ìåðû > ε,
òàê ÷òî X =

⋂
[G] � òàêæå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â 2N, ïðè÷åì

λ(X) ≥ ε. Íà ñàìîì äåëå, äàæå λ(X) = ε.

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî
⋂

[G] ⊆ RandM. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
κ ∈ BC ∩M è λ(Bκ ) = 0. Òîãäà ìíîæåñòâî Dκ = {T ∈ (Rε)

M :
[[T ]]∩Bκ = ∅} ïëîòíî â (Rε)

M è ïðèíàäëåæèò M.6 Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî Dκ ∩G 6= ∅, è äàëåå Bκ ∩X = ∅, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Èòàê, â M[G] èñòèííî, ÷òî ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå ìíîæåñòâî X =⋂
[G] ⊆ RandM λ-ìåðû ε > 0. Îòñþäà íåòðóäíî âûâåñòè, èñïîëü�

çóÿ ðåçóëüòàò 10.5.2 (è òåîðåìó 6.1.3), ÷òî íà ñàìîì äåëå âîîáùå
λ(RandM) = 1 â M[G], ÷òî è òðåáîâàëîñü. (ëåììà)

Äîêàçàòåëüñòâî ñàìîé òåîðåìû 14.1.1(VI) ñîñòîèò â èòåðèðîâà�
íèè ôîðñèíãa Rε . Íå âõîäÿ ïîêà â äåòàëè ýòîãî ìåòîäà, îòìåòèì,
÷òî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà äëèíà èòåðàöèè ðàâíà ω1 à êàæäûé èòåðàíä
òîæäåñòâåí Rε , êîíñòðóêöèÿ èòåðèðîâàííîãî ôîðñèíãà ñ êîíå÷íîé
áàçîé (�nite support iteration) ïðèíîñèò ôîðñèíã P ∈ L, óäîâëåòâîðÿ�
þùèé òàêèì óñëîâèÿì:

6 Äëÿ âûâîäà Dκ ∈ M ñëåäóåò äîêàçàòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå [[T ]] ∩ Bκ = ∅
àáñîëþòíî äëÿ M. Ìû îñòàâëÿåì ýòî êàê óïðàæíåíèå íà èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ
èç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ 5.9.3.
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(A) ôîðñèíã P ïðîèçâîäèò ãåíåðè÷åñêèå îáúåêòû ñëåäóþùåãî âè�
äà: G = 〈Gξ〉ξ<ωL1 , ãäå êàæäîå èç ìíîæåñòâ Gξ ÿâëÿåòñÿ

(Rε)
L[G<ξ]-ãåíåðè÷åñêèì íàä ìîäåëüþ L[G<ξ], à G<ξ = 〈Gη〉η<ξ ;

(B) ôîðñèíã P óäîâëåòâîðÿåò ccc â L � ýòî ñëåäóåò èç îáùåé òåî�
ðåìû î òîì, ÷òî èòåðèðîâàííûé ôîðñèíã ñ êîíå÷íîé áàçîé ñî�
õðàíÿåò ñâîéñòâî ccc èòåðàíäîâ (íàïðèìåð, òåîðåìà 1.5.12 â
[64] èëè, íå â ñòîëü ïðÿìîé ôîðìå, 6.2 è 6.5 â [49, ãë. 4]), à òî,
÷òî Rε óäîâëåòâîðÿåò ccc, ñëåäóåò èç ëåììû 9.6.3.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå P-ãåíåðè÷åñêîå íàä L ìíîæå�

ñòâî G = 〈Gξ〉ξ<ωL1 , êàê â (A). Èç (B) ñëåäóåò, ÷òî ω
L[G]
1 = ωL1 , è êðî�

ìå òîãî, äëÿ êàæäîé òî÷êè a ∈ L[G] ∩ NN íàéäåòñÿ îðäèíàë ξ < ωL1
òàêîé ÷òî a ∈ L[G<ξ] ∩ NN. Â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî ëåììå 14.5.1,
Rand L[a] � ìíîæåñòâî ïîëíîé λ-ìåðû â L[G≤ξ], è, ñëåäîâàòåëüíî, â
L[G]. Òàêèì îáðàçîì, (?6) âûïîëíåíî â L[G], ÷òî è òðåáîâàëîñü.

(òåîðåìà 14.1.1(VI))

�14.6 BP(Σ1
2) 6=⇒ LM(∆1

2)

Çäåñü ìû äîêàçûâàåì òåîðåìó 14.1.1 â îòíîøåíèè íåâûâîäèìî�
ñòè èìïëèêàöèè (III). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 10.2.2 è òåîðåìå 12.3.1,
äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ìîäåëü, â êîòîðîé âûïîëíåíî ïðåäëîæåíèå

∀a ∈ NN
(
ìíîæåñòâî L[a] ∩ NN ôèíàëüíî îãðàíè÷åíî â NN

∧ CohL[a] 6= ∅
)
∧ Rand L = ∅.

}
(?3)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîé ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ èòåðàöèÿ äîìèíèðóþùå�
ãî ôîðñèíãà D èç �9.6. Ïðè ýòîì âàæíóþ ðîëü â ïðîâåðêå ñîîòíî�
øåíèé CohL[a] 6= ∅ áóäåò èãðàòü ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 14.6.1. Åñëè a ∈ NN, è ìíîæåñòâî G ⊆ (D)L[a] ÿâëÿ�
åòñÿ (D)L[a]-ãåíåðè÷åñêèì íàä L[a], òî CohL[a] 6= ∅ â L[a,G].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì y =
⋃
{s : ∃ f (〈s, f〉 ∈ G)}. Íàïîì�

íèì ÷òî (m)1 = i ïðè m = 2i(2j + 1) − 1 äëÿ íåêîòîðîãî j. Ïî�
ëîæèì y(n) = (y(n))1 , ∀n, òàê ÷òî y ∈ NN. Ìû óòâåðæäàåì ÷òî
y ∈ CohL[a]. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ÷òî y 6∈ [[T ]], êàêîâî áû íè áûëî
äåðåâî T ∈ L[a] , T ⊆ N<ω òàêîå ÷òî [[T ]] � íèãäå íå ïëîòíîå ïîäìíî�
æåñòâî NN. (Ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 12.3.1.) Åñëè T òàêîâî êàê
óêàçàíî, òî ìíîæåñòâî DT âñåõ ¾óñëîâèé¿ 〈s, f〉 ∈ (D)L[a], óäîâëå�
òâîðÿþùèõ [s] ∩ [[T ]] = ∅ (ãäå s ∈ N<ω ïîëó÷àåòñÿ èç s òàê æå êàê
y èç y; lh s = lh s) ïëîòíî â (D)L[a] è ïðèíàäëåæèò L[a] âìåñòå ñ T.
Ïîýòîìó DT ∩G 6= ∅, îòêóäà è ñëåäóåò èñêîìîå.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 14.1.1(III) ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè èòå�
ðàöèè ôîðñèíãà D äëèíû ωL1 . Çäåñü íàì ïðèäåòñÿ âîéòè â òåõíè÷å�
ñêèå äåòàëè èòåðèðîâàííîãî ôîðñèíãà ñ êîíå÷íîé áàçîé.

14.6À Èòåðèðîâàííûé äîìèíèðóþùèé ôîðñèíã

Ðàññóæäàÿ â L, ìû îïðåäåëÿåì, òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé ïî ξ ,
0 < ξ ≤ ωL1 , ôîðñèíã Pξ, ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé p, îïðåäåëåííûõ íà
ξ, à òàêæå îáúåêòû Dξ , Qξ , è 1ξ ∈ Pξ , ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1◦. P0 = {Λ} è 10 = Λ (ïóñòàÿ ôóíêöèÿ).

2◦. Åñëè ôîðñèíã Pξ îïðåäåëåí, à 1ξ � ñàìîå ñëàáîå ¾óñëîâèå¿ èç
Pξ , òî ïî òåîðåìå 9.2.6 íàéäóòñÿ òàêèå Pξ-èìåíà D

ξ è 1ξ , ÷òî

1ξ ||−−LPξ ¾Dξ åñòü äîìèíèðóþùèé ôîðñèíã D¿, è

1ξ ||−−LPξ ¾1ξ åñòü ïàðà 〈Λ̆, 0̆〉¿ ,

ãäå 0 ∈ NN è 0(k) = 0 , ∀k . (Çàìåòèì ÷òî ïàðà 〈Λ, 0〉 � ñàìîå
ñëàáîå ¾óñëîâèå¿ â ôîðñèíãå D, à 1 â òîì èëè èíîì âèäå �
òðàäèöèîííîå îáîçíà÷åíèå ñëàáåéøåãî ¾óñëîâèÿ¿.)

3◦. Ïîëîæèì Qξ = PE(Dξ) � òîãäà Dξ[G] ⊆ {t[G] : t ∈ Qξ} äëÿ
ëþáîãî ìíîæåñòâà G ⊆ Pξ ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó 9.2.2.

4◦. Ôîðñèíã Pξ+1 ñîñòîèò èç âñåõ ôóíêöèé p, îïðåäåëåííûõ íà
ìíîæåñòâå ξ + 1 = dom p è òàêèõ, ÷òî p � ξ ∈ Pξ , p(ξ) ∈ Qξ ,

è p � ξ ||−−LPξ ¾p(ξ) ∈ D
ξ¿. Ýëåìåíò 1ξ+1 ∈ Pξ+1 îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì: 1ξ+1 � ξ = 1ξ è 1ξ+1(ξ) = 1ξ.

5◦. Ïîðÿäîê íà Pξ+1 îïðåäåëÿåòñÿ òàê: p ≤ q , êîãäà p � ξ ≤ q � ξ â
Pξ è p � ξ ||−−LPξ ¾p(ξ) ≤ q(ξ) â Dξ¿.

6◦. Åñëè ϑ ≤ ωL1 � ïðåäåëüíûé îðäèíàë, òî Pϑ ñîñòîèò èç âñåõ òà�
êèõ ôóíêöèé p, ÷òî ϑ = dom p, p � ξ ∈ Pξ äëÿ âñåõ ξ < ϑ, è áàçà
(support) supp p = {ξ < ϑ : p(ξ) 6= 1ξ} ¾óñëîâèÿ¿ p êîíå÷íà, ñ
ïîðÿäêîì: p ≤ q , êîãäà p � ξ ≤ q � ξ äëÿ âñåõ ξ < ϑ. Ýëåìåíò
1ϑ ∈ Pϑ îïðåäåëÿåòñÿ òàê, ÷òî 1ϑ(ξ) = 1ξ äëÿ âñåõ ξ < ϑ.

Ôîðñèíã P = PωL1
∈ L è ÿâëÿåòñÿ, ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, èòåðàöèåé

äîìèíèðóþùåãî ôîðñèíãà D äëèíû ω1 è ñ êîíå÷íîé áàçîé â L.

Óïðàæíåíèå 14.6.2. Åñëè ξ < η ≤ ωL1 è p ∈ Pξ , òî ÷åðåç p ⇑ η
îáîçíà÷èì òî ¾óñëîâèå¿ q ∈ Pη , äëÿ êîòîðîãî q � ξ = p è q(γ) =
1γ äëÿ âñåõ γ èç èíòåðâàëà ξ ≤ γ < η . Äîêàæèòå, òðàíñôèíèòíîé
èíäóêöèåé ïî η , ÷òî â ñàìîì äåëå p ⇑ η ∈ Pη .
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Ëåììà 14.6.3. (i) P óäîâëåòâîðÿåò ccc â L.

(ii) Åñëè ξ ≤ η ≤ ωL1 , è ìíîæåñòâî Q ∈ L , Q ⊆ Pξ , ïðåäïëîòíî
â Pξ , òî ìíîæåñòâî Q ⇑ η = {p ⇑ η : p ∈ Q} ïðåäïëîòíî â Pη .

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Èòåðàöèè ccc ôîðñèíãîâ ñ êîíå÷íîé áàçîé
óäîâëåòâîðÿþò ccc � ñì. óòâåðæäåíèå (B) â êîíöå �14.5, à ò�î, ÷òî
D óäîâëåòâîðÿåò ccc, ñëåäóåò èç ëåììû 9.6.1.

(ii) Èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî η . Äëÿ η = ξ ðåçóëüòàò î÷åâèäåí.

Øàã η → η + 1. Ïóñòü p ∈ Pη+1 . Ïî îïðåäåëåíèþ, p � η ∈ Pη . Ïî
èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ìíîæåñòâî Q ⇑ η ïðåäïëîòíî â Pη �
ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ ¾óñëîâèÿ¿ r ∈ Pη è q ∈ Q ⇑ η , äëÿ êîòîðûõ
r ≤ q è r ≤ p � η . Ðàññìîòðèì ¾óñëîâèå¿ p′ ∈ Pη+1 , îïðåäåëåííîå
òàê, ÷òî p′ �η = r è p′(η) = p(η). (Çàìåòèì, ÷òî åñëè p �η âûíóæäàåò
p(ξ) ∈ Dξ , òî òî æå äåëàåò è áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå r = p′ �η , òàê ÷òî
â ñàìîì äåëå p′ ∈ Pη+1 .) Äàëåå, ïî ïîñòðîåíèþ, p′ ≤ p è, íàêîíåö,
p′ ≤ q ⇑ (η + 1) ∈ Q ⇑ (η + 1).

Ïðåäåëüíûé øàã ϑ ≤ ωL1 . Ïóñòü p ∈ Pϑ . Ïî îïðåäåëåíèþ, áàçà
supp p = {ξ < ϑ : p(ξ) 6= 1ξ} êîíå÷íà; ïóñòü ξ � íàèáîëüøèé îðäèíàë
èç supp p è η = ξ + 1. Òîãäà p � η ∈ Pη . Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëî�
æåíèþ, Q ⇑ η ïðåäïëîòíî â Pη . Ïîýòîìó íàéäóòñÿ ¾óñëîâèÿ¿ r ∈ Pη
è q ∈ Q ⇑ η , äëÿ êîòîðûõ r ≤ q è r ≤ p � η . Íî òîãäà q ⇑ ϑ ∈ Q ⇑ ϑ,
r ⇑ ϑ ∈ Pϑ , r ⇑ ϑ ≤⇑ ϑ, è, ïî âûáîðó η , r ⇑ ϑ ≤ p.

14.6Á Ãåíåðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå

Çàôèêñèðóåì, ÷òîáû íå ïîâòîðÿòüñÿ, íåêîòîðîå P-ãåíåðè÷åñêîå
íàä L ìíîæåñòâî G ⊆ P. Åñëè ξ < ωL1 , òî ïóñòü Gξ = {p � ξ : p ∈ G}.

Óïðàæíåíèå 14.6.4. Äîêàæèòå, ÷òî ω
L[G]
1 = ωL1 , à êàæäîå èç

ìíîæåñòâ Gξ ÿâëÿåòñÿ Pξ-ãåíåðè÷åñêèì íàä L. Èñïîëüçóéòå ëåììó
14.6.3, à òàêæå òåîðåìó 9.2.8.

Ïî îïðåäåëåíèþ, åñëè p ∈ Pξ+1 , òî ¾óñëîâèå¿ p � ξ ïðèíàäëåæèò
Pξ è âûíóæäàåò, ÷òî ¾p(ξ) ∈ Dξ¿. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè p �ξ ∈ Gξ , òî
Gξ-èíòåðïðåòàöèÿ p(ξ)[Gξ] ïðèíàäëåæèò äîìèíèðóþùåìó ôîðñèíãó
(D)L[Gξ] ìîäåëè L[Gξ]. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì îïðåäåëèòü

Gξ = {p(ξ)[Gξ] : p ∈ Gξ+1} ; Gξ ⊆ (D)L[Gξ] .

Ëåììà 14.6.5. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ, åñëè ξ < ωL1 , òî ìíîæå�
ñòâî Gξ ÿâëÿåòñÿ (D)L[Gξ]-ãåíåðè÷åñêèì íàä L[Gξ].

Êðîìå òîãî, åñëè x ∈ L[G]∩NN , òî ñóùåñòâóåò òàêîé îðäèíàë
ϑ < ωL1 , ÷òî x ∈ L[G<ϑ].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå (ñð. ñ óòâåðæäåíèåì (A)
èç �14.5) âûðàæàåò ñóòü èòåðèðîâàííîãî ôîðñèíãà â ñëó÷àå, êîãäà
êàæäûé èòåðàíä åñòü äîìèíèðóþùèé ôîðñèíã D. Ìû ïðèâîäèì åãî
áåç äîêàçàòåëüñòâà, ññûëàÿñü íà ëåììó 88 â [99] èëè òåîðåìó 5.4 â
[49, ãë. 4], à â áîëåå ñîâðåìåííîì èçëîæåíèè (íà àíãëèéñêîì ÿçûêå)
� íà òåîðåìó 16.2 â [100]. Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå, ñëåäóÿ äî�
êàçàòåëüñòâó ëåììû 13.4.5. Ïî òåîðåìå 9.2.6 íàéäåòñÿ òàêîå P-èìÿ
t ∈ L, ÷òî x = t[G] è êàæäîå ¾óñëîâèå¿ p ∈ P âûíóæäàåò t ∈ NN.
Ïîëîæèì

Fnk = {p ∈ P : p ||−−LP ¾t(n̆) = k̆¿}
äëÿ âñåõ n, k , è âûáåðåì, ðàññóæäàÿ â L, ìàêñèìàëüíóþ àíòèöåïü
Ank ⊆ Fnk â êàæäîì Fnk . Ïî ëåììå 14.6.3, ñóùåñòâóåò òàêîé îðäèíàë
ϑ < ωL1 , ÷òî Ank ⊆ P<ϑ äëÿ âñåõ n, k . Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî

x(n) = k ⇐⇒ G ∩Ank 6= ∅ ⇐⇒ G<ϑ ∩Ank 6= ∅ , (∗)

� îòêóäà è ñëåäóåò x ∈ L[G<ϑ].
Èìïëèêàöèÿ ⇐= ñïðàâåäëèâà ïî îïðåäåëåíèþ âûíóæäåíèÿ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîé èìïëèêàöèè, ïóñòü x(n) = k . Ìíî�

æåñòâî Dn =
⋃
mAnm ∈ L ïðåäïëîòíî â P (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåì�

ìû 13.4.5). Ïîýòîìó G ∩ Dn 6= ∅. Ïóñòü q ∈ G ∩ Dn , ò. å. q ∈ Anm
äëÿ íåêîòîðîãî m. Òîãäà q ∈ Fnm , òàê ÷òî q ||−−LP ¾t(n̆) = m̆¿, è
x(n) = m ïî òåîðåìå 9.3.2(ii). Çíà÷èò, m = k è q ∈ G ∩Ank .

À òåïåðü äîêàçûâàåòñÿ ãëàâíàÿ òåîðåìà ýòîãî ïàðàãðàôà.

Òåîðåìà 14.6.6. Ïóñòü ìíîæåñòâî G ⊆ P ÿâëÿåòñÿ P-ãåíåðè-
÷åñêèì íàä L. Òîãäà â L[G] èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (?3), ò. å.
Rand L = ∅, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, CohL[a] 6= ∅ è ìíîæåñòâî L[a] ∩
NN ôèíàëüíî îãðàíè÷åíî â NN, êàêîâî áû íè áûëî a ∈ NN .

Äîêàçàòåëüñòâî. ×àñòü 1 . Ïóñòü a ∈ L[G] ∩ NN . Ìû óòâåð�
æäàåì, ÷òî â L[G] èñòèííî: 1) CohL[a] ∩ L[G] 6= ∅, è 2) ìíîæå�
ñòâî L[a] ∩ NN ôèíàëüíî îãðàíè÷åíî â NN. Ïî ëåììå 14.6.5, èìååì
a ∈ L[Gξ] ∩ NN äëÿ íåêîòîðîãî ξ < ωL1 , à ìíîæåñòâî Gξ ∈ L[G]
ÿâëÿåòñÿ (D)L[Gξ]-ãåíåðè÷åñêèì íàä L[Gξ]. Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå 1
ñëåäóåò èç ëåììû 14.6.1, à óòâåðæäåíèå 2 � ýòî ïðîñòîå ñâîéñòâî D-
ãåíåðè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé (ñì. óïðàæíåíèå 9.6.2).

×àñòü 2 . Äîêàæåì, ÷òî Rand L = ∅ â L[G]. Ðàññìîòðèì ïðîèç�
âîëüíîå x ∈ L[G] ∩ NN. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî x 6∈ Rand L. Êàê è
âûøå, íàéäåòñÿ òàêîé îðäèíàë ξ < ωL1 , ÷òî x ∈ L[Gξ]. Ïî òåîðåìå
9.2.6, èìååì x = x[G] äëÿ íåêîòîðîãî Pξ-èìåíè x ∈ L.

Ðàññóæäàåì â L. Ìíîæåñòâî P ⊆ Pξ íàçîâåì öåíòðèðîâàííûì,
åñëè äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî P ′ ⊆ P íàéäåòñÿ ¾óñëîâèå¿ r ∈ Pξ, óäî�
âëåòâîðÿþùåå r ≤ p äëÿ êàæäîãî p ∈ P. Äîêàæåì, ÷òî ôîðñèíã Pξ
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ÿâëÿåòñÿ σ-öåíòðèðîâàííûì, ò. å. äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå
Pξ =

⋃
n∈N Pn, ãäå âñå ìíîæåñòâà Pn öåíòðèðîâàíû.

Ðàññóæäàåì èíäóêöèåé ïî ξ. Äëÿ ξ = 0 íå÷åãî äîêàçûâàòü. Ïóñòü
îðäèíàë ϑ < ω2 ïðåäåëåí è äëÿ êàæäîãî ξ < ϑ ìû èìååì Pξ =⋃
n P

ξ
n, ãäå âñå P

ξ
n öåíòðèðîâàíû. Òîãäà Pϑ =

⋃
ξ<ϑ

⋃
n Pξn, ãäå Pξn =

{p ∈ Pϑ : Yp ⊆ ξ ∧ p � ξ ∈ P ξn}. Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü øàã ξ → ξ + 1.
Ïðåäïîëîæèì ÷òî Pξ =

⋃
n Pn, ãäå âñå Pn öåíòðèðîâàíû. Äëÿ n ∈ N

è s ∈ N<ω îïðåäåëèì

Pns = {p ∈ Pξ+1 : ∃ q ∈ Pn (q ≤ p � ξ ∧ q ||−−LPξ ¾sp(ξ) = s̆¿)} ,

ãäå äëÿ êàæäîãî ¾óñëîâèÿ¿ p = 〈s, f〉 ∈ D ÷åðåç sp îáîçíà÷àåòñÿ
s. Ëåãêî âèäåòü ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî Pns öåíòðèðîâàíî è Pξ+1 =⋃
s∈N<ω

⋃
n Psn . Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî σ-öåíòðèðîâàííîñòè.

Èòàê, ìû èìååì (â L) ðàâåíñòâî Pξ =
⋃
n Pn , ãäå âñå ìíîæå�

ñòâà Pn öåíòðèðîâàíû. ×åðåç Tn îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ äåðå�
âüåâ T ⊆ 2<ω, áåç ⊆-ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ, òàêèõ ÷òî íàéäåòñÿ
¾óñëîâèå¿ p ∈ Pn, Pξ-âûíóæäàþùåå x ∈ [[T ]]. Èç öåíòðèðîâàííîñòè
Pn ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà [[T ]] , T ∈ Tn , îáðàçóþò öåíòðèðîâàí�
íóþ ñèñòåìó (çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ â 2N), òàê ÷òî íàéäåòñÿ òî÷êà
xn ∈

⋂
T∈Tn

[[T ]]. Ìîæíî ïîäîáðàòü äåðåâüÿ Tk ⊆ 2<ω òàê ÷òî ìíîæå�
ñòâà [[Tk ]] ïîïàðíî äèçúþíêòíû, íå ïåðåñåêàþò X = {xn : n ∈ N}, è∑
k λ([[Tk ]]) = 1. Êîíåö ðàññóæäåíèÿ â L.
Òåïåðü, óæå â L[G], ìû óòâåðæäàåì, ÷òî x íå ïðèíàäëåæèò Fσ-

ìíîæåñòâó
⋃
k[Tk], ñëåäîâàòåëüíî, íå ïðèíàäëåæèò Rand L, òàê êàê

äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà
⋃
k[[Tk ]], î÷åâèäíî, èìååò λ-ìåðó 0. Ïóñòü íà�

ïðîòèâ, x ∈ [[Tk ]]. Ýòî ïðåäëîæåíèå âûíóæäàåòñÿ êàêèì-íèáóäü ¾óñ-
ëîâèåì¿ p ∈ G. Òîãäà, äëÿ íåêîòîðîãî n, ìû èìååì p ∈ Pn , è, ñîîò�
âåòñòâåííî, Tk ∈ Tn , îòêóäà ïî ïîñòðîåíèþ âûòåêàåò xn ∈ [[Tk ]] � à
ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó äåðåâüåâ Tk .

(òåîðåìû 14.6.6 è 14.1.1(III))

�14.7 BP(∆1
2) ∧ LM(∆1

2) 6=⇒ BP(Σ1
2)

Çäåñü ìû äîêàçûâàåì òåîðåìó 14.1.1 â îòíîøåíèè íåâûâîäèìî�
ñòè èìïëèêàöèè (IV). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 10.2.2 è òåîðåìå 12.3.1,
äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ìîäåëü, â êîòîðîé âûïîëíåíî ïðåäëîæåíèå

∀a ∈ NN (CohL[a] 6= ∅ ∧Rand L[a] 6= ∅) ∧
∧ ìíîæåñòâî L ∩ NN ôèíàëüíî íåîãðàíè÷åíî â NN .

}
(?4)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîé ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ îäíîâðåìåííàÿ èòåðàöèÿ
ôîðñèíãà Êîýíà C è ñëó÷àéíîãî ôîðñèíãà R, äëèíû ωL1 .
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14.7À Èòåðàöèÿ êîýíîâñêîãî è ñëó÷àéíîãî ôîðñèíãîâ

Îïðåäåëèì èòåðèðîâàííûé ôîðñèíã P ïî ñõåìå 1◦ � 6◦ èç �14.6À,
ñî ñëåäóþùåé ïîïðàâêîé, ðåàëèçóþùåé òó èäåþ, ÷òî íà ÷¼òíûõ øà-
ãàõ7 äåéñòâóåò ôîðñèíã C, à íà íå÷åòíûõ � ôîðñèíã R:

2◦. Åñëè ôîðñèíã Pξ îïðåäåëåí, à 1ξ � ñàìîå ñëàáîå ¾óñëîâèå¿ èç
Pξ , òî ïî òåîðåìå 9.2.6 íàéäóòñÿ òàêèå Pξ-èìåíà D

ξ è 1ξ , ÷òî

1ξ ||−−LPξ ¾D
ξ åñòü ôîðñèíã C ∧ 1ξ = Λ̆¿− ïðè ξ ÷åòíîì, è

1ξ ||−−LPξ ¾D
ξ åñòü ôîðñèíã R ∧ 1ξ = (̆2<ω)¿− ïðè ξ íå÷åòíîì.

Çàìåòèì ÷òî ïóñòîé êîðòåæ Λ � ñàìîå ñëàáîå ¾óñëîâèå¿ ôîðñèíãà
C, à äåðåâî 2<ω � ñàìîå ñëàáîå ¾óñëîâèå¿ ôîðñèíãà R.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ñîáèðàåò òå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå, äëÿ äàííîé
èòåðàöèè, àíàëîãè÷íû ðåçóëüòàòàì 14.6.3, 14.6.4, 14.6.5.

Ëåììà 14.7.1. Ôîðñèíã P óäîâëåòâîðÿåò ccc â L.

Ïóñòü ìíîæåñòâî G ⊆ P ÿâëÿåòñÿ P-ãåíåðè÷åñêèì íàä L.

Òîãäà ω
L[G]
1 = ωL1 , êàæäîå èç ìíîæåñòâ Gξ = {p � ξ : p ∈ G} ÿâëÿ�

åòñÿ Pξ-ãåíåðè÷åñêèì íàä L, è åñëè x ∈ L[G]∩NN , òî ñóùåñòâóåò
òàêîé îðäèíàë ϑ < ωL1 , ÷òî x ∈ L[G<ϑ].

Íàêîíåö, åñëè ξ < ωL1 , òî ìíîæåñòâî Gξ = {p(ξ)[Gξ] : p ∈ Gξ+1}
ÿâëÿåòñÿ C-ãåíåðè÷åñêèì íàä L[Gξ] � ïðè ÷åòíîì ξ , è (R)L[Gξ]-
ãåíåðè÷åñêèì íàä L[Gξ] � ïðè íå÷åòíîì ξ .

Èñïîëüçîâàíèå ôîðñèíãà P â êëþ÷åâîì ïóíêòå áóäåò îñíîâàíî íà
îäíîì ñïåöèàëüíîì ñâîéñòâå ýòîãî ôîðñèíãà.

Îïðåäåëåíèå 14.7.2. Ôîðñèíã P íàçûâàåòñÿ ≤∗-õîðîøèì åñëè
äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà G ⊆ P , P-ãåíåðè÷åñêîãî íàä äàííûì óíè�
âåðñóìîì ìíîæåñòâ V, è äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f ∈ V[G]∩NN íàéäåòñÿ
g ∈ V ∩ NN òàêàÿ, ÷òî ∀x ∈ V ∩ NN (x ≤∗ f =⇒ x ≤∗ g).

Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ñâîéñòâà ≤∗-õîðîøåñòè ÿâëÿåòñÿ
ñâîéñòâî íåîãðàíè÷åííîñòè êîíòèíóóìà NN èñõîäíîãî óíèâåðñóìà â
ãåíåðè÷åñêèõ ðàñøèðåíèÿõ, ñîãëàñíî ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 14.7.3. Åñëè ccc ôîðñèíã P ∈ V ÿâëÿåòñÿ ≤∗-õîðî�
øèì, à ìíîæåñòâî G ⊆ P � P-ãåíåðè÷åñêèì íàä V, òî ìíîæå�
ñòâî NN ∩ V ôèíàëüíî íåîãðàíè÷åíî â NN ∩ V[G].

7 ×¼òíûìè ñ÷èòàþòñÿ îðäèíàëû âèäà: ¾ïðåäåëüíûé îðäèíàë + ÷åòíîå íàòó�
ðàëüíîå ÷èñëî¿, âêëþ÷àÿ 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íàïðîòèâ, f ∈ V[G] ∩ NN è x ≤∗ f äëÿ
âñåõ x ∈ V∩NN. Ïî îïðåäåëåíèþ, íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ g ∈ V∩NN,
÷òî âñ¼ åùå x ≤∗ f äëÿ âñåõ x ∈ V ∩ NN. Íî ýòîãî íå ìîæåò áûòü:
îïðåäåëèì x óñëîâèåì x(n) = g(n) + n, ∀n.

Íèæå áóäåò äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåõíè÷åñêàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 14.7.4. Â L èñòèííî ÷òî êàæäûé ôîðñèíã Pξ , ξ <
ωL1 , ÿâëÿåòñÿ ≤∗-õîðîøèì.

Íà ñàìîì äåëå, ≤∗-õîðîøèì ÿâëÿåòñÿ è ñàì ôîðñèíã P = PωL1
,

íî âûâîä ýòîãî ïóíêòà ïîòðåáîâàë áû äîïîëíèòåëüíîãî êóñêà äîêà�
çàòåëüñòâà. Íî ìû ýòî ëåãêî îáîéäåì ñ ïîìîùüþ ëåììû 14.7.1.

Òåïåðü ìû óæå èìååì âñå íåîáõîäèìîå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäó�
þùåé òåîðåìû � ãëàâíîãî ðåçóëüòàòà ýòîãî ïàðàãðàôà.

Òåîðåìà 14.7.5. Ïóñòü ìíîæåñòâî G ⊆ P ÿâëÿåòñÿ P-ãåíåðè-
÷åñêèì íàä L. Òîãäà â L[G] èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (?4), ò. å.
CohL[a] 6= ∅ è Rand L[a] 6= ∅ äëÿ âñåõ a ∈ NN, à ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ìíîæåñòâî L ∩ NN ôèíàëüíî íåîãðàíè÷åíî â NN .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ L[G]∩NN . Ïî ëåììå 14.7.1, íàéäåòñÿ
òàêîé îðäèíàë ξ < ωL1 , ÷òî a ∈ L[Gξ]. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü ξ ÷åòíûì.
Òîãäà, îïÿòü ïî ëåììå 14.7.1, ìíîæåñòâî Gξ ∈ L[G] ÿâëÿåòñÿ C-
ãåíåðè÷åñêèì íàä L[Gξ], à ìíîæåñòâî G

ξ+1 ∈ L[G] ÿâëÿåòñÿ (R)L[Gξ]-
ãåíåðè÷åñêèì íàä L[Gξ+1] � è, ñëåäîâàòåëüíî, íàä L[Gξ]. Ïîýòîìó
CohL[a] ∩ L[G] 6= ∅ è Rand L[a] ∩ L[G] 6= ∅.

Íàêîíåö, ìû èìååì L[G] ∩ NN =
⋃
ξ<ωL1

L[Gξ] ∩ NN ñîãëàñíî ëåì�

ìå 14.7.1. Ïîýòîìó, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôèíàëüíîé íåîãðàíè÷åííîñòè
ìíîæåñòâà L∩NN â L[G] äîñòàòî÷íî äîêàçàòü åãî ôèíàëüíóþ íåîãðà�
íè÷åííîñòü â êàæäîì èç ïîäêëàññîâ L[Gξ]. Îäíàêî êàæäûé ôîðñèíã
P ÿâëÿåòñÿ ≤∗-õîðîøèì â L ïî òåîðåìå 14.7.4, à ïîòîìó ìíîæåñòâî
L ∩ NN ôèíàëüíî íåîãðàíè÷åíî â L[G] ïî ëåììå 14.7.3.

(òåîðåìû 14.7.5 è 14.1.1(IV) � íà îñíîâå òåîðåìû 14.7.4)

14.7Á Ñîõðàíåíèå ¾õîðîøåñòè¿ ïðè èòåðàöèè

Ýòîò ïóíêò ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 14.7.4. Íà÷íåì ñî
ñëåäóþùåé ëåììû, õàðàêòåðèçóþùåé ≤∗-õîðîøèå ôîðñèíãè â òåðìè�
íàõ îòíîøåíèÿ âûíóæäåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ||−−P îçíà÷àåò ||−−VP .

Ëåììà 14.7.6. ccc ôîðñèíã P ÿâëÿåòñÿ ≤∗-õîðîøèì â òîì
è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ âñÿêîãî P-èìåíè t, åñëè ||−−P

t ∈ NN , òî íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ g ∈ NN, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

∀x ∈ NN
(
(∃p ∈P (p ||−−P ¾x̆ ≤∗ t¿)) =⇒ x ≤∗ g

)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â íåòðèâèàëüíîì íàïðàâëåíèè, ïóñòü P �
õîðîøèé ôîðñèíã, è ||−−P ¾t ∈ NN¿. Òîãäà ìíîæåñòâî

D = {p ∈P : ∃ g = gp ∈ NN ∀x ∈ NN (p ||−−P ¾x̆ ≤∗ t =⇒ x̆ ≤∗ ğ¿}

ïëîòíî â P âñëåäñòâèå ¾õîðîøåñòè¿ ôîðñèíãà P. Ñîãëàñíî ccc,
íàéäåòñÿ ñ÷åòíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ àíòèöåïü A ⊆ D. Èç-çà ñ÷åòíîñòè,
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ g ∈ NN, ÷òî gp ≤∗ g äëÿ âñåõ p ∈ A.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü ÷òî g îáåñïå÷èâàåò èñêîìûé ðåçóëüòàò.

Òåïåðü äîêàçûâàåòñÿ ¾õîðîøåñòü¿ ôîðñèíãîâ-èòåðàíäîâ R è C.

Ëåììà 14.7.7. Ôîðñèíãè R è C � ≤∗-õîðîøèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì R-ãåíåðè÷åñêîå íàä V ìíîæåñòâî
G ⊆ R, è ïóñòü f ∈ NN ∩ V[G]. Ïî òåîðåìå 9.2.6, íàéäåòñÿ òàêîå R-
èìÿ t ∈ V, ÷òî f = t[G] è ||−−R ¾t ∈ NN¿. Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî

D′ = {T ′ ∈ R : ∃ g ∈ NN (T ′ ||−−R ¾t ≤∗ ğ¿)}

ïëîòíî â R. (Îòñþäà, áëàãîäàðÿ ãåíåðè÷íîñòè G, ñëåäóåò ÷òî f ≤∗ g
äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè g ∈ V∩NN, è ¾õîðîøåñòü¿ î÷åâèäíà.) Ïóñòü
T0 ∈ R. Ìíîæåñòâî

Dn = {T ∈ R : T ⊆ T0 ∧ ∃k (T ||−−R ¾t(n̆) = k̆¿)}

ïëîòíî â R íèæå T0 ïðè ëþáîì n. Âûáðàâ ìàêñèìàëüíóþ àíòèöåïü
An ⊆ Dn � îíà ñ÷åòíà áëàãîäàðÿ ccc � ìû ìîæåì ïîäîáðàòü òàêîå
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A′n ⊆ An , ÷òî ìíîæåñòâî Xn =

⋃
T∈A′n

[[T ]] (çà�

ìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî [[T0 ]]) óäîâëåòâîðÿåò λ(Xn) ≥ α(1 − 2−n−2),
ãäå α = λ([[T0 ]]). Òîãäà Tn =

⋃
A′n � äåðåâî â 2<ω (áåç ìàêñèìàëüíûõ

ýëåìåíòîâ) è [[Tn ]] = Xn, òàê ÷òî Tn ∈ R. À â ñèëó êîíå÷íîñòè A′n
íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî kn , ÷òî Tn ||−−R ¾t(n̆) ≤ k̆n¿.

Íàêîíåö, ïîëîæèì T ′ =
⋂
n Tn. Ïî ïîñòðîåíèþ, λ([[T ′ ]]) ≥ α

2
,

òàê ÷òî T ′ ∈ R. Êðîìå òîãî, T ′ ||−−R ¾t(n̆) ≤ k̆n¿ äëÿ âñåõ n, ò. å.
T ′ ||−−R ¾t ≤∗ ğ¿, ãäå g(n) = kn , ∀n, òàê ÷òî T ′ ∈ D′.

Äëÿ ôîðñèíãà C = N<ω, ðàññóæäàåì èíà÷å. Ïîëîæèì

Fns = {x ∈ NN : s ||−−C ¾x̆ ≤n t¿} äëÿ s ∈ C = N<ω è n ∈ N ,

ãäå x ≤n y îçíà÷àåò ÷òî x(i) ≤ y(i) äëÿ âñåõ i ≥ n. Ïîíÿòíî ÷òî
Mnsi = maxh∈Fns h(i) êîíå÷íî ïðè i ≥ n. Ïîëîæèì fns(i) = Mnsi ïðè
i ≥ n, è = 0 ïðè i < n. Òàêèì îáðàçîì, x ≤n fns äëÿ âñåõ x ∈ Fns.
Îñòàåòñÿ âçÿòü g ∈ NN òàê ÷òîáû fns ≤∗ g äëÿ âñåõ n, s.
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Äîêàçàòåëüñòâî (òåîðåìà 14.7.4). ¾Õîðîøåñòü¿ ôîðñèíãîâ Pξ
äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî ξ . Ëåììà 14.7.7 îáîñíîâûâàåò èíäóêòèâ�
íûé øàã ξ → ξ + 1, ïîñêîëüêó, â ðàññìàòðèâàåìîé èòåðàöèè, êëàññ
L[Gξ+1] åñòü R- èëè C-ãåíåðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå êëàññà L[Gξ].

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðåäåëüíîãî øàãà, ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûé îð�
äèíàë ξ < ωL1 . Íàéäåòñÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðäèíà�
ëîâ 〈ξn〉n∈N ∈ L ñ ξ = supn ξn. Ôèêñèðóåì f ∈ L[Gξ] ∩ NN . Êàê è

âûøå, íàéäåòñÿ òàêîå Pξ-èìÿ t ∈ L, ÷òî f = t[Gξ] è ||−−LPξ ¾t ∈ N
N¿.

Ðàññìîòðèì ëþáîå ÷èñëî n. Ðàññóæäàÿ â L[Gξn ], ìû ìîæåì ïî�
ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 〈pkn〉k∈N ∈ L[Gξn ] ¾óñëîâèé¿ pkn ∈ Pξ
òàê, ÷òî ïðè ëþáîì k , pk+1

n ≤ pkn (ò. å. pk+1
n ñèëüíåå â Pξ ), p

k
n � ξn ∈

Gξn , è pkn ||−−
L

Pξ
¾t � k̆ = s̆k¿ äëÿ íåêîòîðîãî êîðòåæà sk ∈ N<ω äëè�

íû k . Òîãäà sk ⊂ sk+1, ïîýòîìó fn =
⋃
k sk ∈ L[Gξn ] ∩ NN. Íàéäåòñÿ

Pξn -èìÿ tn ∈ L, äëÿ êîòîðîãî fn = tn[Gξn ] è ||−−LPξn ¾tn ∈ NN¿. Íà

ñàìîì äåëå, ýòî ïîñòðîåíèå ìîæíî îðãàíèçîâàòü òàê, ÷òîáû ïîñëåäî�
âàòåëüíîñòü èìåí 〈tn〉n∈N ïðèíàäëåæàëà êëàññó L.

Âñëåäñòâèå ¾õîðîøåñòè¿ ôîðñèíãà Pξn , äëÿ êàæäîãî n ïî ëåì�

ìå 14.7.6 íàéä¼òñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ gn ∈ L ∩ NN , ÷òî

∀x ∈ L ∩ NN
(
(∃p ∈ Pξn (p ||−−LPξn ¾x̆ ≤∗ tn¿)) =⇒ x ≤∗ gn

)
. (∗)

Ñíîâà ìîæíî ñ÷èòàòü ÷òî 〈gn〉n∈N ∈ L. Èìååòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ g ∈
L∩NN , ÷òî gn ≤∗ g , ∀n. Äîêàæåì, ÷òî g âëå÷åò ¾õîðîøåñòü¿ Pξ ïî

îòíîøåíèþ ê f, ò. å. x ≤∗ f =⇒ x ≤∗ g äëÿ ëþáîãî x ∈ L ∩ NN .
Ðàç x ≤∗ f, íàéäóòñÿ ÷èñëî m è ¾óñëîâèå¿ p ∈ Gξ , äëÿ êîòîðûõ

p ||−−LPξ ¾x̆ ≤m t¿, ãäå x ≤m y îçíà÷àåò, ÷òî x(k) ≤ y(k) äëÿ âñåõ

k ≥ m. Èìååì supp p ⊆ ξn äëÿ íåêîòîðîãî n (èòåðàöèÿ ñ êîíå÷íîé
áàçîé). Äðóãèìè ñëîâàìè, p = q ⇑ ξ , ãäå q = p � ξn ∈ Gξn .

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî x ≤m fn . Â ñàìîì äåëå, èíà÷å x(k) > fn(k)
äëÿ êàêîãî-òî k ≥ m. Îäíàêî ïî ïîñòðîåíèþ fn(k) = j , ãäå j =

sk+1
n (k). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, pk+1

n ||−−LPξ ¾t(k̆) = j̆¿. Çàìåòèì òåïåðü,

÷òî ¾óñëîâèÿ¿ p è pk+1
n ñîâìåñòíû â Pξ , òàê êàê p = q ⇑ ξ , ãäå

q ∈ Gξn , à pk+1
n � ξn òàêæå ïðèíàäëåæèò Gξn . Ñëåäîâàòåëüíî, íàé�

äåòñÿ Pξ-ãåíåðè÷åñêîå íàä L ìíîæåñòâî G′ , ñîäåðæàùåå p è pk+1
n .

Ìû èìååì f ′ = t[G′] ∈ NN è x ≤m f ′ � òàê êàê p ∈ G′ , è f ′(k) = j
� òàê êàê pk+1

n ∈ G′ . Ñëåäîâàòåëüíî, j = fn(k) < x(k) ≤ f ′(k) = j ,
ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, â ñàìîì äåëå x ≤m fn .

Íî fn ∈ L[Gξn ], à x äàæå ïðèíàäëåæèò L. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ

¾óñëîâèå¿ r ∈ Pξn , óäîâëåòâîðÿþùåå r ||−−
L

Pξn
¾x̆ ≤∗ tn¿. Îòñþäà

ñîãëàñíî (*) ñëåäóåò x ≤∗ gn , òàê ÷òî x ≤∗ g , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

(òåîðåìû 14.7.4, 14.7.5, 14.1.1(IV))
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�14.8 BP(Σ1
2) ∧ LM(∆1

2) 6=⇒ LM(Σ1
2)

Çäåñü ìû äîêàçûâàåì îñòàâøóþñÿ ÷àñòü òåîðåìû 14.1.1: íåâûâî�
äèìîñòü èìïëèêàöèè (V). Ñîãëàñíî òåîðåìàì 12.3.1 è 12.2.1 è ñëåä�
ñòâèþ 10.2.2, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ìîäåëü, â êîòîðîé âûïîëíåíî:

∀a ∈ NN
(
CohL[a] 6= ∅ ∧Rand L[a] 6= ∅ ∧

∧ ìíîæåñòâî L[a] ∩ NN ôèíàëüíî îãðàíè÷åíî â NN
)
∧

∧ ìíîæåñòâî `1 ∩ L ôèíàëüíî íåîãðàíè÷åíî â `1 .

 (?5)

Òàêàÿ ìîäåëü ïîëó÷àåòñÿ èòåðàöèåé äîìèíèðóþùåãî ôîðñèíãà D è
ñëó÷àéíîãî ôîðñèíãà R, äëèíû ωL1 .

14.8À Èòåðàöèÿ äîìèíèðóþùåãî è ñëó÷àéíîãî ôîðñèíãîâ

Ìû îïðåäåëÿåì èòåðèðîâàííûé ôîðñèíã P ïî ñõåìå 1◦ � 6◦ èç
�14.6À, ñî ñëåäóþùåé ïîïðàâêîé, òåïåðü èñïîëüçóþùåé, íà ÷¼òíûõ
øàãàõ, ôîðñèíã D, à íà íå÷åòíûõ � ôîðñèíã R:

2◦. Åñëè ôîðñèíã Pξ îïðåäåëåí, à 1ξ � ñàìîå ñëàáîå ¾óñëîâèå¿ èç
Pξ , òî ïî òåîðåìå 9.2.6 íàéäóòñÿ òàêèå Pξ-èìåíà D

ξ è 1ξ , ÷òî

1ξ ||−−LPξ ¾D
ξ åñòü ôîðñèíã D ∧ 1ξ = 〈̆Λ, 0〉¿− ïðè ξ ÷åòíîì, è

1ξ ||−−LPξ ¾D
ξ åñòü ôîðñèíã R ∧ 1ξ = (̆2<ω)¿− ïðè ξ íå÷åòíîì.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ñîáèðàåò òå ðåçóëüòàòû îá ýòîì ôîðñèíãå P,
êîòîðûå àíàëîãè÷íû ðåçóëüòàòàì 14.6.3, 14.6.4, 14.6.5, à òàêæå 14.7.1.

Ëåììà 14.8.1. Ôîðñèíã P óäîâëåòâîðÿåò ccc â L.
Ïóñòü ìíîæåñòâî G ⊆ P ÿâëÿåòñÿ P-ãåíåðè÷åñêèì íàä L.

Òîãäà ω
L[G]
1 = ωL1 , êàæäîå èç ìíîæåñòâ Gξ = {p � ξ : p ∈ G} ÿâëÿ�

åòñÿ Pξ-ãåíåðè÷åñêèì íàä L, è åñëè x ∈ L[G]∩NN , òî ñóùåñòâóåò
òàêîé îðäèíàë ϑ < ωL1 , ÷òî x ∈ L[G<ϑ].

Íàêîíåö, åñëè ξ < ωL1 , òî ìíîæåñòâî Gξ = {p(ξ)[Gξ] : p ∈ Gξ+1}
ÿâëÿåòñÿ (D)L[Gξ]-ãåíåðè÷åñêèì íàä êëàññîì L[Gξ] � ïðè ÷åòíîì
ξ , è (R)L[Gξ]-ãåíåðè÷åñêèì íàä L[Gξ] � ïðè íå÷åòíîì ξ .

Èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ôîðñèíãà P çäåñü áóäåò îñíîâàíî íà îäíîì
ñïåöèàëüíîì ñâîéñòâå ýòîãî ôîðñèíãà, ðîäñòâåííîì ñâîéñòâó ≤∗-õî�
ðîøåñòè îïðåäåëåíèÿ 14.7.2, íî ñâÿçàííîì ñêîðåå ñ òåîðåìîé 12.2.1.

Îïðåäåëåíèå 14.8.2. Ôîðñèíã P íàçûâàåòñÿ `1-õîðîøèì åñëè
äëÿ ëþáîãî P-ãåíåðè÷åñêîãî, íàä äàííûì óíèâåðñóìîì ìíîæåñòâ
V, ìíîæåñòâà G ⊆ P , è ëþáîé ôóíêöèè f ∈ V[G] ∩ `1 , íàéäåòñÿ
g ∈ V ∩ `1 òàêàÿ, ÷òî ∀x ∈ V ∩ `1 (x ≤∗ f =⇒ x ≤∗ g).
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Ñëåäóþùàÿ ëåììà, àíàëîãè÷íàÿ ëåììå 14.7.3, ïîêàçûâàåò, ÷òî
ñâîéñòâî `1-õîðîøåñòè òîæå âëå÷åò îïðåäåëåííóþ íåîãðàíè÷åííîñòü
ìíîæåñòâà `1 èñõîäíîãî óíèâåðñóìà â ãåíåðè÷åñêèõ ðàñøèðåíèÿõ.

Ëåììà 14.8.3. Åñëè ccc ôîðñèíã P ∈ V ÿâëÿåòñÿ `1-õîðîøèì,
à ìíîæåñòâî G ⊆ P � P-ãåíåðè÷åñêèì íàä V, òî ìíîæåñòâî
`1 ∩ V ôèíàëüíî íåîãðàíè÷åíî â `1 ∩ V[G].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íàïðîòèâ, f ∈ V[G] ∩ `1 è x ≤∗ f äëÿ
âñåõ x ∈ V∩`1 . Ïî îïðåäåëåíèþ, íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ g ∈ V∩`1 ,
÷òî âñ¼ åùå x ≤∗ f äëÿ âñåõ x ∈ V ∩ `1 . Íî ýòî íåâîçìîæíî: îïðåäå-
ëèì x ∈ V ∩ `1 óñëîâèåì x(n) = g(n) + n−2 , ∀n.

Íèæå ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåõíè÷åñêóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 14.8.4. Â L èñòèííî ÷òî êàæäûé ôîðñèíã Pξ , ξ <
ωL1 , ÿâëÿåòñÿ `1-õîðîøèì.

Ñ åå ïîìîùüþ, ìû óæå èìååì âñå íåîáõîäèìîå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ñëåäóþùåé òåîðåìû � ãëàâíîãî ðåçóëüòàòà ýòîãî ïàðàãðàôà.

Òåîðåìà 14.8.5. Ïóñòü ìíîæåñòâî G ⊆ P ÿâëÿåòñÿ P-ãåíåðè-
÷åñêèì íàä L. Òîãäà â L[G] èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (?5), ò. å.
CohL[a] 6= ∅, Rand L[a] 6= ∅, è ìíîæåñòâî L[a] ∩ NN ôèíàëüíî
îãðàíè÷åíî â NN � äëÿ âñåõ a ∈ NN, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî
`1 ∩ L ôèíàëüíî íåîãðàíè÷åíî â `1 ∩ L[G].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ L[G] ∩ NN . Ïî ëåììå 14.8.1, íàé�
äåòñÿ òàêîé îðäèíàë ξ < ωL1 , ÷òî a ∈ L[Gξ]. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü ξ
÷åòíûì. Òîãäà, îïÿòü ïî ëåììå 14.8.1, 1) ìíîæåñòâî Gξ ∈ L[G] ÿâëÿ�
åòñÿ (D)L[Gξ]-ãåíåðè÷åñêèì íàä L[Gξ], è 2) ìíîæåñòâî Gξ+1 ∈ L[G]
ÿâëÿåòñÿ (R)L[Gξ]-ãåíåðè÷åñêèì íàä L[Gξ+1] � è, ñëåäîâàòåëüíî, íàä
L[Gξ]. Èç ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî CohL[a] ∩ L[G] 6= ∅ è

ìíîæåñòâî L[a] ∩ NN ôèíàëüíî îãðàíè÷åíî â L[G] ∩ NN (ñì. äîêàçà�
òåëüñòâî òåîðåìû 14.6.6), à èç âòîðîãî � ÷òî Rand L[a] ∩ L[G] 6= ∅.

Íàêîíåö, ôèíàëüíàÿ íåîãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà `1 ∩ L â `1 ∩
L[G] óñòàíàâëèâàåòñÿ òåì æå ïðîñòûì ðàññóæäåíèåì íà îñíîâå ëåì�
ìû 14.8.3 è òåîðåìû 14.8.4, ÷òî è ôèíàëüíàÿ íåîãðàíè÷åííîñòü ìíî�
æåñòâà L ∩ NN â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 14.7.5.

(òåîðåìû 14.8.5 è 14.1.1(V) � íà îñíîâå òåîðåìû 14.8.4)

14.8Á Ñîõðàíåíèå ¾õîðîøåñòè¿ ïðè èòåðàöèè

×òîáû ïîäîéòè ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 14.8.4, ìû íà÷íåì ñî
ñëåäóþùåé ëåììû, äàþùåé õàðàêòåðèçàöèþ `1-õîðîøèõ ôîðñèíãîâ,
àíàëîãè÷íóþ ëåììå 14.7.6.
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Ëåììà 14.8.6. ccc ôîðñèíã P ÿâëÿåòñÿ `1-õîðîøèì â òîì
è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ âñÿêîãî P-èìåíè t, åñëè ||−−P
t ∈ `1 , òî íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ g ∈ `1 , óäîâëåòâîðÿþùàÿ

∀x ∈ `1

(
(∃p ∈P (p ||−−P ¾x̆ ≤∗ t¿)) =⇒ x ≤∗ g

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â íåòðèâèàëüíîì íàïðàâëåíèè, äîïóñòèì, ÷òî
P � `1-õîðîøèé ôîðñèíã, è ||−−P ¾t ∈ `1¿. Òîãäà ìíîæåñòâî

D = {p ∈P : ∃ g = gp ∈ `1 ∀x ∈ `1 (p ||−−P ¾x̆ ≤∗ t =⇒ x̆ ≤∗ ğ¿}

ïëîòíî â P. Ñîãëàñíî ccc, íàéäåòñÿ ñ÷åòíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ àíòè�
öåïü A ⊆ D. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ g ∈ `1 , ÷òî gp ≤∗ g äëÿ
âñåõ p ∈ A (óïðàæíåíèå 12.1.5). È ò. ä..

Ëåììà 14.8.7. Ôîðñèíãè R è D ÿâëÿþòñÿ `1-õîðîøèìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ôîðñèíãà R íåñêîëüêî
îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 14.7.7.
Ïóñòü ìíîæåñòâî G ⊆ R ÿâëÿåòñÿ ãåíåðè÷åñêèì íàä V, è f ∈ `1 ∩
V[G]. Ïî îïðåäåëåíèþ, ñóììà

∑
n f(n) êîíå÷íà, ñëåäîâàòåëüíî, å¼

ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé, èçìåíèâ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
çíà÷åíèé f. Ïîñêîëüêó ýòà îïåðàöèÿ íå âëèÿåò íà îòíîøåíèå ≤∗ ,
ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîñòî

∑
n f(n) < 1.

Èìååì f = t[G], ãäå t ∈ V è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ||−−R

∑
n t(n) < 1.

Èñïîëüçóÿ ccc, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïàðû n, i ∈ N
ñóùåñòâóåò òàêîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî Bni ⊆ NN, ÷òî

∀T ∈ R
(
(T ||−−R ¾t(n) ≥ i 2−n¿) ⇐⇒ λ([[T ]] rBni) = 0

)
. (1)

Ïîëîæèì gm(n) = sup{i : λ(Bni) >
1

m+1
} è äîêàæåì∑

n gm(n) 2−n ≤ m+ 1 , ∀m. (2)

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: òîãäà
∑
n<n0

gm(n) 2−n > m+1 äëÿ êàêèõ�
òî m è n0. Ïîëîæèì U = {〈n, i, j〉 : n < n0 ∧ i < gm(n) ∧ j < 2n0−n}
è Bnij = Bni äëÿ 〈n, i, j〉 ∈ U. Ïî îïðåäåëåíèþ gm(n) ìû èìååì

λ(Bnij) >
1

m+1
ïðè 〈n, i, j〉 ∈ U, îòêóäà, ïî âûáîðó m0 , n ñëåäóåò

∑
〈n,i,j〉∈U λ(Bnij) >

1
m+1

∑
n<n0

gm(n) 2n0−n > 2n0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî V ⊆ U, ñîäåðæàùåå 2n0 + 1
ýëåìåíòîâ, è òàêîå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå B =

⋂
〈n,i,j〉∈V Bnij óäîâëåòâî�
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ðÿåò λ(B) > 0. 8 Ïîëîæèì

Vn = {〈i, j〉 : 〈n, i, j〉 ∈ V } , N = {n < n0 : Vn 6= ∅} ,

In = {i : ∃ j (〈i, j〉 ∈ Vn)} , in = sup In (ïðè n ∈ N) .

Ðàç λ(B) > 0, íàéäåòñÿ ¾óñëîâèå¿ T ∈ R ñ [[T ]] ⊆ B. Èç (1) ñëåäó�
åò ÷òî T ||−−R ¾f(n) ≥ in 2−n¿ äëÿ êàæäîãî n ∈ N. (Äëÿ óìåíüøåíèÿ
ãðîìîçäêîñòè, çíà÷êè ˘ íàä in è ò. ï. îïóñêàþòñÿ.) Íî ïî îïðåäåëå�
íèþ U, ìû èìååì in 2n0−n ≥ #Vn, îòêóäà ñëåäóåò

T ||−−R ¾f(n) ≥ 2−n0#Vn¿ (ïðè n ∈ N ).

Òåì ñàìûì, T ||−−R

∑
n<n0

f(n) ≥ 2−n0
∑
n∈N #Vn = 2−n0#V > 1 �

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ ||−−R ¾
∑
n f(n) < 1¿. Ýòî

çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (2).
Ïîëîæèì hm(n) = gm(n) 2−n. Òàêèì îáðàçîì,

∑
n hm(n) < ∞.

Çíà÷èò, íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ g ∈ `1 , ÷òî hm ≤∗ g , ∀m. Ïîêàæåì,
÷òî g îáåñïå÷èâàåò ¾õîðîøåñòü¿ ôîðñèíãà R ïî îòíîøåíèþ ê f.

Ïóñòü h ∈ `1 ∩ V è h ≤∗ f. Íàéäåòñÿ òàêîå ¾óñëîâèå¿ T ∈ G,
÷òî T ||−−R ∀n ≥ k (h(n) ≤ f(n)) äëÿ íåêîòîðîãî k. Âîçüìåì m

äîñòàòî÷íî áîëüøîå äëÿ λ([[T ]]) > 1
m+1

. Òîãäà, ïðè n ≥ k, èìååì

λ(Bn,h(n)2n) ≥ λ([[T ]]) > 1
m+1

. Ïîýòîìó h(n) 2n ≤ gm(n), èëè, ýêâè�

âàëåíòíî, h(n) ≤ hm(n). Èòàê, h ≤∗ hn, îòêóäà h ≤∗ g .
Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ôîðñèíãà D ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Âî-ïåð�

âûõ, ×Ó ìíîæåñòâî D ÿâëÿåòñÿ îòäåëèìûì, ò. å. äëÿ ëþáîé ïàðû
¾óñëîâèé¿ p 6≤ q èç D íàéäåòñÿ ¾óñëîâèå¿ r ≤ p, r 6≤ q . Â ýòîì ñëó�
÷àå íàéäåòñÿ (ñì. [99, òåîðåìà 29B]) òàêàÿ ïîëíàÿ áóëåâà àëãåáðà B ,
÷òî D ïîðÿäêîâî èçîìîðôíî íåêîòîðîìó ïëîòíîìó ïîäìíîæåñòâó
ìíîæåñòâà P = B r {0B} âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ B ñ ïîðÿä�
êîì a ≤ b êîãäà a · b = b. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
ìíîæåñòâî P ÿâëÿåòñÿ `1-õîðîøèì.

Ìíîæåñòâî D σ-öåíòðèðîâàíî: D =
⋃
s∈N<ω Ds, ãäå êàæäîå Ds =

{〈s, f〉 : f ∈ NN} öåíòðèðîâàíî. Òàêèì îáðàçîì, è P σ-öåíòðèðîâà�
íî. Ïóñòü P =

⋃
n Pn, ãäå êàæäîå Pn öåíòðèðîâàíî. Ìîæíî ïðåä�

ïîëàãàòü ÷òî êàæäîå Pn ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì öåíòðèðîâàííûì

8 Çäåñü ìû ññûëàåìñÿ íà ñëåäóþùóþ ëåììó èç òåîðèè ìåðû: åñëè M ≤
K è ñåìåéñòâî {X1, X2, . . . , XK} èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ óäîâëåòâîðÿåò

λ(
⋂
k∈V Xk) > 0 äëÿ ëþáîãî M-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà V ⊆ {1, 2, . . . ,K},

òî
∑
k λ(Xk) ≤M−1. Äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî M îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ

K ≥M îñíîâàíî íà ðàçëîæåíèè (ãäå XK åñòü äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà XK )∑K
k=1 λ(Xk) = λ(XK) +

∑K−1
k=1 λ(Xk ∩XK) +

∑<K−1
k=1 λ(Xk ∩XK) ≤

≤ λ(XK) + (M − 2)λ(XK) + (M − 1)λ(XK) = M − 1.
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ìíîæåñòâîì � çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî · (óìíîæåíèÿ â B), óäîâëå�
òâîðÿþùèì a ≥ b ∈ Pn =⇒ a ∈ Pn, è îáÿçàòåëüíî ñîäåðæàùèì îäèí
èç ëþáûõ äâóõ âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ a, −a. Â ýòîì
ñëó÷àå ñóùåñòâóåò êîíå÷íî àääèòèâíàÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíàÿ íà P
ìåðà µ(a) =

∑
a∈Pn 2−n íà B. Èìåÿ òàêóþ ìåðó, ìû ìîæåì ïîâòî�

ðèòü äëÿ P äîêàçàòåëüñòâî, äàííîå äëÿ ôîðñèíãà R.

Ñàìî æå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 14.8.4 ïîëó÷àåòñÿ èç ïîñëåäíèõ
äâóõ ëåìì ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 14.7.4.
Ìû îñòàâèì ýòî ÷èòàòåëþ êàê óïðàæíåíèå.

(òåîðåìû 14.8.4, 14.8.5, 14.1.1(V))

Èñòîðè÷åñêèå è áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ

Èñòîðèÿ ðåçóëüòàòîâ, èçëîæåííûõ â ýòîì ðàçäåëå, ðàñòÿãèâàåòñÿ îò
êîíöà 60-õ ãîäîâ äî ñåðåäèíû 90-õ ãîäîâ, è, â îáùåì, ñâÿçàíà ñ ðàçâèòèåì
ìåòîäîâ ôîðñèíãà è èòåðèðîâàííîãî ôîðñèíãà.

Èñõîäíûìè ññûëêàìè ïî èòåðèðîâàííîìó ôîðñèíãó ÿâëÿþòñÿ ñòàòüè
[65, 170], à òàêæå êíèãè [64, 100, 121]. Íà ðóññêîì ÿçûêå ïîäõîäÿùèõ èñòî÷�
íèêîâ íåò, êðîìå êíèã [99, ãë. 22] è [49, ãë. 4], ãäå ðàññìîòðåíû èòåðàöèè
äëèíû 2, à òàêæå èòåðàöèè ïðîèçâîëüíîé äëèíû, íî â òîì ÷àñòíîì ñëó÷àå,
êîãäà öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü àêñèîìû Ìàðòèíà.

Óòâåðæäåíèå LM(Σ1
2) 6=⇒ PK(Π1

1), êàê ìû óïîìèíàëè, ñëåäóåò èç ðàí�
íèõ ðàáîò ïî àêñèîìå Ìàðòèíà. Ðåçóëüòàò íåçàâèñèìî ïîëó÷åí Ëþáåöêèì
(ñì. [31, 32, 33]; äîêàçàòåëüñòâî ÷åðåç èòåðàöèþ ôîðñèíãà Rε äàíî â [35]).

Óòâåðæäåíèå BP(Σ1
2) ∧ LM(∆1

2) 6=⇒ LM(Σ1
2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåî�

ðåìó 9.3.6 â [64], äàííóþ òàì ñî ññûëêîé íà ñòàòüþ [96], ãäå òàêîãî ðåçóëü�
òàòà, îäíàêî, â ÿâíîì âèäå íåò.

×òî êàñàåòñÿ BP(Σ1
2) 6=⇒ LM(∆1

2), òî ìåòîä èòåðàöèè äîìèíèðóþùå�
ãî ôîðñèíãà, êàê â �14.6, âçÿò íàìè èç [64, 9.3.5] (ãäå îïÿòü ïðèâåäåíà,
âèäèìî, íåêîððåêòíàÿ ññûëêà íà [96]). Âïðî÷åì, Ñòåðí [177] åùå ðàíüøå
ïîêàçàë äàæå, ÷òî BP(Σ1

∞) 6=⇒ LM(∆1
2) (íî ïðè ïîìîùè áîëåå ñëîæíîé

ìîäåëè, ÷åì ðàññìîòðåííàÿ â �14.6).
Ìû íå ñìîãëè íàéòè ðåçóëüòàò BP(∆1

2) ∧ LM(∆1
2) 6=⇒ BP(Σ1

2) ñôîðìó�
ëèðîâàííûì ãäå-ëèáî â ÿâíîì âèäå, îäíàêî ïðåäñòàâëåííîå íàìè äîêàçà�
òåëüñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïðåäåëåííóþ êîìáèíàöèþ ìåòîäîâ, èçâåñò�
íûõ, íàïðèìåð, èç [64].

Óòâåðæäåíèå LM(∆1
2) 6=⇒ BP(∆1

2) äîêàçàíî â [35]. Îòìåòèì, ÷òî ñèì�
ìåòðè÷íîå óòâåðæäåíèå BP(∆1

2) 6=⇒ LM(∆1
2) (áîëåå ñëàáîå, ÷åì äîêàçàí�

íûå â ýòîé ãëàâå BP(Σ1
2) 6=⇒ LM(∆1

2) è BP(∆1
2) 6=⇒ LM(∆1

2) ∨ BP(Σ1
2))

áûëî, âåðîÿòíî, èçâåñòíî ê 1968 ã., ïîñêîëüêó îíî ëåãêî âûâîäèòñÿ èç òåî�
ðåìû Ò 3323 â [143] (äàííîé ñî ññûëêîé íà Êþíåíà è Ñîëîâåÿ) î òîì, ÷òî
ïðèñîåäèíåíèå êîýíîâñêèõ òî÷åê â ëþáîì ÷èñëå ê êîíñòðóêòèâíîìó óíè�
âåðñóìó L äàåò ìîäåëü â êîòîðîé èìååòñÿ íåèçìåðèìîå ∆1

2-ìíîæåñòâî.



Ãëàâà 15

Ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ

ïðîáëåì î êîíñòèòóàíòàõ

Â ýòîé ãëàâå äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà, ñîãëàñíî êîòîðîé ïîëîæèòåëü�
íûå ðåøåíèÿ ïðîáëåì II, III, IV, IIIa, IIIb èç �7.5 íå ïðîòèâîðå÷àò
àêñèîìàì ZFC, è íà ñàìîì äåëå âñå îíè ñëåäóþò èç ãèïîòåçû

∃a ∈ NN (ω
L[a]
1 = ω1) .

Ôàêòè÷åñêè ìû äîêàçûâàåì, ÷òî åñëè ýòà ãèïîòåçà âûïîëíåíà, òî ñó�
ùåñòâóåò íåîãðàíè÷åííàÿ ïî èíäåêñó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âíåøíèõ
êîíñòèòóàíò, ñðåäè ÷ëåíîâ êîòîðîé èìååòñÿ íåñ÷åòíîå îãðàíè÷åííîå
ïî ðàíãó ñåìåéñòâî îäíîýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ, è ïðè ýòîì ìîæíî
ïîòðåáîâàòü îäíî èç äâóõ: ëèáî âñå íå îäíîýëåìåíòíûå âíåøíèå êîí�
ñòèòóàíòû íà ñàìîì äåëå ïóñòû, ëèáî íàîáîðîò, âñå îíè (è òîãäà
âîîáùå âñå) âíåøíèå êîíñòèòóàíòû íåïóñòû.
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�15.1 Ãëàâíàÿ òåîðåìà

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñîäåðæèò ãëàâíûé ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû.

Òåîðåìà 15.1.1. Äîïóñòèì, ÷òî a ∈ NN è ω
L[a]
1 = ω1 . Òîãäà ñó�

ùåñòâóþò ðåãóëÿðíûå ñóñëèíñêèå ñèñòåìû F = 〈Fs〉s∈N<ω çàìêíó�
òûõ ìíîæåñòâ Fs ⊆ NN , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ïî âûáîðó îäíî
èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

(A) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âíåøíèõ êîíñòèòóàíò Cξ = Cξ[F] ÿâ�
ëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé ïî èíäåêñó, è ïðè ýòîì êàæäàÿ Cξ
ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé òî÷êè;

(B) âñå âíåøíèå êîíñòèòóàíòû Cξ = Cξ[F] íåïóñòû, è ïðè ýòîì
äëÿ íåñ÷åòíî ìíîãèõ èíäåêñîâ ξ < ω1 êîíñòèòóàíòà Cξ ñî�
äåðæèò ðîâíî îäíó òî÷êó.

À òàêæå ñóùåñòâóþò è ðåøåòà R = 〈Rs〉s∈N<ω èç çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ Rs ⊆ NN , âíåøíèå êîíñòèòóàíòû Cξ = Cξ[R] êîòîðûõ
óäîâëåòâîðÿþò ïî âûáîðó îäíîìó èç óñëîâèé (A), (B).

Ñîâìåñòèâ òðåáîâàíèÿ (A) è (B), ìû ïîëó÷èëè áû ïîñëåäîâàòåëü�
íîñòü êîíñòèòóàíò Cξ , êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ðîâíî îäíó òî÷�
êó � ò. å. ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû I èç �7.5, êîòîðîå, êàê
áóäåò ïîêàçàíî íèæå, íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, óñëîâèÿ (A) è (B) òåîðå�
ìû íåñîâìåñòèìû, è èõ ïðèäåòñÿ óñòðàèâàòü ïî îòäåëüíîñòè.

Ñëåäñòâèå 15.1.2. Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî êàæäàÿ èç ïðî�
áëåì II, III, IV, IIIa, IIIb ðåøàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî, íå ïðîòèâîðå�
÷èò àêñèîìàì òåîðèè ZFC.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âíåø�
íèõ êîíñòèòóàíò ñóñëèíñêîé ñèñòåìû èëè ðåøåòà óäîâëåòâîðÿåò òðå�
áîâàíèþ (A), òî ýòèì äàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåì II, III,
IV è IIIa èç �7.5, à åñëè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäîâëåòâîðÿåò òðå�
áîâàíèþ (B), òî ýòèì äàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû IIIb.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ãèïîòåçà ∃a ∈ NN (ω
L[a]
1 = ω1) íåïðîòèâîðå�

÷èâà, òàê êàê îíà, î÷åâèäíî, ñëåäóåò èç íåïðîòèâîðå÷èâîé àêñèîìû
êîíñòðóêòèâíîñòè V = L.

�15.2 Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà

Íàïîìíèì, ÷òî ZFC− åñòü òåîðèÿ ZFC áåç àêñèîìû ñòåïåíè.
Åñëè x ∈ NN, òî Modx îáîçíà÷àåò ñåìåéñòâî âñåõ ñ÷åòíûõ òðàíçè�
òèâíûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ x è ÿâëÿþùèõñÿ ∈-ìîäåëÿìè òåîðèè

Tx := ZFC− + ¾âñå ìíîæåñòâà íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíû¿ + V = L[x] .
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Îïðåäåëåíèå 15.2.1. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû 15.1.1, ôèêñèðóåì

òî÷êó a ∈ NN , äëÿ êîòîðîé ωL[a]
1 = ω1 . Ïîëîæèì

Ξa = {ξ < ω1 : ìíîæåñòâî Fξ[a] ïðèíàäëåæèò Moda},

ãäå, íàïîìíèì, Fξ[a] = {F η[a] : η < ξ}, ñì. �8.2.

Ëåììà 15.2.2. Åñëè M ∈Moda , òî îðäèíàë ξ = Ord ∩M ïðå�
äåëåí è ïðèíàäëåæèò Ξa , è íà ñàìîì äåëå M = Fξ[a].

Äîïîëíèòåëüíî, ìíîæåñòâî Ξa íåîãðàíè÷åíî â ω1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 8.4.4.
Äëÿ âûâîäà íåîãðàíè÷åííîñòè, ïóñòü ξ0 < ω1 .
Ðàññìîòðèì ìîäåëü Fω1

[a] = {F η[a] : η < ω1}. Ðàññóæäàÿ âíóòðè
âñåãî êëàññà L[a], ìû èìååì Fω1

[a] = HC ïî ëåììå 8.4.3, òàê ÷òî
Fω1 [a] � òðàíçèòèâíàÿ ìîäåëü òåîðèè ZFC− ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó
3.6.2, è äàæå òåîðèè Ta ïî âûáîðó òî÷êè a.

Ïî òåîðåìå Ë¼âåíãåéìà � Ñêóëåìà (òåîðåìà 3.2.5), íàéäåòñÿ ñ÷åò�
íàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ïîäìîäåëü X ⊆ Fω1

[a], óäîâëåòâîðÿþùàÿ Fξ0 [a] ⊆
X . Òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå TC(X) òàêæå ñ÷åòíî, çíà÷èò, TC(X) ⊆
Fζ [a] = {F η[a] : η < ζ} äëÿ íåêîòîðîãî ïðåäåëüíîãî îðäèíàëà ζ ,
ξ0 < ζ < ω1 . Èòåðèðóÿ ýòî ðàññóæäåíèå, ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëü�
íîñòü ñ÷åòíûõ ýëåìåíòàðíûõ ïîäìîäåëåé Xn ⊆ Fω1 [a] è ïðåäåëüíûõ
îðäèíàëîâ ξ0 = ζ0 < ζ1 < ζ2 < . . . , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò

ζn ∪ Fζn [a] ⊆ Xn ⊆ TC(Xn) ⊆ Fζn+1 [a] è ω1 ∩ Fζn [a] ⊆ ζn+1

äëÿ âñåõ n. Òîãäà ìíîæåñòâî X ′ =
⋃
nXn =

⋃
n TC(Xn) � òðàí�

çèòèâíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ïîäìîäåëü Fω1 [a]. C äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïî�
ñòðîåíèþ, X ′ =

⋃
n Fζn [a] = Fξ[a], ãäå ξ = supn ζn . (ëåììà)

Ïóñòü, ñîãëàñíî ëåììå, Ξa = {ξa
γ : γ < ω1}, â ïîðÿäêå âîçðàñòà�

íèÿ. Ïîëîæèì ϑa
γ = supn ξ

a
γ+n äëÿ âñåõ γ < ω1 , è

Θa = {ϑa
γ : γ < ω1 � ïðåäåëüíûé îðäèíàë}.

Çàìå÷àíèå 15.2.3. Íà ñàìîì äåëå ϑa
γ =

∑
n ξ

a
γ+n . Ðàâåíñòâî

ñóììû è ñóïðåìóìà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ξa
γ � îðäèíàë â ìîäåëè

Fξaγ+1
[a] |= ZFC−, îòêóäà ξa

γ+1 > ξ
a
γ ·ω , è äàëåå ξ

a
γ+ξa

γ+1 = ξa
γ+1 .

Íàø ïëàí äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 15.1.1 ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Áóäåò îïðåäåëåíî áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî Xa , ñîñòîÿùåå èç áåñêî�
íå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà ~ε = 〈εn〉n∈N , ãäå êàæäîå εn ⊆ N2

òàêîâî, ÷òî 〈N ; εn〉 � ìîäåëü òåîðèè Ta . Êàæäîé òàêîé ïîñëåäîâà�
òåëüíîñòè ~ε áóäåò ñîïîñòàâëåíî ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî
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W (~ε), ðàâíîå ïîðÿäêîâîé ñóììå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ
〈Ordεn ; εn〉 (îðäèíàëû ìîäåëè 〈N ; εn〉 ñ èõ åñòåñòâåííûì ïîðÿäêîì).
Îêàæåòñÿ, ÷òî åñëè W (~ε) âïîëíå óïîðÿäî÷åíî, òî åãî ïîðÿäêîâûé
òèï ðàâåí îäíîìó èç îðäèíàëîâ ϑ ∈ Θa � è äëÿ êàæäîãî ϑ ∈ Θa

èìååòñÿ ðîâíî îäíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ~ε = ~ε(ϑ) ∈ Xa ñ òàêèì
ñâîéñòâîì. Ýòî ïðèâåäåò ê èñêîìîé ñóñëèíñêîé ñèñòåìå F ñíà÷àëà
èç áîðåëåâñêèõ, à ïîòîì è èç çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþ�
ùåé òðåáîâàíèþ (A) òåîðåìû â òîì ïëàíå, ÷òî êàæäàÿ êîíñòèòóàíòà
Cϑ = Cϑ[F] áóäåò ñîäåðæàòü åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïðè ϑ ∈ Θa (à
èìåííî, óêàçàííóþ âûøå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ~ε(ϑ), à òî÷íåå, åå êîä
â îïðåäåëåííîì ñìûñëå), è Cϑ áóäåò ïóñòà ïðè ϑ 6∈ Θa .

Â êîíöå ãëàâû áóäåò ïîêàçàíî, êàê, íà îñíîâå ýòîãî ïåðâîãî ðå�
çóëüòàòà, ïîëó÷èòü è äîêàçàòåëüñòâî â ÷àñòè òðåáîâàíèÿ (B), à òàêæå
äîêàçàòåëüñòâî â îòíîøåíèè ðåøåò.

�15.3 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ÷åòíûõ ìîäåëåé

Â ýòîì ïàðàãðàôå èñïîëüçóþòñÿ îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ èç ��
3.9�3.11 â ñâÿçè ñ ìîäåëÿìè âèäà 〈N ; ε〉, ãäå ε � áèíàðíîå îòíîøåíèå
íà N, â ÷àñòíîñòè, Ordε , WFε , Mε , φε , (x)ε , |ε|. Íàïîìíèì, ÷òî

E = {ε ⊆ N2 : 〈N ; ε〉 ÿâëÿåòñÿ ω-ìîäåëüþ òåîðèè ZFC−} .

Òàêæå íàïîìíèì, ÷òî a ∈ NN ôèêñèðîâàíî îïðåäåëåíèåì 15.2.1.

Îïðåäåëåíèå 15.3.1. Ea åñòü ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ε ∈ E, ÷òî
òî÷êà a ïðåäñòàâëåíà â 〈N ; ε〉 � ò. å. èìååòñÿ ýëåìåíò ā = (a)ε ∈ N,
ïðåäñòàâëÿþùèé a â ìîäåëè 〈N ; ε〉 â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3.11.2, �
è â 〈N ; ε〉 èñòèííû âñå àêñèîìû òåîðèè Tā . Ââîäèòñÿ ïîäìíîæåñòâî

Ewf
a = {ε ∈ Ea : ìîäåëü 〈N ; ε〉 ôóíäèðîâàíà}

ôóíäèðîâàííûõ ìîäåëåé (îïðåäåëåíèå 3.9.1) â Ea . Åñëè ε ∈ Ewf
a , òî

ìíîæåñòâî Ordε îðäèíàëîâ ìîäåëè 〈N ; ε〉 âïîëíå óïîðÿäî÷åíî, è åãî
ïîðÿäêîâûé òèï ðàâåí ðàíãó |ε| ïî ëåììå 3.9.2. Ïîëîæèì

Ewf
a (ξ) = {ε ∈ Ewf

a : |ε| = ξ} , äëÿ ξ < ω1 .

Óïðàæíåíèå 15.3.2. Ïóñòü M � òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî, â
êîòîðîì èñòèííû âñå àêñèîìû ZFC− , è a ∈ M, ε ∈ M , ε ⊆ N2 .
Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëû ε ∈ E, ε ∈ Ea , ε ∈ Ewf

a àáñîëþòíû äëÿ M.
Èñïîëüçóéòå ðåçóëüòàòû 3.8.1, 3.8.2.

Ëåììà 15.3.3. Ïóñòü ξ < ω1 è ε ∈ Ewf
a . Òîãäà

ε ∈ CEwf
a (ξ) ⇐⇒ ξ ∈ Ξa ∧Mε = Fξ[a] .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîäåëü 〈N ; ε〉 ôóíäèðîâàíà, òàê ÷òî φε � èçî�
ìîðôèçì ñàìîé ìîäåëè 〈N ; ε〉 íà (òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî) Mε . Ïî�
ñëå ýòîãî çàìå÷àíèÿ, ññûëàåìñÿ íà ëåììó 15.2.2. (ëåììà)

Îïðåäåëåíèå 15.3.4. Ìíîæåñòâî Xa ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê x ∈
2N, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì (1) � (4), â êîòîðûõ ìû
ïîëàãàì εxn= {〈n, k〉 : x(ddn, kee) = 1}, ãäå ddn, kee = 2n(2k + 1) − 1.
Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòíîøåíèé εn ⊆ N2

îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííóþ òî÷êó x ∈ 2N, äëÿ êîòîðîé εn = εxn , ∀n.

(1) åñëè n ∈ N, òî εxn ∈ Ea � â ÷àñòíîñòè, íàøà âûáðàííàÿ òî÷êà
a ïðåäñòàâèìà â 〈N ; εxn〉;

(2) åñëè n ∈ N, òî ìíîæåñòâî εxn ⊆ N2 ïðåäñòàâèìî â 〈N ; εxn+1〉.

Ïîëîæèì āxn = (a)ε
x
n è ε̄xn = (εxn)ε

x
n+1 � ýòî ïî îïðåäåëåíèþ 3.11.2

ïðîñòî íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äîáàâëÿåì åùå äâà óñëîâèÿ:

(3) åñëè n ∈ N, òî â 〈N ; εxn+1〉 èñòèííû ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ:

(a) ¾ε̄xn ∈ Ewf
āxn+1

¿,

(b) ¾íåò òàêîãî ε ∈ Ewf
āxn+1

, ÷òî |ε̄xn| < |ε| ñòðîãî¿,

(c) ¾íåò òàêîãî ε ⊆ N2 , ÷òî ε <ã�åä
āxn+1

ε̄xn è ìîäåëè 〈N ; ε〉 è
〈N ; ε̄xn〉 èçîìîðôíû¿ � íàïîìíèì, ÷òî <ã�åä

a � ýòî êàíîíè�
÷åñêèé ïîëíûé ïîðÿäîê íà êëàññå L[a] = {F a[γ] : γ ∈ Ord}.

(4) â ìîäåëè 〈N ; εx0〉 èñòèííî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå:
¾åñëè ε ∈ Ewf

āx0
, òî |ε| < |ε′| äëÿ êàêîãî-òî äðóãîãî ε′ ∈ Ewf

āx0
¿.

Àíàëîãè÷íî ñëåäñòâèþ 8.7.3, ìû ïîëó÷àåì èç ëåììû 8.7.2:

Ñëåäñòâèå 15.3.5. Xa � ìíîæåñòâî êëàññà ∆1
1(a) â 2N , ò. å.

â ÷àñòíîñòè áîðåëåâñêîå.

�15.4 Ôóíäèðîâàííàÿ ïîäîáëàñòü

Ñìûñë îïðåäåëåíèÿ Xa ñâîäèòñÿ ê èñòèííîñòè íåêîòîðûõ ïðåäëî�
æåíèé â ñ÷åòíûõ íåôóíäèðîâàííûõ ìîäåëÿõ äîñòàòî÷íî îáùåãî âè�
äà, òàê ÷òî ñðàçó ïîíÿòíîãî çäåñü ìàëî. Îäíàêî åñëè òî÷êà x ∈ Xa

ñâÿçàíà ñ ôóíäèðîâàííûìè ìîäåëÿìè, òî ñòðóêòóðà ýòèõ ìîäåëåé
óæå ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîçðà÷íîé, ñì. ñëåäóþùóþ ëåììó.

Îïðåäåëåíèå 15.4.1. Xwf
a åñòü ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ òî÷åê x ∈

Xa , ÷òî εxn ∈ Ewf
a � äëÿ âñåõ n, ãäå εxn îïðåäåëåíû, êàê âûøå. Â

ýòîì ñëó÷àå êàæäàÿ ìîäåëü 〈N ; εxn〉 ôóíäèðîâàíà, òàê ÷òî |εxn| < ω1 ,
è ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ‖x‖ = supn |εxn|.
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Ìîæíî áûëî áû ñïðîñèòü, à ïî÷åìó áû íàì íå îãðàíè÷èòüñÿ ñðà�
çó ìíîæåñòâîì Xwf

a , è íå âîçèòüñÿ ñ îáùèì îïðåäåëåíèåì Xa ïî
15.3.4. Îòâåò ïðîñòîé: â òàêîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì Π1

1-ìíîæåñòâî
Xwf

a , êîòîðîå ñàìî ïî ñåáå íå ïðèíåñåò íàì òåõ ñóñëèíñêèõ ñèñòåì,
êîòîðûå òðåáóþòñÿ òåîðåìîé 15.1.1. Èìåííî ïîýòîìó íàì òðåáóåòñÿ
ìåíåå èíòóèòèâíî ÿñíîå, íî áîðåëåâñêîå, ìíîæåñòâî Xa .

Ëåììà 15.4.2. Ïóñòü x ∈ Xwf
a . Òîãäà ‖x‖ ∈ Θa , ò. å. íàéäåòñÿ

òàêîé ïðåäåëüíûé îðäèíàë γ < ω1 , ÷òî ‖x‖ = supn ξ
a
γ+n (ñì. â

�15.2). Ïðè ýòîì åñëè n ∈ N, òî

(i) |εxn| = ξa
γ+n , ìîäåëè 〈N ; εxn〉 è Fξaγ+n

[a] = Mεxn
èçîìîðôíû, ïðè�

÷åì (åäèíñòâåííûé) èçîìîðôèçì φεxn ïðèíàäëåæèò ñëåäóþ�
ùåé ìîäåëè Fξaγ+n+1

[a], è εxn ∈ Fξaγ+n+1
[a] ;

(ii) íåò òàêîãî îòíîøåíèÿ ε ∈ Fξaγ+n+1
[a], ε ⊆ N2 , ÷òî ε <ã�åä

a εxn
è ìîäåëè 〈N ; ε〉, 〈N ; εxn〉 èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ε̄xn è āxn êàê óêàçàíî âûøå. Òîãäà
εxn ∈ Ewf

a äëÿ êàæäîãî n, òàê ÷òî ïî ëåììå 15.3.3 âñå îðäèíàëû ξ(n) =
|εxn| ïðèíàäëåæàò Ξa , ò. å. ξ(n) = ξa

γ(n) , ãäå γ(n) < ω1 , � è ïðè ýòîì
êàæäàÿ ìîäåëü 〈N ; εxn〉 èçîìîðôíà òðàíçèòèâíîé ∈-ìîäåëè Mεxn

=
Fξ(n)[a], â êîòîðîé èñòèííû âñå àêñèîìû òåîðèè Ta , è ε

x
n ∈ Fξ(n+1)[a]

ñîãëàñíî 15.3.4(2). À òî, ÷òî èçîìîðôèçì φεxn : 〈N ; εxn〉
íà−→ Fξ(n)[a]

ïðèíàäëåæèò ìîäåëè Fξ(n+1)[a], ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.7.5(ii).
Òåïåðü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû � êðîìå óòâåðæäåíèÿ (ii) �

âïîëíå äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî à) îðäèíàë γ = γ(0) ïðåäåëåí, è
á) γ(n+ 1) = γ(n) + 1 , äëÿ âñåõ n, òàê ÷òî ξ(n) = ξa

γ+n .
Äëÿ âûâîäà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ, ïóñòü íàïðîòèâ, γ(0) = δ + 1.

Îðäèíàë η = ξa
δ òàêæå ïðèíàäëåæèò Ξa . Îäíàêî ñ äðóãîé ñòîðîíû

η = ξa
δ < ξa

γ(0) = ξ(0), òàê ÷òî òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî Fη[a] ÿâëÿ�
åòñÿ ýëåìåíòîì ìîäåëè Fξ(0)[a] = Mεx0

è ñ÷åòíî â Fξ(0)[a]. Ñëåäîâà�
òåëüíî, íàéäåòñÿ îòíîøåíèå ε ∈ Fξ(0)[a] ∩ E, äëÿ êîòîðîãî ìîäåëè

〈N ; ε〉 è 〈Fη[a] ; ∈〉 èçîìîðôíû, ïðè÷åì èçîìîðôèçì φε : N
íà−→ Fη[a]

ïðèíàäëåæèò Fξ(0)[a]. Òîãäà |ε| = Fη[a] ∩ ω1 = η , òàê ÷òî ε ∈ Ewf
a ïî

ëåììå 15.3.3. Çíà÷èò, ¾ε ∈ Ewf
a ¿ èñòèííî â Fξ(0)[a] ñîãëàñíî ðåçóëüòà�

òó 15.3.2. Âñëåäñòâèå èçîìîðôíîñòè, ïðåäëîæåíèå ¾ε̄ ∈ Ewf
āx0
¿ èñòèí�

íî â ìîäåëè 〈N ; εx0〉, ãäå ε̄ = (ε)ε
x
0 . Òåì ñàìûì, ïî 15.3.4(4), èìååòñÿ

ýëåìåíò ē ∈ N, äëÿ êîòîðîãî â 〈N ; εx0〉 èñòèííî ¾ē ∈ Ewf
āx0
∧ |ε̄| < |ē|¿.

Îïÿòü ïî èçîìîðôíîñòè, â Fξ(0)[a] èñòèííî ¾e ∈ Ewf
a ∧ |ε| < |e|¿, ãäå

e = φεx0 (ē). Îòñþäà ïðîñòî e ∈ Ewf
a ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó 15.3.2, è,

êîíå÷íî, η = |ε| < ζ = |e| < ξ(0). Îäíàêî ζ ∈ Ξa ïî ëåììå 15.3.3, òàê
÷òî ζ = ξa

α äëÿ íåêîòîðîãî α < ω1 . Çíà÷èò, δ < α < γ(0), ïðîòèâîðå�
÷èå.
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Âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü íàïðîòèâ, γ(n) < δ < γ(n+ 1). Òîãäà
η = ξa

δ ∈ Ξa , è ìíîæåñòâî Fη[a] ïðèíàäëåæèò ìîäåëè Fξ(n+1)[a]
è ñ÷åòíî â íåé. Êàê è âûøå, ìîæíî ïîäîáðàòü ε ∈ Ewf

a ∩ Fξ(n+1)[a]
òàê, ÷òî ìîäåëè 〈N ; ε〉 è 〈Fη[a] ; ∈〉 èçîìîðôíû, è òîãäà ïðåäëîæåíèå
¾ε̄ ∈ Ewf

āxn+1
¿ èñòèííî â ìîäåëè 〈N ; εxn+1〉, ãäå ε̄ = (ε)ε

x
n+1 . Îäíàêî

|ε| = η > ξ(n) = ξa
γ(n) = |εxn|. Îòñþäà ïî èçîìîðôíîñòè âûòåêàåò, ÷òî

¾|ε̄| > |ε̄xn|¿ èñòèííî â 〈N ; εxn+1〉, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò 15.3.4(3)b.
Îòäåëüíî äîêàçûâàåì óòâåðæäåíèå (ii) ëåììû. Ïóñòü íàïðîòèâ,

ε ∈ Fξaγ+n+1
[a], ε ⊆ N2 , ε <ã�åä

a εxn , è ìîäåëè 〈N ; ε〉 , 〈N ; εxn〉 èçîìîðô�
íû. Äåéñòâóÿ èçîìîðôèçìîì φεxn+1

, ìû íàõîäèì, ÷òî â 〈N ; εxn+1〉 èñ�
òèííî: ¾ε̄ ⊆ N2 , ε̄ <ã�åä

āxn+1
ε̄xn , è ìîäåëè 〈N ; ε̄〉, 〈N ; ε̄xn〉 èçîìîðôíû¿,

ãäå ε̄ = (ε)ε
x
n+1 = φ−1

εxn+1
(ε), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ 15.3.4(3)c.

Òåïåðü ïîëó÷èì â îïðåäåëåííîì ñìûñëå îáðàòíûé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 15.4.3. Åñëè ϑ ∈ Θa òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷�
êà x ∈ Xwf

a , äëÿ êîòîðîé ‖x‖ = ϑ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ < ω1 � ïðåäåëüíûé îðäèíàë, è ϑ =
supn ξ

a
γ+n ∈ Θa . Íàéäåì òàêóþ òî÷êó x ∈ Xwf

a , ÷òî ‖x‖ = ϑ.

Ïî îïðåäåëåíèþ, âñå îðäèíàëû ξa
γ+n ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó

Ξa , òàê ÷òî, ïðè ëþáîì n, ìíîæåñòâî Fξaγ+n
[a] ïðèíàäëåæèò ñëå�

äóþùåé ìîäåëè Fξaγ+n+1
[a] è ñ÷åòíî â íåé. Çíà÷èò, íàéäóòñÿ òàêèå

îòíîøåíèÿ ε ∈ Fξaγ+n+1
[a], ÷òî ìîäåëè 〈N ; ε〉 è Fξaγ+n

[a] èçîìîðô�

íû. Íàèìåíüøåå â ñìûñëå <ã�åä
a èç òàêèõ ε îáîçíà÷èì εn . Îïðåäå�

ëèì òî÷êó x ∈ NN óñëîâèåì εxn = εn , ∀n. Ïî ïîñòðîåíèþ, |εxn| =
Fξaγ+n

[a]∩ω1 = ξa
γ+n , ïîñêîëüêó ξ

a
γ+n ∈ Ξa . Çíà÷èò, ‖x‖ = ϑ. Òåïåðü

ïðîâåðÿåì, ÷òî x ∈ Xa � òîãäà àâòîìàòè÷åñêè áóäåò x ∈ Xwf
a .

Ïðîâåðêà óñëîâèé (1), (2) îïðåäåëåíèÿ 15.3.4 íåñëîæíà. Íàïðè�
ìåð, êàæäîå ìíîæåñòâî εn ïðåäñòàâèìî â 〈N ; εn+1〉, òàê êàê ýòà ìî�
äåëü èçîìîðôíà ìîäåëè Fξaγ+n+1

[a], à εn ïðèíàäëåæèò ïîñëåäíåé.

(3)a Ïî ïîñòðîåíèþ, ìîäåëè 〈N ; εn〉 è Fξaγ+n
[a] èçîìîðôíû. Ñëå�

äîâàòåëüíî, ïåðâàÿ ôóíäèðîâàíà, òàê ÷òî εn ∈ Ewf
a . Íî òîãäà ïðåäëî�

æåíèå ¾εn ∈ Ewf
a ¿ èñòèííî è â Fξaγ+n+1

[a] ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó 15.3.2,
òàê ÷òî, âñëåäñòâèå òîé æå èçîìîðôíîñòè, íî íà óðîâíå n+ 1, ïðåä�
ëîæåíèå ¾x̄n ∈ Ewf

āxn+1
¿ èñòèííî â 〈N ; εn+1〉.

(3)b Â ñèëó òîé æå èçîìîðôíîñòè ìîäåëåé 〈N ; εn+1〉 è Fξaγ+n+1
[a],

äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî â Fξaγ+n+1
[a] èñòèííî:

¾íåò òàêîãî ε ∈ Ewf
a , ÷òî |εn| < |ε| ñòðîãî¿.
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Ïóñòü íàïðîòèâ, ε ∈ Ewf
a ∩Fξaγ+n+1

[a] è |εn| < |ε|. Íî îðäèíàë ξ′ = |ε|
ïðèíàäëåæèò Ξa ïî ëåììå 15.3.3. Ïîýòîìó ξ′ = ξa

δ , ãäå γ + n < δ .
Îäíàêî ξ′ ∈ Fξaγ+n+1

[a], òàê êàê ε ∈ Fξaγ+n+1
[a]. Îòñþäà ñëåäóåò ξ′ <

ξa
γ+n+1 , ò. å. δ < γ+n+ 1. Èòàê, γ+n < δ < γ+n+ 1, ïðîòèâîðå÷èå.

(3)c Àíàëîãè÷íî, òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ïðåäëîæåíèå

¾íåò òàêîãî ìíîæåñòâà ε ⊆ N2 , ÷òî ε <ã�åä
a εn è ìîäåëè

〈N ; ε〉, 〈N ; εn〉 èçîìîðôíû¿

èñòèííî â Fξaγ+n+1
[a]. Íî ýòî ñëåäóåò èç âûáîðà εn .

(4) Òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü, ÷òî åñëè ε ∈ Ewf
a ∩ Fξaγ [a], òî íàéäåòñÿ

äðóãàÿ òî÷êà e ∈ Ewf
a ∩ Fξaγ [a], äëÿ êîòîðîé |ε| < |e|. Îäíàêî îðäè�

íàë η = |ε| ïðèíàäëåæèò Ξa , è ìîäåëü 〈N ; ε〉 èçîìîðôíà Fη[a] ïî
ëåììå 15.3.3. À ïîñêîëüêó ε ∈ Fξaγ [a], ìû èìååì η < ξa

γ , ò. å. η = ξa
δ ,

ãäå δ < γ . Íî îðäèíàë γ ïðåäåëåí, ïîýòîìó δ + 1 < γ , è äàëåå
Fξaδ+1

[a] ∈ Fξaγ [a]. Îäíàêî â Fξaγ [a] èñòèííî, ÷òî âñå ìíîæåñòâà ñ÷åòíû

� ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîå îòíîøåíèå e ∈ Fξaγ [a], e ⊆ N2 , ÷òî ìîäåëè

〈N ; e〉 è Fξaδ+1
[a] èçîìîðôíû. Íàêîíåö, |ε| = η = ξa

δ < ξ
a
δ+1 = |e|.

Òåïåðü äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü γ < ω1 � ïðåäåëüíûé
îðäèíàë, ϑ = supn ξ

a
γ+n ∈ Θa , è òî÷êè x, y ∈ Xwf

a óäîâëåòâîðÿþò
‖x‖ = ‖y‖ = ϑ. Ïî ëåììå 15.4.2, ñóùåñòâóåò (åäèíñòâåííûé) ïðå�
äåëüíûé îðäèíàë γ < ω1 , äëÿ êîòîðîãî ϑ = supn ξ

a
γ+n ∈ Θa , è ïðè

ýòîì, êàêîâî áû íè áûëî n, îòíîøåíèÿ εxn , ε
y
n ⊆ N2 ïðèíàäëåæàò

ìíîæåñòâó Fξaγ+n+1
[a], à ìîäåëè 〈N ; εxn〉 è 〈N ; εyn〉 îáå èçîìîðôíû ìî�

äåëè Fξaγ+n
[a] è, ñëåäîâàòåëüíî, îäíà äðóãîé � è òîãäà ìû èìååì

εxn = εyn ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ (ii) ëåììû 15.4.2. Èòàê, ðàâåíñòâî
εxn = εyn âûïîëíåíî äëÿ âñåõ n, îòêóäà ñëåäóåò x = y .

�15.5 Ñóñëèíñêàÿ ñèñòåìà: âàðèàíò À

Çäåñü ìû ïîñòðîèì ñóñëèíñêóþ ñèñòåìó, óäîâëåòâîðÿþùóþ òðå�
áîâàèþ (A) òåîðåìû 15.1.1, íî ïîêà ÷òî ñèñòåìó íå çàìêíóòûõ, à
áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ. Çäåñü ìû áóäåì îïèðàòüñÿ íà ëåììû 15.4.2
è 15.4.3. Ïåðåõîä ê çàìêíóòûì ìíîæåñòâàì ñì. íèæå â �15.7.

Åñëè x ∈ Xa , òî ïóñòü Wn(x) = Ordε
x
n � ìíîæåñòâî îðäèíàëîâ â

ìîäåëè 〈N ; εxn〉. Ïîëîæèì òàêæå W (x) =
∑
n〈Wn(x) ; εxn〉 � ïîðÿäêî�

âàÿ ñóììà ìíîæåñòâ Wn(x) ñ èõ åñòåñòâåííûìè ïîðÿäêàìè εxn . Òàêèì

îáðàçîì, W (x) ñîñòîèò èç ïàð âèäà 〈n, j〉, ãäå n ∈ N è j ∈ Ordε
x
n ,

êîòîðûå óïîðÿäî÷åíû îòíîøåíèåì <x òàê, ÷òî 〈n, j〉 <x 〈n′, j′〉, êî�
ãäà ëèáî n < n′ â N, ëèáî æå n = n′ è j εxn j

′ . Ïîíÿòíî, ÷òî <x �
ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå W (x) ⊆ N2 .
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Åñëè γ < ω1 � ïðåäåëüíûé îðäèíàë, òî ϑa
γ ∈ Θa , è ÷åðåç xγ ìû

îáîçíà÷èì òó åäèíñòâåííóþ � ïî ëåììå 15.4.3 � òî÷êó x ∈ Xwf
a , äëÿ

êîòîðîé ‖x‖ = ϑa
γ . Òîãäà Xwf

a = {xγ : γ < ω1 ïðåäåëüíî}.

Ëåììà 15.5.1. Îòîáðàæåíèÿ x 7→W (x) è x 7→ <x (ãäå x ∈ Xa)
� áîðåëåâñêèå, òî÷íåå, êëàññà ∆1

1(a), è ïðè ýòîì:

(i) åñëè x ∈ Xa r Xwf
a , òî 〈W (x) ;<x〉 íå âïîëíå óïîðÿäî÷åíî;

(ii) åñëè x ∈ Xwf
a , ò. å., ïî ïðåäûäóùåìó, x = xγ , ãäå îðäèíàë

γ < ω1 ïðåäåëåí, òî 〈W (x) ;<x〉 ïîäîáíî îðäèíàëó ϑa
γ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå W (x) è <x äëÿ x ∈
Xa ñâîäèòñÿ ê èñòèííîñòè îïðåäåëåííûõ ôîðìóë â ìîäåëÿõ âèäà
〈N ; εxn〉, à ýòî, êàê è âûøå, íå âûâîäèò èç îáëàñòè ∆1

1(a) ïî ëåììå
8.7.2. Îòñþäà ñëåäóåò áîðåëåâîñòü îòîáðàæåíèé. À îáà äîïîëíèòåëü�
íûõ óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè ëåìì 15.4.2 è 15.4.3, à òàê�
æå çàìå÷àíèÿ 15.2.3, êîòîðîå íåîáõîäèìî, ïîñêîëüêó ïî ïîñòðîåíèþ
ïîðÿäêîâûé òèï 〈W (x) ;<x〉 ðàâåí ñóììå, à íå ñóïðåìóìó ïîðÿäêî�
âûõ òèïîâ otp 〈Wn(x) ; εxn〉 = |εxn| = ξa

γ+n ïðè x = xγ ∈ Xwf
a .

Ñëåäñòâèå 15.5.2 (â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.1.1). Èìååòñÿ ðåãó�
ëÿðíàÿ ñóñëèíñêàÿ ñèñòåìà F áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿ�
þùàÿ òðåáîâàíèþ (A) òåîðåìû 15.1.1, à òî÷íåå, òðåáîâàíèþ, ÷òî

(A′) åñëè ϑ ∈ Θa , òî êîíñòèòóàíòà Cϑ = Cϑ[F] ñîäåðæèò
åäèíñòâåííóþ òî÷êó xϑ , à êîíñòèòóàíòû Cξ , ξ 6∈ Θa , âñå
ïóñòû.1

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷èíàÿ ñ îòîáðàæåíèé x 7→W (x) è x 7→ <x
ëåììû 15.5.1, ìû íåñêîëüêî óïðîñòèì ñèòóàöèþ, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî
íà ñàìîì äåëå W (x) = N, à íå W (x) ⊆ N2, äëÿ êàæäîãî x ∈ Xa �
ýòîãî ëåãêî äîáèòüñÿ, ñ ñîõðàíåíèåì ïðî÷èõ ñâîéñòâ, ïîñðåäñòâîì 1)
ëþáîé ðåêóðñèâíîé áèåêöèè N2 íà N, è 2) âîçðàñòàþùåé áèåêöèè

N
íà−→W , êàêîâî áû íè áûëî áåñêîíå÷íîå W ⊆ N. Èòàê, ìû èìååì:

(∗) áîðåëåâñêîå îòîáðàæåíèå x 7→ <x (x ∈ Xa) ñ òåì ñâîéñòâîì,
÷òî åñëè x ∈ Xa , to <x � ëèíåéíîå óïîðÿäî÷åíèå ìíîæåñòâà N,
ïðè÷åì åñëè x = xγ ∈ Xwf

a , òî otp<x = ϑa
γ , à åñëè x ∈ XarXwf

a ,
òî <x � âîîáùå íå ïîëíûé ïîðÿäîê.

Êëþ÷åâîé øàã òåïåðü ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: èìåÿ ëèíåéíûé ïî�
ðÿäîê ≺ íà N, ìû ïîñòðîèì äåðåâî T≺ ⊆ N<ω òàê, ÷òî îòîáðàæåíèå
≺ 7→ T≺ � áîðåëåâñêîå, è êðîìå òîãî

1 Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî Θa ⊆ ω1 íåñ÷åòíî ïî ëåììå 15.2.2.
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(1) åñëè ≺ � íå ïîëíûé ïîðÿäîê, òî T≺ íå ôóíäèðîâàíî;

(2) åñëè ≺ � ïîëíûé ïîðÿäîê ïî òèïó ξ < ω1 , òî T≺ ∈WFTξ .

Åñëè òàêîå ïîñòðîåíèå âûïîëíåíî, òî, ñîãëàñíî (∗), ìíîæåñòâà

Fs = {x ∈ Xa : s ∈ T<x} ∪ (NN r Xa)

� áîðåëåâñêèå, è îáðàçóþò ñèñòåìó F = 〈Fs〉s∈N<ω , óäîâëåòâîðÿþ�
ùóþ (A′). Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ âûïîëíèòü ïîñòðîåíèå.

Èòàê, ïóñòü ≺ � íåêîòîðûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà N, âîçìîæíî,
íèêàê íå ñâÿçàííûé ñ åñòåñòâåííûì ïîëíûì óïîðÿäî÷åíèåì íàòó�
ðàëüíûõ ÷èñåë. Íà÷èíàÿ ïîñòðîåíèå, ìû îïðåäåëèì, ÷òî Λ (ïóñòîé
êîðòåæ) ïðèíàäëåæèò T≺ , è ïîëîæèì UΛ = N.

Òåïåðü èíäóêòèâíûé øàã. Äîïóñòèì, ÷òî êîðòåæ s ∈ N<ω óæå
çà÷èñëåí â T≺ , è åìó ñîïîñòàâëåíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî Us ⊆ N,
ÿâëÿþùååñÿ íà÷àëüíûì ñåãìåíòîì N â ñìûñëå ïîðÿäêà ≺.

Åñëè Us = ∅, òî s ñòàíîâèòñÿ êîíöåâîé âåðøèíîé äåðåâà T≺ .
Åñëè Us èìååò ≺-ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò k , òî çà÷èñëÿåì êîðòåæ

s∧k â T≺ è ïîëàãàåì Us∧k = Us r {k}.
Íàêîíåö, äîïóñòèì, ÷òî Us 6= ∅ íå èìååò ≺-ìàêñèìàëüíîãî ýëå�

ìåíòà � òîãäà ìíîæåñòâî Us áåñêîíå÷íî, è ïóñòü Us = {us(j) : j ∈ N}
� åãî ïåðå÷èñëåíèå â âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Ïîëîæèì vs(0) = us(0), è åñëè ÷èñëî vs(n) ∈ Us îïðåäåëåíî, òî
ïóñòü vs(j + 1) = us(j

′), ãäå j′ � íàèìåíüøèé èíäåêñ, äëÿ êîòîðîãî
vs(j) ≺ us(j′). Ïî ïîñòðîåíèþ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë vs(n) ∈ Us
ñòðîãî ≺-âîçðàñòàåò è ≺-êîíôèíàëüíà â Us . Äëÿ êàæäîãî n, êîð�
òåæ s∧vs(n) çà÷èñëÿåòñÿ â T≺ , è äëÿ íåãî ìû ïîëàãàåì Us∧vs(n) =
{j ∈ Us : j ≺ vs(n)} � ñíîâà íà÷àëüíûé ñåãìåíò N â ñìûñëå ≺.

Ïðîâåðêó áîðåëåâîñòè ýòîãî ïîñòðîåíèÿ ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.
Äëÿ ïðîâåðêè (1), ïóñòü ≺ � íå ïîëíûé ïîðÿäîê, ò. å. èìååòñÿ áåñêî�
íå÷íàÿ óáûâàþùàÿ öåïî÷êà j0 � j1 � j2 � . . . . Íî òîãäà, ïî ïîñòðîå�
íèþ, åñëè s ∈ T≺ è ìíîæåñòâî Us ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷èñåë
jn , òî, äëÿ ïîäõîäÿùåãî j , êîðòåæ s∧j òàêæå ïðèíàäëåæèò T≺ è
ìíîæåñòâî Us òàêæå ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷èñåë jn . Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî T≺ èìååò áåñêîíå÷íóþ âåòâü.

Äëÿ ïðîâåðêè (2), äîïóñòèì, ÷òî ≺ � ïîëíûé ïîðÿäîê. Ïî ïîñòðî�
åíèþ, åñëè s = 〈j0, j1, . . . , jn〉 ∈ T≺ , òî j0 � j1 � · · · � jn , òàê ÷òî
äåðåâî T≺ ôóíäèðîâàíî. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ðàíã |s|T≺ ïî �5.2
ëþáîãî êîðòåæà s ∈ T≺ ðàâåí ïîðÿäêîâîìó òèïó ìíîæåñòâà Us . Ïðî�
ñòîå äîêàçàòåëüñòâî òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé ïî |s|T≺ îñòàâëÿåòñÿ
÷èòàòåëþ êàê óïðàæíåíèå.

(òåîðåìà 15.1.1(A), ñóñëèíñêèå ñèñòåìû áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ)
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�15.6 Ñóñëèíñêàÿ ñèñòåìà: âàðèàíò Â

Ïîêàæåì, êàê ñëåäóåò èçìåíèòü ïîñòðîåíèÿ �15.5 ñ öåëüþ ïîëó�
÷èòü ñóñëèíñêóþ ñèñòåìó áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùóþ
òðåáîâàíèþ (B) òåîðåìû 15.1.1. Ñ ýòîé öåëüþ, ìû ðàñïðîñòðàíèì
îòîáðàæåíèÿ, ââåäåííûå â íà÷àëå �15.5, íà íåêîòîðóþ áîëåå øèðî�
êóþ îáëàñòü, ñ òåì, ÷òîáû, ñîõðàíèâ óñëîâèÿ (i), (ii) ëåììû 15.5.1,
îáåñïå÷èòü ïðåäñòàâëåíèå âñåõ îðäèíàëîâ ξ 6∈ Θa âíå îáëàñòè Xa .

Îïðåäåëåíèå 15.6.1. Ìíîæåñòâî Ya ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê x ∈
2N, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì (1) � (3), â êîòîðûõ, êàê
è âûøå εxn= {〈n, k〉 : x(ddn, kee) = 1} ⊆ N2, ãäå ddn, kee = 2n(2k+ 1)−1.

(1) εx0 ∈ Ea � â ÷àñòíîñòè, íàøà òî÷êà a ïðåäñòàâèìà â 〈N ; εx0〉, è
ïóñòü ā = (a)ε

x
0 ∈ N � ïðåäñòàâëÿþùèé ýëåìåíò;

(2) εx1 � ñòðîãîå ëèíåéíîå óïîðÿäî÷åíèå ìíîæåñòâà N;

(3) ìíîæåñòâî εx1 ïðåäñòàâèìî â 〈N ; εx0〉, è ïðåäñòàâëÿþùèé ýëå�
ìåíò ε̄x1 = (εx1)ε

x
0 óäîâëåòâîðÿåò â 〈N ; εx0〉 òàêîìó óñëîâèþ:

• ¾ëèáî ε̄x1 � íå ïîëíîå óïîðÿäî÷åíèå, ëèáî, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå, äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà, ò. å. îð�
äèíàëà ᾱ = otp(ε̄x1), âûïîëíåíî ᾱ 6∈ Θā¿.

Ïîíÿòíî, ÷òî Ya ∩Xa = ∅. Äëÿ x ∈ Ya ïîëîæèì W (x) = N2 è
<x = ε̄x1 . Äàëåå ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 15.6.2. Åñëè x ∈ Ya è <x ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïîðÿäêîì,
òî otp(<x) 6∈ Θa . Îáðàòíî, åñëè γ < ω1 è γ 6∈ Θa , òî íàéäåòñÿ
òî÷êà x ∈ Ya , äëÿ êîòîðîé ïîðÿäêîâûé òèï otp(<x) ðàâåí γ .

Èìåÿ ýòó ëåììó âìåñòå ñ ëåììîé 15.5.1 è ñëåäóÿ êîíñòðóêöèè èç
äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ 15.5.2, ÷èòàòåëü áåç òðóäà îñóùåñòâèò ïî�
ñòðîåíèå ñóñëèíñêîé ñèñòåìû áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþ�
ùåé óñëîâèþ (B) òåîðåìû 15.1.1 � ýòî îñòàâëÿåòñÿ êàê óïðàæíåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ, âïîëíå äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü,
÷òî îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà Θa àáñîëþòíî â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè
ε ∈ Ewf

a (ò. å., â ÷àñòíîñòè, ìîäåëü 〈N ; ε〉 ôóíäèðîâàíà) è îðäèíàë α
ïðèíàäëåæèò ñòàíäàðòíîìó ìíîæåñòâó Mε = {φε(z) : z ∈ N} ìîäåëè
〈N ; ε〉, òî α ∈ Θa , åñëè è òîëüêî åñëè â 〈N ; ε〉 èñòèííî ¾ᾱ ∈ Θā¿. Èç�
çà èçîìîðôíîñòè, ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè ðàâíîñèëüíà
òîìó, ÷òî â òðàíçèòèâíîé ìîäåëè Mε èñòèííî ¾α ∈ Θa¿.

Äðóãèìè ñëîâàìè, òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåíèå ìíîæå�
ñòâà Θa àáñîëþòíî äëÿ âñåõ òðàíçèòèâíûõ ìîäåëåé òåîðèè ZFC−,
ñîäåðæàùèõ íàøó ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó a.
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Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (ñì. �15.2), äëÿ âûâîäà ýòîé àáñîëþòíî�
ñòè âïîëíå äîñòàòî÷íî äîêàçàòü àíàëîãè÷íóþ àáñîëþòíîñòü ìíîæå�
ñòâà Ξa . Îäíàêî îïðåäåëåíèå ýòîãî ìíîæåñòâà ñâîäèòñÿ ê îïåðàöèè
ξ 7→ Fξ[a] è ïðîâåðêå èñòèííîñòè ôîðìóë â ìîäåëÿõ, à ýòè äåéñòâèÿ
àáñîëþòíû äëÿ òðàíçèòèâíûõ ìîäåëåé ZFC− ñîãëàñíî ïðåäëîæå�
íèþ 8.3.1 è ëåììå 3.8.1. (ëåììà)

(òåîðåìà 15.1.1(B), ñóñëèíñêèå ñèñòåìû áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ)

�15.7 Ðåäóêöèÿ ê çàìêíóòûì ìíîæåñòâàì

Çäåñü ìû çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 15.1.1. Òðåáóåòñÿ
äîêàçàòü, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ ñèñòåìû áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ, óäî�
âëåòâîðÿþùåé îäíîìó èç òðåáîâàíèé (A), (B) òåîðåìû 15.1.1, ñëåäó�
åò ñóùåñòâîâàíèå (ðåãóëÿðíîé ñóñëèíñêîé) ñèñòåìû çàìêíóòûõ ìíî�
æåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùåé òîìó æå òðåáîâàíèþ. Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ
ðàçäåëüíî äëÿ îáîèõ óñëîâèé.

Òðåáîâàíèå (A). Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíàÿ ñóñëèí�
ñêàÿ ñèñòåìà F = 〈Fs〉s∈N<ω áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ Fs ⊆ NN, óäîâëå�
òâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (A) òåîðåìû 15.1.1. Ãðàôèê

P = {〈x, F x〉 : x ∈ NN}

ôóíêöèè ñå÷åíèé x 7→ F x = {s : x ∈ Fs} ýòîé ñèñòåìû áóäåò òîãäà áî�
ðåëåâñêèì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå NN ×P(N<ω). Ïóñòü P ′ ⊆ P
� ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê êîíäåíñàöèè ìíîæåñòâà P . Òîãäà ðàçíîñòü
D = P r P ′ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíà, à ïî òåîðåìå 5.6.3(iv), íàéäåòñÿ

íåïðåðûâíàÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ H : NN
íà−→ P ′ .

Åñëè y ∈ NN è H(y) = 〈x, S〉 ∈ P ′ , òî îïðåäåëèì ϕ(y) = x
è S(y) = S . Ôóíêöèÿ S : NN → P(N<ω) íåïðåðûâíà, à ôóíêöèÿ
ϕ : Y → NN � âçàèìíî îäíîçíà÷íà è òàêæå íåïðåðûâíà, ïðè÷åì ïîë�
íûé îáðàç ϕ ðàâåí NNrX , ãäå ìíîæåñòâî X = {x : ∃S (〈x, S〉 ∈ D)}
íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, è S(y) = Fϕ(y) äëÿ âñåõ y ∈ NN . Èç ñêà�
çàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà Gs = {y ∈ NN : s ∈ S(y) = Fϕ(y)}
(s ∈ N<ω ) îòêðûòî-çàìêíóòû, à ñîñòîÿùàÿ èç íèõ ñóñëèíñêàÿ ñèñòå�
ìà G = 〈Gs〉s∈N<ω óäîâëåòâîðÿåò Gy = Fϕ(y) , îòêóäà ïîëó÷àåì

Cν [G] = ϕ−1[Cν [F] rX] è Aν [G] = ϕ−1[Aν [F] rX]

äëÿ ëþáîãî èíäåêñà ν < ω1 . Òàêèì îáðàçîì, ââèäó âçàèìíîé îä�
íîçíà÷íîñòè ϕ, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíñòèòóàíò Cν [F] óäîâëå�
òâîðÿåò òðåáîâàíèþ (A) òåîðåìû, òî åìó æå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíñòèòóàíò Cν [G], ÷òî íàì è íóæíî.
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Òðåáîâàíèå (B). Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîí�
ñòèòóàíò Cν [F] óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ (B). Ìû óæå íå ìîæåì
óòâåðæäàòü òî æå äëÿ êîíñòèòóàíò Cν [G], ïîñêîëüêó íåêîòîðûå èç
íèõ (íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ÷èñëî) ìîãóò ñòàòü ïóñòûìè èç-çà óäàëå�
íèÿ ìíîæåñòâà X . Ïîýòîìó êîíñòðóêöèÿ íåñêîëüêî óñëîæíÿåòñÿ.

Ðàçîáüåì ïðîñòðàíñòâî NN íà îòêðûòî-çàìêíóòûå áýðîâñêèå èí�
òåðâàëû Um = {y ∈ NN : y(0) = m}, (ãäå m ∈ N). Ìíîæåñòâî U0

ãîìåîìîðôíî âñåìó ïðîñòðàíñòâó NN , è ïîýòîìó ïîñòðîåíèå ôóíê�
öèé ϕ, H , S ìîæíî âûïîëíèòü òàê, ÷òîáû îíè áûëè îïðåäåëåíû
òîëüêî íà U0 , à íå íà âñåì ïðîñòðàíñòâå NN . Äàëåå, ïóñòü X =
{x0, x1, x2, . . .}. Ââåäåì íîâóþ ôóíêöèþ ñå÷åíèé S′ , ïîëàãàÿ

S′(y) =

{
S(y), êîãäà y ∈ U0 ;

F xm êîãäà y ∈ Um è m ≥ 1 ;

Ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà âìåñòå ñ S , à ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà

G′s = {y ∈ NN : s ∈ S′(y)} (s ∈ N<ω)

îòêðûòî-çàìêíóòû. Êðîìå òîãî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíñòèòó�
àíò Cν [F] óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ (B) òåîðåìû 15.1.1, òî åìó æå
áóäåò óäîâëåòâîðÿòü è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíñòèòóàíò Cν [G′], ïî�
ðîæäàåìàÿ ñèñòåìîé G′ = 〈G′s〉s∈N<ω .

(òåîðåìà 15.1.1(A)(B) äëÿ ñóñëèíñêèõ ñèñòåì)

�15.8 Ñëó÷àé ðåøåò

Â çàêëþ÷åíèå ýòîé ãëàâû, ìû èçëàãàåì íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 15.1.1 äëÿ ðåøåò � ïðè ïîìîùè ñîîòâåòñòâóþùåãî èçìåíå�
íèÿ êîíñòðóêöèé â ��15.5�15.7. Ïðåæäå âñåãî, èìååò ìåñòî ñëåäóþ�
ùèé àíàëîã ñëåäñòâèÿ 15.5.2.

Ñëåäñòâèå 15.8.1 (â óñëîâèÿõ òåîðåìû 15.1.1). Èìååòñÿ ðåøå�
òî R = 〈Rs〉s∈N<ω èç áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ Rs ⊆ NN , óäîâëåòâî�
ðÿþùåå òðåáîâàíèþ (A) òåîðåìû 15.1.1, à òî÷íåå, òðåáîâàíèþ

(A′′) åñëè ϑ ∈ Θa , òî êîíñòèòóàíòà Cϑ = Cϑ[R] ñîäåðæèò åäèí�
ñòâåííóþ òî÷êó xϑ , à êîíñòèòóàíòû Cξ , ξ 6∈ Θa , âñå ïóñòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçâðàùàÿñü îòîáðàæåíèþ x 7→ <x èç (∗) â
äîêàçàòåëüñòâå ñëåäñòâèÿ 15.5.2, ìû ïîñòðîèì, íà÷èíàÿ ñ ïðîèçâîëü�
íîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà ≺ íà N, òàêîå ìíîæåñòâî Q≺ ⊆ N<ω r {Λ},
÷òî îòîáðàæåíèå ≺ 7→ Q≺ � áîðåëåâñêîå, è êðîìå òîãî
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(1) ïîðÿäîê 〈N ;≺〉 ïîäîáåí ïîðÿäêó 〈Q≺ ;<ëñ〉, ãäå <ëñ � ïîðÿäîê
Ëóçèíà � Ñåðïèíñêîãî íà N<ω èç �5.5.

Åñëè òàêîå ïîñòðîåíèå âûïîëíåíî, òî, ñîãëàñíî (∗), ìíîæåñòâà

Rs = {x ∈ Xa : s ∈ Q<x} ∪ (NN r Xa) (îòäåëüíî RΛ = ∅)

� áîðåëåâñêèå, è îáðàçóþò ðåøåòî R = 〈Rs〉s∈N<ω , äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíåíî òðåáîâàíèå (A′′).

×òîáû âûïîëíèòü ïîñòðîåíèå, çàäàäèìñÿ êàêèì-ëèáî ëèíåéíûì
ïîðÿäêîì ≺ íà N. Êëþ÷åâîé ôàêò ñîñòîèò â òîì, ÷òî <ëñ óïîðÿ�
äî÷èâàåò ìíîæåñòâî N<ω r {Λ} ïîäîáíî ðàöèîíàëüíûì ÷èñëàì. Ýòî
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êîðòåæ tn ∈ N<ω r {Λ} èíäóêöèåé ïî n òàê,
÷òîáû

m ≺ n⇐⇒ tm <ëñ tn . (2)

Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, íà êàæäîì øàãó n â êà÷åñòâå tn ñëåäóåò âçÿòü
êîðòåæ, ñîõðàíÿþùèé (2) äëÿ âñåõ óæå îïðåäåëåííûõ tk , è èìåþùèé
íàèìåíüøèé íîìåð gn tn èç âñåõ ïîäõîäÿùèõ tn . (Îòíîñèòåëüíî íî�
ìåðîâ gn t êîðòåæåé t ∈ N<ω ñì. îïðåäåëåíèå 4.2.1.) (ñëåäñòâèå)

Ïåðåõîä ê ðåøåòó, óäîâëåòâîðÿþùåìó òðåáîâàíèþ (B) òåîðåìû
15.1.1, à çàòåì ïðåðåõîä ê ðåøåòàì èç çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ îñóùåñòâ�
ëÿþòñÿ ïðèìåðíî òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è â ��15.6,15.7 ñîîòâåòñòâåí�
íî. Ïîäðîáíîñòè îñòàâëÿþòñÿ ÷èòàòåëþ êàê óïðàæíåíèå.

(òåîðåìà 15.1.1 äëÿ ðåøåò)

Èñòîðè÷åñêèå è áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ

Ðåçóëüòàò òåîðåìû 15.1.1 â âàðèàíòå (A) (ò. å. èìååòñÿ íåñ÷åòíî ìíîãî
îäíîýëåìåíòíûõ âíåøíèõ êîíñòèòóàíò, à âñå îñòàëüíûå âíåøíèå êîíñòè�
òóàíòû ïóñòûå) áûë âïåðâûå ïîëó÷åí äëÿ ñëó÷àÿ ðåøåò Ï.Ñ. Íîâèêîâûì
â ñòàòüå [42] íà îñíîâå âåñüìà ñëîæíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé. Â îò�
íîøåíèè âàðèàíòà (B) (âñå âíåøíèå êîíñòèòóàíòû íåïóñòûå, è ñðåäè íèõ
íåñ÷åòíî ìíîãî îäíîýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ), ðåçóëüòàò, âèäèìî, íå áûë èç�
âåñòåí íè äëÿ ñóñëèíñêèõ ñèñòåì, íè äëÿ ðåøåò äî ñòàòüè Â. Ã. Êàíîâåÿ
[10].



Ãëàâà 16

Îòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ

ïðîáëåì î êîíñòèòóàíòàõ

Â ýòîé ãëàâå äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 16.1.1 îá îòðèöàòåëüíûõ ðåøåíè�
ÿõ ëóçèíñêèõ ïðîáëåì î êîíñòèòóàíòàõ II, III, IV, IIIa, IIIb èç �7.5.
À èìåííî, ÷òî îíè íå ïðîòèâîðå÷àò àêñèîìàì ZFC, è, áîëåå òîãî,
ýòè îòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ ñëåäóþò èç ãèïîòåçû

∀a ∈ NN (ω
L[a]
1 < ω1) .

Ìû äîêàæåì, ÷òî, åñëè ýòà ãèïîòåçà âûïîëíåíà, òî âñå óïîìÿíóòûå
ïðîáëåìû ðåøàþòñÿ îòðèöàòåëüíî, êàê â êîíòåêñòå ñóñëèíñêèõ ñè�
ñòåì, òàê è â êîíòåêñòå ðåøåò, ïðè÷åì, äàæå åñëè ìû ðàçðåøèì ñè�
ñòåìû è ðåøåòà, ñîñòîÿùèå èç áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ.

Äîïîëíèòåëüíî áóäåò óñòàíîâëåíî (òåîðåìà 16.1.3), ÷òî ïðîáëåìû
I è ÎÏÒÀÑ èìåþò îòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ â îáû÷íîì ìàòåìàòè÷å�
ñêîì ñìûñëå, ò. å. ïðîñòî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èñêîìûõ ïîñëåäîâàòåëü�
íîñòåé êîíñòèòóàíò íå ñóùåñòâóåò.
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�16.1 Ãëàâíûå òåîðåìû î êîíñòèòóàíòàõ

Ïåðâîé ãëàâíîé öåëüþ â ýòîé ãëàâå áóäåò äîêàçàòåëüñòâî ñëåäó�
þùåé òåîðåìû, âåäóùåé, êàê ìû óâèäèì, ê íåðàçðåøèìîñòè íåêîòî�
ðûõ ïðîáëåì î êîíñòèòóàíòàõ (ñëåäñòâèå 16.1.2).

Òåîðåìà 16.1.1. Äîïóñòèì, ÷òî ω
L[a]
1 < ω1 äëÿ âñåõ a ∈ NN.

Åñëè F = 〈Fs〉s∈N<ω ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ñóñëèíñêîé ñèñòåìîé
áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ Fs ⊆ NN , òî òîãäà

(?) äëÿ êàæäîãî îðäèíàëà ρ < ω1 ñóùåñòâóåò ëèøü íå áîëåå ÷åì
ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òàêèõ îðäèíàëîâ ξ < ω1 , ÷òî êîíñòèòó�
àíòà Cξ = Cξ[F] íåïóñòà è Σ0

ρ-îòäåëèìà îò àïïðîêñèìàöèè
C<ξ = C<ξ[F] =

⋃
η<ξ Cη .

(? ′) è òåì ñàìûì äëÿ êàæäîãî îðäèíàëà ρ < ω1 ñóùåñòâóåò ëèøü
íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òàêèõ îðäèíàëîâ ξ < ω1 ,
÷òî êîíñòèòóàíòà Cξ = Cξ[F] ïðèíàäëåæèò Σ0

ρ .

Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè óñëîâèå (?) � à òîãäà è (? ′) � òåîðåìû 16.1.1
âûïîëíåíî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíñòèòóàíò Cξ , òî ïî î÷åâèä�
íûì ñîîáðàæåíèÿì ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ìîæåò äàâàòü ïîëî�
æèòåëüíîãî ðåøåíèÿ íè îäíîé èç ïðîáëåì II, III, IV, IIIa, IIIb èç
�7.5. Ñîåäèíÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò ñ òåîðåìîé 15.1.1 (è çàìå÷àíèåì 15.1.2)
ïðåäûäóùåé ãëàâû, ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå, ïîïîëíÿþ�
ùåå ñïèñîê íåðàçðåøèìûõ ïðîáëåì òåîðåìû 7.2.1:

Ñëåäñòâèå 16.1.2. Ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) ∀a ∈ NN (ω
L[a]
1 < ω1) ;

(2) ïðîáëåìà II èç �7.5 èìååò îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå � ò. å. íå
ñóùåñòâóåò òàêèõ ðåãóëÿðíûõ ñóñëèíñêèõ ñèñòåì F çàìêíó�
òûõ ìíîæåñòâ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âíåøíèõ êîíñòèòóàíò Cξ = Cξ[F] � íåîãðàíè÷åííàÿ ïî èí�
äåêñó è ñîñòîèò òîëüêî èç ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ;

(3) ïðîáëåìà III èìååò îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå â òîì æå ñìûñëå;

(4) ïðîáëåìà IV èìååò îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå;

(5) ïðîáëåìà IIIa èìååò îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå;

(6) ïðîáëåìà IIIb èìååò îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå.

Ðåçóëüòàò ñîõðàíÿåòñÿ â ñèëå äëÿ ñóñëèíñêèõ ñèñòåì èç áîðåëåâ�
ñêèõ ìíîæåñòâ.

Cëåäóþùàÿ òåîðåìà � âòîðîé ãëàâíûé ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû �
âëå÷åò îòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ ïðîáëåì I è ÎÏÒÀÑ èç �7.5.
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Òåîðåìà 16.1.3. Ïóñòü F = 〈Fs〉s∈N<ω � ðåãóëÿðíàÿ ñóñëèíñêàÿ
ñèñòåìà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ Fs ⊆ NN, è ρ < ω1 . Òîãäà

(A) åñëè âñå âíåøíèå êîíñòèòóàíòû Cξ = Cξ[F], ξ < ω1 , íåïóñ-
òû, òî íàéäåòñÿ òàêîé îðäèíàë ξ < ω1 , ÷òî êîíñòèòóàíòà
Cξ Σ0

ρ-íåîòäåëèìà îò àïïðîêñèìàöèè C<ξ =
⋃
η<ξ Cη;

(B) åñëè èìååòñÿ íåñ÷åòíî ìíîãî íåïóñòûõ âíóòðåííèõ êîí�
ñòèòóàíò Aξ = Aξ[F], òî íàéäåòñÿ òàêîé îðäèíàë ξ , ÷òî
êîíñòèòóàíòà Aξ Σ0

ρ-íåîòäåëèìà îò A<ξ =
⋃
η<ξ Aη .

Ñëåäñòâèå 16.1.4. Ïðîáëåìû I è ÎÏÒÀÑ ðåøàþòñÿ îòðèöà�
òåëüíî (â îáû÷íîì ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå), ò. å. òðåáóåìûõ ïî�
ñëåäîâàòåëüíîñòåé êîíñòèòóàíò íåò.

Çàìå÷àíèå 16.1.5. Îáå òåîðåìû è îáà ñëåäñòâèÿ âåðíû òàêæå è
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äåéñòâèòåëüíûõ êîíñòèòóàíò � ò. å. òåõ,
êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåòàìè, à íå ñóñëèíñêèìè ñèñòåìàìè. Íà�
ïðèìåð, â îòíîøåíèè òåîðåìû 16.1.1,

åñëè ω
L[a]
1 < ω1 äëÿ âñåõ a ∈ NN, è R = 〈Rs〉s∈N<ω � ðå�

øåòî èç áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ Rs ⊆ NN , òî êîíñòèòó�
àíòû Cξ = Cξ[R] òàêæå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (?)
òåîðåìû 16.1.1

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî âàðèàíòà òåîðåì ïîëó÷àåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðÿ�
ìûì èçìåíåíèåì äàííîãî íèæå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 16.1.1 è 16.1.3,
ñâîäÿùèìñÿ â îñíîâíîì ê òîìó, ÷òî ññûëêè íà ôîðìóëû òåîðåìû
5.4.3 äîëæíû áûòü çàìåíåíû ññûëêàìè íà 5.5.5. Ìû îãðàíè÷èìñÿ
ýòèì çàìå÷àíèåì è îïóñòèì äåòàëè, ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü èçëîæå�
íèå, íî ñàìîñòîÿòåëüíî âîññòàíîâèòü èõ áóäåò õîðîøèì è ñîâñåì íå
òðèâèàëüíûì óïðàæíåíèåì äëÿ ÷èòàòåëÿ.

�16.2 Òåõíè÷åñêîå ââåäåíèå â äîêàçàòåëüñòâî

Îñîáåííîñòüþ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 16.1.1 è 16.1.3 ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî íàì ïðèäåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ¾îäíó è òó æå¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
êîíñòèòóàíò êàê â îáùåì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîì óíèâåðñóìå V,
òàê è â äðóãèõ ìîäåëÿõ òåîðèè ìíîæåñòâ � â ÷àñòíîñòè, â ãåíåðè�
÷åñêèõ ðàñøèðåíèÿõ óíèâåðñóìà V. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïðèäåòñÿ ïðèëî�
æèòü îïðåäåëåííûå óñèëèÿ ê òîìó, ÷òîáû ïðèäàòü èçó÷àåìûì îáú�
åêòàì è óòâåðæäåíèÿì î íèõ ôîðìó, ïîäõîäÿùóþ äëÿ ðàññìîòðåíèÿ
â ðàçíûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ óíèâåðñóìàõ, à çàòåì íà ýòîé
îñíîâå óæå ðàññìîòðåòü àáñîëþòíîñòü íåêîòîðûõ îòíîøåíèé.

Ïåðâàÿ ÷àñòü ýòîé ïðîãðàììû ìîæåò áûòü õàðàêòåðèçîâàíà êàê
ïåðåõîä îò òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ ê îïðåäåëÿþùèì èõ ôîðìóëàì.
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Îáùåå ñîãëàøåíèå 16.2.1 (â óíèâåðñóìå V). Íà ïðîòÿæåíèè
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 16.1.1, 16.1.3 â ýòîì ïàðàãðàôå ôèêñèðóþòñÿ:

(1) ðåãóëÿðíàÿ ñóñëèíñêàÿ ñèñòåìà F = 〈Fs〉s∈N<ω áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ Fs ⊆ NN, è òàêîé ïàðàìåòð a ∈ NN, ÷òî ìíîæåñòâî
PF = {〈s, x〉 : s ∈ N<ω ∧ x ∈ Fs} ïðèíàäëåæèò êëàññó ∆1

1(a).

(Ìíîæåñòâî PF � áîðåëåâñêîå âìåñòå ñ ìíîæåñòâàìè Fs , ñëåäîâà�
òåëüíî, îíî ïðèíàäëåæèò êëàññó ∆1

1 , à çíà÷èò, êëàññó ∆1
1(a) äëÿ

êàêîãî-òî a ∈ NN .) Òàêèì îáðàçîì, èìåþòñÿ

(2) ôîðìóëû, Φ(s, x) := ΦF(s, x) òèïà Σ1
1 è Ψ(s, x) := ΨF(s, x) òè�

ïà Π1
1 , îáå ñ åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì a, êîòîðûå îïðåäåëÿþò

ìíîæåñòâî PF , òàê ÷òî

PF = {〈s, x〉 ∈ N<ω × NN : Φ(s, x)} = {〈s, x〉 ∈ N<ω × NN : Ψ(s, x)} .

Çäåñü ìû ìîæåì óæå çàáûòü î ïðèìàðíîñòè ñèñòåìû F, è íàïðîòèâ,
ñ÷èòàòü ïðèìàðíûìè óêàçàííûå ôîðìóëû Φ è Ψ, óäîâëåòâîðÿþùèå

(3) Φ(s, x)⇐⇒ Ψ(s, x) äëÿ âñåõ s ∈ N<ω è x ∈ NN , è

Φ(s, x) =⇒ Φ(t, x) äëÿ âñåõ t ⊂ s è x ∈ NN (ðåãóëÿðíîñòü!),

è óæå èç íèõ ôîðìàëüíî îïðåäåëèòü

(4) ðåãóëÿðíóþ ñóñëèíñêóþ ñèñòåìó FΦΨ = 〈(Fs)ΦΨ〉s∈N<ω , ãäå
(Fs)ΦΨ = {x ∈ NN : Φ(s, x)} = {x ∈ NN : Ψ(s, x)} äëÿ s ∈ N<ω ,

êîòîðàÿ, åñòåñòâåííî, ñîâïàäàåò ñ äàííîé ñèñòåìîé F èç (1).
Ôîðìóëû, äàâàåìûå â ýòîé ñèòóàöèè òåîðåìîé 5.4.3, ìû ñíàá�

äèì çäåñü èíäåêñàìè ΦΨ � ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü èõ ðåàëüíóþ çàâè�
ñèìîñòü îò ôîðìóë Φ è Ψ, à íå îò ñèñòåìû F êàê òàêîâîé. Òàêèì
îáðàçîì, èìåþòñÿ îïðåäåëåííûå êàíîíè÷åñêèå Σ1

1 -ôîðìóëû σΦΨ(x),
σΦΨ(T, x), σ′ΦΨ(T, x), è Π1

1 -ôîðìóëû πΦΨ(x), πΦΨ(T, x), π′ΦΨ(T, x) �
âñå òàêæå ñ åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì a èç (1), è òàêèå, ÷òî

(5) äëÿ ëþáûõ x ∈ X, ξ < ω1 , è äåðåâà T ∈WFTξ ìû èìååì:

(i) x ∈ C[FΦΨ] ⇐⇒ πΦΨ(x) è x ∈ A[FΦΨ] ⇐⇒ σΦΨ(x) ;

(ii) x ∈ Cξ[FΦΨ] ⇐⇒ σΦΨ(T, x) ⇐⇒ πΦΨ(T, x) ;

(iii) x ∈ Aξ[FΦΨ] ⇐⇒ σ′ΦΨ(T, x) ⇐⇒ π′ΦΨ(T, x).

Ñîãëàøåíèå 16.2.1 ôîðìàëüíî îòíîñèòñÿ ê óíèâåðñóìó âñåõ ìíî�
æåñòâ V òåîðåìû 16.1.1, ãäå äàííàÿ ñóñëèíñêàÿ ñèñòåìà F òîæäå�
ñòâåííà ñ FΦΨ . Îäíàêî åãî ñîäåðæàíèå èìååò è áîëåå øèðîêèé ñìûñë!
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Çàìå÷àíèå 16.2.2. Ñâîéñòâî (3) èç 16.2.1 âûðàæàåòñÿ Π1
2 -ôîð�

ìóëîé (c ïàðàìåòðîì a), à ïîòîìó, ïî òåîðåìå àáñîëþòíîñòè Øåí�
ôèëäà 5.9.1(ii) (ïëþñ çàìå÷àíèå 5.9.2), îíî âåðíî íå òîëüêî â íàøåì
óíèâåðñóìå V âñåõ ìíîæåñòâ, íî òàêæå è

(∗) â ëþáîì åãî ãåíåðè÷åñêîì ðàñøèðåíèè V[G] è â ëþáîé òðàí�
çèòèâíîé ìîäåëè (êëàññå) N ⊆ V[G], â êîòîðîé èñòèííû âñå
àêñèîìû ZFC è êîòîðàÿ ñîäåðæèò a è âñå îðäèíàëû

� ïðè ýòîì íå îáÿçàòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî N ⊆ V (ñì. çàìå÷à�
íèå 9.1.5 è ïðåäëîæåíèå 9.1.6 î ãåíåðè÷åñêèõ ðàñøèðåíèÿõ).

Òåì ñàìûì, âíóòðè ëþáîé òàêîé ìîäåëè N ìîæíî îïðåäåëèòü:

− ðåãóëÿðíóþ ñóñëèíñêóþ ñèñòåìó FΦΨ ðàâåíñòâàìè (4) èç 16.2.1,

− âíóòðåííåå A[FΦΨ] è âíåøíåå C[FΦΨ] ìíîæåñòâà äëÿ FΦΨ , è

− ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíñòèòóàíò Aξ[FΦΨ] è Cξ[FΦΨ].

Ïðè ýòîì, êîëü ñêîðî ïîñòðîåíèå ôîðìóë, ôèãóðèðóþùèõ â ýêâèâà�
ëåíòíîñòÿõ (5) ñîãëàøåíèÿ 16.2.1, ïî Φ è Ψ íîñèò êàíîíè÷åñêèé õà�
ðàêòåð, à äîêàçàòåëüñòâî ñàìèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé (= òåîðåìà 5.4.3)
ÿâëÿåòñÿ âûâîäîì èç àêñèîì ZFC, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî âñå ýêâèâà�
ëåíòíîñòè èç 16.2.1(5) âåðíû â ëþáîé ìîäåëè N âèäà (∗).

�16.3 Àáñîëþòíîñòü íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé

Ïîëó÷èâ âîçìîæíîñòü ôàêòè÷åñêè ðàññìàòðèâàòü çàäàííóþ ñóñ�
ëèíñêóþ ñèñòåìó F = FΦΨ è ñâÿçàííûå ñ íåé âíóòðåííèå è âíåøíèå
ìíîæåñòâà è êîíñòèòóàíòû â ðàçëè÷íûõ ìîäåëÿõ òåîðèè ìíîæåñòâ �
÷åðåç àññîöèèðîâàííûå ñ íåé ôîðìóëû Φ , Ψ è ïðîèçâîäíûå ôîðìó�
ëû èç 16.2.1(5), êàê óêàçàíî â ñîãëàøåíèè 16.2.1 è çàìå÷àíèè 16.2.2
� ìû ìîæåì òåïåðü ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó íåêîòîðûõ óòâåðæäå�
íèé îá àáñîëþòíîñòè ñâîéñòâ êîíñòèòóàíò. Ýòà àáñîëþòíîñòü áóäåò
èãðàòü âàæíóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 16.1.1, òàê êàê íåêî�
òîðûå êëþ÷åâûå ìîìåíòû äîêàçàòåëüñòâà ïîòðåáóþò ðàññìîòðåíèÿ
ãåíåðè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé äàííîãî óíèâåðñóìà V è äðóãèõ ìîäåëåé.

Òåîðåìà 16.3.1. Â ñîãëàøåíèÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ 16.2.1, ïóñòü
V[G] � ãåíåðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå óíèâåðñóìà V, à N ⊆ V[G] � òðàí�
çèòèâíàÿ ìîäåëü, ñîäåðæàùàÿ âñå îðäèíàëû è a, êàê â 16.2.2 (∗).
Ïóñòü ξ, ρ � îðäèíàëû, äëÿ êîòîðûõ ξ, ρ < ωV1 è ξ, ρ < ωN

1 . Òîãäà
ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ àáñîëþòíû äëÿ V[G] è äëÿ N :

(i) C[FΦΨ] 6= ∅, è A[FΦΨ] 6= ∅ ;

(ii) Cξ[FΦΨ] 6= ∅, è Aξ[FΦΨ] 6= ∅ ;
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(iii) ∀ η < ω1 (Cη[FΦΨ] 6= ∅), è ∀ η < ω1 (Aη[FΦΨ] 6= ∅) ;

(iv) ∀ η < ω1 ∃ ν > η (Aν [FΦΨ] 6= ∅) ;

(v) Cξ[FΦΨ] ∈ Π0
ρ , Cξ[FΦΨ] ∈ Σ0

ρ , Aξ[FΦΨ] ∈ Π0
ρ , Aξ[FΦΨ] ∈ Σ0

ρ ;

(vi) ∀ η < ω1 (Cη[FΦΨ] ∈ Π0
ρ), ∀ η < ω1 (Aη[FΦΨ] ∈ Π0

ρ),

� è òàêèå æå äâà ïðåäëîæåíèÿ äëÿ êëàññà Σ0
ρ ;

(vii) êîíñòèòóàíòà Cξ[FΦΨ] Π0
ρ-îòäåëèìà îò C<ξ[FΦΨ],

êîíñòèòóàíòà Aξ[FΦΨ] Π0
ρ-îòäåëèìà îò A<ξ[FΦΨ],

� è òàêèå æå äâà ïðåäëîæåíèÿ äëÿ Σ0
ρ-îòäåëèìîñòè;

(viii) ∀ η < ω1 (êîíñòèòóàíòà Cη[FΦΨ] Π0
ρ-îòäåëèìà îò C<η[FΦΨ]),

∀ η < ω1 (êîíñòèòóàíòà Aη[FΦΨ] Π0
ρ-îòäåëèìà îò A<η[FΦΨ]),

� è òàêèå æå äâà ïðåäëîæåíèÿ äëÿ Σ0
ρ-îòäåëèìîñòè.

Åñëè äîïîëíèòåëüíî áîðåëåâñêèé êîä κ = 〈T, f〉 ∈ BC è òî÷êà x ∈
NN ïðèíàäëåæàò V∩N, òî è ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ àáñîëþòíû
äëÿ V[G] è äëÿ N :

(ix) Cξ[FΦΨ] = Bκ , Cξ[FΦΨ] = NN rBκ , è òî æå äëÿ Aξ[FΦΨ] ;

(x) Cξ[FΦΨ] ∩Bκ 6= ∅, è Aξ[FΦΨ] ∩Bκ 6= ∅ ;

(xi) Bκ îòäåëÿåò êîíñòèòóàíòó Cξ[FΦΨ] îò C<ξ[FΦΨ] , è

Bκ îòäåëÿåò êîíñòèòóàíòó Aξ[FΦΨ] îò A<ξ[FΦΨ] ;

(xii) Bκ ⊆ C[FΦΨ], è Bκ ⊆ A[FΦΨ] ;

(xiii) x ∈ Cξ[FΦΨ], è x ∈ Aξ[FΦΨ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íà÷àëà, îòìåòèì, ÷òî êëàññû V è N îá�
ëàäàþò, ïî îòíîøåíèþ ê V[G], ñëåäóþùèìè îáùèìè ñâîéñòâàìè:

(†) N ⊆ V[G] è V ⊆ V[G], N è V � òðàíçèòèâíûå êëàññû â V[G],
ñîäåðæàùèå a è âñå îðäèíàëû, è óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìàì
ZFC, à îðäèíàëû ξ, ρ óäîâëåòâîðÿþò ξ, ρ < ωV1 è ξ, ρ < ωN

1 .

Ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëèøü àáñîëþòíîñòü óêàçàííûõ
ïðåäëîæåíèé äëÿ ìîäåëè V[G], èñõîäÿ èç (†), � ïîñëåäóþùèé ¾ñïóñê¿
ê ìîäåëè N ïðîõîäèò íà îñíîâå òåõ æå ñîîáðàæåíèé. Îáùèé ìåòîä
äîêàçàòåëüñòâà áóäåò ñîñòîÿòü â äîñòàòî÷íî ïðÿìîëèíåéíîì âûðà�
æåíèè ðàññìàòðèâàåìûõ ïðåäëîæåíèé â âèäå ôîðìóë, ñîñòàâëåííûõ
èç ôîðìóë 16.2.1 è ôîðìóë òåîðåìû 5.8.1, è àáñîëþòíûõ ïî òåîðåìå
5.9.1. È òîëüêî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àáñîëþòíîñòè â ñâÿçè ñ ïóíêòàìè
(v)�(viii) ïðèäåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà äâå äîïîëíèòåëüíûå òåîðåìû.

(i) Ñîãëàñíî ïåðâîé ýêâèâàëåíòíîñòè (5)(i) èç 16.2.1, ïðåäëîæåíèå
C[FΦΨ] 6= ∅ âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé ∃xπΦΨ(x) (ñ ïàðàìåòðîì a) �
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ïðè÷åì íå òîëüêî â óíèâåðñóìå V, íî è ðàñøèðåííîì óíèâåðñóìå
V[G], ñîãëàñíî ñêàçàííîìó â 16.2.2. Íî ôîðìóëà ∃xπΦΨ(x) èìååò,
î÷åâèäíî, òèï Σ1

2 (ñ ïàðàìåòðîì a), òàê ÷òî îíà àáñîëþòíà äëÿ V[G]
ïî òåîðåìå àáñîëþòíîñòè Øåíôèëäà 5.9.1. Àáñîëþòíîñòü âòîðîãî
ïðåäëîæåíèÿ ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

(ii) Êîëü ñêîðî ξ < ωV1 , â óíèâåðñóìå V ñóùåñòâóåò äåðåâî T ∈
WFTξ . Êàê è âûøå, ïðåäëîæåíèå Cξ[FΦΨ] 6= ∅ âûðàæàåòñÿ ôîðìó�
ëîé ∃xσΦΨ(x, T ) â óíèâåðñóìå V è â åãî ðàñøèðåíèè V[G]. È ýòà
ôîðìóëà îäíîâðåìåííî èñòèííà â V è â V[G] ïî òåîðåìå 5.9.1. Àáñî�
ëþòíîñòü âòîðîãî ïðåäëîæåíèÿ ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî, ïðè ïîìî�
ùè ôîðìóëû ∃xσ′ΦΨ(x, T ).

(iii) Ôîðìóëà ∀T ∃x (wft(T ) =⇒ σΦΨ(x, T )) âûðàæàåò ïåðâîå ïðå-
äëîæåíèå, ïðè÷åì ýòà ôîðìóëà èìååò òèï Π1

2 , è ïîòîìó àáñîëþòíà
ïî òåîðåìå 5.9.1. Äëÿ âòîðîãî ïðåäëîæåíèÿ, íóæíî âçÿòü σ′ΦΨ(x, T ).

(iv) Ýòî ïðåäëîæåíèå ðàâíîñèëüíî ïðåäëîæåíèþ

∀ η < ω1 ∃x (x ∈ A[FΦΨ] ∧ x 6∈ Aη[FΦΨ]).

(Â ñàìîì äåëå, A[FΦΨ] =
⋃
η<ω1

Aη[FΦΨ].) Íî ïîñëåäíåå âûðàæàåòñÿ
ôîðìóëîé ∀T ∃x (wft(T ) =⇒ (σΦΨ(x)∧¬πΦΨ(x, T ))), êîòîðàÿ èìååò
òèï Σ1

2 , è ò. ä., êàê è âûøå. Çäåñü óìåñòíî çàìåòèòü, ÷òî àáñîëþò�
íîñòü íå èìååò ìåñòà äëÿ àíàëîãè÷íîãî óòâåðæäåíèÿ î âíåøíèõ êîí�
ñòèòóàíòàõ, ïîñêîëüêó, çàìåíèâ Σ1

1 -ôîðìóëó σΦΨ(x) Π1
1 -ôîðìóëîé

πΦΨ(x), ìû ïîëó÷èì â ðåçóëüòàòå ôîðìóëó òèïà Σ1
3 � ê êîòîðîé

òåîðåìà àáñîëþòíîñòè íåïðèìåíèìà.
(v) Ýòà ÷àñòü òåîðåìû îñíîâàíà íà îäíîì ñëîæíîì ðåçóëüòàòå,

ñóòü êîòîðîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî, äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà ρ < ω1 , ñâîé�
ñòâî ¾áûòü Π0

ρ-ìíîæåñòâîì¿ âûðàæàåòñÿ Π1
1 -ôîðìóëîé ñ ïàðàìåò�

ðîì, îòðàæàþùèì ñ÷åòíîñòü îðäèíàëà ρ. Ïåðâûé èíãðåäèåíò ýòîãî
ðåçóëüòàòà � ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Ëóâî, ñì. [19, òåîðåìà 11.6.3]:

Òåîðåìà 16.3.2. Ïóñòü a ∈ NN , 1 ≤ ρ < ω1 , è ìíîæåñòâà
êîäîâ πγ è π<γ , γ ≤ ρ, âñå ïðèíàäëåæàò ∆1

1(a). Òîãäà

(1) âñå ìíîæåñòâà X ⊆ NN èç Π0
ρ ∩∆1

1(a) ïðèíàäëåæàò Π∗ρ (a) ;

(2) åñëè X,Y ⊆ NN � íåïåðåñåêàþùèåñÿ Σ1
1(a)-ìíîæåñòâà è X

îòäåëèìî îò Y Π0
ρ-ìíîæåñòâîì, òî X îòäåëèìî îò Y ìíî�

æåñòâîì êëàññà Π∗ρ (a).

Ê îáîçíà÷åíèÿì. Ìíîæåñòâà êîäîâ πγ ââåäåíû â 5.7.4, è, êàê
îáû÷íî, π<γ =

⋃
η<γπη . Ýòè ìíîæåñòâà � áîðåëåâñêèå ïî òåîðåìå

5.8.1. Íàêîíåö, Π∗ρ (a) åñòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìíîæåñòâ âèäà Bκ ,
κ ∈ π∗ρ (a), ãäå π∗ρ (a) ñîñòîèò èç âñåõ òåõ êîäîâ κ = 〈T, f〉 ∈ πρ , ÷òî
T è f ïðèíàäëåæàò ∆1

1(a) � òàê ÷òî Π∗ρ (a) ⊆ Π0
ρ ïî ëåììå 5.7.7.



310 Ãëàâà 16. Îòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ ïðîáëåì î êîíñòèòóàíòàõ

Âòîðûì êëþ÷åâûì èíãðåäèåíòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò
î êâàíòîðàõ ïî ∆1

1-òî÷êàì (ñì. [19, ñëåäñòâèå 9.2.5]), âîîáùå øèðîêî
ïðèìåíÿþùèéñÿ â ñîâðåìåííîé äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 16.3.3. Ïóñòü a ∈ NN , è ìíîæåñòâî X ⊆ (NN)3 ïðè�
íàäëåæàò Π1

1 (a). Òîãäà ìíîæåñòâî

X ′ = {〈x, y〉 ∈ (NN)2 : ∃ z ∈ NN ∩∆1
1(z) (〈x, y, z〉 ∈ X)}

òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó Π1
1 (a).

Áîëåå òîãî, åñëè Π1
1 -ôîðìóëà Φ(x, y, z) ñ åäèíñòâåííûì ïàðà�

ìåòðîì a îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî X, òî èìååòñÿ íåêîòîðàÿ êàíî�
íè÷åñêàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò Φ, Π1

1 -ôîðìóëà Φ′(x, y), òàêæå ñ
åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì a, îïðåäåëÿþùàÿ ìíîæåñòâî X ′ .

Âîçâðàùàÿñü ê òåîðåìå 16.3.1, ðàç ïðåäïîëàãàåòñÿ ρ, ξ < ωV1 , â
óíèâåðñóìå V ñóùåñòâóþò äåðåâüÿ S ∈WFTξ è R ∈WFTρ .

Ëåììà 16.3.4 (ñð. ñ ïåðâûìè ñòðîêàìè òåîðåìû 16.3.1). Êàê â
óíèâåðñóìå V, òàê è â ðàñøèðåíèè V[G], èñòèííî ñëåäóþùåå: åñëè
ξ ≤ ρ, òî ìíîæåñòâà êîäîâ πξ è π<ξ ïðèíàäëåæàò ∆1

1(R).

Äîêàçàòåëüñòâî (ëåììà). Ïóñòü ξ ≤ ρ. Ïî ëåììå 5.2.3, íàéäåò�
ñÿ âåðøèíà u ∈ R, äëÿ êîòîðîé |u|R = |R�u| = ξ . Òîãäà

πξ = {〈T, f〉 : ϕ(T, f,R�u)} = {〈T, f〉 : ψ(T, f,R�u)} ∈ ∆1
1(R)

ãäå ôîðìóëû ϕ, ψ èìåþò òèï, ñîîòâåòñòâåííî, Σ1
1 , Π

1
1 � ïî òåîðåìå

5.8.1. Àíàëîãè÷íî,

〈T, f〉 ∈ π<ξ ⇐⇒ ∃ v ∈ R (u ⊆ v ∧ ϕ(T, f,R�v))

⇐⇒ ∃ v ∈ R (u ⊆ v ∧ ψ(T, f,R�v)) ∈ ∆1
1(R) ,

ò. å. ñíîâà π<ξ ∈ ∆1
1(R). Äëÿ ξ = ρ íóæíî âçÿòü u = Λ. (ëåììà)

Òåïåðü ñëåäóåò äîêàçàòåëüñòâî ÷àñòè (v) òåîðåìû 16.3.1, â îòíî�
øåíèè ïðåäëîæåíèÿ Cξ[FΦΨ] ∈ Π0

ρ . Â òåðìèíàõ ôîðìóë èç 16.2.1, ïî
âûáîðó S ∈WFTξ ìû èìååì

Cξ[FΦΨ] = {x : σΦΨ(S, x)} = {x : πΦΨ(S, x)} ,

òàê ÷òî êîíñòèòóàíòà Cξ[FΦΨ] åñòü ìíîæåñòâî êëàññà ∆1
1(S,a). Ïî�

ýòîìó, ïî òåîðåìå 16.3.2(1) (ïðèìåíèìîñòü îáåñïå÷åíà ëåììîé),

Cξ[FΦΨ] ∈ Π0
ρ ⇐⇒ Cξ[FΦΨ] ∈ Π∗ρ (R,S,a) ⇐⇒

⇐⇒ ∃κ = 〈T, f〉 ∈ ∆1
1(R,S,a) (κ ∈ πρ ∧Bκ = Cξ[FΦΨ]︸ ︷︷ ︸

ϑ(κ ,ξ)

) .
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Öåëü ïîñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé � ïðèâåñòè ôîðìóëó âî âòîðîé ëè�
íèè ê Π1

1 -âèäó, è íà ýòîé îñíîâå âûâåñòè àáñîëþòíîñòü äëÿ ïåðâîãî
ïðåäëîæåíèÿ èç 16.3.1(v) ññûëêîé íà òåîðåìó 5.9.1. Âûðàçèì äëÿ
ýòîãî ñîîòíîøåíèå κ ∈ πρ ýêâèâàëåíòíîé, ïî òåîðåìå 5.8.1, Π1

1 -
ôîðìóëîé ψ(T, f,R), à ðàâåíñòâî Bκ = Cξ[FΦΨ] âûðàçèì ôîðìóëîé

∀x
(
(x ∈ Bκ =⇒ x ∈ Cξ[FΦΨ]) ∧ (x ∈ Cξ[FΦΨ] =⇒ x ∈ Bκ )

)
,

êîòîðóþ ïåðåïèøåì â Π1
1 -âèäå

∀x
(
(¬ π′(T, f, x) =⇒ πΦΨ(S, x)) ∧ (σΦΨ(S, x) =⇒ π(T, f, x))

)
.

Çäåñü σΦΨ(S, x) è πΦΨ(S, x) � ôîðìóëû èç 16.2.1, ðàâíîñèëüíûå ñî�
îòíîøåíèþ x ∈ Cξ[FΦΨ] ïðè S ∈ WFTξ ñîãëàñíî 16.2.1(5)(ii), à
π(T, f, x), π′(T, f, x) � ôîðìóëû òåîðåìû 5.8.1, ðàâíîñèëüíûå ñî�
îòíîøåíèÿì, ñîîòâåòñòâåííî, x ∈ Bκ è x 6∈ Bκ ïðè óñëîâèè, ÷òî
κ = 〈T, f〉 ∈ πξ . Òàêèì îáðàçîì, âñÿ ïîäôîðìóëà ϑ(κ, ξ) îêàçûâàåò�
ñÿ ýêâèâàëåíòíîé îïðåäåëåííîé Π1

1 -ôîðìóëå, ñêàæåì, Θ(T, f, S) �
îïÿòü ïðè óñëîâèè, ÷òî κ = 〈T, f〉 (è S ∈ WFTξ ). Ñâÿçàâ ïåðåìåí�
íûå T, f êâàíòîðîì ∃ 〈T, f〉 ∈ ∆1

1(R,S,a), ìû ïîëó÷èì âñ¼ åùå Π1
1 -

ôîðìóëó (ñ ïàðàìåòðàìè R,S,a) ïî òåîðåìå 16.3.3.
Èòàê, ôîðìóëà Cξ[FΦΨ] ∈ Π0

ρ ýêâèâàëåíòíà îïðåäåëåííîé Π1
1 -

ôîðìóëå (ñ ïàðàìåòðàìè R,S,a ∈ V), ïðè÷åì ýòà ýêâèâàëåíòíîñòü
èìååò ìåñòî êàê â óíèâåðñóìå V òàê è â åãî ðàñøèðåíèè V[G]. Òåïåðü
àáñîëþòíîñòü ïðåäëîæåíèÿ Cξ[FΦΨ] ∈ Π0

ρ äàåòñÿ òåîðåìîé 5.9.1.
Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïðåäëîæåíèÿ Aξ[FΦΨ] ∈ Σ0

ρ òðåáóåò çàìåíû

ðàâåíñòâà Bκ = Cξ[FΦΨ] â ôîðìóëå ϑ(κ, ξ) ðàâåíñòâîì Bκ = NN r
Cξ[FΦΨ], ñ êîððåêòèðîâêîé ïîñëåäóþùèõ Π1

1 -ôîðìóë.
Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ êîíñòèòóàíòû Aξ[FΦΨ] àíàëîãè÷íî.
(vii) Òå æå ðàññóæäåíèÿ ïðîõîäÿò ñ íåêîòîðûìè äîñòàòî÷íî ïîíÿ-

òíûìè èçìåíåíèÿìè. Èìåííî, ïðåäëîæåíèå ¾êîíñòèòóàíòà Cξ[FΦΨ]
Π0
ρ-îòäåëèìà îò C<ξ[FΦΨ]¿ ýêâèâàëåíòíî ôîðìóëå

∃κ = 〈T, f〉 ∈ πρ
(
Cξ[FΦΨ] ⊆ Bκ ∧ ∀ η < ξ (Bκ ∩Cη[FΦΨ] = ∅)

)
,

êîòîðàÿ, c ïîìîùüþ òåïåðü òåîðåìû 16.3.2(2), ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

∃κ = 〈T, f〉 ∈ ∆1
1(R,S,a)(

κ ∈ πρ ∧Cξ[FΦΨ] ⊆ Bκ ∧ ∀ η < ξ (Bκ ∩Cη[FΦΨ] = ∅)
)
,

ãäå, êàê è âûøå, S ∈ WFTξ è R ∈ WFTρ , ñîîòíîøåíèå κ ∈ πρ
âûðàæàåòñÿ Π1

1 -ôîðìóëîé ψ(T, f,R) (òåîðåìà 5.8.1), ñîîòíîøåíèå
Cξ[FΦΨ] ⊆ Bκ � Π1

1 -ôîðìóëîé ∀x (σΦΨ(S, x) =⇒ π(T, f, x)), è ñîîò�
íîøåíèå ∀ η < ξ (Bκ ∩Cη[FΦΨ] = ∅) � Π1

1 -ôîðìóëîé

∀x ∀ t ∈ S r {Λ} (¬ π′(T, f, x) =⇒ ¬ σΦΨ(S�t, x)) ,
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à ôîðìóëû σΦΨ, π, π
′ âçÿòû èç 16.2.1 è òåîðåìû 5.8.1. Òàêèì îá�

ðàçîì, ïðåäëîæåíèå î Π0
ρ-îòäåëèìîñòè êîíñòèòóàíòû Cξ[FΦΨ] îò

C<ξ[FΦΨ] âûðàæàåòñÿ Π1
1 -ôîðìóëîé (ìû îïÿòü ññûëàåìñÿ íà òåî�

ðåìó 16.3.3 äëÿ ýëèìèíàöèè êâàíòîðà ïî κ ), à ïîòîìó àáñîëþòíî.
(vi) Çäåñü ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ ñâÿçûâàíèåì àðãóìåíòà ξ â ðàñ�

ñóæäåíèÿõ èç äîêàçàòåëüñòâà â ÷àñòè (v) êâàíòîðîì ∀ ξ < ω1 , èëè,
÷òî òî æå ñàìîå, ñâÿçûâàíèåì àðãóìåíòà S êâàíòîðîì ∀S ∈ WFT.
Èìåííî, ôîðìóëà ∀ ξ < ω1 (Cξ[FΦΨ] ∈ Π0

ρ) ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå

∀S
(
S ∈WFT =⇒
=⇒ ∃κ = 〈T, f〉 ∈ ∆1

1(R,S,a) (κ ∈ πρ ∧Bκ = Cξ[FΦΨ])
)
,

ãäå ïî ëåâóþ ñòîðîíó èìïëèêàöèè ñòîèò Π1
1 -ôîðìóëà (ñì. òåîðåìó

5.4.1), ïî ïðàâóþ � òàêæå Π1
1 -ôîðìóëà (ñì. âûêëàäêè äëÿ ÷àñòè

(v)), òàê ÷òî â ðåçóëüòàòå (ñ ó÷åòîì êâàíòîðà ∀S ) ïîëó÷àåòñÿ Π1
1 -

ôîðìóëà, àáñîëþòíàÿ ïî òåîðåìå 5.9.1.
(viii) Àíàëîãè÷íîå èçìåíåíèå ðàññóæäåíèé äëÿ ÷àñòè (vii).
(ix) Çäåñü ñíîâà âñ¼ äîâîëüíî ýëåìåíòàðíî: íàøå ïðåäëîæåíèå

Cξ[FΦΨ] = BTf âûðàæàåòñÿ Π1
1 -ôîðìóëîé

∀x
(
(σΦΨ(S, x) =⇒ π(T, f, x)) ∧ (¬ π′(T, f, x) =⇒ πΦΨ(S, x))

)
,

ãäå, êàê è âûøå, S ∈ WFTξ â V, σΦΨ(S, x) è πΦΨ(S, x) � ôîðìóëû
èç 16.2.1, à π, π′ � ôîðìóëû òåîðåìû 5.8.1.

(x) Â òåõ æå îáîçíà÷åíèÿõ, ïðåäëîæåíèå Cξ[FΦΨ] ∩BTf 6= ∅ âû�
ðàæàåòñÿ Σ1

1 -ôîðìóëîé ∃x (πΦΨ(S, x) ∧ ¬ π′(T, f, x)).
(xi) Àíàëîãè÷íî, ïðåäëîæåíèå î òîì, ÷òî ìíîæåñòâî BTf îòäåëÿ�

åò Cξ[FΦΨ] îò C<ξ[FΦΨ], âûðàæàåòñÿ Π1
1 -ôîðìóëîé

∀x
(
(σΦΨ(S, x) =⇒ π(T, f, x))∧

∧∀ t ∈ S r {Λ} (σΦΨ(S�t, x)) =⇒ π′(T, f, x))
)
,

ãäå S ∈WFTξ â V, ò. å. èìååò ìåñòî òðåáóåìàÿ àáñîëþòíîñòü.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (xii), âûðàæàåì ðàññìàòðèâàåìûå ïðåäëîæå�

íèÿ àáñîëþòíûìè ôîðìóëàìè (òèïîâ Π1
1 è Π1

2 ñîîòâåòñòâåííî)

∀x (¬ π′(T, f, x) =⇒ πΦΨ(S, x)) è ∀x (¬ π′(T, f, x) =⇒ σΦΨ(S, x)) .

Äëÿ âûâîäà (xiii) áåðåì ôîðìóëû σΦΨ(S, x) è σ′ΦΨ(S, x) èç 16.2.1.

�16.4 Îáîáùåííûå êîäû áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ

Âòîðûì âàæíûì èíãðåäèåíòîì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 16.1.1 è
16.1.3 áóäåò òàêîå îáîáùåíèå êîäèðîâêè áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ èç



� 16.4. Îáîáùåííûå êîäû áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ 313

�5.7Á, êîòîðîå ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåò íàáîð êîäîâ çà ñ÷åò ôóíäèðî�
âàííûõ äåðåâüåâ èç êîðòåæåé ïðîèçâîëüíûõ îðäèíàëîâ, à íå òîëüêî
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Çäåñü ìû èçëàãàåì ýòî îáîáùåíèå, è â ýòîì ïà�
ðàãðàôå è äâóõ ñëåäóþùèõ âðåìåííî îòìåíÿåòñÿ ñîãëàøåíèå 16.2.1.

Êàê îáû÷íî, åñëè α � îðäèíàë, òî α<ω åñòü ìíîæåñòâî âñåõ êîð�
òåæåé îðäèíàëîâ ξ < α. Ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç Ord<ω îáîçíà÷àåòñÿ
êëàññ âñåõ êîðòåæåé ïðîèçâîëüíûõ îðäèíàëîâ.

Ìíîæåñòâî T ⊆ Ord<ω íàçûâàåòñÿ äåðåâîì, åñëè t ∈ T âûïîë�
íåíî âñÿêèé ðàç êîãäà s ∈ T , t ∈ Ord<ω , t ⊂ s, è ôóíäèðîâàííûì
äåðåâîì, åñëè T íå èìååò áåñêîíå÷íûõ âåòâåé, ò. å. íåò òàêèõ ïîñëå�
äîâàòåëüíîñòåé x ∈ OrdN , ÷òî x � m ∈ T äëÿ âñåõ m. ×åðåç MaxT
îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ êîíöåâûõ, ò. å. ⊂-ìàêñèìàëüíûõ âåð�
øèí s ∈ T . Îïðåäåëåíèÿ ðàíãà |s|T ëþáîé âåðøèíû s ∈ T , è ðàíãà
|T | = |Λ|T ñàìîãî ôóíäèðîâàííîãî äåðåâà T òàêæå ââîäÿòñÿ àíàëî�
ãè÷íî ñëó÷àþ T ⊆ N<ω â �5.2.

Åñëè T ⊆ Ord<ω, òî widT (øèðèíà T ) åñòü íàèìåíüøèé îðäèíàë
α, äëÿ êîòîðîãî T ⊆ α<ω .

Îïðåäåëåíèå 16.4.1. BC∞ åñòü êëàññ âñåõ òàêèõ ïàð κ = 〈T, f〉,
÷òî ∅ 6= T ⊆ Ord<ω � ôóíäèðîâàííîå äåðåâî, à f : MaxT → N<ω. Òà�
êèå ïàðû íàçûâàþòñÿ ∞-áîðåëåâñêèìè êîäàìè. (Â îòëè÷èå îò îïðå�
äåëåíèÿ 5.7.4, çäåñü íåò íóæäû èñêóññòâåííî ïðîäîëæàòü ôóíêöèè
f äî âñþäó îïðåäåëåííûõ íà îáëàñòè âèäà α<ω .)

Åñëè κ = 〈T, f〉 ∈ BC∞ , òî äëÿ êàæäîé âåðøèíû s ∈ T îïðåäå�
ëÿåòñÿ ìíîæåñòâî Bκ (s) = BTf (s) ⊆ NN èíäóêöèåé ïî ðàíãó |s|T :

(I) åñëè s ∈ MaxT , òî ïî îïðåäåëåíèþ f(s) ∈ N<ω � åñëè ïðè ýòîì
f(s) 6= Λ, òî Bκ (s) = BTf (s) = [f(s)] = {a ∈ NN : f(s) ⊂ a}
(áýðîâñêèé èíòåðâàë), íî Bκ (s) = BTf (s) = ∅ ïðè f(s) = Λ;

(II) åñëè s ∈ T rMaxT , òî Bκ (s) = BTf (s) = NNr
⋃
s∧ξ∈T Bκ (s∧ξ),

(îáúåäèíåíèå ïî âñåì òàêèì îðäèíàëàì ξ , ÷òî s∧ξ ∈ T ).

Ïîëîæèì Bκ = BTf = Bκ (Λ), ãäå Λ � ïóñòîé êîðòåæ.

Ìíîæåñòâà, êîäèðóåìûå êîäàìè èç ñîâîêóïíîñòè

BCα = {κ = 〈T, f〉 ∈ BC∞ : widT ≤ α} ,

îáðàçóþò êëàññ α+-áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ â NN , ãäå α+ åñòü íàèìåíü�
øèé êàðäèíàë ñòðîãî áîëüøèé, ÷åì α � ò. å. íàèìåíüøèé êëàññ, ñî�
äåðæàùèé âñå áýðîâñêèå èíòåðâàëû è çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî îïå�
ðàöèé α-îáúåäèíåíèÿ, α-ïåðåñå÷åíèÿ, è äîïîëíåíèÿ. Ñ÷åòíûå êîäû

κ = 〈T, f〉 ∈ BC<ω1 = {κ = 〈T, f〉 ∈ BC∞ : widT < ω1},
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ò. å. òå, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó widT < ω1 , â çíà÷èòåëü�
íîé ìåðå ðàâíîñèëüíû ïðîñòûì êîäàì èç BC îïðåäåëåíèÿ 5.7.4. Â
÷àñòíîñòè, îíè êîäèðóþò îáû÷íûå áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà, è íà íèõ
ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íåêîòîðûå òåîðåìû îá àáñîëþòíîñòè.

Óïðàæíåíèå 16.4.2. Ïóñòü M � òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî èëè
êëàññ, â êîòîðîì èñòèííû âñå àêñèîìû ZFC, êîä κ = 〈T, f〉 ∈ BC∞
ïðèíàäëåæèò M, è s ∈ T . Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî (Bκ (s))M , ò. å.
ìíîæåñòâî Bκ (s) îïðåäåëåííîå â M, ñîâïàäàåò ñ Bκ (s) ∩M. Ñëå�
äóéòå óêàçàíèÿì ê 5.9.4.

Ñëåäñòâèå 16.4.3. Ïóñòü, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 16.3.1, êîä κ =
〈T, f〉 ∈ BC∞ óäîâëåòâîðÿåò γ = widT < ωV1 , è γ < ωN

1 . Òîãäà
ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ àáñîëþòíû äëÿ V[G] è äëÿ N :

(ix) Cξ[FΦΨ] = Bκ , Cξ[FΦΨ] = NN rBκ , è òî æå äëÿ Aξ[FΦΨ] ;

(x) Cξ[FΦΨ] ∩Bκ 6= ∅, è Aξ[FΦΨ] ∩Bκ 6= ∅ ;

(xi) Bκ îòäåëÿåò êîíñòèòóàíòó Cξ[FΦΨ] îò C<ξ[FΦΨ] , è

Bκ îòäåëÿåò êîíñòèòóàíòó Aξ[FΦΨ] îò A<ξ[FΦΨ] ;

(xii) Bκ ⊆ C[FΦΨ], Bκ ⊆ A[FΦΨ], è Bκ 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîëü ñêîðî γ = widT < ωV1 , ñóùåñòâóåò îòîá�

ðàæåíèå h ∈ V, h : ω
íà−→ γ . Îíî èíäóöèðóåò áèåêöèþ γ<ω

íà−→ ω<ω â
V, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèíîñèò òàêîé êîä 〈T ′, f ′〉 ∈ BC∩V, ÷òî
BTf = BT ′f ′ â V è â V[G]. Òåïåðü óæå ìîæíî ñîñëàòüñÿ íà ñîîòâåò�
ñòâóþùèå ïóíêòû òåîðåìû 16.3.1 äëÿ êîäà 〈T ′, f ′〉, ëèáî íà ðåçóëüòàò
5.9.3(vii) â îòíîøåíèè íåðàâåíñòâà Bκ 6= ∅.

�16.5 Óíèâåðñàëüíûå äåðåâüÿ

Öåëü ñëåäóþùåãî ïîñòðîåíèÿ � ýòî îïðåäåëåííàÿ ïîñëåäîâàòåëü�
íîñòü òàêèõ ôóíäèðîâàííûõ äåðåâüåâ Tρ , ρ < ω1 , ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ

âñåõ Π0
ρ-ìíîæåñòâ X ⊆ NN äîñòàòî÷íî êîäîâ âèäà 〈Tρ, f〉 � ò. å. ñ

îäíèì è òåì æå äåðåâîì Tρ .

Îïðåäåëåíèå 16.5.1. Ïîëîæèì T0 = {Λ}.
Äàëåå, ïóñòü Tρ+1 = {Λ} ∪ {n∧t : n ∈ N ∧ t ∈ Tρ} äëÿ âñåõ ρ � â

÷àñòíîñòè, ïîíÿòíî, ÷òî T1 = {Λ} ∪ {〈n〉 : n ∈ N}.
Íàêîíåö, Tλ = {Λ}∪{ρ∧t : ρ < λ∧ t ∈ Tρ} äëÿ ïðåäåëüíûõ λ.

Òåîðåìà 16.5.2. Åñëè ρ ∈ Ord, òî Tρ � ôóíäèðîâàííîå äåðå�
âî, widTρ ≤ max{ρ, ω}, |Tρ| = ρ, è Tρ ∈ L (êëàññ êîíñòðóêòèâíûõ
ìíîæåñòâ), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåðåâüåâ Tρ îïðåäåëèìà â L.
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Åñëè 1 ≤ ρ < ω1 , òî ñåìåéñòâî âñåõ Π0
ρ-ìíîæåñòâ X ⊆ NN

òîæäåñòâåííî ñåìåéñòâó âñåõ ìíîæåñòâ âèäà BTρf , ãäå ôóíêöèÿ
f : MaxTρ → N<ω óäîâëåòâîðÿåò òàêîìó äîáàâî÷íîìó óñëîâèþ:

(‡) åñëè s ∈ MaxTρ , òî lh f(s) ≤ last s,

ãäå last s = s(lh s− 1) (ïîñëåäíèé ÷ëåí êîðòåæà s).

Ïîä÷åðêíåì îñîáóþ ðîëü óñëîâèÿ êîíñòðóêòèâíîñòè äåðåâüåâ. Áåç
íåãî, òðåáóåìûå óíèâåðñàëüíûå äåðåâüÿ ìîæíî áûëî áû ïîñòðîèòü
â N<ω. Êàê âèäíî, çà ¾ýôôåêòèâíîñòü¿ (êîíñòðóêòèâíîñòü) ïîñòðî�
åíèÿ ïðèõîäèòñÿ ïëàòèòü âûõîäîì èç áîëåå óäîáíîé îáëàñòè N<ω.

Çàìå÷àíèå 16.5.3. Ïî ïîñòðîåíèþ (îïðåäåëåíèå 16.5.1), åñëè
ρ ∈ Ord, òî ëþáîé êîðòåæ s ∈ Tρ óäîâëåòâîðÿåò last s ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû îñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ
êàê äîñòàòî÷íî ïðîñòîå óïðàæíåíèå, ñ çàìå÷àíèåì, ÷òî îïðåäåëè�
ìîñòü ïîñòðîåíèÿ â L ñëåäóåò èç åãî î÷åâèäíîé àáñîëþòíîñòè.

Âûâåäåì òåïåðü ¾óíèâåðñàëüíîñòü¿ äåðåâüåâ Tρ â ñìûñëå ïîñëåä�
íåãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. Ðåçóëüòàò â îäíó ñòîðîíó, ò. å. BTρf ∈
Π0
ρ , äîêàçûâàåòñÿ, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà |Tρ| = ρ, ñîâåðøåííî àíàëî�

ãè÷íî ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 5.7.7.
Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, äîêàçûâàåì, ÷òî åñëè ρ ≥ 1, è ìíîæåñòâî

X ⊆ NN ïðèíàäëåæèò Π0
ρ , òî X = BTρf äëÿ ïîäõîäÿùåé ôóíêöèè

f : MaxTρ → N<ω , óäîâëåòâîðÿþùåé äîáàâî÷íîìó óñëîâèþ (‡). Ýòî
óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèåé ïî ρ.

Äëÿ ñëó÷àÿ ρ = 1, îïÿòü äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà ñîîòâåòñòâóþ�
ùèé ôðàãìåíò âòîðîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 5.7.7 � òàê êàê
èñïîëüçîâàííîå òàì ìíîæåñòâî T â òî÷íîñòè ðàâíî íàøåìó T1 , à
ïåðå÷èñëåíèå (N<ω rR) ∪ {Λ} = {tn : n ∈ N} (åñëè ïîòðåáóåòñÿ, òî ñ
ïîâòîðåíèÿìè) ìîæíî îðãàíèçîâàòü òàê, ÷òî lh tn ≤ n äëÿ âñåõ n.

Òåïåðü øàã ρ → ρ + 1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ρ ≥ ω � ò. å. Tρ ⊆
ρ<ω ; ñëó÷àé, êîãäà ρ < ω è Tρ ⊆ N<ω, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X ⊆ NN êëàññà Π0
ρ+1 , ò. å. X = NNr

⋃
nXn ,

ãäå êàæäîå Xn ïðèíàäëåæèò Π0
ρ . Òåì ñàìûì, ïî èíäóêöèè, íàéäóòñÿ

òàêèå ôóíêöèè fn : MaxTρ → N<ω, ÷òî Xn = BTρfn , äëÿ âñåõ n.
Îïðåäåëèì f : MaxTρ+1 → N<ω, òàê, ÷òîáû f(n∧t) = fn(t) âñÿêèé
ðàç, êîãäà n ∈ N è t ∈ MaxTρ; òàêèì îáðàçîì, f òîæäåñòâåííà fn
íà ¾êîíóñå¿ êîðòåæåé âèäà n∧t, è äîáàâî÷íîå óñëîâèå (‡) ïåðåõîäèò
ñ ôóíêöèé fn íà f . Ïî îïðåäåëåíèþ, òåì æå ñïîñîáîì ñòðîèòñÿ è
äåðåâî Tρ+1 èç Tρ . Îòñþäà ñëåäóåò, äëÿ êàæäîãî n,

Xn = BTρfn = BTρfn(Λ) = BTρ+1f (〈n〉) ,
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è äàëåå X = NN r
⋃
nXn = NN r

⋃
nBTρ+1f (〈n〉) = BTρ+1f (Λ) =

BTρ+1f , ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Íàêîíåö, äîïóñòèì, ÷òî ñ÷åòíûé îðäèíàë λ ≥ ω ïðåäåëåí. Ðàñ�

ñìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî X ⊆ NN êëàññà Π0
λ , ò. å. X =

NN r
⋃
ρ<λ

⋃
n Zρn = NN r

⋃
ρ<λ Yρ , ãäå êàæäîå Zρn ïðèíàäëåæèò

Π0
ρ , ñëåäîâàòåëüíî, Yρ =

⋃
n Zρn ïðèíàäëåæèò Σ0

ρ+1 è Π0
ρ+2 . Òàêèì

îáðàçîì, X èìååò âèä X = NN r
⋃
ρ<λXρ , ãäå êàæäîå ìíîæåñòâî

Xρ èìååò êëàññ Π0
ρ . Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, Xρ = BTρfρ ,

ãäå fρ : MaxTρ → N<ω . Ïîäîáíî øàãó ρ → ρ + 1, îïðåäåëÿåì f :
MaxTλ → N<ω òàê, ÷òîáû f(ρ∧t) = fρ(t) âñÿêèé ðàç, êîãäà ρ < λ è
t ∈ MaxTρ � è òîãäà, àíàëîãè÷íî øàãó ρ→ ρ+ 1, X = BTλf .

�16.6 Ñæàòûå êîäû è ëåììà î ñæàòèè

Îñîáåííîñòüþ êîäèðóþùåé ñèñòåìû îïðåäåëåíèÿ 16.4.1 ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî ó÷àñòâóþùèå â êîäàõ κ = 〈T, f〉 ôóíäèðîâàííûå äåðåâüÿ
T äîïóñêàþò äâå îöåíêè âåëè÷èíû, ò. å. ðàíã |T | è øèðèíà widT .
Ìû óâèäèì íèæå, ÷òî íà ñàìîì äåëå ðàíã îïðåäåëåííûì îáðàçîì
îãðàíè÷èâàåò ñóùåñòâåííóþ øèðèíó äåðåâüåâ â êîäàõ � â ïëàíå
ñëåäóêþùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 16.6.1. Ïóñòü a ∈ NN è ρ ∈ Ord. Kρ(a) åñòü
ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ êîäîâ κ = 〈T, f〉 ∈ BC∞ ∩L[a], ÷òî |T | = ρ, è

(∗∗) åñëè s ∈ T , |s|T = 1 + γ , ξ ∈ Ord, è s∧ξ ∈ T , òî ξ < ω
L[a]
γ

� â ÷àñòíîñòè: åñëè s∧ξ ∈ T è |s|T = 1, òî ξ < ω ,

åñëè s∧ξ ∈ T è |s|T = n+ 1 < ω , òî ξ < ω
L[a]
n , íî

åñëè s∧ξ ∈ T è |s|T = ξ ≥ ω , òî ξ < ω
L[a]
ξ .

Íàïðèìåð, K0(a) ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ áîðåëåâñêèõ êîäîâ κ =
〈T, f〉, ÷òî T = {Λ}, à K1(a) ñîäåðæèò âñå òàêèå áîðåëåâñêèå êîäû
κ = 〈T, f〉 ∈ BC∞ ∩ L[a], ÷òî {Λ} $ T ⊆ {Λ} ∪ {〈n〉 : n ∈ N}.

Ëåììà 16.6.2. Ïóñòü a ∈ NN è ρ ∈ Ord. Òîãäà Kρ(a) ∈ L[a],
è êàæäûé êîä κ = 〈T, f〉 ∈ Kρ(a) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

widT ≤ ωL[a]
ρ ïðè ρ ≥ ω è íåðàâåíñòâó widT ≤ ωL[a]

ρ−1 ïðè ρ < ω .

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Kρ(a) èìååò ìîùíîñòü ≤ ω
L[a]
ρ+1 â

L[a] ïðè ρ ≥ ω , è ìîùíîñòü ≤ ωL[a]
ρ â L[a] ïðè ρ < ω .

Ýòà ëåììà 16.6.2 äîñòàòî÷íî î÷åâèäíà, íî ñëåäóþùàÿ áîëåå ñëîæ�
íàÿ ¾ëåììà î ñæàòèè êîäîâ¿ áóäåò äëÿ íàñ ÷ðåçâû÷àéíî âàæíà!

Ëåììà 16.6.3 (î ñæàòèè). Åñëè κ = 〈T, f〉 ∈ BC∞∩L[a], a ∈ NN,
è |T | = ρ, òî íàéäåòñÿ òàêîé êîä κ ′ ∈ Kρ(a), ÷òî Bκ ′ = Bκ .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîìó êîðòåæó s ∈ T ìû ñîïîñòàâèì, èí�
äóêöèåé ïî |s|T , òàêîé êîä κs = 〈Ts, fs〉 ∈ K|s|T (a), ÷òî Bκs =
Bκ (s), è ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå s 7→ κs áóäåò ïðèíàäëåæàòü L[a].
Êîä κ ′ = κΛ , î÷åâèäíî, äîêàæåò ëåììó.

Íà÷àëî èíäóêöèè. Ïóñòü |s|T = 0, ò. å. s ∈ M = MaxT . Ïîëî�
æèì Ts = {Λ} è fs(Λ) = f(s) � òîãäà BTsfs = BTsfs(Λ) = BTf (s).
Êàæäûé êîä κs = 〈Ts, fs〉 (ãäå s ∈ M ) ïðèíàäëåæèò K0(a) ïî î÷å�
âèäíûì ñîîáðàæåíèÿì, è âñ¼ èíäåêñèðîâàííîå ñåìåéñòâî ýòèõ êîäîâ
ïðèíàäëåæèò L[a], ïîñêîëüêó κ ∈ L[a] ïî óñëîâèþ ëåììû.

Èíäóêòèâíûé øàã. Ïóñòü ν = |s|T ≥ 1. Òîãäà ìíîæåñòâî S =
{s∧γ : γ ∈ Ord ∧ s∧γ ∈ T} íåïóñòî, ïðè÷åì åñëè t ∈ S , òî |t|T <
ν ñòðîãî. Ïðåäïîëàãàåì (èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå), ÷òî êàæäîé
âåðøèíå t ∈ S óæå ñîïîñòàâëåí êîä κt = 〈Tt, ft〉 ∈ K|t|T (a), óäîâëå�
òâîðÿþùèé BTf (t) = Bκt , è ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå t 7→ κt ïðèíàä�
ëåæèò L[a]. Óêàæåì, êàê îïðåäåëÿåòñÿ êîä κs ∈ Kν(a) â L[a].

Ìíîæåñòâî S ∈ L[a] èìååò êàêóþ-òî ìîùíîñòü ζ = ω
L[a]
β = cardS

â L[a]. Òîãäà â L[a] ñóùåñòâóþò áèåêöèè h : ζ
íà−→ S � ÷åðåç h îáî�

çíà÷èì íàèìåíüøóþ èç íèõ â ñìûñëå ã¼äåëåâà ïîëíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ
êëàññà L[a]. Ïî ïðåäûäóùåìó, åñëè γ < ζ , òî îïðåäåëåí êîä κh(γ) =
〈Th(γ), fh(γ)〉 ∈ K|h(γ)|T (a), äëÿ êîòîðîãî Bκh(γ)

= BTf (h(γ)).

Ïîëîæèì T ′ = {Λ} ∪ {γ∧u : γ < ζ ∧ u ∈ Th(γ)} � òîãäà MaxT ′ =
{γ∧u : γ < ζ ∧u ∈ MaxTh(γ)}), è f ′(γ∧u) = fh(γ)(u) äëÿ u ∈ MaxTh(γ) .
Ïîíÿòíî, ÷òî κ ′ = 〈T ′, f ′〉 ∈ BC∞ è BT ′f ′(〈γ〉) = Bκh(γ)

= BTf (h(γ))
äëÿ âñåõ γ < ζ ïî ïðåäûäóùåìó, à ïîòîìó

Bκ ′ = BT ′f ′(Λ) = NN r
⋃
γ<ζ BTf (h(γ)) = BTf (s) .

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîãëè áû âçÿòü êîä κ ′ â ðîëè κs � îäíàêî îí íå
îáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæèò ê Kν(a). Äåéñòâèòåëüíî, ìû èìååì κ ′ ∈
L[a] è |T ′| = ν ïî ïîñòðîåíèþ, íî îðäèíàë ζ ìîæåò áûòü ñëèøêîì
âåëèê äëÿ òðåáîâàíèÿ 16.6.1(∗∗) ïðè s = Λ!

×òîáû îáîéòè ýòó ïðîáëåìó, ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà ¾ñæàòèÿ¿.

Âñå êîäû κh(γ) ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó K<ν(a) =
⋃
µ<ν Kµ(a)

ïî ïîñòðîåíèþ. Íî K<ν(a) èìååò, â L[a], ìîùíîñòü ≤ λ ïî ëåììå

16.6.2, ãäå λ = ω
L[a]
ν−1 ïðè ν ≥ 1 êîíå÷íîì, è λ = ω

L[a]
ν ïðè ν ≥ ω .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè îðäèíàë ζ âåëèê ïî ñðàâíåíèþ ñ λ, òî ñðåäè
êîäîâ κh(γ) áóäóò ñîâïàäàþùèå. Âûêèíóâ âñå íåíóæíûå êîïèè è
îñòàâèâ ëèøü ïî îäíîìó èíäåêñó äëÿ êàæäîãî âñòðå÷àþùåãîñÿ êîäà,
ìû ïîëó÷èì èç κ èñêîìûé ¾ñæàòûé¿ êîä.

Òî÷íåå, ìíîæåñòâî Γ = {γ < ζ : ∀ η < γ (κh(η) 6= κh(γ))} èìååò,
ïî ïðåäûäóùåìó, ìîùíîñòü íå âûøå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà K<ν(a) â

L[a] ò. å. íå âûøå λ. Çíà÷èò, â L[a] èìåþòñÿ ôóíêöèè g : λ
íà−→ Γ �
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÷åðåç g îáîçíà÷èì íàèìåíüøóþ èç íèõ â ñìûñëå ã¼äåëåâà ïîëíîãî
óïîðÿäî÷åíèÿ <ã�åä

a êëàññà L[a]. Òåïåðü ïîëîæèì

T ′′ = {Λ} ∪ {ε∧s : ε < λ ∧ g(ε)∧s ∈ T ′}

(â ñóùíîñòè, ïîääåðåâî òåðåâà T ′) è f ′′(ε∧s) = f ′(g(ε)∧s) äëÿ âñåõ
òàêèõ îðäèíàëîâ ε < λ, ÷òî g(ε)∧s ∈ MaxT ′ . Ýòèì îïðåäåëåí êîä
κs = 〈T ′′, f ′′〉 ∈ Kν(a), óäîâëåòâîðÿþùèé Bκs = Bκ (s) � ÷òî çàêàí�
÷èâàåò èíäóêòèâíîå ïîñòðîåíèå è äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

�16.7 Òåîðåìà îãðàíè÷åíèÿ ðàíãà

Ñìûñë ñëåäóþùåé òåîðåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàíãè è èíäåêñû
îòäåëèìîñòè íåïóñòûõ êîíñòèòóàíò îãðàíè÷åíû ñíèçó. Ýòî ïåðâûé
êëþ÷åâîé øàã â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 16.1.1 è 16.1.3.

Òåîðåìà 16.7.1 (òåîðåìà îãðàíè÷åíèÿ ðàíãà). Â ñîãëàøåíèÿõ è
îáîçíà÷åíèÿõ 16.2.1, ïóñòü 1 ≤ ρ < ω1 è ξ < ω1 . Òîãäà :

(i) åñëè Cξ[F] 6= ∅ è êîíñòèòóàíòà Cξ[F] Σ0
ρ+1-îòäåëèìà îò

ìíîæåñòâà C<ξ[F] (â ÷àñòíîñòè, åñëè ïðîñòî Cξ[F] ∈ Σ0
ρ+1),

òî ξ < ω
L[a]
ρ ïðè ρ < ω , íî ξ < ω

L[a]
ρ+1 ïðè ρ ≥ ω ;

(ii) åñëè Aξ[F] 6= ∅ è êîíñòèòóàíòà Aξ[F] Σ0
ρ+1-îòäåëèìà îò

ìíîæåñòâà A<ξ[F] (â ÷àñòíîñòè, åñëè ïðîñòî Aξ[F] ∈ Σ0
ρ+1),

òî ξ < ω
L[a]
ρ ïðè ρ < ω , íî ξ < ω

L[a]
ρ+1 ïðè ρ ≥ ω .

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 16.7.2 (òåîðåìà î âûáîðå êîäîâ). Â ñîãëàøåíèÿõ è îáî�
çíà÷åíèÿõ 16.2.1, ïóñòü ξ < ω1 è 1 ≤ ρ < ω1 . Òîãäà:

(A) åñëè Cξ[F] ∈ Σ0
ρ , òî Cξ[F] = NN rBκ , ãäå κ ∈ Kρ(a) ;

(B) åñëè êîíñòèòóàíòà Cξ[F] Σ0
ρ-îòäåëèìà îò C<ξ[F], òî èìå�

åòñÿ îòäåëÿþùåå ìíîæåñòâî âèäà NN rBκ , ãäå κ ∈ Kρ(a) ;

(C) åñëè Aξ[F] ∈ Σ0
ρ , òî Aξ[F] = NN rBκ , ãäå κ ∈ Kρ(a) ;

(D) åñëè êîíñòèòóàíòà Aξ[F] Σ0
ρ-îòäåëèìà îò A<ξ[F], òî èìå�

åòñÿ îòäåëÿþùåå ìíîæåñòâî âèäà NN rBκ , ãäå κ ∈ Kρ(a).

Âàæíûé ìîìåíò çäåñü ñîñòîèò â òîì, ÷òî îáëàñòü Kρ(a) êîäîâ
äëÿ êîíñòèòóàíò è îòäåëÿþùèõ ìíîæåñòâ íå çàâèñèò îò èíäåêñà êîí�
ñòèòóàíòû � ýòî è âûâåäåò íàñ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 16.7.1!

Îòìåòèì, ÷òî ê òåîðåìå ìîæíî áûëî áû ïðèñîåäèíèòü è àíàëî�
ãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ êëàññà Π0

ρ è Π0
ρ-îòäåëèìîñòè � íàïðèìåð,
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åñëè Cξ[F] ∈ Π0
ρ , òî Cξ[F] = Bκ , ãäå κ � êîä èç Kρ(a),

ñð. ñ (A). Ìû æå îãðàíè÷èëèñü çäåñü òåìè óòâåðæäåíèÿìè î âûáîðå
êîäîâ, êîòîðûå áîëåå âàæíû äëÿ ïîñëåäóþùåãî èçëîæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî (òåîðåìà 16.7.1 èç òåîðåìû 16.7.2). Ïóñòü, â
ñîãëàøåíèÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ èç 16.2.1, 1 ≤ ρ < ω1 , ξ < ω1 , è êîíñòè�
òóàíòà Cξ[F] íåïóñòà è ïðèíàäëåæèò Σ0

ρ+1 � ìû îãðàíè÷èìñÿ ýòîé
÷àñòüþ òåîðåìû 16.7.1; îñòàëüíûå ÷àñòè äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü λ = ω
L[a]
ρ è λ+ = ω

L[a]
ρ+1 ïðè ρ ≥ ω , íî λ = ω

L[a]
ρ−1 è λ+ = ω

L[a]
ρ

ïðè ρ < ω . Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ξ < λ+ .
Ïî òåîðåìå 16.7.2(A), èìååòñÿ òàêîé êîä κ = 〈T, f〉 ∈ Kρ+1(a),

÷òî Cξ[F] = NN rBκ . Ñëåäóÿ ïðèìåðó 5.7.5(2), äëÿ êàæäîãî îðäè�
íàëà γ ∈ Γ = {γ ∈ Ord : 〈γ〉 ∈ T} ìû ðàññìàòðèâàåì äåðåâî Tγ =
{s ∈ Ord<ω : γ∧s ∈ T} � òîãäà MaxTγ = {t : γ∧t ∈ MaxT} � è ôóíê�
öèþ fγ : MaxTγ → N<ω, çàäàííóþ ðàâåíñòâîì fγ(t) = f(γ∧t).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êàæäûé êîä κγ = 〈Tγ , fγ〉 ïðèíàäëåæèò ìíî�
æåñòâó K≤ρ(a) =

⋃
ν≤ρ Kν(a), â ÷àñòíîñòè, |Tγ | ≤ ρ. Êðîìå òîãî,

Bκ = NNr
⋃
γ∈ΓBκγ , è ïîýòîìó Cξ[F] =

⋃
γ∈ΓBκγ . Ïî ïðåäïîëîæå�

íèþ î íåïóñòîòå, íàéäåòñÿ îðäèíàë γ ∈ Γ, äëÿ êîòîðîãî Bκγ 6= ∅.
Òàêèì îáðàçîì, ∅ 6= Bκγ ⊆ C[F].

Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ñêëåèâàþùèé ôîðñèíã Coll(ω, λ) = λ<ω, ñî�
ñòîÿùèé èç âñåõ êîðòåæåé îðäèíàëîâ, ìåíüøèõ λ, �9.7. Çàôèêñèðó�
åì λ<ω-ãåíåðè÷åñêîå, íàä óíèâåðñóìîì V, ìíîæåñòâî G ⊆ λ<ω . (Ñì.
ïðåäëîæåíèå 9.1.6.) Ðàññìîòðèì ãåíåðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå V[G]. Òàê�
æå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ L[a] ⊆ V âñåõ ìíîæåñòâ, êîíñòðóêòèâíûõ
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà a èç 16.2.1, è, ñîîòâåòñòâåííî, åãî ðàñøèðå�
íèå L[a][G] ⊆ V[G]. Ïî òåîðåìå 9.7.2, îðäèíàë λ ñ÷åòåí â L[a][G], íî

λ+ îñòàåòñÿ íåñ÷åòíûì, òàê ÷òî λ+ = ω
L[a][G]
1 .

Îäíàêî êîä κγ = 〈Tγ , fγ〉 óäîâëåòâîðÿåò widTγ ≤ λ ïî ëåì�

ìå 16.6.2, òàê ÷òî widTγ < ω
L[a][G]
1 . Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ

16.4.3(xii), â ìîäåëè L[a][G] òàêæå èñòèííî ∅ 6= Bκγ ⊆ C[F]. Ðàñ�
ñìàòðèâàÿ ðàçëîæåíèå ìíîæåñòâà C[F] íà êîíñòèòóàíòû â L[a][G],

ìû ïîëó÷àåì îðäèíàë η < ω
L[a][G]
1 = λ+ , äëÿ êîòîðîãî Bκγ ∩Cη[F] 6=

∅ â L[a][G]. Òîãäà íåðàâåíñòâî Bκγ ∩Cη[F] 6= ∅ âûïîëíåíî è â èñ�
õîäíîì óíèâåðñóìå V ïî ñëåäñòâèþ 16.4.3(x). Îäíàêî òàêæå èìååò
ìåñòî ∅ 6= Bκγ ⊆ Cξ[F]. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó êîíñòèòóàíòû
íå ïåðåñåêàþòñÿ, ìû èìååì ξ = η < λ+ , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

�16.8 Äîêàçàòåëüñòâî ãëàâíûõ òåîðåì

Äàëüøå íàø ïëàí ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Çäåñü ìû ñðàçó ïîêàæåì,
êàê èç òåîðåìû 16.7.1 � êîòîðàÿ ñàìà, êàê ìû âèäåëè, ñëåäóåò èç
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òåîðåìû 16.7.2 � ñëåäóþò òåîðåìû 16.1.1 è 16.1.3. Äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 16.7.2 âûíåñåíî â ñëåäóþùèé ïàðàãðàô.

Äîêàçàòåëüñòâî (òåîðåìû 16.1.1, 16.1.3). Äëÿ ïåðâîé òåîðåìû

âñ¼ äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Êîëü ñêîðî ïðåäïîëàãàåòñÿ ω
L[a]
1 < ω1 äëÿ

âñåõ a ∈ NN, ìû èìååì ω
L[a]
ρ+1 < ω1 ñîãëàñíî ëåììå 8.5.2. Òåïåðü

òðåáîâàíèå (‡) òåîðåìû 16.1.1 ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû 16.7.1.
Äëÿ òåîðåìû 16.1.3 âûêëàäêè íåñêîëüêî ñëîæíåå � âåäü óæå íå

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ω
L[a]
1 < ω1 äëÿ âñåõ a ∈ NN. Òåì íå ìåíåå, ïóñòü

ρ < ω1 . Èñïîëüçóÿ ôîðñèíã ñêëåéêè êàðäèíàëîâ Coll(ω, ω
L[a]
ρ+1) èç

�9.7, ìû ïîëó÷àåì ãåíåðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå V[G] óíèâåðñóìà V âñåõ

ìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðîãî ω
L[a]
ρ+1 < ω

V[G]
1 , ò. å., äðóãèìè ñëîâàìè, â V[G]

èñòèííî, ÷òî ω
L[a]
ρ+1 < ω1 (òåîðåìà 9.7.2).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ (A) òåîðåìû 16.1.3, äîïóñòèì,
÷òî â V èñòèííî, ÷òî ¾âñå êîíñòèòóàíòû Cξ[F], ξ < ω1 � íåïó�
ñòûå ìíîæåñòâà¿. Òîãäà ýòî æå ïðåäëîæåíèå èñòèííî è â V[G] ïî
òåîðåìå 16.3.1(iii). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 16.7.1, ïðèìåíÿ�
åìîé â ðàñøèðåííîì óíèâåðñóìå V[G], íàéäåòñÿ òàêîé îðäèíàë ξ ,

ω
L[a]
ρ+1 ≤ ξ < ω

V[G]
1 , ÷òî â V[G] èñòèííî, ÷òî êîíñòèòóàíòà Cξ[F] Π0

ρ-
íåîòäåëèìà îò C<ξ[F]. Ñíîâà ïî òåîðåìå àáñîëþòíîñòè 16.3.1(viii),
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è â V èñòèííî óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè
Π0
ρ-íåîòäåëèìîé âíåøíåé êîíñòèòóàíòû.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ (B) òåîðåìû 16.1.3, äîïóñòèì,

÷òî â V èñòèííî, ÷òî ¾èìååòñÿ íåñ÷åòíî ìíîãî íåïóñòûõ âíóòðåí�
íèõ êîíñòèòóàíò Aξ[F]¿. Òîãäà ýòî æå ïðåäëîæåíèå èñòèííî è â
V[G] ïî òåîðåìå 16.3.1(iv). (Äëÿ âíåøíèõ êîíñòèòóàíò ðàññóæäå�
íèå íå ïðîõîäèò!) Ñîãëàñíî òåîðåìå 16.7.1, íàéäåòñÿ òàêîé îðäèíàë

ξ , ω
L[a]
ρ+1 ≤ ξ < ω

V[G]
1 , ÷òî â V[G] èñòèííî, ÷òî êîíñòèòóàíòà Aξ[F]

Π0
ρ-íåîòäåëèìà îò A<ξ[F]. Ïî òåîðåìå 16.3.1(viii), îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî è â V èñòèííî óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè Π0
ρ-íåîòäåëèìîé

âíóòðåííåé êîíñòèòóàíòû, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

(òåîðåìû 16.1.1, 16.1.3 èç òåîðåìû 16.7.2)

�16.9 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î âûáîðå êîäîâ

Çäåñü ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 16.7.2.
Ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ (A) òåîðåìû;

íåîáõîäèìûå èçìåíåíèÿ äëÿ âûâîäà îñòàëüíûõ òðåõ óòâåðæäåíèé
áóäóò óêàçàíû îòäåëüíî. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

(I) â ñîãëàøåíèÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ 16.2.1, äîïîëíèòåëüíî ξ < ω1 ,
1 ≤ ρ < ω1 , è êîíñòèòóàíòà Cξ[F] = Cξ[FΦΨ] èìååò êëàññ Σ0

ρ .
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Ìû ïîñòðîèì òàêîé ∞-áîðåëåâñêèé êîä κ = 〈T, f〉 ∈ L[a] ñ |T | = ρ,
÷òî Cξ[F] = NNrBκ , íî, âîçìîæíî, ñ äåðåâîì T ñëèøêîì ¾øèðîêèì¿
äëÿ òîãî, ÷òîáû áûëî κ ∈ Kρ(a). Çàòåì ëåììà 16.6.3 ïîçâîëèò íàì
¾ñæàòü¿ κ äî êîäà èç Kρ(a).

Ïóñòü ϑ = max{ρ, ξ}. Èñïîëüçóÿ ñêëåèâàþùèé ôîðñèíã ϑ<ω =
Coll(ω, ϑ), ìû ôèêñèðóåì ϑ<ω-ãåíåðè÷åñêîå, íàä óíèâåðñóìîì V, ìíî�
æåñòâî G ⊆ ϑ<ω . Âìåñòå ñ ãåíåðè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì V[G], ðàññìàò�
ðèâàåòñÿ è ðàñøèðåíèå L[a][G] ⊆ V[G] êëàññà L[a] ⊆ V. Ïî òåîðåìå
9.7.2, îðäèíàëû ϑ, ρ, ξ ñ÷åòíû â L[a][G]. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî òåîðåìå
16.3.1(v), â ìîäåëÿõ V[G] è L[a][G] òàêæå èñòèííî Cξ[FΦΨ] ∈ Σ0

ρ .
Ïóñòü R = Tρ è M = MaxR.
Ïî òåîðåìå 16.5.2, áåðåì ôóíêöèþ f ∈ L[a][G], f : M → N<ω ,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ 16.5.2(‡) è òàêóþ, ÷òî â L[a][G] âûïîëíå�
íî Cξ[FΦΨ] = NN rBRf . Ýòî æå ðàâåíñòâî òîãäà èñòèííî è â V[G]
ïî ñëåäñòâèþ 16.4.3(ix). Ìíîæåñòâî G, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ãåíåðè�
÷åñêèì íå òîëüêî íàä V, íî è íàä ñóáóíèâåðñóìîì L[a]. Çíà÷èò, ïî
òåîðåìå 9.2.6, íàéäåòñÿ òàêîå ϑ<ω-èìÿ τ ∈ L[a], ÷òî f = τ [G]. Òà�
êèì îáðàçîì, â V[G] âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Cξ[FΦΨ] = NN rBR,τ [G] .
Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 9.3.2(ii), íàéäåòñÿ òàêîå ¾óñëîâèå¿ p0 ∈ G, ÷òî

(II) p0 ||−− τ : M̆ → N<ω óäîâëåòâîðÿåò 16.5.2(‡) ∧
∧ C ξ̆[FΦ̆Ψ̆] = NN rBR̆τ ,

ãäå ||−− åñòü îòíîøåíèå âûíóæäåíèÿ ||−−Vϑ<ω , M̆ , ξ̆ , R̆ � êàíîíè÷å�
ñêèå èìåíà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ â óíèâåðñóìå V (ñì. �9.2), à
Φ̆ , Ψ̆ ïîëó÷àþòñÿ èç ôîðìóë Φ , Ψ çàìåíîé ïàðàìåòðà a (ñì. 16.2.1)
åãî êàíîíè÷åñêèì èìåíåì ă.

Òåïåðü, åñëè p ∈ ϑ<ω è s ∈ R, òî îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Zps = {x ∈ NN : p ||−− x̆ ∈ BR̆τ (s̆)} (â V).

Ëåììà 16.9.1. Åñëè s ∈M = MaxR è p 6 p0 , òî ëèáî Zps = ∅,
ëèáî íàéäåòñÿ òàêîé êîðòåæ ups ∈ N<ω , ups 6= Λ, ÷òî Zps =

[ups] = {y ∈ NN : ups ⊂ y}. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî

D = {〈p, s〉 ∈ ϑ<ω ×M : p 6 p0 ∧ Zps 6= ∅}

è îòîáðàæåíèå 〈p, s〉 7→ ups : D → N<ω r {Λ} ïðèíàäëåæàò L[a].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî (II), êàæäûé êîðòåæ

u ∈ U = {u ∈ N<ω : ∃ q 6 p (q ||−− τ(s̆) = ŭ)}

óäîâëåòâîðÿåò lhu ≤ `, ãäå ` = last s ∈ N (ñì. çàìå÷àíèå 16.5.3). Åñ�
ëè Λ ∈ U , òî ñîîòâåòñòâóþùåå ¾óñëîâèå¿ q 6 p âûíóæäàåò τ(s̆) = Λ,
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ò. å. ïî îïðåäåëåíèþ âûíóæäàåò BR̆τ (s̆) = ∅ � îòêóäà, î÷åâèäíî, ñëå�
äóåò Zps = ∅. Ïîýòîìó ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Λ 6∈ U . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
Zps ⊆

⋂
u∈U [u] � òàê ÷òî åñëè èìååòñÿ ïàðà íåñðàâíèìûõ êîðòåæåé

u, v ∈ U (òîãäà [u] ∩ [v] = ∅), òî îïÿòü Zps = ∅. Îñòàåòñÿ ñëó÷àé,
êîãäà âñå êîðòåæè èç U ïîïàðíî ⊆-ñðàâíèìû. Òîãäà, ïîñêîëüêó äëè�
íû êîðòåæåé èç U îãðàíè÷åíû ñâåðõó ÷èñëîì ` = last s, íàéäåòñÿ
òàêîé êîðòåæ u ∈ U , ÷òî v ⊆ u äëÿ ëþáîãî äðóãîãî êîðòåæà v ∈ U .
Â ýòîì ñëó÷àå, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî Zps = [u].

Äëÿ âûâîäà D ∈ L[a], ïóñòü p 6 p0 è s ∈ M = MaxR. Ïî îïðåäå�

ëåíèþ, 〈p, s〉 ∈ D , åñëè è òîëüêî åñëè p ||−−Vϑ<ω x̆ ∈ BR̆τ (s̆) äëÿ êàêîé�

íèáóäü òî÷êè x ∈ NN â V. Îäíàêî ïî äîêàçàííîìó, ëþáîå íåïóñòîå
ìíîæåñòâî âèäà Zps (s ∈M ) � ýòî áýðîâñêèé èíòåðâàë, òàê ÷òî äëÿ
òåñòèðîâàíèÿ íåïóñòîòû äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ òàêèìè òî÷êàìè
x ∈ NN, ÷òî x(k) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ x � âî âñÿêîì ñëó÷àå, òî÷êàìè
èç áîëåå óçêîãî óíèâåðñóìà L[a]. Òàêèì îáðàçîì,

〈p, s〉 ∈ D ⇐⇒ ∃x ∈ NN ∩ L[a] (p ||−−Vϑ<ω x̆ ∈ BR̆τ (s̆)).

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî îòíîøåíèå ||−−Vϑ<ω çäåñü ìîæíî çàìåíèòü âû�

íóæäåíèåì ||−−L[a]
ϑ<ω íàä áîëåå óçêîé ìîäåëüþ L[a] ⊆ V � ýòîãî äî�

ñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà D ∈ L[a], ïîñêîëüêó îòíîøåíèå ||−−L[a]
ϑ<ω

îïðåäåëèìî â L[a] ïî òåîðåìå 9.3.2.
Èòàê, òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî, ïðè x ∈ NN ∩ L[a], ñîîòíîøåíèÿ

p ||−−Vϑ<ω x̆ ∈ BR̆τ (s̆) è p ||−−L[a]
ϑ<ω x̆ ∈ BR̆τ (s̆)

ðàâíîñèëüíû. Ýòî óæå íå òàê ñëîæíî. Ïî òåîðåìå 9.3.2 è ïðåäëî�
æåíèþ 9.1.6, ïðåäïîëîæåíèå ïðîòèâíîãî ïðèíîñèò òàêîå ϑ<ω-ãåíå�
ðè÷åñêîå ìíîæåñòâî íàä V (òîãäà, ñëåäîâàòåëüíî, è íàä L[a]), ÷òî
ñîîòíîøåíèå x ∈ BR,τ [G](s) èñòèííî â V[G], íî ëîæíî â L[a][G], èëè
íàîáîðîò � íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ðåçóëüòàòó 16.4.2.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ëåììû (äëÿ îòîáðàæåíèÿ 〈p, s〉 7→ ups)
äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîçâîëèò îïðåäåëÿòü ìíîæåñòâà Zps òðàíñôè�
íèòíîé èíäóêöèåé ïî |s|R . Ïóñòü Qp = {q ∈ ϑ<ω : q 6 p} äëÿ p ∈ ϑ<ω.

Ëåììà 16.9.2. Åñëè s ∈ R, |s|R > 0, è p ∈ Qp0
, òî Zps =

NN r
⋃
q∈Qp, s∧ν∈R Zq,s∧ν .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ NN â óíèâåðñóìå V. Åñëè x ∈ Zps ,
òî p ||−− x̆ ∈ BR̆τ (s̆). Íî â òî æå âðåìÿ, óæå ïî îïðåäåëåíèþ áîðå�

ëåâñêîé êîäèðîâêè, p ||−− BR̆τ (s̆) = NNr
⋃
s̆∧ν∈R̆BR̆τ (s̆∧ν). Ñëåäîâà�

òåëüíî, åñëè s∧ν ∈ R, òî p ||−− x̆ 6∈ BR̆τ (s̆∧ν̆). Ïîýòîìó, åñëè q 6 p,
òî è q ||−− x̆ 6∈ BR̆τ (s̆∧ν̆) � çíà÷èò, x 6∈ Zq,s∧ν .
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Îáðàòíî, äîïóñòèì, ÷òî x 6∈ Zps , ò. å. ¾óñëîâèå¿ p íå âûíóæäà�
åò x̆ ∈ BR̆τ (s̆). Ïî òåîðåìå 9.3.2(vi), íàéäåòñÿ ¾óñëîâèå¿ r 6 p, äëÿ
êîòîðîãî r ||−− x̆ 6∈ BR̆τ (s̆). Ñíîâà ïî îïðåäåëåíèþ áîðåëåâñêîé êî�

äèðîâêè, r ||−− ∃ ν (s̆∧ν ∈ R̆ ∧ x̆ ∈ BR̆τ (s̆∧ν)). Ïî òåîðåìå 9.3.2(x),
íàéäóòñÿ ¾óñëîâèå¿ q 6 r è îðäèíàë ν , äëÿ êîòîðûõ s∧ν ∈ R è
q ||−− x̆ ∈ BR̆τ (s̆∧ν̆), ò. å. x ∈ Zq,s∧ν , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Íàêîíåö, ñâÿçûâàåì ìíîæåñòâà Zps ñ êîíñòèòóàíòîé Cξ[FΦΨ].

Ëåììà 16.9.3. Cξ[FΦΨ] = NN r Zp0,Λ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ Zp0,Λ , ò. å. p0 ||−− x̆ ∈ BR̆τ (Λ), òàê
÷òî p0 ||−− x̆ ∈ BR̆τ , à çíà÷èò, p0 ||−− x̆ 6∈ C ξ̆[FΦ̆Ψ̆] ñîãëàñíî ñîîò�

íîøåíèþ (II) âûøå. Òîãäà â ëþáîì ϑ<ω-ãåíåðè÷åñêîì ðàñøèðåíèè
óíèâåðñóìà V èñòèííî x 6∈ Cξ[FΦΨ]. Ïîýòîìó x 6∈ Cξ[FΦΨ] è â V ïî
òåîðåìå 16.3.1(xiii). Âûâîä îáðàòíîé èìïëèêàöèè àíàëîãè÷åí.

Èòàê, ìû èìååì, â äàííîì óíèâåðñóìå V, èíäåêñèðîâàííîå ñå�
ìåéñòâî ìíîæåñòâ Zps , p ∈ ϑ<ω è s ∈ R, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû
ëåììû 16.9.1, 16.9.2, 16.9.3. Ñ ýòîãî ìîìåíòà, ìû ïðîäîëæàåì äîêà�
çàòåëüñòâî òåîðåìû 16.7.1 â V, óæå íå îáðàùàÿñü ê ãåíåðè÷åñêèì
ðàñøèðåíèÿì. Ñóòü ýòîãî ïîñëåäíåãî ýòàïà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
16.7.1 ñîñòîèò â ïðåâðàùåíèè ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ Zps â ïîäõîäÿùèé
áîðåëåâñêèé êîä � ãäå ìû îïèðàåìñÿ íà ñõîäñòâî ñîîòíîøåíèé 16.9.1,
16.9.2 ñ ñîîòíîøåíèÿìè îïðåäåëåíèÿ 16.4.1.

Ëåììà 16.9.4. Êàæäîé ïàðå èç ¾óñëîâèÿ¿ p ∈ Qp0
è êîðòåæà

s ∈ R, ìîæíî ñîïîñòàâèòü òàêîé êîä κps = 〈Tps, fps〉 ∈ BC∞∩L[a],
÷òî |Tps| = |s|R è Zps = Bκps , è ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå 〈p, s〉 7→
κps ïðèíàäëåæèò L[a].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäàåì èíäóêöèåé ïî |s|R .
Íà÷àëî èíäóêöèè. Ïóñòü |s|R = 0, ò. å. s ∈ M = MaxR. Ïîëîæèì

Tps = {Λ}. Åñëè Zps = ∅, ò. å. 〈p, s〉 6∈ D , òî ïîëîæèì fps(Λ) = Λ
� òîãäà BTpsfps = BTpsfps(Λ) = ∅, òàê ÷òî Zps = BTpsfps . Åñëè
æå Zps 6= ∅, ò. å. 〈p, s〉 ∈ D , òî ïîëîæèì fps(Λ) = ups � òîãäà
BTpsfps = [ups], òàê ÷òî ñíîâà Zps = BTpsfps ïî ëåììå 16.9.1.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî êàæäûé êîä κps = 〈Tps, fps〉 (ãäå s ∈ M
è p 6 p0) ïðèíàäëåæèò BC∞ ∩ L[a] è óäîâëåòâîðÿåò |Tps| = 0 ïî
î÷åâèäíûì ñîîáðàæåíèÿì, è áîëåå òîãî, âñ¼ èíäåêñèðîâàííîå ñåìåé�
ñòâî ýòèõ êîäîâ ïðèíàäëåæèò L[a], ïîñêîëüêó âñÿ êîíñòðóêöèÿ â ýòîé
÷àñòè ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíà â L[a] íà îñíîâå ìíîæåñòâà D è îòîá�
ðàæåíèÿ 〈p, s〉 7→ ups , êîòîðûå ïðèíàäëåæàò L[a] ïî ëåììå 16.9.1.

Èíäóêòèâíûé øàã. Ïóñòü ν = |s|R ≥ 1, ò. å. s ∈ R rM . Òîãäà
ìíîæåñòâî S = {s∧γ : γ ∈ Ord ∧ s∧γ ∈ R} (âñå âåðøèíû äåðåâà
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R íåïîñðåäñòâåííî íàä s) íåïóñòî, ïðè÷åì åñëè t ∈ S , òî |t|R <
ν ñòðîãî. Ìû ïðåäïîëàãàåì (ýòî èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå), ÷òî
êàæäîé ïàðå èç p ∈ Qp0

= {p ∈ ϑ<ω : p 6 p0} è t ∈ S óæå ñîïîñòàâëåí
êîä κpt = 〈Tpt, fpt〉 ∈ BC∞ ∩ L[a], óäîâëåòâîðÿþùèé |Tpt| = |t|R è
Zpt = Bκpt , è ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå 〈p, t〉 7→ κpt ïðèíàäëåæèò L[a].

Òåïåðü ôèêñèðóåì p 6 p0 , è óêàæåì, êàê îïðåäåëÿåòñÿ êîä κps ∈
BC∞ ∩ L[a] � ýòî áóäåò âïîëíå îïðåäåëåííàÿ ïðîöåäóðà â L[a].

Ïóñòü Qp = {q ∈ ϑ<ω : q 6 p}. Ìíîæåñòâî Qp × S ïðèíàäëåæèò

L[a] è èìååò êàêóþ-òî ìîùíîñòü λ = ω
L[a]
α = card (Q× S) â L[a];

α ∈ Ord. Òîãäà â L[a] ñóùåñòâóþò áèåêöèè h : λ
íà−→ Q × S � ÷åðåç

h îáîçíà÷èì íàèìåíüøóþ èç íèõ â ñìûñëå ã¼äåëåâà ïîëíîãî óïî�
ðÿäî÷åíèÿ <ã�åä

a êëàññà L[a]. Ïî ïðåäûäóùåìó, åñëè γ < λ, òî óæå
îïðåäåëåí êîä κqγ ,tγ = 〈Tqγ ,tγ , fqγ ,tγ 〉 ∈ BC∞ ∩ L[a], äëÿ êîòîðîãî
|Tqγ ,tγ | = |tγ |R è Zqγ ,tγ = Bκqγ,tγ , ãäå 〈qγ , tγ〉 = h(γ) � åãî ìû îáî�
çíà÷èì, äëÿ óìåíüøåíèÿ ãðîìîçäêîñòè, ÷åðåç κγ = 〈T γ , fγ〉.

Ïîëîæèì T = {Λ}∪{γ∧u : γ < λ∧u ∈ T γ} (òàê ÷òî MaxT = {γ∧u :
γ < λ ∧ u ∈ MaxT γ}), è f(γ∧u) = fγ(u) äëÿ u ∈ MaxT γ . Ïîíÿòíî,
÷òî κ = 〈T, f〉 ∈ BC∞ è BTf (〈γ〉) = Bκγ = Zqγ ,tγ äëÿ âñåõ γ < λ

ïî ïðåäûäóùåìó, à ïîòîìó Bκ = BTf (Λ) = NN r
⋃
γ<λ Zqγ ,tγ = Zps

ñîãëàñíî 16.9.2. Òàêèì îáðàçîì, êîä κ ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå κps
� ñâîéñòâà κ ∈ L[a] è |T | = ν ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ ïî ïîñòðîåíèþ.

Ñëåäñòâèå 16.9.5. Ñóùåñòâóåò òàêîé êîä κ = 〈T, f〉 ∈ BC∞∩
L[a], ÷òî |Tps| = ρ è Cγ [FΦΨ] = NN rBκ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òåðìèíàõ òåîðåìû 16.9.4, áåðåì κ = κΛ,p0

(ïðè ýòîì |R|Λ = |R| = ρ) è ññûëàåìñÿ íà ëåììó 16.9.3.

Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 16.7.2 â îòíîøåíèè óòâåðæäåíèÿ
(A) çàêàí÷èâàåòñÿ ññûëêîé íà ëåììó 16.6.3.

(òåîðåìà 16.7.2(A))

Äëÿ âûâîäà ÷àñòè (B) òåîðåìû 16.7.2, â äîêàçàòåëüñòâå ÷àñòè
(A) ñëåäóåò çàìåíèòü òðåáîâàíèå Cξ[F] ∈ Σ0

ρ â ïðåäïîëîæåíèÿõ
(I) èç �16.9 òðåáîâàíèåì Σ0

ρ-îòäåëèìîñòè êîíñòèòóàíòû Cξ[F] îò

C<ξ[F]. Ðàâåíñòâî Cξ[FΦΨ] = NNrBRf ìåíÿåòñÿ, ïî õîäó âûêëàäîê

â �16.9, íà òðåáîâàíèå, ÷òî ìíîæåñòâî NNrBRf îòäåëÿåò Cξ[FΦΨ] îò
C<ξ[FΦΨ]. Ñîîòâåòñòâåííî, ññûëàåìñÿ íà ñëåäñòâèå 16.4.3(xi) âìåñòî
(ix). Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâ Zps è ëåììû 16.9.1, 16.9.2 íå èçìåíÿþò�
ñÿ, íî ëåììà 16.9.3 ìåíÿåòñÿ íà óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ìíîæåñòâî
NNrZp0,Λ îòäåëÿåò Cξ[FΦΨ] îò C<ξ[FΦΨ]. Ëåììà 16.9.4 è åå äîêàçà�
òåëüñòâî (âêëþ÷àÿ ëåììó î ñæàòèè) ñîõðàíÿþòñÿ áåç èçìåíåíèé.

×òî êàñàåòñÿ ÷àñòåé (C), (D) òåîðåìû 16.7.2, òî èõ äîêàçàòåëüñòâî
ïðîõîäèò ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ÷àñòåé (A), (B) �
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ñ î÷åâèäíîé çàìåíîé ôîðìóë èç 16.2.1, îòíîñÿùèõñÿ ê êîíñòèòóàí�
òàì Cξ[F] è àïïðîêñèìàöèÿì C<ξ[F], íà òå, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ êî
âíóòðåííèì êîíñòèòóàíòàì Aξ[F] è àïïðîêñèìàöèÿì A<ξ[F].

(òåîðåìû 16.7.2, 16.7.1, 16.1.1, 16.1.3)

Èñòîðè÷åñêèå è áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ

Òåîðåìû 16.1.1 è 16.1.3 âïåðâûå ïîëó÷åíû Â. Ã. Êàíîâååì, ñì. çàìåòêó
[5], à äîêàçàòåëüñòâà îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [6, 8, 10]. Îáùèé äåéñòâè�
òåëüíî êëþ÷åâîé ìîìåíò äîêàçàòåëüñòâà îáåèõ òåîðåì � òåîðåìà 16.7.2 î
âûáîðå êîäîâ, äîêàçàííàÿ Ñòåðíîì â çàìåòêå [175] (è ëåæàùàÿ â åå îñíîâå
ëåììà î ñæàòèè 16.6.3).

Äîïîëíèòåëüíûé êëþ÷åâîé ìîìåíò äîêàçàòåëüñòâà èìåííî òåîðåìû
16.1.3 ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè àáñîëþòíîñòè íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé ïî
îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíîìó ðàñøèðåííîìó óíèâåðñóìó V[G] (ñì. âû�
øå �16.8). Âîîáùå, òåîðåìà 16.1.3 áûëà îòìå÷åíà ñïåöèàëèñòàìè â îáëàñòè
òåîðèè ìíîæåñòâ êàê îäèí èç âåñüìà íåìíîãèõ ðåçóëüòàòîâ, êîãäà óäàëîñü
ïîëó÷èòü ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû êëàññè÷åñêîé äåñêðèïòèâíîé
òåîðèè ìíîæåñòâ, êîòîðóþ íå óäàâàëîñü ðåøèòü ìåòîäàìè ñàìîé êëàññè÷å�
ñêîé òåîðèè, ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû Ìàòèàñà [144, � 7] è Õúåðòà [94, � 2]. Âî
âòîðîé èç ýòèõ ðàáîò âñêðûòà è ïðè÷èíà òàêîãî îñîáåííîãî ñòàòóñà òåîðå�
ìû 16.1.3: à èìåííî, åå âîîáùå íåâîçìîæíî äîêàçàòü â òåîðèè Öåðìåëî
ZC, â êîòîðîé ôîðìàëèçóþòñÿ âñå ïîñòðîåíèÿ è òåîðåìû êëàññè÷åñêîé
äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ. Âñ¼ æå â ðàáîòå [69] ýëåìåíòàðíûìè òî�
ïîëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè, ò. å. â ðàìêàõ ZC, äîêàçàíà ìàëåíüêàÿ ÷àñòü
òåîðåìû 16.1.3(A): åñëè âñå êîíñòèòóàíòû Cξ íåïóñòû, òî âñå îíè íå ìî�
ãóò ñîäåðæàòü ïî îäíîé òî÷êå. Ñì. îá ýòîì òàêæå â ñòàòüÿõ [70, 119].

Îá èñòîðèè ëóçèíñêèõ ïðîáëåì î êîíñòèòóàíòàõ ñì. òàêæå ñòàòüþ
Â.À. Óñïåíñêîãî è Â. Ã. Êàíîâåÿ [53].
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Ãëàâà 17

¾Óçêèå ïðîáëåìû¿

Ëóçèíà

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà äâóì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì ïðîáëåìàì î
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ îãðàíè÷åííîãî ðàíãà,
êîòîðûå áûëè ââåäåíû Í.Í. Ëóçèíûì åùå â 1930 ãîäó, íî ïîëó÷èëè
èñ÷åðïûâàþùåå ðåøåíèå ëèøü â 1980õ ãîäàõ. Ýòî óçêàÿ ïðîáëåìà
êîíòèíóóìà, êàñàþùàÿñÿ ðàçáèåíèé êîíòèíóóìà (íàïðèìåð, áýðîâ�
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà NN) íà áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî
ðàíãà, è óçêàÿ ïðîáëåìà Ëåáåãà, êàñàþùàÿñÿ íåñ÷åòíûõ ïîñëåäîâà�
òåëüíîñòåé áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ îãðàíè÷åííîãî ðàíãà, èç �7.6.

Ýòè ïðîáëåìû ñôîðìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ ýôôåêòèâíîãî ñóùå�
ñòâîâàíèÿ, íî íà ñàìîì äåëå ïîñòàâëåííûå âîïðîñû èìåþò îïðåäå�
ëåííûé ñìûñë è â íåýôôåêòèâíîì ïëàíå, ò. å. êîãäà äîïóñêàåòñÿ íå
òîëüêî ýôôåêòèâíîå ïîñòðîåíèå òðåáóåìîãî îáúåêòà, íî è ïðîñòî äî�
êàçàòåëüñòâî åãî ñóùåñòâîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ àêñèîìû âûáîðà. Ñ ýòî�
ãî îòäåëüíîãî àñïåêòà ìû è íà÷íåì èçëîæåíèå â ��17.1, 17.2, à çàòåì
ïåðåéäåì â �17.3 ê ýòèì ïðîáëåìàì â ëóçèíñêîé, ýôôåêòèâíîé ïî�
ñòàíîâêå. Ìû ïîêàæåì â �17.4, ÷òî îáå ïðîáëåìû äîïóñêàþò ïîëîæè�
òåëüíûå ðåøåíèÿ â íåêîòîðûõ ìîäåëÿõ òåîðèè ìíîæåñòâ (íàïðèìåð,
â êîíñòðóêòèâíîé ìîäåëè L) � ýòî, â îáùåì, ïîòðåáóåò íå òàê ìíîãî
ðàáîòû. Çàòåì áóäåò èçëîæåí ãëàâíûé ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû � òåîðå�
ìà î òîì, ÷òî êàê óçêàÿ ïðîáëåìà êîíòèíóóìà, òàê è óçêàÿ ïðîáëåìà
Ëåáåãà ðåøàþòñÿ îòðèöàòåëüíî â ìîäåëè Ñîëîâåÿ.
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�17.1 Èñïîëüçóÿ àêñèîìó âûáîðà

Ðàçóìååòñÿ, àêñèîìà âûáîðà âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäîâàòåëü�
íîñòè èç ℵ1 òî÷åê â ëþáîì íåñ÷åòíîì ïðîñòðàíñòâå, à òàêæå, åñëè
ðå÷ü èäåò î ïðîñòðàíñòâàõ ìîùíîñòè êîíòèíóóìà c (ò. å., íàïðèìåð,
î íåñ÷åòíûõ ïîëüñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ) è åñëè âûïîëíåíà êîíòèíóóì�
ãèïîòåçà c = ℵ1 � òî è ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà íà ℵ1 íåïóñòûõ
îäíîòî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ.

Íåñ÷åòíûõ è ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ ïî âêëþ÷åíèþ ïîñëåäîâàòåëü�
íîñòåé îòêðûòûõ èëè çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ â ïîëüñêîì ïðîñòðàíñòâå,
ðàçóìååòñÿ, íåò. Íåò òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è äëÿ êëàññà ∆0

2

(ìíîæåñòâà îäíîâðåìåííî Fσ è Gδ). Â ñàìîì äåëå, êàæäîå ∆0
2-ìíî�

æåñòâî â ïîëüñêîì ïðîñòðàíñòâå ðàçëîæèìî â çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ
ðÿä óáûâàþùèõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, ñì. [122, � 37.III], à ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ëþáàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ,
ðàçëîæèìûõ óêàçàííûì îáðàçîì, ñ÷åòíà ïî òåîðåìå 2 â [122, � 24.III].

Íî óæå äëÿ êëàññà Fσ = Σ0
2 íåñ÷åòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðè�

âèàëüíû: îïðåäåëèì Xξ = {xα : α < ξ} äëÿ âñåõ ξ < ω1 , ãäå 〈xα〉α<ω1

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê â äàííîì (íåñ÷åò�
íîì) ïðîñòðàíñòâå. Åñòü îíè è â äâîéñòâåííîì êëàññå Gδ = Π0

2 .

Ïðèìåð 17.1.1 (Çàëüöâàññåð [183]). Âîçðàñòàþùóþ ω1-ïîñëåäî�
âàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ êëàññà Gδ â N

N ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè
ñëåäóþùåé ïðîñòîé êîíñòðóêöèè. Ïóñòü X0 = ∅. Åñëè Gδ-ìíîæå�
ñòâî Xξ ⊆ NN óæå ïîñòðîåíî è λ(Xξ) = 0, ãäå λ � ìåðà èç 6.1.1, òî

ðàçíîñòü NNrXξ íåïóñòà. Áåðåì òî÷êó xξ ∈ NNrXξ . Íàéäåòñÿ Gδ-
ìíîæåñòâî X, äëÿ êîòîðîãî Xξ∪{xξ} ⊆ X è âñå åùå λ(X) = 0. Áåðåì
â ðîëè Xξ+1 îäíî èç òàêèõ ìíîæåñòâ X. Åñëè æå îðäèíàë ϑ < ω1

ïðåäåëåí, òî â êà÷åñòâå Xϑ áåðåì îäíî èç òàêèõ Gδ-ìíîæåñòâ X,
÷òî

⋃
ξ<ϑXξ ⊆ X è âñå åùå λ(X) = 0.

Îäíàêî, êàê äîêàçàë Ëóçèí â [26], íèêàêàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþ�
ùàÿ ω1-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Gδ-ìíîæåñòâ Xξ íå ìîæåò îáëàäàòü òåì
ñâîéñòâîì, ÷òî

⋃
ξ<ϑXξ = Xϑ äëÿ âñåõ ïðåäåëüíûõ îðäèíàëîâ ϑ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â áýðîâñêîì ïðîñòðàíñòâå NN ñóùåñòâóåò âîç�
ðàñòàþùàÿ ω1-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Gδ-ìíîæåñòâ Xξ , äëÿ êîòîðîé

äàæå
⋃
ξXξ = NN. Ýòî ñëåäóåò èç çàìå÷àòåëüíîé òåîðåìû Õàóñäîð�

ôà [87, 89] î ùåëè � ñì. ñëåäñòâèå 5.9.5 èç òåîðåìû 5.9.4 â íàøåé
ïðåäûäóùåé êíèãå [19], êóäà ìû è îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ. Óäàëèâ èç
êàæäîãî ìíîæåñòâà Xξ òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñå òî÷êè, ïðè�
íàäëåæàùèå îáúåäèíåíèþ ïðåäøåñòâóþùèõ ìíîæåñòâ, ìû ïîëó÷àåì
ðàçáèåíèå êîíòèíóóìà íà ℵ1 íåïóñòûõ ìíîæåñòâ êëàññà Π0

3 = Fσδ .
Òåîðåìà Õàóñäîðôà îñòàâëÿåò îòêðûòûì âîïðîñ î âîçìîæíîñòè

ðàçáèåíèÿ êîíòèíóóìà íà ℵ1 íåïóñòûõ ìíîæåñòâ áîëåå ïðîñòîãî òè�
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ïà, ÷åì Fσδ . Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò ëè ðàçáèåíèå êîíòèíóóìà íà
ℵ1 íåïóñòûõ ìíîæåñòâ êëàññà Gδ? Ýòà ïðîáëåìà ñôîðìóëèðîâàíà
Ñåðïèíñêèì â [164] (ñì. òàêæå [122, ñ. 495]). Ïîñëåäóþùèå ðàáîòû
ñâÿçàëè ýòó ïðîáëåìó ñ àíàëîãè÷íûìè âîïðîñàìè äëÿ ðàçáèåíèé íà
çàìêíóòûå è íà íèãäå íå ïëîòíûå ìíîæåñòâà. Äëÿ äàëüíåéøåãî ïðåä�
ìåòíîãî îáñóæäåíèÿ, ââåäåì òàêèå óäîáíûå ôîðìóëèðîâêè.

(A) ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà NN íà ℵ1 íåïóñòûõ (ïîïàð�
íî äèçúþíêòíûõ) çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ � èëè, ÷òî, êàê ëåãêî
âèäåòü ðàâíîñèëüíî � ìíîæåñòâ êëàññà Fσ ;

(B) ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà NN íà ℵ1 íåïóñòûõ (ïîïàð�
íî äèçúþíêòíûõ) Gδ ìíîæåñòâ � èëè, ÷òî îïÿòü ðàâíîñèëüíî
� ìíîæåñòâ êëàññà Gδσ = Σ0

3 ;

(C) ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà NN íà ℵ1 íèãäå íå ïëîòíûõ
ìíîæåñòâ (ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ èëè íåò � ðàâíîñèëüíî).

Ðàçóìååòñÿ, êîíòèíóóì-ãèïîòåçà c = ℵ1 äåëàåò èñòèííûì êàæäîå èç
òðåõ. Îäíàêî, ÷òî ïðîèñõîäèò â ïðåäïîëîæåíèè c > ℵ1? Îòâåò äàåò
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 17.1.2. Êàæäîå èç óòâåðæäåíèé (A), (B), (C) íåðàç�
ðåøèìî â òåîðèè ZFC + (c > ℵ1). Ïðè ýòîì (B) ⇐⇒ (C), (A)
âëå÷åò (B), íî îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ (B) =⇒ (A) íåäîêàçóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî (ýñêèç). Òî, ÷òî (A) âëå÷åò (B), î÷åâèäíî.

Èìïëèêàöèÿ (B) =⇒ (C) ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò äîâîëüíî ñëîæíîé
òåîðåìû Ôðåìëèíà � Øåëàõà â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ, íàïðîòèâ, äîâîëüíî ïðîñòà. Èìåííî, ïóñòü
NN =

⋃
α<ω1

Xα , ãäå âñå ìíîæåñòâà Xα ⊆ NN íèãäå íå ïëîòíû.
Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü êàæäîå èç íèõ çàìêíóòûì. Ìíîæåñòâà Yξ =
Xξ r

⋃
α<ξXα îáðàçóþò èñêîìîå ðàçáèåíèå.

Ìîäåëü, â êîòîðîé ëîæíî ïðåäëîæåíèå (C) (èëè, ÷òî ýêâèâàëåíò�
íî ïî ïðåäûäóùåìó, (B)), äàåòñÿ òåîðåìîé 14.4.2, à ìîäåëü, â êîòî�
ðîé èñòèííî ïðåäëîæåíèå (A) � òåîðåìîé 14.4.1 (ñ ó÷åòîì ñíîñêè).
Íàêîíåö, ìîäåëü, ãäå èñòèííî (C), íî ëîæíî (A), áûëà ïîñòðîåíà
Ìèëëåðîì â [145]; îíà äîñòàòî÷íî ñëîæíà, ÷òîáû åå ðàññìàòðèâàòü
çäåñü. Ýòî îñòàâëÿåò íàñ ñ èìïëèêàöèåé (B) =⇒ (C), äîêàçàòåëüñòâó
êîòîðîé ïîñâÿùåí ñëåäóþùèé ïàðàãðàô.

Çàìå÷àíèå 17.1.3. Ïðåäëîæåíèÿ (A), (B), (C) ñôîðìóëèðîâà�
íû, äëÿ óäîáñòâà, äëÿ áýðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà NN. Îäíàêî êàæ�
äîå èç íèõ îäíîâðåìåííî èñòèííî èëè îäíîâðåìåííî ëîæíî âî âñåõ
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íåñ÷åòíûõ ïîëüñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Íàïðèìåð, â îòíîøåíèè (C), äî�
ñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî â ëþáîì íåñ÷åòíîì ïîëüñêîì ïðî�
ñòðàíñòâå X èìååòñÿ Gδ-ìíîæåñòâî X

′ ⊆ X, êî-òîùåå è ãîìåîìîðô�
íîå áýðîâñêîìó ïðîñòðàíñòâó NN, ñì. òåîðåìó 1.6.4 â [19].

Â îòíîøåíèè (B), âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ëþáîå ïîëüñêîå ïðî�
ñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïðîñòðàíñòâà NN ïðè ïîäõîäÿùåì
íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè f : NN

íà−→ X. Ïîýòîìó ðàçáèåíèå X íà
Gδ-ìíîæåñòâà Xα âëå÷åò ðàçáèåíèå NN íà ìíîæåñòâà f−1[Xα]. Îá�
ðàòíî, åñëè NN =

⋃
α Yα � ðàçáèåíèå íà Gδ-ìíîæåñòâà, X

′ ⊆ X

âûáðàíî êàê óêàçàíî âûøå, è h : NN
íà−→ X′ � ñîîòâåòñòâóþùèé ãî�

ìåîìîðôèçì, òî ìíîæåñòâà Xα = h−1[Yα] áóäóò Fσ-ìíîæåñòâàìè â
X′ , à ñëåäîâàòåëüíî, è â X, ïîñêîëüêó áûòü Gδ-ìíîæåñòâîì � ýòî
àáñîëþòíîå ñâîéñòâî, ðàâíîñèëüíîå ïîëíîé ìåòðèçóåìîñòè òîïîëî�
ãèè äàííîãî ìíîæåñòâà. Íàêîíåö, ìíîæåñòâî-îñòàòîê X r X′ èìååò
êëàññ Fσ , à ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñ÷åòíîãî ÷èñëà ïîïàðíî
äèçúþíêòíûõ äàæå çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

Íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíîå äîêàçàòåëüñòâî íåçàâèñèìîñòè îò âûáî�
ðà ïðîñòðàíñòâà â îòíîøåíèè (A) ïðèâåäåí â çàìåòêå [145].

Ïîäâîäÿ èòîã ñêàçàííîìó, ìû âèäèì, ÷òî åñëè îñòàâèòü â ñòî�
ðîíå àñïåêò ýôôåêòèâíîñòè è ðàçðåøèòü àêñèîìó âûáîðà, òî â ëþ�
áîì íåñ÷åòíîì ïîëüñêîì ïðîñòðàíñòâå:

1) óçêàÿ ïðîáëåìà Ëåáåãà äëÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ1 ïîñëåäî�
âàòåëüíîñòåé òî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ ðåøàåòñÿ îòðèöàòåëüíî äëÿ
êëàññà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, äëÿ êëàññà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ,
è äàæå äëÿ êëàññà ∆0

2 , íî ïîëîæèòåëüíî äëÿ âñåõ âûñøèõ áî�
ðåëåâñêèõ êëàññîâ, íà÷èíàÿ ñ Fσ = Σ0

2 è Gδ = Π0
2 .

2) óçêàÿ ïðîáëåìà êîíòèíóóìà ðåøàåòñÿ îòðèöàòåëüíî äëÿ êëàñ�
ñà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, ïîëîæèòåëüíî äëÿ êëàññà Π0

3 è âñåõ
âûñøèõ êëàññîâ, à â îòíîøåíèè êëàññà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ è
êëàññà Gδ = Π0

2 ÿâëÿåòñÿ íåðàçðåøèìîé â òåîðèè ZFC.

�17.2 Òåîðåìà Ôðåìëèíà � Øåëàõà

Ýòîò ïàðàãðàô ïîñâÿùåí êëþ÷åâîìó ýëåìåíòó òåîðåìû 17.1.2 �
âûâîäó èìïëèêàöèè (B) =⇒ (C).

1 Åñëè òðåáîâàòü òîëüêî ïîïàðíîãî ðàçëè÷èÿ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à
íå ñâîéñòâà ñòðîãîãî âîçðàñòàíèÿ, òî ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå óçêîé ïðîáëåìû
Ëåáåãà òàêæå è äëÿ êëàññîâ îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ áóäåò ýëåìåíòàðíî
ñëåäîâàòü èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ℵ1 ðàçëè÷íûõ òî÷åê, ïîýòî�
ìó òàêîé âàðèàíò ïðîáëåìû ìàëîèíòåðåñåí.
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Òåîðåìà 17.2.1 (Ôðåìëèí � Øåëàõ [78]). (B) =⇒ (C), ò. å. åñëè
ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà NN íà ℵ1 íåïóñòûõ ïîïàðíî
äèçúþíêòíûõ Gδ ìíîæåñòâ, òî ñóùåñòâóåò è ðàçáèåíèå NN íà
ℵ1 íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×åðåç κ0 îáîçíà÷èì íàèìåíüøóþ ìîùíîñòü ñåìåé�
ñòâà íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ X ⊆ NN, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ðàâíî NN.
Ïîíÿòíî, ÷òî ℵ0 < κ0 ≤ c, è ãèïîòåçà (C) âûðàæàåòñÿ ðàâåíñòâîì κ0 = ℵ1 .
×åðåç G∆ îáîçíà÷èì êëàññ âñåõ ïåðåñå÷åíèé îòêðûòûõ ìíîæåñòâ (äàííî�
ãî ïðîñòðàíñòâà) â ÷èñëå ñòðîãî ìåíüøå κ0 .

Ëåììà 17.2.2. (i) Äëÿ ëþáîãî íåñ÷åòíîãî ïîëüñêîãî ïðîñòðàíñòâà
X, êàðäèíàë κ0 ðàâåí íàèìåíüøåé ìîùíîñòè ñåìåéñòâà íèãäå íå
ïëîòíûõ ìíîæåñòâ, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ðàâíî X ;

(ii) êàæäîå ïîêðûòèå E ëþáîãî Σ1
1-ìíîæåñòâà A ⊆ NN çàìêíóòûìè

ìíîæåñòâàìè â ÷èñëå < κ0 èìååò ñ÷åòíîå ïîäïîêðûòèå E ′ ⊆ E ;

(iii) ëþáîå G∆ ìíîæåñòâî â ïîëüñêîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ áýðîâ�
ñêèì â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè, ò. å. ëþáîå ñ÷åòíîå ïåðåñå÷åíèå
îòêðûòûõ âñþäó ïëîòíûõ ìíîæåñòâ âñþäó ïëîòíî;

(iv) åñëè Q � ñåìåéñòâî êîèíèöèàëüíûõ2 ïîäìíîæåñòâ ñ÷åòíîãî ôîð�
ñèíãà P â ÷èñëå < κ0 , òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîä�
ìíîæåñòâî G ⊆ P, íåïóñòî ïåðåñåêàþùåå êàæäîå Q ∈ Q .

Äîêàçàòåëüñòâî (ëåììà). (i) Ñì. çàìå÷àíèå 17.1.3 â îòíîøåíèè (C).

(ii) Ïîëîæèì D = {f−1[E] :E ∈ E }, ãäå f : NN
íà−→ A � ôèêñèðîâàí�

íàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî G âñåõ òåõ îòêðû�
òûõ ìíîæåñòâ G ⊆ NN, êîòîðûå íàêðûâàþòñÿ êàêîé-òî ñ÷åòíîé ÷àñòüþ
D ′ ⊆ D . Îòêðûòîå ìíîæåñòâî G0 =

⋃
G ñàìî ïðèíàäëåæèò G èç-çà òîãî,

÷òî NN èìååò ñ÷åòíóþ áàçó. Ïóñòü D0 ⊆ D � ñ÷åòíîå ïîäñåìåéñòâî, íàêðû�
âàþùåå G0 . Ìíîæåñòâî F = NN r G0 çàìêíóòî, è ïîòîìó ñàìî ÿâëÿåòñÿ
ïîëüñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Òåïåðü, åñëè D ∈ D , à ìíîæåñòâî G ⊆ NN îò�
êðûòî è F ∩G ⊆ D , òî G ⊆ G0∩D � è òîãäà G ∈ G è F ∩G = ∅. Ïîýòîìó,
åñëè D ∈ D , òî ìíîæåñòâî F ∩D íèãäå íå ïëîòíî â F , òàê ÷òî F íàêðûâà�
åòñÿ íèãäå íå ïëîòíûìè ìíîæåñòâàìè â ÷èñëå < κ0 . Çíà÷èò, ñîãëàñíî (i),
F íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, ò. å. F , à òîãäà è âñ¼ ïðîñòðàíñòâî NN = F ∪ G0 ,
íàêðûâàåòñÿ ñ÷åòíûì ÷èñëîì ìíîæåñòâ èç D , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

(iii) Ðàññìîòðèì G∆-ìíîæåñòâî Y ⊆ NN è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíî�
æåñòâ Gn ⊆ Y , îòêðûòûõ è ïëîòíûõ â íàñëåäñòâåííîé òîïîëîãèè. Òîïîëî�
ãè÷åñêîå çàìûêàíèå Y ñàìî ÿâëÿåòñÿ ïîëüñêèì ïðîñòðàíñòâîì, à ìíîæå�
ñòâî E =

⋂
nGn ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì îòêðûòûõ ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ

Y â ÷èñëå < κ0 . Ñëåäîâàòåëüíî, äîïîëíèòåëüíîå ìíîæåñòâî C = Y r E

2 Ìíîæåñòâî D ⊆ P êîèíèöèàëüíî, åñëè ∀p ∈ P∃ q ∈ D (q ≤ p). Òàêèì îáðà�
çîì, êîèíèöèàëüíûå ìíîæåñòâà � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî è ïëîòíûå ìíîæåñòâà â
ñìûñëå �9.1. Ýòî àëüòåðíàòèâíîå íàçâàíèå äëÿ îäíîãî è òîãî æå ïðèíÿòî â ðàì�
êàõ äàííîãî äîêàçàòåëüñòâà, ÷òîáû èçáåæàòü íåíóæíûõ ïàðàëëåëåé ñ ïëîòíûìè
ìíîæåñòâàìè ðàññìàòðèâàåìûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
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åñòü îáúåäèíåíèå çàìêíóòûõ íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ â ÷èñëå < κ0 ,
êîòîðûì, ñîãëàñíî (i), íåëüçÿ íàêðûòü íè îäíî íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæå�
ñòâî â Y . Ïîýòîìó ñàìî E ïëîòíî â Y è â Y .

(iv) Â êîìïàêòíîì ïîëüñêîì ïðîñòðàíñòâå X = P(P) (ñ òîïîëîãèåé,
èíäóöèðîâàííîé èç ïðîèçâåäåíèÿ 2P îòîæäåñòâëåíèåì ìíîæåñòâ ñ èõ õà�
ðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè), ìíîæåñòâî

Y = {t ∈ X : ∀p, q ∈ t (p ≤ q ∨ q ≤ p) ∧ ∀p ∈ Pr t ∃ q ∈ t (p 6≤ q ∧ q 6≤ p)}

âñåõ ìàêñèìàëüíûõ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûõ t ⊆ P èìååò êëàññ Gδ , à
ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ ïîëüñêèì ïðîñòðàíñòâîì â íàñëåäñòâåííîé òîïîëîãèè.

Óïðàæíåíèå 17.2.3. Ïóñòü Q ∈ Q . Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ êîèíèöè�
àëüíîñòü ìíîæåñòâà Q, ÷òî ìíîæåñòâî GQ = {t ∈ Y : t ∩Q 6= ∅} îòêðûòî
è ïëîòíî â Y.

Òåïåðü, ðàç cardQ < κ0 , ñîãëàñíî (i) èìååòñÿ ýëåìåíò t ∈
⋂
Q∈Q GQ .

Ýòîò ýëåìåíò t, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ òàêèì ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì ïîä�
ìíîæåñòâîì â P, êîòîðîå ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäûì Q ∈ Q . (ëåììà)

Ïðîäîëæàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå NN =⋃
ξ<κ Eξ ïðîñòðàíñòâà NN íà κ íåïóñòûõ Gδ-ìíîæåñòâ Eξ =

⋂
nE

n
ξ , ãäå

êàæäîå Enξ îòêðûòî è ω ≤ κ < κ0 . Íàøà öåëü � óñòàíîâèòü, ÷òî íà ñàìîì
äåëå κ ≤ ω , ò. å. äàííîå ïîêðûòèå ñ÷åòíî.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. κ ≥ ω1 .
Ýòî îçíà÷àåò ïðîñòî, ÷òî ñàìî ïðîñòðàíñòâî NN íå ïðèíàäëåæèò σ-

èäåàëó I âñåõ ìíîæåñòâ, íàêðûâàåìûõ ñ÷åòíûì ÷èñëîì ìíîæåñòâ Eξ .
Çàôèêñèðóåì áàçó {Un : n ∈ N} òîïîëîãèè NN, è ðàññìîòðèì àëãåáðó

A ìíîæåñòâ, ïîðîæäåííóþ ñåìåéñòâîì {Un : n ∈ N} ∪ {Enξ : n ∈ N ∧ ξ < κ}
(ò. å. íàèìåíüøåå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ â NN, ñîäåðæàùåå âñå ýòè ìíîæåñòâà
è çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ∪,∩,r). Òîãäà cardA ≤ κ è âñå ìíî�
æåñòâà èç A ñóòü ∆0

2 , ò. å. îäíîâðåìåííî Fσ è Gδ . Ïîëîæèì A0 = A ∩I
è Y = NN r

⋃
A0 , òàê ÷òî Y åñòü G∆ .

Ëåììà 17.2.4. Åñëè Σ1
1-ìíîæåñòâî A ⊆ NN óäîâëåòâîðÿåò ñîîò�

íîøåíèþ A ∩ Y ∈ I , òî è A ∈ I .
Ñëåäîâàòåëüíî, Y 6= ∅, è åñëè B ∈ A è B ∩ Y 6= ∅, òî B ∩ Y 6∈ I .

Äîêàçàòåëüñòâî (ëåììà). Ïî îïðåäåëåíèþ, A∩Y ⊆ E =
⋃
ξ∈S Eξ , ãäå

S ⊆ κ ñ÷åòíî. Äàëåå, èìååì B = ArE ⊆ NN r Y =
⋃

A0 . Îäíàêî êàæäîå
ìíîæåñòâî èç A0 åñòü Fσ , à cardA0 ≤ κ < κ0 , òàê ÷òî Σ1

1-ìíîæåñòâî
B íàêðûòî ñåìåéñòâîì èç κ < κ0 çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ èç I . Ñîãëàñíî
ëåììå 17.2.2(ii), B íàêðûâàåòñÿ íåêîòîðûì ñ÷åòíûì ïîäñåìåéñòâîì ýòîãî
ñåìåéñòâà, îòêóäà ñëåäóåò B ∈ I , à òîãäà è A ∈ I .

Äëÿ âûâîäà ïåðâîãî ñëåäñòâèÿ, áåðåì A = NN . (ëåììà)

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäàëãåáð Bn àëãåáðû A òàê, ÷òî B0

åñòü ïîäàëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ñåìåéñòâîì {Un : n ∈ N}, à êàæäàÿ Bn+1

åñòü ïîäàëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ñåìåéñòâîì

Bn ∪ {Ekξ : k ∈ N ∧ ξ < κ ∧ ∃B ∈ Bn (∅ 6= B ∩ Y ⊆ B ∩ Y ∩ Eξ)}
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(ãäå X îáîçíà÷àåò òîïîëîãè÷åñêîå çàìûêàíèå â NN ). Êàæäàÿ ïîäàëãåáðà
Bn ñ÷åòíà � ýòî äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì òîãî, ÷òî
åñëè B ∈ A è B∩Y 6= ∅, òî B∩Y åñòü G∆-ìíîæåñòâî, òàê ÷òî Eξ∩B∩Y
ìîæåò áûòü ïëîòíûì â B ∩ Y äëÿ íå áîëåå ÷åì îäíîãî èíäåêñà ξ < κ,
cîãëàñíî ëåììå 17.2.2(iii). Ñëåäîâàòåëüíî, B =

⋃
nBn � òàêæå ñ÷åòíàÿ

ïîäàëãåáðà â A, ñîäåðæàùàÿ êàæäîå Un , è òàêàÿ, ÷òî åñëè

B ∈ B ∧ ξ < κ ∧∅ 6= B ∩ Y ⊆ B ∩ Y ∩ Eξ ,

òî Ekξ ∈ B äëÿ âñåõ k ∈ N.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî P = {B ∩ Y :B ∈ B ∧ B ∩ Y 6= ∅} ñ

ïîðÿäêîì ïî âêëþ÷åíèþ. Ïîëîæèì Qn = {F ∈ P : diam F ≤ 2−n} 3 è

Qξ = {F ∈ P : F ∩ Eξ = ∅} äëÿ ξ < κ .

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî êàæäîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ Qn è Qξ êîèíèöèàëüíî â P.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, ïóñòü n ∈ N è F = B ∩ Y ∈ P, ãäå B ∈ B è

B ∩ Y 6= ∅. Íàéäåòñÿ òàêîå k , ÷òî diam Uk ≤ 2−n è B ∩ Uk ∈ B. Òîãäà
B ∩ Y ∩ Uk 6= ∅, è ïîýòîìó F1 = B ∩ Y ∩ Uk ∈ P è F1 ⊆ F , F1 ∈ Qn .

Òåïåðü ïóñòü ξ < κ è ñíîâà F = B ∩ Y ∈ P, ãäå B ∈ B è B ∩ Y 6= ∅.
Ñëó÷àé 1 . Ìíîæåñòâî Eξ ∩ B ∩ Y ïëîòíî â B ∩ Y . Òîãäà Ekξ ∈ B

äëÿ âñåõ k . Íî ìû òàêæå èìååì B ∩ Y $ Eξ , ïîñêîëüêó B ∩ Y 6∈ I
(ïî ëåììå 17.2.4), òàê ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî k áóäåò (B ∩ Y ) r Ekξ 6= ∅.
Èìååì B r Ekξ ∈ B, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî F1 = (B r Ekξ ) ∩ Y
ïðèíàäëåæèò P, F1 ⊆ F , è F1 ∩ Eξ ⊆ F1 ∩ Ekξ = ∅, è ïîýòîìó F1 ∈ Qξ .

Ñëó÷àé 2 . Ìíîæåñòâî Eξ ∩ B ∩ Y íå ïëîòíî â B ∩ Y . Â ýòîì ñëó÷àå
ìû èñïîëüçóåì ëåììó 17.2.2(iii) (ïîñêîëüêó B ∩ Y � ìíîæåñòâî èç G∆ ),
è ïîëó÷àåì òàêîé èíäåêñ k , ÷òî ìíîæåñòâî Ekξ ∩B∩Y íå ïëîòíî â B∩Y .
Íàéäåòñÿ áàçîâîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî Ur ⊆ NN, äëÿ êîòîðîãî Ekξ ∩B∩Y ∩
Ur = ∅, íî B∩Y ∩Ur 6= ∅. Ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî F1 = B ∩ Ur ∩ Y
ïðèíàäëåæèò P, F1 ⊆ F , è F1 ∈ Qξ .

Çàâåðøèâ âûâîä êîèíèöèàëüíîñòè ìíîæåñòâ Qn è Qξ , ìû çàêëþ÷à�
åì, ïî ëåììå 17.2.2(iv), ÷òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî
P0 ⊆ P, êîòîðîå íåïóñòî ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäûì èç ìíîæåñòâ Qn è Qξ . Îò�
ñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå

⋂
P0 ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé

ýëåìåíò t. Ïðè ýòîì t 6∈
⋃
ξ Eξ , òàê êàê P0 ïåðåñåêàåò êàæäîå èç ìíîæåñòâ

Qξ . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

�17.3 Ýôôåêòèâíàÿ ïîñòàíîâêà ïðîáëåì

Çäåñü ìû ïåðåõîäèì ê îáñóæäåíèþ óçêîé ïðîáëåìû êîíòèíóóìà
è óçêîé ïðîáëåìû Ëåáåãà � â èõ ëóçèíñêîé ïîñòàíîâêå, ñì. �7.6,
êîòîðóþ çäåñü óìåñòíî åùå ðàç íàïîìíèòü.

3 Äèàìåòð diam F ìíîæåñòâà F ⊆ N
N ðàâåí 0, åñëè F ñîäåðæèò íå áîëåå

îäíîé òî÷êè, è 1
n+1

, ãäå n � íàèáîëüøåå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå x � n = y � n
äëÿ âñåõ x, y ∈ F � åñëè F ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè.
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Óçêàÿ ïðîáëåìà êîíòèíóóìà, ÓÏÊ. Ìîæíî ëè ýôôåêòèâíî ðàç�
áèòü êîíòèíóóì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íà ℵ1 íåïóñòûõ áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ îãðàíè÷åííîãî áîðåëåâñêîãî ðàíãà?

Óçêàÿ ïðîáëåìà Ëåáåãà, ÓÏË. Ìîæíî ëè ýôôåêòèâíî ïîñòðîèòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ℵ1 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ
âåùåñòâåííîé ïðÿìîé îãðàíè÷åííîãî áîðåëåâñêîãî ðàíãà?

Ãëàâíûå ðåçóëüòàòû ïî ýòèì ïðîáëåìàì çäåñü ñâîäÿòñÿ ê òîìó, ÷òî

(I) ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ îáåèõ ïðîáëåì (ò. å. ¾äà, ìîæíî¿) ñëå�
äóþò èç àêñèîìû êîíñòðóêòèâíîñòè V = L è äàæå èç íåêîòîðûõ
áîëåå ñëàáûõ àêñèîì, à òàêæå äîñòèãàþòñÿ â íåêîòîðûõ äîñòà�
òî÷íî òèïè÷íûõ ìîäåëÿõ, ïîëó÷àåìûõ ìåòîäîì ôîðñèíãà � à
ïîòîìó îíè (ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ) íå ïðîòèâîðå÷àò àêñèî�
ìàì òåîðèè ìíîæåñòâ ZFC;

(II) îòðèöàëüíûå ðåøåíèÿ îáåèõ ïðîáëåì (ò. å. ¾íåò, íåëüçÿ¿) äî�
ñòèãàþòñÿ â ìîäåëè Ñîëîâåÿ � à ïîòîìó îíè òàêæå íå ïðîòè�
âîðå÷àò àêñèîìàì òåîðèè ìíîæåñòâ ZFC.

Ñíà÷àëà ìû çàéìåìñÿ ¾ïîëîæèòåëüíîé¿ ÷àñòüþ ïðîãðàììû � áî�
ëåå ëåãêîé, ïîñêîëüêó îñíîâíûå ðåçóëüòàòû óæå, ñîáñòâåííî ãîâî�
ðÿ, ïðåäñòàâëåíû â ïðåäøåñòâóþùèõ ãëàâàõ, à çàòåì çàéìåìñÿ åå
¾îòðèöàòåëüíîé¿ ÷àñòüþ.

�17.4 Ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ ïðîáëåì

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè âûïîëíåíà àêñèîìà êîíñòðóêòèâíîñòè V = L,
èëè õîòÿ áû âåðíî, ÷òî V = L[a] äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ NN, òî ñóùåñòâó�
åò ã¼äåëåâî ïîëíîå óïîðÿäî÷åíèå <ã�åä

a âñåãî óíèâåðñóìà ìíîæåñòâ,
îãðàíè÷åíèå ≺a êîòîðîãî íà NN âïîëíå óïîðÿäî÷èâàåò NN ïî òè�

ïó ω
L[a]
1 = ω1 è ÿâëÿåòñÿ Σ1

2(a)-îòíîøåíèåì ïî òåîðåìå 8.6.2. Îáî�
çíà÷èì ÷åðåç xξ ξ-ûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà NN â ñìûñëå ≺a , ìû
èìååì, â óêàçàííîì ïðåäïîëîæåíèè, NN = {xξ : ξ < ω1}, ò. å. êàê óç�
êàÿ ïðîáëåìà êîíòèíóóìà, òàê è óçêàÿ ïðîáëåìà Ëåáåãà ðåøàþòñÿ
ïîëîæèòåëüíî � è äàæå ïðè ïîìîùè ýôôåêòèâíîé (òî÷íåå, OD(a))
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäíîýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ.

Ðåçóëüòàò äëÿ óçêîé ïðîáëåìû Ëåáåãà, î÷åâèäíî, ñîõðàíÿåòñÿ â

áîëåå ñëàáîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ω
L[a]
1 = ω1 äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè

a ∈ NN. Òîãäà îòíîøåíèå ≺a âïîëíå óïîðÿäî÷èâàåò âñ¼ åùå íåñ÷åò�

íîå ìíîæåñòâî L[a]∩NN ïî òèïó ω
L[a]
1 = ω1 , è ìû ñíîâà èìååì ýôôåê�

òèâíóþ ω1-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà
L[a]∩NN . Îíà, îäíàêî, íå îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò âñå òî÷êè ïðîñòðàí�
ñòâà � êîëü ñêîðî çäåñü íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî NN ⊆ L[a].
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Äðóãîå, áîëåå ñïåöèàëüíîå ðåøåíèå óçêîé ïðîáëåìû Ëåáåãà â
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè ìîæíî ïîëó÷èòü íà îñíîâå òåîðåìû

15.1.1, ñîãëàñíî êîòîðîé â òîì æå ïðåäïîëîæåíèè ω
L[a]
1 = ω1 èìå�

þòñÿ íåñ÷åòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäíîòî÷å÷íûõ êîíñòèòóàíò �
ò. å., â ÷àñòíîñòè, ýôôåêòèâíûå ω1-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê.

Íåñêîëüêî óñèëèâ ãèïîòåçó ω
L[a]
1 = ω1 , ìû ñìîæåì ïîëó÷èòü ïîëî�

æèòåëüíîå ðåøåíèå è äëÿ óçêîé ïðîáëåìû êîíòèíóóìà, îäíàêî ïðè
ïîìîùè íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíîé êîíñòðóêöèè ðàçáèåíèé èç �14.4.

Òåîðåìà 17.4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a ∈ NN .

(i) åñëè CohL[a] = ∅, òî óçêàÿ ïðîáëåìà êîíòèíóóìà ðåøàåò�
ñÿ ïîëîæèòåëüíî ïðè ïîìîùè ïîäõîäÿùåé ýôôåêòèâíîé ω1-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Gδ-ìíîæåñòâ;

(ii) åñëè Rand L[a] = ∅, òî óçêàÿ ïðîáëåìà êîíòèíóóìà ðåøàåòñÿ
ïîëîæèòåëüíî ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé ýôôåêòèâíîé ω1-ïîñëå�
äîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ êëàññà Fσδ .

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ñîãëàñíî òåîðåìå 10.4.2 ïðè M = L[a], äëÿ
êàæäîãî x ∈ NN íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà c ∈ L[a] ∩ NN , ÷òî ìíîæåñòâî
F[c] (ñì. �5.7À) � òîùåå è x ∈ F[c]. Äðóãèìè ñëîâàìè, â íàøèõ ïðåä�
ïîëîæåíèÿõ ïðîñòðàíñòâî NN öåëèêîì íàêðûòî íèãäå íå ïëîòíûìè
(çàìêíóòûìè) ìíîæåñòâàìè F[c], ãäå c ∈ L[a]∩NN . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ìíîæåñòâî L[a]∩NN íåñ÷åòíî, òàê ÷òî ω

L[a]
1 = ω1 , è äàæå ìíîæåñòâî

C = {c ∈ L[a] ∩ NN : F[c] íèãäå íå ïëîòíî}

íåñ÷åòíî. Äëÿ ξ < ω1 , ÷åðåç cξ îáîçíà÷èì ξ-é â ñìûñëå ïîðÿäêà ≺a
ýëåìåíò ìíîæåñòâà C . Èìååì NN =

⋃
ξ<ω1

Xξ , ãäå êàæäîå ìíîæåñòâî
Xξ = F[cξ] çàìêíóòî è íèãäå íå ïëîòíî. Ìíîæåñòâà Yξ = Xξ r

⋃
η<ξ

ïðèíàäëåæàò Gδ , ñðåäè íèõ íåñ÷åòíî ìíîãî íåïóñûõ, è âñå åùå N
N =⋃

ξ<ω1
Yξ . Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ω1-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ

Xξ è Yξ , î÷åâèäíî, ïîñòðîåíû ýôôåêòèâíûì îáðàçîì � â ÷àñòíîñòè,
îíè îïðåäåëèìû ñ åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì a.

(ii) Ñíîâà, ïî òåîðåìå 10.4.2 ïðè M = L[a], äëÿ êàæäîãî x ∈ NN
íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà c ∈ L[a] ∩ NN , ÷òî x ∈ G�[c] è λ(G�[c]) = 0.
Äàëåå ïîâòîðÿåì êîíñòðóêöèþ èç ÷àñòè (i) äîêàçàòåëüñòâà.

Çàìåòèì, ÷òî, ïî òåîðåìå 14.3.10, òðåáîâàíèå (i) âûïîëíåíî â ìî�
äåëè, ðàññìîòðåííîé â �14.3 (ïðèñîåäèíåíèå ñëó÷àéíûõ òî÷åê ê L)
� ïðè÷åì äàæå äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ NN, â ÷àñòíîñòè, äëÿ òî÷êè 0,
çàäàííîé óñëîâèåì 0(k) = 0 , ∀k . Ýòèì äîñòèãàåòñÿ áåñïàðàìåòðè÷å�
ñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Gδ-ìíîæåñòâ.
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Ïðè ýòîì, êàê ìû âèäåëè â �14.4, êîíñòðóêöèÿ ìîäåëè äàæå ìî�
æåò áûòü ìîäèôèöèðîâàíà ñ òåì, ÷òîáû â íåé áûëî âûïîëíåíî ìîù�
íîñòíîå íåðàâåíñòâî 2ℵ0 > ℵ1 (îòðèöàíèå êîíòèíóóì-ãèïîòåçû).

Àíàëîãè÷íî, ïî òåîðåìå 14.2.4, òðåáîâàíèå (ii) âûïîëíåíî â ìî�
äåëè, ðàññìîòðåííîé â �14.2 (ïðèñîåäèíåíèå òî÷åê, ãåíåðè÷åñêèõ ïî
Êîýíó, ê óíèâåðñóìó L), êîòîðàÿ òàêæå èìååò ìîäèôèêàöèþ ñ íàðó�
øåíèåì êîíòèíóóì-ãèïîòåçû.

Ñëåäñòâèå 17.4.2. Ãèïîòåçà î òîì, ÷òî óçêàÿ ïðîáëåìà Ëåáå�
ãà è óçêàÿ ïðîáëåìà êîíòèíóóìà îáå ðåøàþòñÿ ïîëîæèòåëüíî, íå
ïðîòèâîðå÷èò àêñèîìàì òåîðèè ìíîæåñòâ ZFC.

�17.5 Îòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ ïðîáëåì

Ìû ñîáèðàåìñÿ äîêàçàòü, ÷òî è îòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ óçêèõ
ïðîáëåì (ò. å. ¾íåò, íåëüçÿ¿) ñîâìåñòèìû ñ àêñèîìàìè ZFC. Ðåçóëü�
òàò ïîëó÷àåòñÿ â ñëåäóþùåé òî÷íîé ôîðìå:

Òåîðåìà 17.5.1 (Ñòåðí [176]). Â ìîäåëè Ñîëîâåÿ L[G ], ðàññìîò�
ðåííîé â òåîðåìå 13.6.3, íåò ROD ω1-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîïàð�
íî ðàçëè÷íûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ îãðàíè÷åííîãî ðàíãà.

Ñîîòâåòñòâåííî, âî âòîðîé ìîäåëè Ñîëîâåÿ (HROD)L[G ] (ñì.
�13.7) íåò âîîáùå íèêàêèõ ω1-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîïàðíî ðàç�
ëè÷íûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ îãðàíè÷åííîãî ðàíãà.

Ñëåäñòâèå 17.5.2. Ãèïîòåçà î òîì, ÷òî óçêàÿ ïðîáëåìà Ëåáå�
ãà è óçêàÿ ïðîáëåìà êîíòèíóóìà îáå ðåøàþòñÿ îòðèöàòåëüíî, íå
ïðîòèâîðå÷èò àêñèîìàì òåîðèè ìíîæåñòâ ZFC.

Òàêèì îáðàçîì, îáå ïðîáëåìû íåðàçðåøèìû â ZFC.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îòíîøåíèè ïîíÿòèÿ ýôôåêòèâíîñòè â ôîð�
ìóëèðîâêàõ óçêèõ ïðîáëåì ìû ïðèíèìàåì òî æå ñàìîå ñîãëàøåíèå,
÷òî è â îòíîøåíèè ýôôåêòèâíîñòè êîíòðïðèìåðîâ ê ñâîéñòâàì ðåãó�
ëÿðíîñòè â ãëàâå 13, � à èìåííî, ýôôåêòèâíîñòü ïîíèìàåòñÿ â ñàìîì
øèðîêîì ðàçóìíîì ñìûñëå, êàê âåùåñòâåííî-îðäèíàëüíàÿ îïðåäåëè�
ìîñòü (êëàññ ROD). Íà îñíîâå ýòîãî ñîãëàøåíèÿ, ðåçóëüòàò ñðàçó
ñëåäóåò èç òåîðåìû 17.5.1.

Òåïåðü î ëþáîïûòíîì ïðèëîæåíèè âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû 17.5.1
ê ñòðóêòóðå ìîùíîñòåé â îòñóòñòâèå àêñèîìû âûáîðà. Îáîçíà÷èì
÷åðåç B ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ X ⊆ NN,
à ÷åðåç pα � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ Π0

α-ìíîæåñòâ X ⊆ NN. Òîãäà
â (HROD)L[G ] èñòèííî, ÷òî ω1 6≤ pα äëÿ âñåõ α < ω1 � ïî òåîðåìå
17.5.1, è â òîæå âðåìÿ ω1 ≤ B íåçàâèñèìî îò àêñèîìû âûáîðà (ìîæíî
âçÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ WFTα èç �5.2). Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî B > pα ñòðîãî â (HROD)L[G ] äëÿ âñåõ α < ω1 .
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�17.6 Ñíîâà ìîäåëü Ñîëîâåÿ

Íà÷èíàÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 17.5.1, ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ìî�
äåëè Ñîëîâåÿ èç �13.6. Íàïîìíèì, ÷òî, ïî òåîðåìå 13.6.3, âñå ROD
ìíîæåñòâà X ⊆ NN èçìåðèìû â ñìûñëå ìåðû λ èç 6.1.1 (ðàâíî êàê è
â ñìûñëå ëþáîé èíîé áîðåëåâñêîé σ-êîíå÷íîé ìåðû íà NN) à òàêæå
èìåþò ñâîéñòâî Áýðà è ñâîéñòâî ñîâåðøåííîãî ÿäðà. Òåîðåìà 17.5.1
äîáàâëÿåò ñþäà åùå îäíî ñâîéñòâî ðåãóëÿðíîñòè â îáëàñòè ROD.

Äîêàçàòåëüñòâî (òåîðåìà 17.5.1). Íà÷èíàÿ äîêàçàòåëüñòâî, ìû
ïðèíèìàåì ñîãëàøåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ îïðåäåëåíèÿ 13.6.1. Â ÷àñòíî�
ñòè, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Ω � íåäîñòèæèìûé êàðäèíàë â êîíñòðóêòè�
íîì óíèâåðñóìå L, à ôîðñèíã P ∈ L ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ ôóíêöèé
p, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ dom p ⊆ Ω êîíå÷íà, è p(ξ) ∈ Coll(N, ξ)
äëÿ êàæäîãî îðäèíàëà ξ ∈ dom p.

Ìû òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèÿ â ñâÿçè ñ ∞-áîðå�
ëåâñêèìè êîäàìè èç �16.4, â ÷àñòíîñòè, ñîâîêóïíîñòè êîäîâ BC∞ ,
BCα, BC<ω1 è óíèâåðñàëüíûå äåðåâüÿ Tρ îïðåäåëåíèÿ 16.5.1. Îñî�
áóþ ðîëü áóäóò èãðàòü ìíîæåñòâà ñæàòûõ êîäîâ Kρ(a) îïðåäåëåíèÿ
16.6.1, óäîâëåòâîðÿþùèå ¾ëåììå î ñæàòèè¿ 16.6.3.

Ãëàâíûì ýëåìåíòîì â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 17.5.1 ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå 16.7.2. Â íåé OD(a) îáî�
çíà÷àåò êëàññ âñåõ òåõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå ìîæíî îïðåäåëèòü ∈-ôîð�
ìóëàìè, ñîäåðæàùèìè òîëüêî îðäèíàëû è ñàìî ìíîæåñòâî a â ðîëè
ïàðàìåòðîâ. (Ñð. ñ îïðåäåëåíèåì OD â �3.5.)

Òåîðåìà 17.6.1. Ïóñòü ìíîæåñòâî G ⊆P ÿâëÿåòñÿ P-ãåíå�
ðè÷åñêèì íàä L. Òîãäà â L[G ] èñòèííî ñëåäóþùåå: åñëè a ∈ NN ,

1 ≤ ρ < ω
L[a]
1 , è ìíîæåñòâî X ⊆ NN ïðèíàäëåæèò Π0

ρ è OD(a),
òî íàéäåòñÿ òàêîé êîä κ ∈ Kρ(a), ÷òî X = Bκ .

Âûâîä òåîðåìà 17.5.1 èç ýòîé òåîðåìû äàåòñÿ ïðîñòîé îöåíêîé
ìîùíîñòè. Èìåííî, ðàññìîòðèì, â L[G ], ïðîèçâîëüíóþ òðàíñôèíèò�
íóþ ROD ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ èç Π0

ρ äëÿ íåêî�

òîðîãî ôèêñèðîâàííîãî îðäèíàëà ρ < ω
L[G ]
1 . Ïîíÿòíî, ÷òî íàéäåòñÿ

òî÷êà a ∈ L[G ]∩NN , äëÿ êîòîðîé, âî-ïåðâûõ, äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëü�
íîñòü ïðèíàäëåæèò OD(a), è, âî-âòîðûõ, ρ < ω

L[a]
1 .

Òîãäà ìíîæåñòâî Kρ(a) èìååò ìîùíîñòü íå âûøå ω
L[a]
ρ+1 â L[a].

Îäíàêî ìû èìååì ω
L[a]
ρ+1 < ω

L[G ]
1 = Ω â L[G ] ïî ëåììå 13.6.5, òàê ÷òî

ìíîæåñòâî Kρ(a) ñ÷åòíî â L[a].
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäûé ÷ëåí äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü

ìíîæåñòâî èç OD(a) ∩Π0
ρ ïî âûáîðó a � ñëåäîâàòåëüíî, îí èìååò

êîä èç Kρ(a) ïî òåîðåìå 17.6.1. Òåì ñàìûì, èç-çà ñ÷åòíîñòè Kρ(a),
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äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ëèøü ñ÷åòíîå ÷èñëî ïîïàðíî ðàç�
ëè÷íûõ ÷ëåíîâ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

(òåîðåìà 17.5.1 èç òåîðåìû 17.6.1)

�17.7 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î âûáîðå êîäîâ

Íà÷èíàÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 17.6.1, ìû ôèêñèðóåì

(I) ìíîæåñòâî G0 ⊆ P , P-ãåíåðè÷åñêîå íàä L, à òàêæå òî÷êó

a ∈ L[G0] ∩ NN , îðäèíàë 1 ≤ ρ < ω
L[a]
1 , è ìíîæåñòâî X ⊆ NN ,

X ∈ L[G0], êîòîðîå ïðèíàäëåæèò Π0
ρ ∩OD(a) â L[G0].

Èíà÷å ãîâîðÿ, èìååòñÿ ∈-ôîðìóëà ϕ(a, x) ñ ïàðàìåòðîì a (è åùå
íåêîòîðûìè îðäèíàëàìè â ðîëè ïàðàìåòðîâ � îíè äëÿ óìåíüøåíèÿ
ãðîìîçäêîñòè èãíîðèðóþòñÿ), äëÿ êîòîðîé X = {x : ϕ(a, x)} â L[G0].

Ñëåäóÿ äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 16.7.2 â �16.9, ìû ïîñòðîèì òà�
êîé ∞-áîðåëåâñêèé êîä κ = 〈T, f〉 ∈ L[a] ñ |T | = ρ, ÷òî X = Bκ â
L[G0]. Çàòåì ëåììà 16.6.3 ïîçâîëèò íàì ¾ñæàòü¿ κ äî êîäà èç Kρ(a).

Ïóñòü R = Tρ è M = MaxR (ìíîæåñòâî âñåõ êîíöåâûõ âåð�
øèí äåðåâà R). Ïî òåîðåìå 16.5.2, íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ f ∈ L[G0],
f : M → N<ω , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ 16.5.2(‡) è òàêàÿ, ÷òî â L[G ]
âûïîëíåíî X = BRf . Ïî ëåììå 13.6.6, íàéäåòñÿ P-ãåíåðè÷åñêîå íàä
L[a] ìíîæåñòâî G ⊆ P , äëÿ êîòîðîãî L[G0] = L[a,G ]. Òåîðåìà 9.2.6
ïðèíîñèò òàêîå P-èìÿ τ ∈ L[a], ÷òî f = τ [G ]. Òàêèì îáðàçîì, â
L[G0] = L[a,G ] âûïîëíåíî ðàâåíñòâî X = BR,τ [G ] . Çíà÷èò, ïî òåîðå�
ìå 9.3.2(ii), íàéäåòñÿ òàêîå ¾óñëîâèå¿ p0 ∈ G , ÷òî

(II) p0 ||−−L[a]
P ¾τ : M̆ → N<ω óäîâëåòâîðÿåò 16.5.2(‡) ∧

∧ BR̆τ = {x : ϕ(ă, x)}¿ ,

ãäå M̆ , ă, R̆ � êàíîíè÷åñêèå P-èìåíà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ â
óíèâåðñóìå L[a] (ñì. �9.2).

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà, êîòîðàÿ ìåíÿåò ôîð�

ñèíã ||−−L[a]
P ôîðñèíãîì ||−−L[a,x]

P â ñóùåñòâåííîé ÷àñòè óñëîâèÿ (II).

Ëåììà 17.7.1. Ìû èìååì p0 ||−−L[a,x]
P ¾BR̆τ = {y : ϕ(ă, y)}¿, êà�

êîâî áû íè áûëî x ∈ L[a,G ] ∩ NN .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Íàéäåòñÿ ¾óñëîâèå¿

p ∈ P, p 6 p0 , óäîâëåòâîðÿþùåå p ||−−L[a,x]
P ¾BR̆τ 6= {y : ϕ(ă, y)}¿.

Ðàññìîòðèì ëþáîå ìíîæåñòâî G ′ ⊆ P, ñîäåðæàùåå p è P-ãåíåðè�
÷åñêîå íàä L[a,G ]. Òîãäà G ′ áóäåò P-ãåíåðè÷åñêèì è íàä L[a, x], à
ïîòîìó â L[a, x,G ′] èñòèííî: BRg 6= {y : ϕ(a, y)}, ãäå g = τ [G ′].
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Íàïîìíèì, ÷òî R = Tρ ⊆ ρ<ω ïî òåîðåìå 16.5.2, è ïðè ýòîì

ρ < ω
L[a]
1 . Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ β : N

íà−→ ρ<ω , β ∈ L[a]. Ñ åå
ïîìîùüþ, ìû íàõîäèì òî÷êó c ∈ L[a,G ′]∩NN , äëÿ êîòîðîé g ∈ L[a, c].
Èòàê, BRg 6= {y : ϕ(a, y)} åñòü ∈-ôîðìóëà ñ ïàðàìåòðàìè èç L[a, c].

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî, ïî ëåììå 13.6.6, â âàðèàíòå ñ L[a, x] âìåñòî
L â ðîëè èñõîäíîé ìîäåëè, êëàññ L[a, x,G ′] áóäåò P-ãåíåðè÷åñêèì
ðàñøèðåíèåì êëàññà L[a, x, c].

C äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå î ïðîèçâåäåíèè ôîðñèíãîâ 9.2.10,
êëàññ L[a,G ,G ′] ÿâëÿåòñÿ P ×P-ãåíåðè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì L[a],
à ñëåäîâàòåëüíî, è P-ãåíåðè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì, ïîñêîëüêó ôîð�
ñèíã P×P , êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, èìååò ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî,
èçîìîðôíîå ñàìîìó P . Îòñþäà, îïÿòü ïî ëåììå 13.6.6, L[a,G ,G ′]
ÿâëÿåòñÿ P-ãåíåðè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì êëàññà L[a, x, c].

Èòàê, ìû èìååì äâà P-ãåíåðè÷åñêèõ ðàñøèðåíèÿ, L[a, x,G ′] è
L[a,G ,G ′], êëàññà L[a, x, c]. Îòñþäà, ïî ëåììå 13.6.7(D) â âàðèàíòå
ñ L[a, x, c] âìåñòî L[w] â ðîëè èñõîäíîé ìîäåëè, ëþáàÿ ∈-ôîðìóëà ñ
ïàðàìåòðàìè èç L[a, x, c] îäíîâðåìåííî èñòèííà ëèáî îäíîâðåìåííî
ëîæíà â îáîèõ ðàñøèðåíèÿõ. Ñòàëî áûòü, ïî ïðåäûäóùåìó, íåðàâåí�
ñòâî BRg 6= {y : ϕ(a, y)} âûïîëíåíî â L[a,G ,G ′].

Òåïåðü çàéäåì ñ äðóãîé ñòîðîíû. Ìíîæåñòâî G ′ ÿâëÿåòñÿ P-
ãåíåðè÷åñêèì è íàä L[a], è, î÷åâèäíî, p0 ∈ G ′ . Ïîýòîìó â L[a,G ′] èñ�
òèííî ðàâåíñòâî BRg = {y : ϕ(a, y)}. Ïðè ýòîì, ñíîâà ïî ëåììå 13.6.6,
êëàññ L[a,G ′] ÿâëÿåòñÿ P-ãåíåðè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì êëàññà L[a, c].
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì, ÷òî è âûøå (òåîðåìà î
ïðîèçâåäåíèè 9.2.10 è ëåììà 13.6.6), L[a,G ,G ′] ÿâëÿåòñÿ P-ãåíåðè�
÷åñêèì ðàñøèðåíèåì êëàññîâ L[a] è L[a, c]. Ñëåäîâàòåëüíî, îïÿòü ïî
ëåììå 13.6.7(D) â âàðèàíòå ñ L[a, c] âìåñòî L â ðîëè èñõîäíîé ìîäå�
ëè, ðàâåíñòâî BRg = {y : ϕ(a, y)} âûïîëíåíî è â L[a,G ,G ′]. Íî ýòî
ïðîòèâîðå÷èò ïðåäûäóùåìó.

Òåïåðü, åñëè p ∈P è s ∈ R, òî îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Zps = {x ∈ L[G0] ∩ NN : p ||−−L[a,x]
P ¾x̆ ∈ BR̆τ (s̆)¿} .

Ëåììà 17.7.2. Åñëè s ∈M è p ∈P , p 6 p0 , òî ëèáî Zps = ∅,
ëèáî íàéäåòñÿ òàêîé êîðòåæ ups ∈ N<ω , ups 6= Λ, ÷òî Zps =

[ups] ∩ L[G0] = {y ∈ L[G0] ∩ NN : ups ⊂ y}. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî

D = {〈p, s〉 ∈P ×M : p 6 p0 ∧ Zps 6= ∅}

è îòîáðàæåíèå 〈p, s〉 7→ ups : D → N<ω r {Λ} ïðèíàäëåæàò L[a].

Äîêàçàòåëüñòâî. Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà, áóêâàìè p, q, r áóäóò
îáîçíà÷àòüñÿ òîëüêî ¾óñëîâèÿ¿ èç P . Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî:
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(A) åñëè q 6 p 6 p0 , Λ 6= u, è q ||−−L[a]
P ¾τ(s̆) = ŭ¿, òî Zps ⊆ [u] ;

(B) åñëè q 6 p 6 p0 è q ||−−L[a]
P ¾τ(s̆) = Λ¿, òî Zps = ∅.

Äëÿ âûâîäà (A), ïóñòü x ∈ Zps , ò. å. ìû èìååì x ∈ L[G0] ∩ NN

è p ||−−L[a,x]
P ¾x̆ ∈ BR̆τ (s̆)¿, ñëåäîâàòåëüíî, è (1) q ||−−L[a,x]

P ¾x̆ ∈
BR̆τ (s̆)¿, òàê êàê q � áîëåå ñèëüíîå ¾óñëîâèå¿. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

êîëü ñêîðî q ||−−L[a]
P ¾τ(s̆) = ŭ¿, ìû èìååì è (2) q ||−−L[a,x]

P ¾τ(s̆) = ŭ¿,
òàê êàê âñÿêîå ìíîæåñòâî, ãåíåðè÷åñêîå íàä L[a, x], îñòàåòñÿ ãåíåðè�

÷åñêèì è íàä L[a] ⊆ L[a, x]. Ñîåäèíÿÿ (1) è (2), ïîëó÷àåì q ||−−L[a,x]
P

¾ŭ ⊂ x̆¿ ïî îïðåäåëåíèþ BRf (s) äëÿ s ∈ MaxR, òàê ÷òî ïðîñòî u ⊂ x.
Âûâîä óòâåðæäåíèÿ (B) àíàëîãè÷åí � íî íóæíî ïîìíèòü, ÷òî,

ïî îïðåäåëåíèþ, BRf (s) = ∅, êîãäà s ∈ MaxR è f(s) = Λ.
Âåðíåìñÿ ê ëåììå. Ñîãëàñíî (II), åñëè

u ∈ U = {u ∈ N<ω : ∃ q 6 p (q ||−−L[a]
P ¾τ(s̆) = ŭ¿)} ,

òî lhu ≤ `, ãäå ` = last s ∈ N (ñì. çàìå÷àíèå 16.5.3). Òåïåðü õîä
äîêàçàòåëüñòâà ðàçáèâàåòñÿ íà òðè ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1 : Λ ∈ U , ò. å. èìååòñÿ òàêîå ¾óñëîâèå¿ q 6 p, ÷òî q ||−−L[a]
P

¾τ(s̆) = Λ¿ � òîãäà Zps = ∅ ñîãëàñíî (B).

Ñëó÷àé 2 : Λ 6∈ U , è èìååòñÿ ïàðà íåñðàâíèìûõ êîðòåæåé u, v ∈ U
(òîãäà [u] ∩ [v] = ∅). Òîãäà Zps ⊆

⋂
u∈U [u] ïî (A), òàê ÷òî Zps = ∅.

Ñëó÷àé 3 : Λ 6∈ U , è âñå êîðòåæè èç U ïîïàðíî ⊆-ñðàâíèìû. Òî�
ãäà, ðàç äëèíû êîðòåæåé èç U îãðàíè÷åíû ñâåðõó ÷èñëîì ` = last s,
íàéäåòñÿ òàêîé êîðòåæ u0 ∈ U , ÷òî v ⊆ u0 äëÿ ëþáîãî äðóãîãî êîð�
òåæà v ∈ U . Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî Zps = [u0] ∩ L[G0].

Â íåòðèâèàëüíîì íàïðàâëåíèè, ïóñòü x ∈ [u0] ∩ L[G0]; äîêàæåì,

÷òî p ||−−L[a,x]
P ¾x̆ ∈ BR̆τ (s̆)¿. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: íàéäåòñÿ

òàêîå ¾óñëîâèå¿ r 6 p, ÷òî r ||−−L[a,x]
P ¾x̆ 6∈ BR̆τ (s̆)¿. Ïî âûáîðó

p0 , ñóùåñòâóþò áîëåå ñèëüíîå ¾óñëîâèå¿ q 6 r è êîðòåæ u ∈ N<ω,

äëÿ êîòîðûõ q ||−−L[a]
P ¾τ(s̆) = ŭ¿. Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, u ∈ U,

â ÷àñòíîñòè, u 6= Λ ïî ãèïîòåçå ñëó÷àÿ 3, è (1) u ⊆ u0 ⊂ x, ò. å.

x ∈ [u]. À ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì q ||−−L[a,x]
P ¾τ(s̆) = ŭ¿, òàê ÷òî (2)

q ||−−L[a,x]
P ¾BR̆τ (s̆) = [ŭ]¿ ïî îïðåäåëåíèþ BRf (s). Ñîåäèíÿÿ (1) è

(2), ïîëó÷àåì q ||−−L[a,x]
P ¾x̆ ∈ BR̆τ (s̆)¿, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó r .

Äëÿ âûâîäà âòîðîé ÷àñòè ëåììû, î ìíîæåñòâå D è îòîáðàæå�
íèè 〈p, s〉 7→ ups , äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî êàê ïåðâîå òàê è âòîðîå
îïðåäåëèìû ∈-ôîðìóëàìè ñ ïàðàìåòðîì a è, âîçìîæíî, íåêîòîðûìè
îðäèíàëàìè â ðîëè ïàðàìåòðîâ, òàê ÷òî îáà ïðèíàäëåæàò OD(a) â
L[G ]. Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî îáà îíè ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè êëàññà
L[a] (äàæå L). Òåïåðü èñêîìûé ôàêò äàåòñÿ ëåììîé 13.6.7(B).
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Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîçâîëèò îïðåäåëÿòü ìíîæåñòâà Zps òðàíñôè�
íèòíîé èíäóêöèåé ïî |s|R . Ïóñòü Qp = {q ∈P : q 6 p} äëÿ p ∈P.

Ëåììà 17.7.3. Åñëè s ∈ R, |s|R > 0, è p ∈ Qp0
, òî â L[G0]

èñòèííî, ÷òî Zps = NN r
⋃
q∈Qp, s∧ν∈R Zq,s∧ν .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ L[G0] ∩ NN . Åñëè x ∈ Zps , òî ìû

èìååì p ||−−L[a,x]
P ¾x̆ ∈ BR̆τ (s̆)¿. Íî â òî æå âðåìÿ, ïî îïðåäåëåíèþ áî�

ðåëåâñêîé êîäèðîâêè, p ||−−L[a,x]
P ¾BR̆τ (s̆) = NNr

⋃
s̆∧ν∈R̆BR̆τ (s̆∧ν)¿.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè s∧ν ∈ R, òî p ||−−L[a,x]
P ¾x̆ 6∈ BR̆τ (s̆∧ν̆)¿. Ïîýòî�

ìó, åñëè q 6 p, òî è q ||−−L[a,x]
P ¾x̆ 6∈ BR̆τ (s̆∧ν̆)¿ � çíà÷èò, x 6∈ Zq,s∧ν .

Îáðàòíî, äîïóñòèì, ÷òî x 6∈ Zps , ò. å. ¬ p ||−−L[a,x]
P ¾x̆ ∈ BR̆τ (s̆)¿.

Íàéäåòñÿ ¾óñëîâèå¿ r 6 p, äëÿ êîòîðîãî r ||−−L[a,x]
P ¾x̆ 6∈ BR̆τ (s̆)¿.

Èìååì r ||−−L[a,x]
P ¾∃ ν (s̆∧ν ∈ R̆ ∧ x̆ ∈ BR̆τ (s̆∧ν))¿ ñíîâà ïî îïðåäå�

ëåíèþ áîðåëåâñêîé êîäèðîâêè. Ïî òåîðåìå 9.3.2(x), íàéäóòñÿ ¾óñëî-

âèå¿ q 6 r è îðäèíàë ν , äëÿ êîòîðûõ q ||−−L[a,x]
P ¾x̆ ∈ BR̆τ (s̆∧ν̆)¿ è

s∧ν ∈ R. Òîãäà x ∈ Zq,s∧ν , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Íàêîíåö, ñâÿçûâàåì ìíîæåñòâà Zps ñ äàííûì ìíîæåñòâîì X ïî�
ñðåäñòâîì ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 17.7.4. Â L[G ] èñòèííî, ÷òî X = Zp0,Λ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ Zp0,Λ , ò. å. p0 ||−−L[a,x]
P x̆ ∈ BR̆τ (Λ),

òàê ÷òî p0 ||−−L[a,x]
P x̆ ∈ BR̆τ , à çíà÷èò, p0 ||−−L[a,x]

P ϕ(ă, x̆) ñîãëàñ�
íî ëåììå 17.7.1. Òåïåðü èç ëåììû 13.6.7 ñëåäóåò, ÷òî ïðåäëîæåíèå
ϕ(a, x) èñòèííî â ëþáîì P-ãåíåðè÷åñêîì ðàñøèðåíèè êëàññà L[a, x].
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êëàññ L[G0] = L[a,G ] ÿâëÿåòñÿ òàêèì ðàñøèðåíè�
åì � îïÿòü ïî ëåììå 13.6.6. Ïîýòîìó â L[G0] èñòèííî ϕ(a, x), ò. å.
x ∈ X , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Îáðàòíî, ïóñòü x ∈ X , ò. å. â L[G0] èñòèííî ϕ(a, x). Îïÿòü ïî

ëåììå 17.7.1, îòñþäà ñëåäóåò p0 ||−−L[a,x]
P x̆ ∈ BR̆τ , ò. å. p0 ||−−L[a,x]

P
x̆ ∈ BR̆τ (Λ) è x ∈ Zp0,Λ , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Èòàê, ìû èìååì, â L[G0], èíäåêñèðîâàííîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ
Zps , p ∈ ϑ<ω è s ∈ R, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû ëåììû 17.7.2, 17.7.3,
17.7.4. Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîêàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ëåì�
ìå 16.9.4 � åñòåñòâåííî, ñ ïîìîùüþ ëåìì 17.7.2 è 17.7.3 âìåñòî 16.9.1
è 16.9.2 � è ïîýòîìó ìû îñòàâëÿåì åå äîêàçàòåëüñòâî ÷èòàòåëþ â êà�
÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ëåììà 17.7.5. Êàæäîé ïàðå èç ¾óñëîâèÿ¿ p ∈ Qp0
è êîðòåæà

s ∈ R, ìîæíî ñîïîñòàâèòü òàêîé êîä κps = 〈Tps, fps〉 ∈ BC∞∩L[a],
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÷òî |Tps| = |s|R è Zps = Bκps , è ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå 〈p, s〉 7→
κps ïðèíàäëåæèò L[a].

Ñëåäñòâèå 17.7.6. Ñóùåñòâóåò òàêîé êîä κ = 〈T, f〉 ∈ BC∞∩
L[a], ÷òî |Tps| = ρ è X = Bκ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåðåì κ = κΛ,p0
(ïðè ýòîì |R|Λ = |R| = ρ) è

ññûëàåìñÿ íà ëåììó 17.7.4.

Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 17.6.1 çàêàí÷èâàåòñÿ ññûëêîé íà
ëåììó 16.6.3.

(òåîðåìû 17.6.1 è 17.5.1)

Èñòîðè÷åñêèå è áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ

Ãëàâíîé òåîðåìå 17.5.1 ýòîé ãëàâû, äàþùåé íåïðîòèâîðå÷èâîñòü
îòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé äâóõ ëóçèíñêèõ ïðîáëåì èç �17.3, ïðåäøå�
ñòâîâàëà ñåðèÿ áëèçêèõ è áîëåå ÷àñòíûõ ðåçóëüòàòîâ, êîòîðàÿ áûëà
îòêðûòà òåîðåìîé Õàððèíãòîíà î òîì, ÷òî, â ïðåäïîëîæåíèè ïîë�
íîé àêñèîìû äåòåðìèíèðîâàííîñòè AD 4 íå ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâà�
òåëüíîñòåé èç ℵ1 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ îãðà�
íè÷åííîãî ðàíãà, è ïîòîìó êàê óçêàÿ ïðîáëåìà êîíòèíóóìà, òàê è
óçêàÿ ïðîáëåìà Ëåáåãà ðåøàþòñÿ îòðèöàòåëüíî � ïðè÷åì íå òîëü�
êî äëÿ ýôôåêòèâíûõ â ëþáîì ñìûñëå, íî è âîîáùå äëÿ âñåõ ïîñëå�
äîâàòåëüíîñòåé áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ è ðàçáèåíèé êîíòèíóóìà íà
áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà.

Òàêàÿ ñèëüíàÿ ôîðìà îòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåì îêàçà�
ëàñü âîçìîæíà, ðàçóìååòñÿ, òîëüêî âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî àêñèîìà AD
ïðîòèâîðå÷èò ïîëíîé àêñèîìå âûáîðà. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ áîëåå óìå�
ðåííîé àêñèîìîé ïðîåêòèâíîé äåòåðìèíèðîâàííîñòè PD (êîòîðóþ
ïðèíÿòî ñ÷èòàòü ñîâìåñòèìîé ñ àêñèîìàìè ZFC, õîòÿ äîêàçàòü ýòî
ñðåäñòâàìè ñîâðåìåííîé òåîðèè ìíîæåñòâ íåâîçìîæíî), òî, êàê ïîêà�
çàë Ñòåðí â [173, 174], ðåçóëüòàò î íåñóùåñòâîâàíèè ñîõðàíÿåò ñèëó
äëÿ ïðîåêòèâíî çàäàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðàçáèåíèé.

Âîïðîñ î çàìåíå ãèïîòåç äåòåðìèíèðîâàííîñòè ãîðàçäî áîëåå ñëà�
áûì ïðåäïîëîæåíèåì î ìîäåëè Ñîëîâåÿ áûë ïîñòàâëåí Ñòåðíîì â
[174] è ðåøåí èì æå (òåîðåìà 17.5.1) â çàêëþ÷èòåëüíîé ðàáîòå íà
ýòó òåìó [176] íà îñíîâå ìåòîäà çàìåòêè [175].

Ìû âåðíåìñÿ ê áîðåëåâñêèì ìíîæåñòâàì îãðàíè÷åííîãî ðàíãà â
ìîäåëÿõ Ñîëîâåÿ â �18.4.

4 Îá ýòîé àêñèîìå è äðóãèõ àêñèîìàõ äåòåðìèíèðîâàííîñòè, êîòîðûå çäåñü
óïîìèíàþòñÿ, ñì. íàøó êíèãó [19].
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Äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû

Â ýòîé ãëàâå ñîäåðæèòñÿ êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ î ñâîéñòâàõ ðåãó�
ëÿðíîñòè ïðîåêòèâíûõ ìíîæåñòâ, êàñàþùèõñÿ òàêèõ âîïðîñîâ, êàê
ðîëü àêñèîìû ñóùåñòâîâàíèÿ íåäîñòèæèìîãî êàðäèíàëà, ñâîéñòâà
ðåãóëÿðíîñòè ìíîæåñòâ íà÷èíàÿ ñ òðåòüåãî ïðîåêòèâíîãî óðîâíÿ, è
î íåêîòîðûõ ìåíåå òðàäèöèîííûõ ñâîéñòâàõ ðåãóëÿðíîñòè. Ðàçìåð
êíèãè çàñòàâëÿåò íàñ îãðàíè÷èòüñÿ çäåñü ëèøü îáçîðîì ãëàâíûõ ðå�
çóëüòàòîâ áåç äîêàçàòåëüñòâ, ñî ññûëêàìè íà îðèãèíàëüíûå ðàáîòû.
Ñîîòâåòñòâåííî, èñòîðè÷åñêèå ññûëêè ïðèâîäÿòñÿ çäåñü ïî õîäó èç�
ëîæåíèÿ.
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�18.1 Íóæåí ëè íåäîñòèæèìûé êàðäèíàë ?

Ìû âèäåëè ÷òî àêñèîìà ñóùåñòâîâàíèÿ (ñòðîãî) íåäîñòèæèìîãî
êàðäèíàëà èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ïðåä�
ïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî âñå ïðîåêòèâíûå ìíîæåñòâà èìåþò êàæäîå èç
òðåõ ñâîéñòâ ðåãóëÿðíîñòè. Ýòà àêñèîìà � äîâîëüíî ñèëüíîå óòâåð�
æåíèå, çàâåäîìî íåäîêàçóåìîå â ZFC (èç íåãî äàæå ñëåäóåò íåïðî�
òèâîðå÷èâîñòü ZFC), à ïîòîìó âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: íà�
ñêîëüêî ýòà ãèïîòåçà äåéñòâèòåëüíî íåîáõîäèìà äëÿ äîñòèæåíèÿ óêà�
çàííîãî ðåçóëüòàòà.

Íàèáîëåå ïðîñòîé îòâåò ïîëó÷àåòñÿ äëÿ ñâîéñòâà ñîâåðøåííîãî
ÿäðà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè êàæäîå íåñ÷åòíîå äàæå Π1

1-ìíîæåñòâî
ñîäåðæèò ñîâåðøåííîå ïîäìíîæåñòâî òî, ïî òåîðåìå 10.2.1, L[a]∩NN

ñ÷åòíî, ò. å. ω
L[a]
1 < ω1, äëÿ êàæäîãî a ∈ NN. Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò,

÷òî ℵ1 � íåäîñòèæèìûé êàðäèíàë â ëþáîì óíèâåðñóìå âèäà L[a] ,
a ∈ NN, â ÷àñòíîñòè, â L, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè óòâåðæäå�

íèå ∀a ∈ NN (ω
L[a]
1 < ω1) íå ïðîòèâîðå÷èò ZFC òî ñóùåñòâîâàíèå

ñòðîãî íåäîñòèæèìîãî êàðäèíàëà òàêæå íåïðîòèâîðå÷èâî (îòìå÷åíî
Ëþáåöêèì â [4]). Òàêèì îáðàçîì, â îòíîøåíèè äîêàçàòåëüñòâà íåïðî�
òèâîðå÷èâîñòè ñâîéñòâà ñîâåðøåííîãî ÿäðà äàæå äëÿ Π1

1-ìíîæåñòâ
èñïîëüçîâàíèå íåäîñòèæèìûõ êàðäèíàëîâ ñîâåðøåííî íåîáõîäèìî.

Âîïðîñ î ðîëè íåäîñòèæèìîãî êàðäèíàëà äëÿ ïðîáëåì LM è BP
îêàçàëñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíûì. Îòâåò ðàçëè÷àåòñÿ äëÿ ìåðû
è êàòåãîðèè:

Òåîðåìà 18.1.1 (Øåëàõ [161], Ðàéçîíüå [154]). Èç íåïðîòèâî�
ðå÷èâîñòè ZFC ñëåäóåò íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ZFC + BP(Σ1

∞), è
äàæå ZFC + BP(ROD).

Â òî æå âðåìÿ, ëþáàÿ èç äâóõ ãèïîòåç, LM(Σ1
2) ∧ BP(Σ1

3), èëè
LM(Σ1

3), âëå÷åò ÷òî ℵ1 � íåäîñòèæèìûé êàðäèíàë â L è â L[a] äëÿ
ëþáîãî a ∈ NN, è òåì ñàìûì âëå÷åò PK(Π1

1) ïî òåîðåìå 10.2.1(i).

Òàêèì îáðàçîì, àêñèîìà íåäîñòèæèìîãî êàðäèíàëà íåîáõîäèìà
äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû èçìåðèìîñòè äëÿ ïðîåêòèâ�
íûõ (äàæå Σ1

3) ìíîæåñòâ, íî áåç íåå ìîæíî îáîéòèñü äëÿ ïîëîæè�
òåëüíîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ñâîéñòâà Áýðà. Âïðî÷åì, êàê ïîêàçàë
Ñòåðí [178], íåïðîòèâîðå÷èâîñòü LM(OD) (äëÿ îðäèíàëüíî îïðåäå�
ëèìûõ ìíîæåñòâ !) íå òðåáóåò íåäîñòèæèìîãî êàðäèíàëà.

Àêñèîìà Ìàðòèíà MA (î íåé ñì. [49, ãë. 6]) ñóùåñòâåííî óñèëèâà�
åò íåêîòîðûå ôîðìû ãèïîòåç LM è BP. Íàïðèìåð, â ïðåäïîëîæåíèè
MAℵ1

, íåäîñòèæèìîñòü ℵ1 â L[a] , a ∈ NN ñëåäóåò óæå èç LM(∆1
3), à

òàêæå èç BP(∆1
3), ñì. [103]. (Áåç MAℵ1

ýòî íå èìååò ìåñòà ñîãëàñíî
òåîðåìàì 18.1.1 è 18.2.1.) Îäíàêî íà ñàìîì äåëå íåïðîòèâîðå÷èâîñòü
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òåîðèè ZFC + MAℵ1 + LM(∆1
3) (èëè, âìåñòî ïîñëåäíåãî ñëàãàåìî�

ãî, BP(∆1
3)) âëå÷åò íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ äàæå òàêîãî

áîëüøîãî êàðäèíàëà êàê ñóïåðêîìïàêòíûé [85, 98].

�18.2 Òðåòèé ïðîåêòèâíûé óðîâåíü

Âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó ãèïîòåçàìè LM(Σ1
2) , BP(Σ1

2) , LM(∆1
2) ,

BP(∆1
2) â ZFC èñ÷åðïûâàþùèì îáðàçîì ðåøàþòñÿ ñëåäñòâèåì 10.2.3

è òåîðåìîé 12.4.1 (â ÷àñòè äîêàçóåìûõ ñâÿçåé ìåæäó íèìè) è òåîðå�
ìîé 14.1.1 (â ÷àñòè íåäîêàçóåìûõ ñâÿçåé). Äëÿ òðåòüåãî ïðîåêòèâ�
íîãî óðîâíÿ ñêîëüêî-íèáóäü ïîëíîé êàðòèíû íåò. Îäíàêî óäàëîñü
äîêàçàòü ñëåäóþùåå:

Òåîðåìà 18.2.1. (i) (Øåëàõ [161]) Èç íåïðîòèâîðå÷èâîñòè
ZFC ñëåäóåò íåïðîòèâîðå÷èâîñòü òåîðèè ZFC + BP(Σ1

3) ;

(ii) (Äæþäàõ [102]) LM(∆1
3) 6=⇒ BP(∆1

3) ;

(iii) (Äæþäàõ [101, 102]) BP(∆1
3) 6=⇒ LM(∆1

2).

Â ýòîé òåîðåìå, A 6=⇒ B îçíà÷àåò, ÷òî èìïëèêàöèÿ A =⇒ B
íåäîêàçóåìà â ZFC (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñàìà ýòà òåîðèÿ íåïðî�
òèâîðå÷èâà).

Êîììåíòàðèè ê òåîðåìå.
(i) Íàèáîëåå ïðîñòàÿ ìîäåëü äëÿ BP(Σ1

3) îïèñàíà â [64, p. 470]:
ýòî èòåðèðîâàííîå ðàñøèðåíèå êëàññà L ñ êîíå÷íîé áàçîé, äëèíû
ωL1 , â êîòîðîì íà ïðåäåëüíûõ øàãàõ ïðèìåíÿåòñÿ ε-ñëó÷àéíûé ôîð�
ñèíã, à íà íåïðåäåëüíûõ øàãàõ, ïî î÷åðåäè, ñëó÷àéíûé è êîýíîâñêèé
ôîðñèíãè. Äðóãàÿ ìîäåëü äëÿ BP(Σ1

3) ïðåäñòàâëåíà â [98]; â íåé,
êðîìå òîãî, àêñèîìà Ìàðòèíà MAℵ1

âåðíà äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêî�
ãî êëàññà ×Ó ìíîæåñòâ.

(ii) Ýòà ÷àñòü òåîðåìû õàðàêòåðèçóåòñÿ â [104, 62] êàê ñîâìåñò�
íûé ðåçóëüòàò Áàãàðèÿ è Äæþäàõà. Ìîäåëü, îïèñàííàÿ â [64, òåîðå�
ìà 9.4.19], âûãëÿäèò òàê: ìû íà÷èíàåì ñ ìîäåëè äëÿ MA+(ω1 = ωL1 ),
à çàòåì èñïîëüçóåì ôîðñèíã, îïèñàííûé â �14.3 (ïðèñîåäèíåíèå ℵ1

ñëó÷àéíûõ òî÷åê). Áîëåå ïðîñòàÿ ìîäåëü, èñïîëüçóþùàÿ, îäíàêî, èç�
ìåðèìûé êàðäèíàë, óêàçàíà â [103].

(iii) Â ñóùíîñòè, ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ìîäåëü èç �14.6 (èòåðà�
öèÿ äîìèíèðóþùåãî ôîðñèíãà), ïîñêîëüêó, êàê ïîêàçàíî â [64, òåî�
ðåìà 9.4.7], â ýòîé ìîäåëè èñòèííî íå òîëüêî BP(Σ1

2) íî è BP(∆1
3).

×òî êàñàåòñÿ ÷åòâåðòîãî ïðîåêòèâíîãî óðîâíÿ, ïåðâûé íåòðè�
âèàëüíûé ðåçóëüòàò î ñâîéñòâàõ ðåãóëÿðíîñòè çäåñü áûë ïîëó÷åí
Äæþäàõîì è Ñïèíàñîì [104]: LM(∆1

4) 6=⇒ BP(∆1
4). (Äîêàçàòåëüñòâî

èñïîëüçóåò àêñèîìó î íåäîñòèæèìîì êàðäèíàëå, ÷åãî â ýòîì ñëó÷àå
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èçáåæàòü íåëüçÿ, ïîñêîëüêó óæå ãèïîòåçà LM(Σ1
3) âëå÷åò ñóùåñòâî�

âàíèå íåäîñòèæèìîãî êàðäèíàëà ïî òåîðåìå 18.1.1.) Íåâûâîäèìîñòü
îáðàòíîé èìïëèêàöèè çäåñü î÷åâèäíà: ñîãëàñíî òåîðåìå 18.1.1, äàæå
ãèïîòåçà BP(∆1

∞) íå âëå÷åò LM(Σ1
3). Î äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ

â ýòîì íàïðàâëåíèè ñì. [62].

Äëÿ ïÿòîãî è áîëåå âûñîêèõ óðîâíåé, íèêàêèõ çàñëóæèâàþùèõ
âíèìàíèÿ ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè íå ïîÿâèëîñü. Â òî æå
ñàìîå âðåìÿ, óñòàíîâëåíî, ÷òî íåêîòîðûå êîìáèíàöèè óòâåðæäåíèé
î ïðîåêòèâíûõ ìíîæåñòâàõ ñâÿçàíû ëèáî ñ áîëüøèìè êàðäèíàëàìè,
ëèáî ñ ãèïîòåçàìè äåòåðìèíèðîâàííîñòè. Òàê, â ñòàòüå [80] äîêàçà�
íî, ÷òî ïðè ëþáîì n ãèïîòåçà BP(Σ1

3) (è äàæå ãèïîòåçà î íåêîòîðîì
áîëåå ñèëüíîì âàðèàíòå ñâîéñòâà Áýðà) ñîâìåñòèìà ñ ïðåäïîëîæåíè�
åì î ñóùåñòâîâàíèè ïðîåêòèâíîãî ïîëíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ ïðîñòðàí�
ñòâà NN. Ïðè n ≥ 3, â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðîòèâîðå�
÷èâîñòü îäíîé èç ãèïîòåç áîëüøèõ êàðäèíàëîâ, çàâèñÿùåé îò n. Ýòîò
ðåçóëüòàò èíòåðåñåí òåì, ÷òî â òèïè÷íûõ ìîäåëÿõ äëÿ ñâîéñòâà Áýðà
â âûñøèõ êëàññàõ ïðîåêòèâíîé èåðàðõèè, òàêèõ, êàê ìîäåëü Ñîëî�
âåÿ, èëè ìîäåëè, óêàçàííûå â êîììåíòàðèè (i) âûøå, ïðîåêòèâíûõ
ïîëíûõ óïîðÿäî÷åíèé êîíòèíóóìà íåò. Î äðóãèõ ïîäîáíûõ ðåçóëüòà�
òàõ ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [104, 105].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Õàóçåð [91] óñòàíîâèë, ÷òî åñëè âñå ïðîåêòèâ�
íûå ìíîæåñòâà èçìåðèìû è èìåþò ñâîéñòâî Áýðà, è äîïîëíèòåëüíî
ïðèíöèï Óíèôîðìèçàöèè âûïîëíåí äëÿ êëàññà Π1

3 , òî âñå èãðû êëàñ�
ñà Σ1

2 äåòåðìèíèðîâàíû � ÷òî âåäåò ê î÷åíü áîëüøèì êàðäèíàëàì.

�18.3 σ-ccc-èäåàëû è ðåãóëÿðíîñòü

Ïîìèìî ìåðû, è êàòåãîðèè ïîëüñêèõ òîïîëîãèé, åùå îäíèì òè�
ïè÷íûì ìåòîäîì ïîëó÷åíèÿ σ-ccc-èäåàëîâ ÿâëÿþòñÿ íå-ïîëüñêèå
ccc-òîïîëîãèè. Ñ öåëüþ ñîõðàíåíèÿ åäèíñòâà òåðìèíîëîãèè, íàçî�
âåì σ-ccc-òîïîëîãèåé òàêóþ òîïîëîãèþ, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò âòî�
ðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè (ò. å. íåò íåñ÷åòíûõ ñåìåéñòâ ïîïàðíî íåïåðå�
ñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ) è ÿâëÿåòñÿ áýðîâñêîé,
ò. å. íåïóñòûå îòêðûòûå ìíîæåñòâà íå ìîãóò áûòü òîùèìè. Ñþäà îò�
íîñèòñÿ, íàïðèìåð, ïîëüñêàÿ òîïîëîãèÿ áýðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà NN

èëè ëþáîãî äðóãîãî ïîëüñêîãî ïðîñòðàíñòâà, â ÷àñòíîñòè, îáû÷íàÿ
òîïîëîãèÿ âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

Áîãàòûì èñòî÷íèêîì σ-ccc-òîïîëîãèé ÿâëÿþòñÿ ccc ôîðñèíãè.
Ðàññìîòðèì, ê ïðèìåðó, äîìèíèðóþùèé ôîðñèíã D. Êàæäîìó ¾óñ-
ëîâèþ¿ p = 〈s, f〉 ∈ D ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

Up = Usf = {x ∈ NN : s ⊂ x ∧ ∀n (x(n) ≥ f(n))}.
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Ñåìåéñòâî âñåõ ìíîæåñòâ âèäà Up , p ∈ D, çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî
íåïóñòûõ êîíå÷íûõ ïåðåñå÷åíèé, âñëåäñòâèå ÷åãî åãî ìîæíî âçÿòü â
ðîëè áàçû òîïîëîãèè íà NN, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç tD . Âòî�
ðàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè äëÿ tD ñëåäóåò èç óñëîâèÿ ccc äëÿ D, à
áýðîâîñòü � èç òîãî, ÷òî ïåðåñå÷åíèå óáûâàþùåé ñèñòåìû ìíîæåñòâ
Us0f0
⊇ Us1f1

⊇ . . . ⊇ Usnfn ⊇ . . . , òàêîé ÷òî lh sn →∞, ñîäåðæèò òî÷êó
x =

⋃
n sn. Òàêèì îáðàçîì, èäåàë ID âñåõ tD-òîùèõ áîðåëåâñêèõ

ìíîæåñòâ X ⊆ NN ÿâëÿåòñÿ σ-ccc-èäåàëîì.

Ëåììà 18.3.1. Ìíîæåñòâî codID = {c ∈ BC : Bc ∈ ID}
ïðèíàäëåæèò êëàññó Σ1

2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìàòðèâàÿ äâîéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âèäà 〈〈skn, fkn〉〉k ,n∈N êàê òî÷êè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà,
ìû íàõîäèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå Bc ∈ ID ýêâèâàëåíòíî ôîðìóëå

∃ 〈〈skn, fkn〉〉
(
∀k, n (〈skn, fkn〉 ∈ D) ∧ ∀k (Bc ∩

⋃
n U

skn
fkn

= ∅) ∧

∧ ∀k ∀ 〈s, f〉 (〈s, f〉 ∈ D =⇒ ∃n (Usknfkn
∩ Usf 6= ∅))

)
.

Çäåñü ôîðìóëû 〈skn, fkn〉 ∈ D è Usknfkn
∩Usf 6= ∅ ÿâëÿþòñÿ àðèôìåòè�

÷åñêèìè, à ôîðìóëà Bc ∩
⋃
n U

skn
fkn

= ∅ ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ê Π1
1 -âèäó

ïðè ïîìîùè ôîðìóë òåîðåìû 5.8.1, òàê ÷òî ðåçóëüòàò ñòàíîâèòñÿ Σ1
2 ,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Òàêèì îáðàçîì, ID ÿâëÿåòñÿ L-àáñîëþòíûì σ-ccc-èäåàëîì. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ê ID ïðèìåíèìà òåîðåìà 10.8.2. Îòñþäà ñëåäóåò:

MesID
(Σ1

2) ⇐⇒ ∀a ∈ NN (RandID
L[a]− íå I -ïîëíîå) ;

MesID
(∆1

2) ⇐⇒ ∀a ∈ NN ∀ c ∈ L[a] ∩ BC (Bc 6∈ ID =⇒
=⇒ RandID

L[a] ∩Bc 6= ∅) .

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü ÷òî ê èäåàëó ID ïðèìåíèìî äîêàçàòåëüñòâî,
äàííîå âûøå äëÿ òåîðåìû 10.5.3(ii), ÷ò�î ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü âòî�
ðóþ ýêâèâàëåíòíîñòü òàê:

MesID
(∆1

2) ⇐⇒ ∀a ∈ NN (RandID
L[a] 6= ∅) .

Çíà÷åíèå è ñìûñë ñâîéñòâà ID-èçìåðèìîñòè, à òàêæå ãèïîòåç
MesID

(Σ1
2) è MesID

(∆1
2), äàëåêî íå ñòîëü ÿñíû êàê äëÿ èäåàëîâ

Icat è Iλ . Òåì áîëåå èíòåðåñíûìè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðå�
çóëüòàòû ðàáîòû [66]:

(i) MesID
(∆1

2) ýêâèâàëåíòíî BP(Σ1
2);
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(ii) MesID
(Σ1

2) ýêâèâàëåíòíî ∀a ∈ NN (ω
L[a]
1 < ωL1 ), ò. å. ýêâèâà�

ëåíòíî PK(Π1
1) ïî òåîðåìå 10.2.1(i).

Èòàê, ïî çàäàííîìó ôîðñèíãó D ìû ïîñòðîèëè L-àáñîëþòíûé
σ-ccc-èäåàë ID. Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, îïðåäåëåíèå 11.2.5 èçâëåêàåò
èç ïîñëåäíåãî ôîðñèíã PID

, êîòîðûé äàåò òå æå ãåíåðè÷åñêèå ðàñ�
øèðåíèÿ ÷òî è èñõîäíûé ôîðñèíã D � è ïî òåì æå ïðè÷èíàì, ÷òî
è äëÿ ôîðñèíãà Êîýíà â �11.5.

Êàê ïîêàçàíî â êíèãå [64, 3.4.B è 3.7], ýòó êîíñòðóêöèþ σ-èäåàëà
ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü òàê, ÷òî îíà ñòàíîâèòñÿ ïðèìåíèìîé ê ðÿäó
äðóãèõ ôîðñèíãîâ P, íå îáÿçàòåëüíî ccc è íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçàí�
íûõ ñ êàêîé-ëèáî òîïîëîãèåé. Êëþ÷åâàÿ èäåÿ ìîæåò áûòü îáúÿñíåíà
òàê. Ïðåäïîëîæèì ÷òî t åñòü òàêîå P-èìÿ, ÷òî ||−−VP (t ∈ NN), ò. å.

êàæäîå ¾óñëîâèå¿ èç P âûíóæäàåò t ∈ NN íàä óíèâåðñóìîì âñåõ
ìíîæåñòâ V. Îïðåäåëèì IPt êàê ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ âèäà Bp , ÷òî ||−−VP (t 6∈ Bp). Åñëè P åñòü ccc-ôîðñèíã,
òî IPt ÿâëÿåòñÿ σ-ccc-èäåàëîì. Ýòà êîíñòðóêöèÿ ïðèìåíèìà è ê
íå-ccc-ôîðñèíãàì, âðîäå ôîðñèíãà Ñàêñà. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîé�
ñòâà ðåãóëÿðíîñòè, óæå íå îáÿçàòåëüíî íàïðÿìóþ ñâÿçàííûå ñ òåì
èëè èíûì èäåàëîì, ðàññìîòðåíû â ñòàòüå [66]. Î ñàìûõ ïîñëåäíèõ
èññëåäîâàíèÿõ â ýòîì íàïðàâëåíèè ìîæíî óçíàòü èç êíèã [185], [115].

Åùå îäèí ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ σ-ccc-èäåàëîâ èçëîæåí â [157].
Â çàêëþ÷åíèå ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ åùå î äâóõ ñâîéñòâàõ ðå�

ãóëÿðíîñòè, âîçíèêàþùèõ èç òîïîëîãè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Ìíîæå�
ñòâî X ⊆ NN íàçûâàåòñÿ σ-îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî íàêðûâàåòñÿ σ-
êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì, è íàçûâàåòñÿ Kσ-ðåãóëÿðíûì, åñëè îíî
ëèáî σ-îãðàíè÷åíî, ëèáî ñîäåðæèò ñóïåðñîâåðøåííîå1 ïîäìíîæå-
ñòâî. (Ñð. ñî ñâîéñòâîì ñîâåðøåííîãî ÿäðà.) Ìíîæåñòâî

X ⊆ [N]ω = {x ⊆ N : cardx = ℵ0}

íàçûâàåòñÿ ðàìñååâñêèì, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå áåñêîíå÷íîå ìíîæå�
ñòâî z ⊆ N, ÷òî [z]ω ⊆ X èëè [z]ω ∩X = ∅. (Ýòî ñâîéñòâî âîçíèêàåò
ïðè ðàññìîòðåíèè íåêîòîðûõ âîïðîñîâ èíôèíèòàðíîé êîìáèíàòîðè�
êè è â òåîðèè ìîäåëåé.)

Ïîäîáíî ñâîéñòâàì PK , LM , BP, êàæäîå Σ1
1-ìíîæåñòâî Kσ-ðåãó�

ëÿðíî è ÿâëÿåòñÿ ðàìñååâñêèì (ñì., íàïðèìåð, [100, 116]), â òî âðåìÿ
êàê íà âòîðîì ïðîåêòèâíîì óðîâíå âîçíèêàþò íåðàçðåøèìûå ïðî�
áëåìû. Ñì. ñòàòüè [96, 97] îá èññëåäîâàíèÿõ â ýòîì íàïðàâëåíèè.

1 Ìíîæåñòâî X ⊆ N
N íàçûâàåòñÿ ñóïåðñîâåðøåííûì, åñëè îíî çàìêíóòî â

N
N, íå èìååò èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, è íå ÿâëÿåòñÿ σ-êîìïàêòíûì íè íà îäíîì èç

ñâîèõ íåïóñòûõ ïåðåñå÷åíèé ñ áýðîâñêèìè èíòåðâàëàìè. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó,
÷òî X çàìêíóòî è ãîìåîìîðôíî ñàìîìó ïðîñòðàíñòâó N

N.
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Äëÿ ïðèìåðà, ïðèâåäåì îäèí èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ: ãèïîòåçà
BP(Σ1

2) âëå÷åò Kσ-ðåãóëÿðíîñòü âñåõ Σ1
2-ìíîæåñòâ, íî íå íàîáîðîò.

�18.4 Êîíòèíóóì-ãèïîòåçà è îòíîøåíèÿ ýêâè-

âàëåíòíîñòè

Çäåñü ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ñâîéñòâó ñîâåðøåííîãî ÿäðà, ðàññìîò�
ðåííîìó âûøå â �6.1 â ñâÿçè ñ êîíòèíóóì-ãèïîòåçîé. Èìååòñÿ äðó�
ãàÿ, áîëåå îáùàÿ ïîñòàíîâêà âîïðîñà, â êîòîðîé ìåñòî òî÷åê çàíèìà�
þò òî÷å÷íûå ìíîæåñòâà � à èìåííî, êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè òîãî
èëè èíîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè íà NN èëè äðóãîì ïîëüñêîì
ïðîñòðàíñòâå X, èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, ýëåìåíòû Xα êàêîãî-íèáóäü
ðàçáèåíèÿ X =

⋃
αXα ïðîñòðàíñòâà X íà ïîïàðíî äèçúþíêòíûå ìíî�

æåñòâà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùèé âàðèàíò îïðåäåëåíèÿ èç �6.1.

Ñâîéñòâî ñîâåðøåííîé òðàíñâåðñàëè. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
E íà ïðîñòðàíñòâå X èìååò ñâîéñòâî ñîâåðøåííîé òðàíñâåðñà�
ëè, åñëè ëèáî ñóùåñòâóåò ëèøü ñ÷åòíî ìíîãî êëàññîâ E-ýêâèâà�
ëåíòíîñòè (ò. å. ôàêòîð-ìíîæåñòâî X/E íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî),
ëèáî ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííàÿ E-òðàíñâåðñàëü, ò. å. ñîâåðøåí�
íîå ìíîæåñòâî P ⊆ X, ÿâëÿþùååñÿ E-òðàíñâåðñàëüþ.2

Óïðàæíåíèå 18.4.1. Ïîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëåíèå èç �6.1 ÿâëÿ�
åòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì äàííîãî îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ñîïîñòàâüòå
ìíîæåñòâó X ïîëüñêîãî ïðîñòðàíñòâà X îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî�
ñòè EX íà X òàê, ÷òî xEX y , êîãäà ëèáî x = y ∈ X ëèáî x, y ∈ XrX
� òàê ÷òî êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿþòñÿ âñå ñèíãëåòîíû {x} ,
x ∈ X , à òàêæå ìíîæåñòâî XrX . Òîãäà X èìååò ñîâåðøåííîå ïîä�
ìíîæåñòâî, åñëè è òîëüêî åñëè EX èìååò ñîâåðøåííóþ òðàíñâåðñàëü.

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X � ìíîæåñòâî êëàññà Σ1
n èëè Π1

n , òî EX �
îòíîøåíèå äâîéñòâåííîãî êëàññà, ñîîòâåòñòâåííî, Π1

n èëè Σ1
n .

Ïîäîáíî ñâîéñòâó ñîâåðøåííîãî ÿäðà, ýòî ñâîéñòâî ñîâåðøåííîé
òðàíñâåðñàëè èìååò îòíîøåíèå ê êîíòèíóóì-ãèïîòåçå c = ℵ1 . Èìåí�
íî, åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè E èç íåêî�
òîðîãî êëàññà E âñå èìåþò ñâîéñòâî ñîâåðøåííîé òðàíñâåðñàëè, òî
îòñþäà ñðàçó ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ìíîæåñòâà âèäà X/E, ãäå E ∈ E
è X = domE (ïîëüñêîå ïðîñòðàíñòâî) íå ìîãóò ñëóæèòü îïðîâåðæåíè�
ÿìè ê c = ℵ1 . Òàêèì îáðàçîì, â ñóùíîñòè, ðå÷ü èäåò î ïðîäîëæåíèè
òîãî ïîäõîäà ê CH, êîòîðûé áûë íà÷àò êëàññè÷åñêèìè òåîðåìàìè

2 E-òðàíñâåðñàëüþ, èëè ïîïàðíî E-íåýêâèâàëåíòíûì ìíîæåñòâîì íàçûâàåò�
ñÿ ëþáîå ìíîæåñòâî X èç ïîïàðíî E-íåýêâèâàëåíòíûõ òî÷åê. Ìû íå òðåáóåì,
÷òîáû òðàíñâåðñàëü ïåðåñåêàëà êàæäûé êëàññ E-ýêâèâàëåíòíîñòè.
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Àëåêñàíäðîâà � Õàóñäîðôà è Ñóñëèíà î ñâîéñòâå ñîâåðøåííîãî ÿä�
ðà äëÿ áîðåëåâñêèõ è Σ1

1-ìíîæåñòâ.
Â ýòîì êîíòåêñòå âåñüìà âàæíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (íà ðóññêîì

ÿçûêå ñì. [19, òåîðåìà 12.1.1 è � 12.8]), êîòîðàÿ, â ñèëó ñêàçàííîãî
âûøå, ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ (òåîðåìà 6.3.1
â îòíîøåíèè PK(Σ1

1) è ñëåäñòâèå 6.3.2).

Òåîðåìà 18.4.2. (i) (Ñèëüâåð [165]) Ëþáîå Π1
1-îòíîøåíèå ýê�

âèâàëåíòíîñòè E íà NN èìååò ñâîéñòâî ñîâåðøåííîé òðàíñ-
âåðñàëè: ëèáî E èìååò ëèøü ñ÷åòíî ìíîãî êëàññîâ E-ýêâèâà�
ëåíòíîñòè, ëèáî ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííàÿ E-òðàíñâåðñàëü.

(ii) (Áýðäæåñ [67]) Ëþáîå Σ1
1-îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè E íà

NN ëèáî èìååò ≤ ℵ1 êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, ëèáî æå ñó�
ùåñòâóåò ñîâåðøåííàÿ E-òðàíñâåðñàëü.

Íàçîâåì òîíêèì (â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå: thin) òàêîå îò�
íîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè (íà ìíîæåñòâå îäíîãî èç ïîëüñêèõ ïðî�
ñòðàíñòâ), äëÿ êîòîðîãî íåò ñîâåðøåííîãî ìíîæåñòâà ïîïàðíî íåýê�
âèâàëåíòíûõ òî÷åê. Â ýòîé òåðìèíîëîãèè òåîðåìó 18.4.2(i) ìîæíî
ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: âñÿêîå òîíêîå Π1

1-îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò�
íîñòè èìååò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè.
Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî åñëè a ∈ NN,
òî ëþáîé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè òîíêîãî Π1

1 (a)-îòíîøåíèÿ ýêâèâà�
ëåíòíîñòè åñòü ∆1

1(a)-ìíîæåñòâî.
Ê ñîæàëåíèþ, òåîðåìà 18.4.2(i) óæå íå èìååò ìåñòà äëÿ Σ1

1-îò�
íîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè, íå ãîâîðÿ îá îòíîøåíèÿõ áîëåå âûñîêèõ
ïðîåêòèâíûõ êëàññîâ.

Óïðàæíåíèå 18.4.3 (= ïðåäëîæåíèå 12.8.1 â [19]). Ðàññìîòðèì
ëþáîå íåáîðåëåâñêîå Π1

1-ìíîæåñòâî C ⊆ NN , ðàçáèòîå íà áîðåëåâ�
ñêèå êîíñòèòóàíòû: C =

⋃
α<ω1

Cα . Îïðåäåëèì îòíîøåíèå E òàê:

x E y , åñëè è òîëüêî åñëè ∃α (x ∈ Cα ∧ y ∈ Cα) ∨ (x 6∈ C ∧ y 6∈ C) .

Äîêàæèòå, ÷òî E � òîíêîå Σ1
1-îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, è E èìå�

åò íåñ÷åòíî ìíîãî (ðîâíî ℵ1) êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ âñåãäà ëè ìîæíî ïîëó÷èòü àáñîëþò�
íûé ñïèñîê êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè äàííîãî òîíêîãî Σ1

1-îòíîøåíèÿ
E â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 〈Kα〉α<ω1

, ãäå êàæäûé êëàññ E-ýêâèâà�
ëåíòíîñòè Kα çàäàí êîíêðåòíûì, ýôôåêòèâíûì îáðàçîì. (Èçâåñò�
íûå äîêàçàòåëüñòâà íå ïðèíîñèò ýòîãî ñâîéñòâà.) Òàêàÿ ýôôåêòèâ�
íîñòü äîñòèæèìà (ñì. ðàáîòû [68] è [93]), åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ ¾ãèïîòåçà äèåçîâ¿ (îíà ðîäñòâåííà íåêîòîðûì ãèïîòå�
çàì ñóùåñòâîâàíèÿ áîëüøèõ êàðäèíàëîâ), ëèáî æå óíèâåðñóì âñåõ
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ìíîæåñòâ V ÿâëÿåòñÿ ãåíåðè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì êîíñòðóêòèâíîãî
óíèâåðñóìà L. (Èçâåñòíî, ÷òî ýòè äâå ãèïîòåçû íåñîâìåñòèìû.)

Èññëåäîâàíèå òîíêèõ Σ1
1-îòíîøåíèé îáëåã÷àåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà

âñå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè äàííîãî îòíîøåíèÿ ñóòü áîðåëåâñêèå
ìíîæåñòâà, ïðè÷åì îãðàíè÷åííîãî ðàíãà � òàêèå îòíîøåíèÿ ïðèíÿ�
òî íàçûâàòü ëóçèíñêèìè, ïîñêîëüêó Í.Í. Ëóçèí áûë èíèöèàòîðîì
èõ èçó÷åíèÿ (cì. �7.5 îá èñòîðèè âîïðîñà). Õîòÿ è çäåñü íåëüçÿ óòâåð�
æäàòü, ÷òî êàæäîå ëóçèíñêîå Σ1

1-îòíîøåíèå èìååò ëèøü ñ÷åòíî ìíî�
ãî êëàññîâ (ïðèìåð òîíêîãî Σ1

1-îòíîøåíèÿ ñ êëàññàìè ýêâèâàëåíòíî�
ñòè èç Π0

3 è íåñ÷åòíûì ÷èñëîì êëàññîâ óêàçàí Ñàìè â ðàáîòå [158]),
íî â ýòîì ñëó÷àå êëàññû ïî êðàéíåé ìåðå äîïóñêàþò ýôôåêòèâíîå
ïåðå÷èñëåíèå ñ÷åòíûìè îðäèíàëàìè.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî òå ïîëíûå ðàçáèåíèÿ íà âíåøíèå è âíóòðåí�
íèå êîíñòèòóàíòû, î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü â ïðîáëåìå ÎÏÒÀÑ (ñì.
�7.5), ñîîòâåòñòâóþò òîíêèì Σ1

1-îòíîøåíèÿì ýêâèâàëåíòíîñòè, îä-
íàêî äëÿ ýòîãî ñïåöèàëüíîãî òèïà Σ1

1-îòíîøåíèé óäàåòñÿ äîêàçàòü
(ñëåäñòâèå 16.1.4), ÷òî êàæäîå ëóçèíñêîå Σ1

1-îòíîøåíèå ýòîãî òèïà
èìååò ëèøü ñ÷åòíî ìíîãî êëàññîâ.

Ñòàíäàðòíàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ω
L[a]
1 < ω1 äëÿ

âñåõ a ∈ NN, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñâîéñòâî ñîâåðøåííîé òðàíñâåðñà�
ëè äëÿ ëóçèíñêèõ äàæå ∆1

2-îòíîøåíèé, ñîãëàñíî ñëåäóþùåé òåîðå�
ìå Ñòåðíà [176] (ñì. òàêæå ñòàòüþ Â. Ã. Êàíîâåÿ [10], ãäå ðåçóëüòàò
ïîëó÷åí ñïåöèàëüíî äëÿ îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæäåííûõ
ðàçáèåíèåì íà êîíñòèòóàíòû).

Òåîðåìà 18.4.4. Åñëè ω
L[a]
1 < ω1 äëÿ âñåõ a ∈ NN, òî âñÿêîå

ëóçèíñêîå ∆1
2-îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà NN èìååò ñâîéñòâî

ñîâåðøåííîé òðàíñâåðñàëè.

Ýòà òåîðåìà âëå÷åò òåîðåìó 16.1.1 â âàðèàíòå (?′). Â ñàìîì äåëå,
â óñëîâèÿõ òåîðåìû 16.1.1, îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

x E y ⇐⇒ ëèáî îáå òî÷êè x, y ïðèíàäëåæàò âíóòðåííåìó ìíîæå�
ñòâó A[F], ëèáî æå îáå òî÷êè x, y ïðèíàäëåæàò îäíîé
è òîé æå âíåøíåé êîíñòèòóàíòå Cξ[F]

ÿâëÿåòñÿ Σ1
1-îòíîøåíèåì íà NN (ïî òåîðåìå 5.4.3), à ñîâåðøåííîå

ìíîæåñòâî P ⊆ C[F] ìîæåò ïåðåñåêàòü ëèøü ñ÷åòíî ìíîãî âíåøíèõ
êîíñòèòóàíò Cξ[F] ïî òåîðåìå 5.3.4.

Íà ñàìîì äåëå, ðàáîòà [176] ñîäåðæèò è áîëåå òîíêèé ïîóðîâíå�

âûé àíàëèç ðîëè íåðàâåíñòâ âèäà ω
L[a]
ξ < ω1 .

3 Â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâ�

3 Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ω
L[a]
1 < ω1 äëÿ âñåõ a ∈ N

N, òî, ïî ëåììå 8.5.2, è

ω
L[a]
ξ < ω1 äëÿ âñåõ a ∈ NN è ξ < ω1 .
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ëåíî, ÷òî åñëè n ∈ N è ω
L[a]
n < ω1 , òî äëÿ ëþáîãî òîíêîãî Σ

1
1(a)-îòíî�

øåíèÿ E, åñëè âñå E-êëàññû ÿâëÿþòñÿ Σ0
n+3-ìíîæåñòâàìè, òî E èìå�

åò ëèøü ñ÷åòíî ìíîãî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî ïðè

n = 0 ãèïîòåçà ω
L[a]
0 = ω < ω1 ïðîñòî î÷åâèäíà, à ïîòîìó â êà÷åñòâå

ñëåäñòâèÿ ìû ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè a ∈ NN è âñå êëàññû ýêâèâàëåíò�
íîñòè òîíêîãî Σ1

1(a)-îòíîøåíèÿ E ÿâëÿþòñÿ Σ0
n+3-ìíîæåñòâàìè, òî

E èìååò ëèøü ñ÷åòíî ìíîãî êëàññîâ. Î äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ â
ýòîì íàïðàâëåíèè ñì. áîëüøóþ ñòàòüþ Äåáñà è Ñàí Ðàéìîíà [74].

Áîëåå ñèëüíàÿ, ÷åì ω
L[a]
1 < ω1 , ∀a ∈ NN, ãèïîòåçà ìîäåëè Ñîëî�

âåÿ, ïðèíîñèò è ñëåäóþùèé áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò, êîòîðûé óìåñòíî
ñðàâíèòü íå òîëüêî ñ 18.4.4, íî è ñ òåîðåìàìè 17.5.1 è 18.4.2, à òàêæå
ñ òåîðåìîé 6.3.1 (â îòíîøåíèè PK(Σ1

1)) è ñëåäñòâèåì 6.3.2.

Òåîðåìà 18.4.5. Â ìîäåëè Ñîëîâåÿ L[G ] èñòèííî ñëåäóþùåå.

(i) (Ñîëîâåé [166]) êàæäîå ROD ìíîæåñòâî X ⊆ NN èìååò ñâîé�
ñòâî ñîâåðøåííîãî ÿäðà;

(ii) (Ñòåðí [176]) êàæäîå ROD îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè E íà
NN ëèáî èìååò ≤ ℵ1 êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, ëèáî ñóùå�
ñòâóåò ñîâåðøåííàÿ E-òðàíñâåðñàëü;

(iii) (Ñòåðí [176]) êàæäîå ëóçèíñêîå ROD îòíîøåíèå ýêâèâàëåí-
òíîñòè E íà NN èìååò ñâîéñòâî ñîâåðøåííîé òðàíñâåðñàëè,
ò. å. ëèáî E èìååò ëèøü ñ÷åòíî ìíîãî êëàññîâ ýêâèâàëåíò-
íîñòè, ëèáî ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííàÿ E-òðàíñâåðñàëü.

Ñîîòâåòñòâåííî, âî âòîðîé ìîäåëè Ñîëîâåÿ (HROD)L[G ] âîîáùå
êàæäîå ìíîæåñòâî X ⊆ NN èìååò ñâîéñòâî ñîâåðøåííîãî ÿäðà,
êàæäîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè E íà NN ëèáî èìååò ≤ ℵ1

êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, ëèáî ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííàÿ E-òðàíñ�
âåðñàëü, è êàæäîå ëóçèíñêîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè èìååò
ñâîéñòâî ñîâåðøåííîé òðàíñâåðñàëè.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ îäíîé èç öåíòðàëüíûõ òåì â ðàáîòàõ ïî äå�
ñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ ñòàëî èññëåäîâàíèå òðàíñâåðñàëåé,
¾áîëüøèõ¿ â äðóãèõ ñìûñëàõ, ÷åì ïðîñòî ñîâåðøåííûå ìíîæåñòâà.
Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, äëÿ ëþáîãî σ-èäåàëà I â àëãåáðå áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ X ⊆ NN ìîæíî ñòàâèòü âîïðîñ î êðèòåðèÿõ òîãî, ÷òî äàí�
íîå áîðåëåâñêîå (èëè Σ1

1 , Π1
1 , è ò. ä.) îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

E íà NN èìååò I -áîëüøóþ òðàíñâåðñàëü P ⊆ NN � ò. å. ïðîñòî E-
òðàíñâåðñàëü P äîëæíà áûòü áîðåëåâñêèì ìíîæåñòâîì íå èç èäåà�
ëà I . Íàèáîëåå ïðîñòûì èç íåòðèâèàëüíûõ çäåñü ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé
èäåàëà Iñ÷åò âñåõ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûõ X ⊆ NN , äëÿ êîòîðîãî ïî�
ñòàâëåííûé âîïðîñ ðàâíîñèëåí ñóùåñòâîâàíèþ ñîâåðøåííîé òðàíñ�
âåðñàëè � ñî âñåìè èçëîæåííûìè âûøå ðåçóëüòàòàìè.
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Ðÿä äðóãèõ σ-èäåàëîâ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ðàññìîòðåí â ýòîì
ïëàíå â ìîíîãðàôèè [115]. Îäíèì èç ëó÷øå èçó÷åííûõ ñðåäè íèõ ÿâ�
ëÿåòñÿ èäåàë Iσ-îãð σ-îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ X ⊆ NN (ò. å. òåõ,
êîòîðûå íàêðûâàþòñÿ σ-êîìïàêòíûìè ìíîæåñòâàìè). Ïî òåîðåìå
Ãóðåâè÷à � Ñàí Ðàéìîíà (òåîðåìà 3.5.4 â êíèãå [19]), äëÿ òîãî, ÷òîáû
Σ1

1-ìíîæåñòâî X ⊆ NN ñîäåðæàëî ñóïåðñîâåðøåííîå (ñì. ñíîñêó 1
íà ñòð. 348) ïîäìíîæåñòâî, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî (íåîáõîäèìîñòü
î÷åâèäíà), ÷òîáû X íå ïðèíàäëåæàëî èäåàëó Iσ-îãð . Ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà Â. Ã. Êàíîâåÿ è Â.À. Ëþáåöêîãî [110] ìîæåò ðàññìàòðèâàòü�
ñÿ êàê äàëåêî èäóùåå îáîáùåíèå ýòîãî êëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà.

Òåîðåìà 18.4.6. Åñëè F1, . . . ,Fn � áîðåëåâñêèå îòíîøåíèÿ ýê�
âèâàëåíòíîñòè íà NN, à X ⊆ NN � ìíîæåñòâî èç Σ1

1 , òî äëÿ ñó�
ùåñòâîâàíèÿ ñóïåðñîâåðøåííîãî ìíîæåñòâà P ⊆ X, ÿâëÿþùåãîñÿ
Fk-òðàíñâåðñàëüþ äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû X íåëüçÿ áûëî íàêðûòü îáúåäèíåíèåì ñ÷åòíîãî ÷èñëà êîì�
ïàêòíûõ ìíîæåñòâ è êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîøåíèé Fk .

Îáîáùåíèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà íà ïðîåêòèâíûå èëè ROD ìíîæå�
ñòâà è îòíîøåíèÿ â ìîäåëè Ñîëîâåÿ ïîêà íåèçâåñòíû, íî â ñòàòüå
[107] ïîëó÷åíû íåêîòîðûå îáíàäåæèâàþùèå ðåçóëüòàòû.
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îáðàòíîå, 29
ïîðÿäêà

ëèíåéíîå, 31
ïîëíîå, 31
ôóíäèðîâàííîå, 31
÷àñòè÷íîå, 31

ïðåäïîðÿäêà, 31
ëèíåéíîå, 31
ôóíäèðîâàííîå, 31

ðàíã, |R|, 50
òåðíàðíîå, 35
ôèíàëüíîå, 227
ôèíàëüíîå äîìèíèðîâàíèå, 181,

228
ôóíäèðîâàííîå, 30
ýâåíòóàëüíîå, 227
ýêâèâàëåíòíîñòè, 30

E0, 127
ýêñòåíñèîíàëüíîå, 51
n-àðíîå, 35

îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
ëóçèíñêîå, 353
òîíêîå, 352

îòîáðàæåíèå, 28
áîðåëåâñêèé èçîìîðôèçì, 80
áîðåëåâñêîå, 80

ïàðà
àðèôìåòè÷åñêàÿ, ddi, jee, 81
íåóïîðÿäî÷åííàÿ, {x, y}, 27
óïîðÿäî÷åííàÿ, 〈x, y〉, 27

ïåðå÷èñëåíèå sn, 81
ïåðåìåííàÿ

òèïà 0, 84
òèïà 1, 84
òèïà N, 84
òèïà NN, 84
òèïà (N<ω)N

<ω

, 89
òèïà N<ω, 89
òèïà (N<ω)N, 89
òèïà P(N<ω), 89

ïîðÿäîê
ã¼äåëåâ, <ã�åä

X , 152
ã¼äåëåâ, <ã�åä, 152
ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé, <lex, 129
Ëóçèíà � Ñåðïèíñêîãî,<ëñ, 111

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñîïðÿæåííûå, 142

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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áåñêîíå÷íàÿ, 47
êîíå÷íàÿ, 47
íåîãðàíè÷åííàÿ ïî èíäåêñó, 142
íåîãðàíè÷åííàÿ ïî ðàíãó, 143
îãðàíè÷åííàÿ ïî èíäåêñó, 142
îãðàíè÷åííàÿ ïî ðàíãó, 143
òðàíñôèíèòíàÿ, 47

ïî÷òè âñå, 20, 227
ïðèíöèï

Îòäåëèìîñòü, 114
Ðåäóêöèÿ, 114
Óíèôîðìèçàöèÿ, 113

ïðîáëåìà
èçìåðèìîñòè äëÿ Σ1

2, 136
ñîâåðøåííîãî ÿäðà äëÿ Π1

1, 132
ñâîéñòâà Áýðà äëÿ Σ1

2, 137
óçêàÿ ïðîáëåìà êîíòèíóóìà, 146,

336
óçêàÿ ïðîáëåìà Ëåáåãà, 146, 336
ÓÏÊ, 146, 336
ÓÏË, 146, 336

ïðîîáðàç, 21
ïðîñòðàíñòâî

Áýðà, 81
áýðîâñêîå, 81
áýðîâñêîå ïðîèçâåäåíèå, 81
îáîáùåííîå, 88

ÎÁÏ, 88
ïîëüñêîå, 80

ðàíã, 103, 315
Êàíòîðà � Áåíäèêñîíà, 104

ðàíã ïî ôîí Íåéìàíó, 62
ðåêóðñèÿ

òðàíñôèíèòíàÿ, 47
ðåëÿòèâèçàöèÿ, ϕM , 61
ðåëÿòèâèçàöèÿ, ϕ〈M ;ε〉, 58
ðåøåòî, 111

ñå÷åíèå, 111
ÑÁ ìíîæåñòâî, 269

áîðåëåâñêîå, 269
îòêðûòîå, 269
çàìêíóòîå, 269

ñâîéñòâî
Áýðà, 126
èçìåðèìîñòü, 126
ñîâåðøåííîãî ÿäðà, 126, 127

ñîâåðøåííîé òðàíñâåðñàëè, 351
ñâ¼ðòêà Ìîñòîâñêîãî, 61
ñå÷åíèå, 20, 102, 105, 113
ñå÷åíèå ðåøåòà, 111
ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü, 20
ñèíãëåòîí, 27, 94
ñèñòåìà

èçìåëü÷àþùàÿñÿ, 100
ìîíîòîííàÿ, 100
íåèñ÷åçàþùàÿ, 100
ðåãóëÿðíàÿ, 100
ñóñëèíñêàÿ, 100

ñêëåéêà
ãåíåðè÷åñêàÿ êîýíîâñêàÿ, 184
êàðäèíàëîâ, 184

ñîïðÿæåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, 142
ñîâìåñòíàÿ íåçàâèñèìîñòü, 229
ñòàíäàðòíîå ìíîæåñòâî, 74
ñòåïåíü

ñ÷åòíàÿ, Pctbl(X), 67
ñòåïåíü, P(X), 40
ñòðóêòóðà

èçîìîðôèçì, 30
èçîìîðôíûå, 30
îáëàñòü, 58
ðåëÿöèîííàÿ, 29
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ, 58

ñóïðåìóì
supX, 49

ñóñëèíñêàÿ ñèñòåìà, 100
àññîöèèðîâàííîå îòîáðàæåíèå,

102
ñõåìà àêñèîì, 41
Ñ×Ò, 269
òåîðèÿ

Tx, 292
ZC, 66
ZF, 41
ZFC, 41
ZFC−, 66
ZFC−⊆-îãð, 69
ZFCI, 242
ZFC−ℵ0

, 67
òåðì

àðíîñòü, 85
òèïà N, 84
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òî÷êà
âåòâëåíèÿ, 182
ãåíåðè÷åñêàÿ ïî Êîýíó, 178
êîýíîâñêàÿ, 186
ñëó÷àéíàÿ, 180, 186
ñëó÷àéíàÿ ïî Ñîëîâåþ, 180
µ-ñëó÷àéíàÿ, 186
PM
coh-ãåíåðè÷åñêàÿ, 217

PM
I -ãåíåðè÷åñêàÿ, 214
PM
λ -ãåíåðè÷åñêàÿ, 217

òî÷êà âåòâëåíèÿ, 182
òî÷êà ôóíäèðîâàííîñòè, 102
òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå, 62
òðàíñâåðñàëü, 351

ñîâåðøåííàÿ, 351
R-òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå, 50

óçêàÿ ïðîáëåìà êîíòèíóóìà, 146, 336
óçêàÿ ïðîáëåìà Ëåáåãà, 146, 336
óíèâåðñóì

áóëåâîçíà÷íûé, 172
óíèâåðñóì ìíîæåñòâ V, 44
ÓÏÊ, 146, 336
ÓÏË, 146, 336
¾óñëîâèå¿

áîëåå ñèëüíîå, 170
âûíóæäàþùåå, 170

¾óñëîâèÿ¿
íåñîâìåñòèìûå, 170
ñîâìåñòèìûå, 170
I -ñîâìåñòèìûå, 210

ôèíàëüíîå äîìèíèðîâàíèå, 181, 228
ôèíàëüíîå îòíîøåíèå, 227, 228
ôîðìóëà

àáñîëþòíàÿ, 71
àíàëèòè÷åñêàÿ, 86
àðèôìåòè÷åñêàÿ, 86
àòîìàðíàÿ, 86
âûïîëíèìàÿ, 59
âûïîëíèìîñòü, M |= ϕ, 61
âûïîëíèìîñòü, Sat(M), 61
âûïîëíèìîñòü, Sat(M, ε), 59
âûïîëíèìîñòü, 〈M ; ε〉 |= ϕ, 59
èñòèííàÿ, 59
èñòèííàÿ â ìîäåëè, 59
êàíîíè÷åñêàÿ, 107, 133
ìíîæåñòâî ClForm(X), 59

ìíîæåñòâî Form(X), 59
îãðàíè÷åííàÿ, 68, 87
ðåäóöèðîâàííàÿ, Φóçê, 90
ðåëÿòèâèçàöèÿ, ϕM , 61
ðåëÿòèâèçàöèÿ, ϕ〈M ;ε〉, 58
∈-ôîðìóëà, 40
odx, 65
ord(ξ), 71
Π0
n, 87

Π1
n, 87
ïðàêòè÷åñêè, 92, 93

Σ0
n, 87

Σ1
n, 87
ïðàêòè÷åñêè, 92, 93

ôîðñèíã, 170
äîìèíèðóþùèé, D, 181
Êîýíà, Pcoh, 217
Êîýíà, C, 177
Ëåâè � Ñîëîâåÿ, 262
îòíîøåíèå ||−−M

I , 214
îòíîøåíèå ||−−M

P
, 175

ïîðîæäåííûé èäåàëîì, 210, 211
ïðèñîåäèíÿþùèé òî÷êó, 179
Ñàêñà, S, 182
ñëó÷àéíûé, Pλ, 217
ñëó÷àéíûé, R, 179
Ñîëîâåÿ, 262
ýêâèâàëåíòíûå ôîðñèíãè, 218
Coll(ω, κ), 183
ε-ñëó÷àéíûé, Rε, 182
κ-ñêëåèâàþùèé, 183
PI , 210
PM

I , 211
ôóíäèðîâàííàÿ ïîäìîäåëü WFε, 74
ôóíäèðîâàííîå ÿäðî, 74
ôóíäèðîâàííûé

îðäèíàë, 74
ýëåìåíò, 74

ôóíêöèÿ, 28
áèåêöèÿ, 28
âûáîðà, 41, 43
èíúåêöèÿ, 28
êëàññ-ôóíêöèÿ, 45
êëàññà K, 94
ìåäëåííàÿ, 228
Ìîñòîâñêîãî, φR, 52
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îáëàñòü çíà÷åíèé, 20, 28
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, 20, 28
ñþðúåêöèÿ, 28
K-ôóíêöèÿ, 94

ôóíêöèÿ ðàíãà, 50
öåíòðèðîâàííîå

ìíîæåñòâî, ôîðñèíã, 280
σ-öåíòðèðîâàííîå

ìíîæåñòâî, ôîðñèíã, 280
÷èñëî ýëåìåíòîâ, 20
ýëåìåíòàðíàÿ ïîäìîäåëü, 61
ýëåìåíòàðíîå ðàñøèðåíèå, 61
ÿçûê

∈-ÿçûê, 40
ÿçûê àíàëèòè÷åñêèõ ôîðìóë, 84

ðàñøèðåííûé, 89
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Èíäåêñ îáîçíà÷åíèé1

A[F], 100, 105
A<ξ[F], 105
Aξ[F], 105
aG, 177, 179, 181
aG, 213
A[R], 111
A<ξ[R], 112
Aξ[R], 111
BC, 116
BC∞, 315
BC<ω1 , 316
BCα, 315
(BC)M, 121
Bκ , 315
(Bκ )M, 121
Bκ (s), 116, 315
Bκ , 116
B2

κ , 119
Bor(X), 80
BP(K), 128
BTf , 116, 315
BTf (s), 116, 315
bu, 269, 270
C, 177
c, ìîùíîñòü êîíòèíóóìà, 54, 67
cardX, 52, 53
C[F], 105
C<ξ[F], 105
Cξ[F], 105
CH, 54
ClForm(X), 59
codI , 198, 210

1 Îñíîâíûå òåîðåòèêî-ìíîæåñò-
âåííûå è ëîãè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ,
èñïîëüçóåìûå â íàñòîÿùåé êíèãå,
ïðèâåäåíû íà ñòð. 18, 19.
Àëôàâèòíàÿ ÷àñòü íèæåñëåäóþ�

ùåãî èíäåêñà ãðóïïèðóåò îòäåëüíî
ëàòèíñêèå è ãðå÷åñêèå áóêâû (ê ïî�
ñëåäíèì ïðèñîåäèíåí è àëåô ℵ). Çà�
òåì ñëåäóåò ñèìâîëüíàÿ ÷àñòü èí�
äåêñà ñî ñêîáî÷íûìè è èíûìè îáî�
çíà÷åíèÿìè, ïðÿìî íå ñâÿçàííûìè
ñ îïðåäåëåííîé áóêâîé èëè ãðóïïîé
áóêâ.

Cod<(µ), 193
Cod<(µ), 129
cofκ, 54
CohM, 186
C[R], 111
C<ξ[R], 112
Cξ[R], 111
{X, 20
D, 181
DC, 44
dom f , 20, 28
domR, 29
E, 73
E0, 127
E0, 73
sext, 89
F1 − F8, 150
f{a}, 88
FC, 119
(FC)M, 121
fG, 183
F γ , 151
Fγ , 153
F γ [X], 151
Fγ [x], 153
Form(X), 59
F x, 102, 105
GCH, 54
gn s, 82
HC, 64
HF, 64
Hk`, 81
HOD, 65
HROD, 65
Hu, 269, 270
Iñ÷åò, 354
Icat, 194
IFT, 104
IFTξ, 104
IFT<ξ, 104
Iλ, 197
(I )M, 198
IO, 112
Iσ-îãð, 355
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L, 151
`1, 228
last s, 317
S , 228
lh s, 20
lim supn∈NAn, 229
LM(K), 128
L[X], 151
Lξ, 152
Lξ[X], 152
MaxT , 103, 315
Mε, 74
M[G], 173
Moda, 292
N, 20, 21, 33, 42
N<ω, 20
(N)ε, 73
(n)ε, 76
Nε, 73
OD, 65
OD(a), 339
OD(P ), 65
OD(P ), 245
odx, 65
Ordε, 73
ord(ξ), 71
P(A), 20
pair(z, a, b), 28
Pcoh, 217
PE(t), 173
PFC, 119
(PFC)M, 121
PI , 210
PM

I , 211
PK(K), 127
Pλ, 217
P(X), 40
Pctbl(X), 67
R, 179
Rε, 182
ran f , 20, 28
ranR, 29
RandM, 186
RandµM, 186
P red, 88
rnkx, 62

ROD, 65
S, 182
Sat(M), 61
Sat(M, ε), 59
sn, 81
sextn , 82
supX, 49
Tree, 102
Tx, 292
T{a}, 88
TCε(x), 74
TCR(x), 50
TC(X), 62
V, 44
V(P), 172
Vξ, 61
WFε, 74
WFε, 74
WFOrdε, 74
WFT, 104
WFTξ, 104
WFT<ξ, 104
widT , 315
WO, 112
WOξ, 112
Twf, 102
ZC, 66
ZFC−, 66
ZFC−⊆-îãð, 69

ZFC−ℵ0
, 67

ZFCI, 242

ℵ0, 53
ℵ1, 54
ℵξ, 53
γ{a}, 88
κ[s], 116
λ, 126
λp, 126
α<ω, 315
ωM

1 , 140
ω1, 54
ω
L[a]
1 , 157
ωL1 , 157
ωξ, 53
ωLξ , 157
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ω
L[a]
ξ , 157

Ord<ω, 315
X<ω, 20
πρ, 117
Σ0
ξ , Π0

ξ , ∆0
ξ , Γ0

ξ , 82
Σ1

0 , Π1
0 , ∆1

0 , Γ1
0, 83

Σ1
n , Π1

n , ∆1
n , Γ1

n, 83
Σ0
n , Π

0
n , ∆

0
n, 87

Σ0
n(a) , Π0

n(a) , ∆0
n(a), 87

Σ1
n , Π

1
n , ∆

1
n, 87

Σ1
n(a) , Π1

n(a) , ∆1
n(a), 87

Σ1
2 [L[a]] , Π1

2 [L[a]] , ∆1
2[L[a]], 200

Σ1
n[P ] , Π1

n[P ] , ∆1
n[P ], 87

φR, 52
φε, 74
ϕ[G], 176
ϕ〈M ;ε〉, 58
ϕM , 61
Φóçê, 90

0 = κ[Λ], 215
1 = ¬0, 215
2n, 20
2κ, 53, 54
2<ω, 20
∞, 103
∅, 40
#(X), 20
≤∗, 181
<∗, 228
≤∗, 228
<ã�åä, 152
<ã�åä
X , 152

<lex, 129
<ëñ, 111
:=, 21
∈∗, 228
⊆∗, 228
{x, y}, 27
〈x, y〉, 27∧
n κn, 117∨
n κn, 117

κ1 r κ2, 117
κ1 ∧ κ2, 117
κ1 ∨ κ2, 117
∇n κn, 116

¬κ, 117⋃
X, 40

Xn, 20
XY , 20
(X)a, 20
〈Xa〉a∈A, 28
X 4 Y , 20
A×B, 20
f �X, 20
f−1[X], 21
f [X], 21
R−1(x), 50
R−1, 29
(n)ëåâ, 81
(n)ïðà, 81
(a)ëåâ, 82
(a)n, 82
(a)ïðà, 82
a−, 82
a ��m, 85
[s], 21
s �m, 35
ddi, jee, 81
ddxee, 81
M |= ϕ, 61
〈M ; ε〉 |= ϕ, 59
||−−M

I , 214
||−−M

P
, 175

t[G], 172
t[[G]], 173
|R|, 50
[s], 81
[[T ]], 81
|T |, 103, 315
T �s, 102
(Q)x, 113
Rx, 111
|ε|, 73
(s)ε, 76
ε−1(x), 73
(x)ε, 76
κ+, 54
τ̂ , 85
ϕ̂, 96
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