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Напоминание по Лекции 1 возврат оглавл

Польские пространства P .

Множества X ⊆ P — точечные множества.

Борелевские множества X ⊆ P .

Борелевские классы Σ0
α,Π

0
α,∆

0
α .

Σ0
1 = открытые, Π0

1 = замкнутые, Σ0
2 = Fσ , Π0

2 = Gδ .

Проективные множества X ⊆ P .

Проективные классы Σ1
n,Π

1
n,∆

1
n .

Кортежи натуральных чисел Cort = N<ω .
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Класс Σ1
1 : aналитические множества возврат оглавл

Лемма (лемма о пяти определениях, [Jech] с. 142–144)
Следующие классы множеств совпадают в любом польском P :

1 непрерывные образы пространства N в P ;

2 непрерывные образы борелевских множеств, расположенных
в польских пространствах ;

3 проекции на борелевских множеств в P × Y , где Y —
любое польское пространство ;

4 проекции на P замкнутых множеств в P ×N ;

5 действие А-операции на замкнутые множества в P .

Этот класс сейчас называется: Σ1
1 -множества .

Класс дополнительных множеств обозначается Π1
1 : если

множество A в пространстве P принадлежит Σ1
1 то его

дополнение P r A принадлежит Π1
1 , и наоборот.

∆1
1 = Σ1

1 ∩Π1
1 — множ-ва, принадлежащие одновременно Σ1

1 и Π1
1.
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Теорема борелевской отделимости оглавл

Множ-ва X ,Y в пространстве P В-отделимы, если есть такое
борелевское множество Z , что X ⊆ Z но Z ∩ Y = ∅, pис. 1 .

Контрпример. Если X ⊆ N — множество класса Σ1
1 но не Π1

1 ,
и Y = N r X , то X ,Y В-неотделимы.
В самом деле, отделяющее множество может быть только само
X . Но X — не борелевское, т.к. все борелевские множества
принадлежат Σ1

1 согласно следствию из теоремы 1 Лекции 1.

Tеорема 2 (теорема отделимости, [Jech] Lemma 11.11)

Любые два дизъюнктных Σ1
1 -множества X ,Y в польском

пространстве P В-отделимы.

Док-во
Предположим противное: множества X ,Y В-неотделимы.
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Док-во теоремы отделимости: продолжение оглавл

По лемме о 5 определениях , имеются непрерывные
f , g : N → P , для которых X = f [N ], Y = g [N ] — f -образы.

Ecли s ∈ Cort то пусть Ns = {x ∈ N : s ⊆ x} (бэровский
интервал) и Xs = f [Ns ], Ys = g [Ns ] — это тоже Σ1

1 -множества.

Имеем X =
⋃

n X⟨n⟩ , Y =
⋃

m Y⟨m⟩ ; ⟨n⟩ — одночленный кортеж.

Найдутся n,m < ω для которых X⟨n⟩ и Y⟨m⟩ также В-неотделимы.

(Иначе, если какое-то борелевское Cnm отделяет X⟨n⟩ от Y⟨m⟩ для
всех n,m , то борелевское C =

⋃
n

⋂
m Cnm отделяет X от Y .)

Аналогично, ∃ n′,m′ < ω для кот. X⟨n,n′⟩ и Y⟨m,m′⟩ В-неотделимы.

Аналогично, ∃ n′′,m′′ < ω , X⟨n,n′,n′′⟩ и Y⟨m,m′,m′′⟩ В-неотделимы.

И так далее.
kanovei@iitp.ru Лекция 1 Осень 2023 8 / 43



X ,Y неотделимые Σ1
1 оглавл
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X = f [N ] и Y = g [N ] оглавл
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X⟨n⟩,Y⟨n⟩ неотделимые Σ1
1 подмножества оглавл
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X⟨n⟩ = f [N⟨n⟩] оглавл
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Y⟨m⟩ = g [N⟨m⟩] оглавл
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Док-во теоремы отделимости: окончание оглавл

Это приносит нам две последовательности

a = ⟨n, n′, n′′, . . . ⟩ и b = ⟨m,m′,m′′, . . . ⟩ в N = ωω,

такие что множество Xa�k В-неотделимо от Yb�k , ∀ k .

Тогда x = f (a) ∈ X и y = g(b) ∈ Y , так что x ̸= y .
Рассмотрим непересекающиеся окрестности x ∈ Ux , y ∈ Uy .
По непрерывности, найдется такое k для которого

Xa�k = f [Na�k ] ⊆ Ux и Yb�k = g [Nb�k ] ⊆ Uy

Следовательно, множества Xa�k и Yb�k отделимы открытым
множеством Ua .

Это противоречие завершает доказ-во теоремы отделимости.
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Теорема Cуслина оглавл

Cледствие (теорема Суслина)
В любом польском пространстве P , класс борелевских множеств
совпадает с классом ∆1

1 .

Док-во

Если X ⊆ P борелевское то X принадлежит ∆1
1 .

Обратно, рассмотрим ∆1
1 -множество X ⊆ P .

Тогда X и дополнительное множество Y = P r X принадлежат
∆1

1 , cледовательно принадлежат Σ1
1 .

Поэтому по теореме отделимости найдется борелевское
множество B , отделяющее X от Y .

Но это множество B обязано быть равным X .

Значит, и X — борелевское множество, что и требовалось.
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Кортежи и деревья оглавл
Cort = Cort1 := ω<ω =

⋃
n ω

n — кортежи натуральных чисел;

lh(s) — длина кортежа s , т. е. s ∈ ωn =⇒ lh(s) = n ;

Λ = ∅ — пустой кортеж, lh(Λ) = 0;

Cort2 = {⟨s, t⟩ : s, t ∈ Cort ∧ lh(s) = lh(t)} — мультикортежи
Cort3 = {⟨s, t, u⟩ : s, t, u ∈ Cort ∧ lh(s) = lh(t) = lh(u)}, и т. д.

Множество T ⊆ Cort — дерево, если для каждого кортежа s ∈ T :
m < lh(s) =⇒ s �m ∈ T , и тогда [T ] = {x ∈ N : ∀m (x �m ∈ T )} —
замкнутое множество в N . Если T ̸= ∅ то Λ ∈ T .

Аналогично, T ⊆ Cort2 — дерево, если для каждого ⟨s, t⟩ ∈ T :
n < lh(s) = lh(t) =⇒ ⟨s � n, t � n⟩ ∈ T , и в этом случае

[T ] = {⟨x , y⟩ ∈ N ×N : ∀m (⟨x �m, y �m⟩ ∈ T )}

— замкнутое множество в N ×N .

То же для T ⊆ Cortr , для любой размерности r ≥ 1.
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Фундированные деревья оглавл

Дерево T ⊆ Cort называется нефундированным, если есть
такая точка x ∈ N что x �m ∈ T для всех m . Такая точка x
если она есть называется бесконечной ветвью дерева T , она
принадлежит множеству [T ] = {x ∈ N : ∀m (x �m ∈ T )}.

Дерево T ⊆ Cort, не имеющее бесконечных ветвей, называется
фундированным. В этом случае T допускает единственную
функцию ранга ϱT : T → Ord, удовлетворяющую условию

ϱT (s) = supsak∈T
(
ϱT (s

ak) + 1
)

− [Jech] Theorem 2.27.

В частности ϱT (s) = 0 для концевых вершин s ∈ T .

Если T ⊆ Cort фундировано то ординал
∥T∥ = sups∈T

(
ϱT (s) + 1

)
называется высотой дерева T .

Упражнение: ∥∅∥ = 0, ∥{Λ}∥ = 1, ∥{Λ, ⟨3⟩, ⟨5⟩, ⟨5, 0⟩}∥ = 3.
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Теорема характеризации оглавл
τ = все деревья T ⊆ Cort
τ if = нефундированные деревья в τ , ill-founded

τ wf = фундированные деревья в τ , well-founded

τ wf
α = {T ∈ τ wf : ∥T∥ = α}, α < ω1

τα(s) = {T ∈ τ : s ∈ T ∧ T �s ∈ τ wf ∧ ∥T �s∥ ≤ α}, где
T �s = {t ∈ Cort : sat ∈ T} − s-конус в T .

Теорема (о характеризации)

Множество τ замкнуто в польском пространстве 2Cort. — Упражн.
Множествa τ if , τ wf имеет классы Σ1

1 , Π1
1 cоответственно.

Множествa τα(s) и τ wf
α борелевские.

Док-во

По определению, T ∈ τ if равносильно ∃ x ∈ N ∀m (x �m ∈ T ).
Упражнение: Um = {⟨x ,T ⟩ : x �m ∈ T} замкнуты (даже ОЗ) в N×τ.
Это значит, что τ if= проекция замкнутого множества U =

⋂
m Um .

Остается сослаться на леммy о 5 определениях .
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Теорема характеризации: борелевость оглавл

Доказательство борелевости множеств τα(s) ведем трансфинитной
индукцией по α.

Положим τ (s) = {T ∈ τ : s ∈ T} — замкнутоe.

База: α = 0. T ∈ τ0(s)⇐⇒ s ̸∈ T , значит τ0(s) = τ rτ (s) – борел.

Шаг: α > 0 и лемма доказана для всех β < α, s ∈ Cort. Имеем

T ∈ τα(s) ⇐⇒ s ∈ T ∧ ∀ k
(
sak ∈ T =⇒ ∃β < α (T ∈ τβ(s

ak))
)
,

τα(s) = τ (s) ∩
⋂

k

((
τ rτ (sak)

)
∪
(⋃

β<ατβ(s
ak)

))
.

Отсюда по индуктивному предположению следует борелевость τα(s).

Наконец, τ wf
α = τα(Λ)r

⋃
β<ατβ(Λ), также борелевское.
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T ∈ τα(s) ⇐⇒ s ∈ T ∧ ∀ k
(
sak ∈ T =⇒ ∃β < α (T ∈ τβ(s

ak))
)
,

τα(s) = τ (s) ∩
⋂

k

((
τ rτ (sak)

)
∪
(⋃

β<ατβ(s
ak)

))
.

Отсюда по индуктивному предположению следует борелевость τα(s).

Наконец, τ wf
α = τα(Λ)r

⋃
β<ατβ(Λ), также борелевское.
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Π1
1 -множества: нормальная форма оглавл

Теорема ([Jech], Theorem 25.3)

Если C ⊆ N есть Π1
1 -множество то найдется непрерывная

функция x 7−→ T (x) из N в τ , для которой

C = {x ∈ N : T (x) ∈ τ wf} — нормальная форма.

Док-во

Дополнительное множество A = N r C принадлежит Σ1
1 . По

лемме о 5 определениях , найдется замкнутое Z ⊆ N ×N , для
которого

x ∈ A ⇐⇒ ∃ y ∈ N Z (x , y) . (1)

Пишем Z (x , y) вместо ⟨x , y⟩ ∈ Z — реляционная запись .

kanovei@iitp.ru Лекция 1 Осень 2023 27 / 43



Π1
1 -множества: нормальная форма возврат оглавл
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Π1
1 -множества: нормальная форма, окончание оглавл

Множество R = {⟨s, t⟩ ∈ Cort2 : (Ns ×Nt) ∩ Z ̸= ∅} — дерево:
если s ′ ⊂ s и t ′ ⊂ t то (Ns ×Nt) ⊆ (Ns′ ×Nt′).

Кроме того, Z (x , y) ⇐⇒ ∀mR(x �m, y �m). Отсюда имеем:

x ∈ A ⇐⇒ ∃ y ∈ N ∀mR(x �m, y �m) . (2)

Теперь если x ∈ N то пусть

T (x) = {t ∈ Cort : R(x � lh(t), t)}. (3)

Эта функция x 7−→ T (x), из N в τ , непрерывна.

А из (2) следует, что C = {x ∈ N : T (x) ∈ τ wf} .
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Множества строго классов Σ1
1 , Π1

1 оглавл

Лемма
Множество τ if является строго Σ1

1 -множеством, т. е. не Π1
1 , и

соответственно τ wf является строго Π1
1 (не Σ1

1).

Док-во

В самом деле, иначе τ wf есть ∆1
1 .

Cледовательно, по теореме о нормальной форме , все
Π1

1 -множества суть ∆1
1 как непрерывные прообразы τ wf .

Противоречие с теоремой иерархии (Лекция 1).
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Cледствиe о борелевости конституант оглавл

Cледствие (о борелевости конституант)
В условиях теоремы о нормальной форме , если α < ω1 то
множество-конституанта

Cα = {x ∈ C : ∥T (x)∥ = α}

борелевское.

Док-во: Cα = {x ∈ C : T (x) ∈ τ wf
α } есть непрерывный

T -прообраз борелевского множества τ wf
α .

Cледствие (о разложении на ℵ1 борелевских множеств)

Каждое Π1
1 -множество есть объединение ℵ1 борел. множеств.

Док-во: C =
⋃

α<ω1
Cα , где конституанты Cα борелевские по

предыдущему cледствию.
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Отображения деревьев сохраняющие порядок оглавл

Напомним: τ = все деревья T ⊆ Cort,
τ wf = все фундированные T ∈ τ , это строго Π1

1 -множество !

каждое T ∈ τ wf имеет высоту ∥T∥ < ω1 .

Цель этого раздела — показать, что бинарные отношения ∥S∥ ≤ ∥T∥
и ∥S∥ < ∥T∥ (как множества пар в польском τ ×τ ) являются
внезапно!! как-бы Σ1

1 -отношениями.

Пусть T ∈ τ . Отображение f : T → Cort сохраняет порядок, кратко
ОСП , если s ⊂ t =⇒ f (s) ⊂ f (t) для всех s, t ∈ T .

Вводятся бинарные отношения сводимости 6СП , <СП на τ .

S 6СП T , если найдется ОСП f : S → T ;

S <СП T , если S 6СП (T �s) для какого-то s ∈ T , s ̸= Λ,
где, напомним, T �s = {u ∈ Cort : sau ∈ T} есть s -конус в T .

Отношение <СП не антирефлексивно, может быть T <СП T .
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Теорема о рангах и отображениях оглавл

Теорема (о рангах и отображениях)
Пусть S ,T ∈ τ — деревья. Тогда

1 если S 6СП T и T ∈ τ wf то S ∈ τ wf и ∥S∥ ≤ ∥T∥ ;

2 если S <СП T и T ∈ τ wf то S ∈ τ wf и ∥S∥ < ∥T∥ ;

3 если S ∈ τ wf и T ∈ τ if то S <СП T ;

4 если S ,T ∈ τ wf и ∥S∥ ≤ ∥T∥ то S 6СП T ;

5 если S ,T ∈ τ wf и ∥S∥ < ∥T∥ то S <СП T .

Дополнительно, отношения 6СП и <СП имеют класс Σ1
1 как

множества пар в польском τ ×τ .
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Теорема о рангах и отображениях: оценка класса оглавл

Oтношения 6СП и <СП имеют класс Σ1
1 как множества пар.

Пусть S ,T ∈ τ .

S 6СП T ⇐⇒ ∃ f : Cort → Cort, для которой:

1 ∀ s ∈ Cort (s ∈ S =⇒ f (s) ∈ T ), т. е. f : S → T ;

2 ∀ s, s ′ (s, s ′ ∈ S ∧ s ⊂ s ′ =⇒ f (s) ⊂ f (s ′)), сохран. порядок.

Множество W = {⟨S ,T , f ⟩ : S ,T ∈ τ ∧ f удовлетворяет 1 , 2 } —
борелевское в польском τ ×τ × CortCort.

Например 1 выражается через ⟨S ,T , f ⟩ ∈ W ′ =
⋂

s,t∈Cort Wst , где
Wst = {⟨S ,T , f ⟩ : s ∈ S ∧ ⟨s, t⟩ ∈ f =⇒ t ∈ T} — борелевские
множества. Упражнение: доказать борелевость Wst и W .

Итак, 6СП — проекция борелевского W .
Осталось применить лемму о 5 определениях .

Продолжение док-ва Теоремы о рангах и отображениях в след. лекции
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Рис. 1: Отделимость возврат оглавл
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